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RESUMO
O ensino da Matematica, embora tenha apresentado melhoras nos ultimos anos,
ainda enfrenta dificuldades no que se diz respeito ao ensino e aprendizagem. A
utilizacao de jogos em aulas de Matematica vem sendo uma das possiveis formas de
solucionar tais problemas. Este éxito se da pelas caracteristicas peculiares desta
ferramenta, como a motivacdo em sala de aula, a ruptura do modelo tradicional do
ensino e o despertar da criatividade e da criticidade. Nesta perspectiva, o presente
trabalho teve por objetivo mostrar, através de pesquisa bibliografica, que o Cubo
Magico oferece contribuicdes para o ensino de Permutacdes e Funcgdes, visto que
através deste jogo é possivel construir e/ou encontrar alguns conceitos Matematicos.
Ao final das analises, p6de-se constatar que a utilizacdo do Cubo Magico, como
recurso didatico, € uma proposta viavel dado sua capacidade de cativar e evidenciar

para o aluno que a Matematica esta para além dos limites do ambiente escolar.

Palavras-chaves: Educacdo Matematica. Jogos. Cubo Magico.



ABSTRACT
The teaching of Math, although presenting improved in recent years, still faces
difficulties when it comes to teaching and learning. The use of games in mathematics
classes has been one of the possible ways of solving such problems. This success is
given by the peculiar features of this tool, as motivation in the classroom, the rupture
of the traditional teaching model and the awakening of creativity and criticality. In this
perspective, this study aimed to show, through bibliographical research, the Magic
Cube offers contributions to teaching of Permutations and Functions, as through this
game is possible to build and or find some Mathematical concepts. At the end of the
analysis, it could be seen that the use of the Magic Cube, as a didactical resource, is
a viable proposal because their capacity to motivate and demonstrate to student that

mathematics is beyond the limits of the school environment.

Keywords: Math Education. Games. Magic Cube.
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1 INTRODUCAO

Os estudos sobre Educacao Matematica estdo avancando a cada dia. Kilpatrick
(1998) ressalta que a Matematica e a Psicologia sdo as influéncias mais fecundas
para este avanco. A Matematica, propriamente dita, pelo fato dos matematicos
estarem, ao longo da histéria, mostrando-se interessados nos estudos sobre ensino e
aprendizagem da Matematica. E a Psicologia pelo fato de estarem, a cada dia,
contribuindo com seus estudos a respeito de como, por exemplo, a aprendizagem
acontece.

Dentro deste campo de pesquisa em Matematica, tendéncias como a
Etnomatematica, a Psicologia Cognitiva Matematica, a Modelagem Matemaética, a
Historia da Matematica, a Didatica da Matematica e a Resolugéo de Problemas fazem-
se presentes. Em meio a essas tendéncias, pesquisas relacionadas a utilizacdo de
jogos em aulas de Matematica como recurso pedagodgico estdo progredindo de
maneira significativa nas Ultimas décadas, podendo ser encontradas pesquisas
relacionadas a este assunto desde meados de 367 a.C., quando Platdo debatia a
importancia da utilizagcdo dos jogos para o desenvolvimento da aprendizagem de
criancas.

Discussdes a respeito do uso de jogos em aulas de Matematica objetivam
compreender a eficacia desse recurso no processo de ensino e aprendizagem,
melhorar a qualidade de ensino, que por sua vez encontra-se defasado, atualizar o
ambiente escolar, o qual muitas vezes encontra-se limitados ao livro didatico, dentre
outros.

De acordo com os dados do Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas
Educacionais Anisio Teixeira (INEP), os resultados do Programa Internacional de
Avaliacdo de Estudantes (PISA) ndo sao satisfatorios. No ano de 2000, o PISA
referente ao conhecimento matematico foi de 334, jA em 2012, o resultado do PISA
referente a Matematica foi de 391. Comparando estes resultados, podemos ver que o
Brasil teve um grande avancgo nessa Ultima década, no entanto, em escala mundial, o
pais ainda fica nas ultimas posi¢cdes quando o assunto € Matematica. O fracasso no
ensino de Matematica permeia todos os niveis de ensino. Tais fracassos vao desde a
reprovacédo no final do ano letivo, até a falta de interesse de professores e alunos, no
processo de ensino e aprendizagem de Matematica, respectivamente. Outro fator que

influencia neste fracasso se faz presente na intocabilidade da Matematica, visto que,
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por consequéncia de uma construcao histérica e social, esta disciplina é considerada
“para poucos”.

O ensino de Matematica €, muitas vezes, focado em definicdes, axiomas e
postulados e isso, por sua vez, faz com que o aluno considere os conhecimentos
matematicos externos a sua vida, a seu cotidiano. Contudo, ensinar Matemética sem
“construir uma ponte” que liga o conhecimento cientifico ao cotidiano do estudante, é
um dos fatores que podem influenciar no fracasso da aprendizagem desta ciéncia.

Ensinar Matematica tem sido uma tarefa que apresenta varios tipos de
dificuldades: as relacionadas a interagao entre professor e aluno, as relacionadas a
interacdo entre aluno e contetdo, as relacionadas a interacdo entre alunos e
conhecimentos prévios exigidos e as advindas de visdes distorcidas e errbneas sobre
esta area de conhecimento. Tais dificuldades, ameacam o ensino de Matematica, visto
que ndo sdo faceis de serem superadas. E nesta perspectiva que, professores e
pesquisadores sdo desafiados a encontrar solu¢cdes para melhorar o ensino de
Matematica.

Atualmente, um dos focos privilegiados da pesquisa em Educagcdo Matematica
no Brasil voltam-se para a utilizacdo de jogos em sala de aula. A proposta de utilizac&o
de jogos para o ensino de contetidos matematicos fortaleceu-se de tal forma, no Brasil,
gue os préprios documentos oficiais de ensino sugerem que eles sejam utilizados por
professores de Educacgéo Basica (Brasil, 1997).

Assim, varios pesquisadores, como por exemplo, Tahan (1961), Smole (2008)
e Macedo (2005), tém feito investigacoes sobre o uso de jogos em sala de aula,
buscando compreender melhor quais suas contribuicbes para o0 ensino de
Matematica.

Justando-se a tais pesquisadores, buscaremos analisar a importancia e a
eficacia da utilizacdo de jogos em aulas de Matematica, uma vez que a utilizagdo deste
recurso estimula, hipoteticamente, o processo de aprendizagem dos alunos. Nesta
perspectiva, mostraremos que a utilizacdo do Cubo Magico em aulas de Matemética
€ uma proposta viavel, visto que através deste jogo podemos construir e/ou encontrar
alguns conceitos Mateméticos, tais como o conceito de permutacgéo, funcdes, volume,
dentre outros. Além disso, através do Cubo M&gico, construiremos uma ponte entre 0
cotidiano do aluno e os conceitos mateméaticos, mostrando assim que a Matematica

pode estar, muitas vezes, onde menos esperamos.
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Tom Davis (1983) argumenta em seu texto que uma pessoa pode passar horas
e horas mexendo no Cubo Magico afim de monta-lo. Deste modo, acreditamos que o
Cubo Mégico pode agucar a curiosidade do aluno, fazendo com que o mesmo torne-
se mais participativo no processo de ensino e aprendizagem.

Segundo publicagéo recente do diario paulistano Folha de S&o Paulo, o Colégio
Joana D’arc, localizado na cidade de Sao Paulo, criou uma disciplina obrigatéria sobre
o0 Cubo Magico. Nesta disciplina é trabalhado, principalmente, o raciocinio légico.
Autores como Cinoto e Dias (2014) e Rodrigues e Silva (2013) ja fizeram algum tipo
de estudo sobre a utilizagdo do Cubo Mé&gico no ensino de Matematica. Com isso, nos
basearemos através destas pesquisas e de nossos argumentos para afirmarmos que,
de fato, é possivel fazer uso deste jogo em sala de aula.

Assim, acreditamos que este estudo contribuira para o cendrio de pesquisa que
delineamos, pois nos desafiamos a discutir a utilizacdo de jogos no Ensino Médio,
nivel este que nao encontramos muitas pesquisas com este enfoque. Ainda,
consideramos que nossa pesquisa apresenta um valor significante para a Educacao,
tendo em vista que, através do Cubo Magico, poderemos aliar algo concreto ao
conhecimento e estudo de contetdos abstratos.

Elegemos para este estudo, o uso de Pesquisa Bibliografica, visto que foi
utilizado registros disponiveis, decorrentes de pesquisas anteriores, para falarmos
sobre jogos, em especial o Cubo Magico. Ainda, adotamos o carater exploratorio para
esta pesquisa pois foi buscado apenas levantar informacées sobre o uso de jogos em
aulas de Matemética e a Matematica existente no Cubo.

Este trabalho foi dividido em quatro sessdes. Na primeira sessao falamos
primeiramente sobre a importancia da utilizacdo dos jogos na Educacao, em especial
no ensino de Matematica. Em seguida, apresentamos parte da histéria dos jogos,
além de falarmos também da histéria do Cubo Magico. Na segunda sessao,
apresentamos 0 N0Sso jogo em questao, falando sobre seu mecanismo de modo geral
e sobre suas regras e seu objetivo principal. Para finalizar, falamos de algumas das
técnicas utilizadas para montar o Cubo Magico, dando enfoque também para o
namero minimo de movimentos que podem ser aplicados no Cubo para monta-lo. Por
fim, na terceira e na quarta sesséo, tentamos mostrar, através de algumas situacdes

criadas, que podemos encontrar o conceito de permutacdo e funcgdes,
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respectivamente, presentes no Cubo Magico, mostrando assim que podemos fazer

uso deste jogo em sala de aula.
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2 JOGO: BASES TEORICAS E CONTEXTO HISTORICO

Antes de falarmos sobre o Cubo Magico propriamente digo, precisamos,
compreender o que sao os jogos em geral. Assim, falaremos inicialmente neste
capitulo o que € um jogo e qual sua importancia para o ensino, em especial o ensino
de Matematica. Por fim, faremos uma explanacdo sobre a histéria dos jogos, dando
um enfoque a histéria do Cubo Magico.

2.1 O QUE E 0 JOGO?

Todos nos ja ouvimos falar sobre jogos, mas sera que saberiamos responder o
gue seria um jogo? Talvez essa pergunta ndo seja tao facil de ser respondida, pois
achar uma definicao exata sobre jogo seria praticamente impossivel. De acordo com
Brougere (1998, p. 14), ao falarmos de jogos “estamos lidando com uma nogao aberta,
polissémica e as vezes ambigua” visto que os jogos envolvem diversas culturas, cada
gual com seus modos proprios de conversar e criar formas de jogar.

Muitas séo as atividades as quais levam o nome de jogo. No esporte, por
exemplo, existem algumas modalidades, como € o caso do jogo de futebol e do jogo
de beisebol. Nas brincadeiras infantis, os jogos também fazem-se presente como, por
exemplo, a amarelinha. Existem ainda competicées de diversos jogos, como o xadrez
e o0 pobquer. Assim, se fossemos avaliar quaisquer destas atividades citadas
anteriormente, o que seria classificado como jogo iria depender diretamente da cultura
do povo a qual estamos avaliando. Um exemplo disso € que aqui no Brasil, n6s
consideramos o0 Abaco como um brinquedo, ou ainda como um material didatico
utilizado nas aulas de matematica, enquanto no Japdo este mesmo objeto € utilizado
como ferramenta de trabalho. Deste modo, para definirmos o que seria um jogo,
precisariamos levar em consideracdo toda a bagagem cultural e ainda classificar,
caracterizar e avaliar a atividade para de fato sabermos se ela se encaixa como jogo,
ou néo.

De acordo com Huizinga (1990, p. 33)

O jogo é uma atividade ou ocupagédo voluntéria, exercida dentro de
certos limites de tempo e espaco, segundo regras livremente
consentidas, mas absolutamente obrigatorias, dotado de um fim em si
mesmo, acompanhado de um sentimento de tensao e alegria e de uma
consciéncia de ser diferente da vida cotidiana.

Ainda para o autor, 0 jogo é um elemento da cultura. No entanto, de acordo
com Lima (2008, p. 59)
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Indicar o jogo apenas como um elemento da cultura, atividade n&o
produtiva, incerta, ndo é suficiente para que ele possa ser
transformado em recurso pedagogico. Torna-se essencial revelar
justificativas convincentes, que expressem qual o seu papel e a sua
importancia na aprendizagem e no desenvolvimento das criancas, isto
€, pode contribuir, junto com as outras atividades, para que a escola
alcance as suas finalidades.

Nesta perspectiva, ainda segundo Lima (2008, p. 59) “devemos considerar o
jogo como uma atividade de natureza historica e social, motivada por uma atividade
voluntaria, prazerosa, de persisténcia e submissao as regras e aos resultados”, ou
seja, devemos considerar 0 jogo como um elemento que vai para além da cultura.

Autores como Chateau (1987), Piaget (1971) e Tahan (1961) qualificam os
jogos em distintas funcdes. Escolhemos falar aqui sobre a abordagem que Tahan
apresenta em seu livro “Didatica da Matematica”. Os jogos, segundo Malba Tahan
(1961) dispdem de distintas fungdes. O autor os classifica em: passatempo, recurso
para descanso, agente do progresso social, e agente de transmissdo de ideias e
costumes. De fato, muitos usam o jogo como forma de passar o tempo, sendo uma
forma de ocupar agradavelmente as horas de lazer. Outros usam 0 jogo como recurso
de descanso. Um bom exemplo disso sdo os jogos de celulares e computadores, pois
muita gente, depois de um dia longo, costuma fazer uso desses tipos de jogos como
forma de aliviar seu cansaco. Os jogos agentes de progresso social sédo aqueles que
podem cooperar na ampliacdo de lacos entre pessoas, fazendo-as amigas. Por fim,
h4a também os jogos agentes de transmissdo de ideias e costumes que
constantemente séo utilizados em aulas tendo em vista que séo atividades ludicas
gue auxiliam na construgcao de diversos conhecimentos.

O jogo pode ser um trabalho ou puramente um ato para se divertir. Segundo
Tahan (1961) um exemplo de jogo que ora é jogo, propriamente dito, ora é trabalho,
€ a pesca, uma vez que algumas pessoas praticam a pesca como uma atividade
recreativa e outras entregam-se a pesca por profissdo. Outro exemplo disso é a
natacdo, pois os atletas, embora se divirtam, praticam-na como profissdo e o0s
amadores a praticam por diversdo ou como defesa pessoal.

Nas dimensdes ludicas, devemos ter em mente a diferenca entre o ato de
brincar e o ato de jogar. Segundo Macedo (2005) o ato de brincar € agradavel por si
s6, mesmo que existam objetivos, meios e resultados a serem alcancados. Embora
este ato seja divertido, ele requer atengdo, concentracdo e disponibilidade. Ja o ato

de jogar é
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[...] um dos sucedaneos mais importantes do brincar. O jogar é o
brincar em um contexto de regras e com um objetivo predefinido. [...]
€ uma brincadeira organizada, convencional, com papéis e posi¢coes
demarcadas. O que surpreende no jogar € seu resultado ou certas
reacdes dos jogadores. [...] O jogo € uma brincadeira que evolui.
(MACEDO, 2005, p. 14)

Além disso, uma diferenca clara entre o ato de brincar e o de jogar sdo as
regras, pois nas brincadeiras as regras podem variar, sendo mais flexiveis e nos jogos,
as regras sao de extrema importancia para o desencadear do jogo. Mastrocola (2013)
em seu texto traz um bom exemplo disso, pois brincadeiras populares como o
“‘esconde-esconde” possuem regras de total flexibilidade, e podem variar de grupo
para grupo. Ja os jogos de tabuleiro apresentam sempre manuais cheios de regras,
fazendo com que os jogadores ndo possam alterar sua forma de jogar. Deste modo,
podemos observar uma diferenca significativa entre jogar e brincar visto que,
enquanto no ato de brincar o sujeito € livre para alterar possiveis regras, no ato de
jogar o sujeito ser4 sempre limitado, guiado por regras. Assim, em caso de jogos
aplicados a educacéo, é necessario ter definido o que se pretende ser alcancado, para
gue 0 jogo néo seja apenas um ato de brincar.

Segundo Macedo (apud TEIXEIRA; APRESENTACAO, 2014) para se trabalhar
com jogos, o professor deve considerar alguns pontos e caracteristicas importantes:
objetivo, publico, material, tempo, espaco, dinamica, papel do adulto, proximidade de
conteudo, avaliacdo e continuidade. O primeiro passo quando se vai trabalhar com
jogos é definir os objetivos, pois séo eles que vao direcionar e atribuir valor a atividade.
Conhecer os alunos e suas caracteristicas é primordial para o sucesso da atividade.
Outro ponto importante é definir o material, 0 tempo e o espaco para aplicacdo da
atividade, visto que estes precisam estar adequados com a realidade da comunidade
escolar. Antes da aplicacdo do jogo, € preciso definir a dinamica da atividade,
prevendo possiveis duvidas e planejando estratégias que irdo compor as agbes dos
alunos/jogadores. O professor, no ato da aplicacdo da atividade tem o papel de
mediador, fazendo uma ponte entre o0 jogo e o conteludo estudado, além de interferir
guando houver necessidade. Por fim, o professor precisa avaliar e dar continuidade a
atividade de modo geral, buscando compreender melhor a aprendizagem de seus
alunos e aperfeicoar a atividade, evitando possiveis erros.

Tratando-se de educacao, o jogo pode ser classificado por modalidades, faixa
etaria, grau de finalidade, dentre outras. Brenelli (apud TEIXEIRA; APRESENTACAO,
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2014) classifica os jogos em jogos de estratégias, jogos de treinamento e jogos
geométricos. Os jogos de estratégias objetivam desenvolver habilidades relacionadas
ao raciocinio légico. Nestes jogos o educando apropria-se das regras e busca
caminhos para atingir o objetivo final, utilizando assim estratégias e prevendo jogadas
do seu adversario, antecipando-se a elas. Ja os jogos de treinamento sao geralmente
aplicados no lugar das listas de exercicios, com 0 objetivo de reforcar e fixar o
conteudo estudado. Por fim, 0s jogos geométricos objetivam desenvolver a percepcéo
de espaco e a observacao sistematizada das formas geométricas do educando, além
de desenvolver o raciocinio dedutivo e da imaginagéao.

Para Tahan (1961) os jogos utilizados em sala de aula podem se dividir em
duas categorias quanto aos seus objetivos. Eles podem ter objetivos morais e/ou
objetivos didaticos. O jogo com objetivos morais, quando aplicado corretamente em
sala de aula, pode auxiliar o docente no combate a certos complexos, educando a
atencao, despertando o interesse pelo estudo, forcando o aluno a ser correto e leal,
reavivando a simpatia pelo mestre, dentro outros. Ja o jogo com obijetivos didatico
auxilia o docente no ensino de determinado conteudo, definindo novos conceitos ou
revisando conceitos ja vistos.

O jogo quando bem orientado e oportuno, é um interessante recurso didatico
gue auxilia numa melhor e mais segura aprendizagem. Malba Tahan (1961) cita
algumas finalidades do jogo como recurso didatico. Para ele, o jogo pode auxiliar na
fixacdo da aprendizagem, retificar a aprendizagem, motivar, complementar e pode
também ser uma atividade ludica. O jogo com finalidade de fixar a aprendizagem pode
ser utilizado logo apdés a explicacdo de um determinado conteudo. O jogo na
retificacdo da aprendizagem ajuda, principalmente, aqueles alunos que estao
apresentando um entendimento errébneo sobre o contetdo estudado. J4 o0 jogo na
verificacdo da aprendizagem ajuda o professor a perceber o quanto os alunos sabem
e identificar também os erros, e através dessa identificacdo intervir posteriormente. O
jogo também pode ser aplicado como uma atividade ludica, com o objetivo, por
exemplo, de aquietar a turma quando a mesma se encontra agitada. Ja a funcao
motivadora do jogo ajuda o professor a fazer com que o0 aluno se interesse por
determinado conteudo e/ou disciplina. Por ultimo, e ndo menos importante, 0 jogo
pode ser apresentado como uma fungdo complementar, utilizado em situacdes

extremas, como por exemplo, na auséncia do professor de uma determinada turma.
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Em suma, podemos dizer que quando o jogo € utilizado para promover a
aprendizagem e o desenvolvimento do aluno, ele passa a ser um aliado importante
para o ensino de diversas disciplinas, pois no momento em que o0 jogo coloca o aluno
diante de situacdes, ele aproxima o aluno tanto de seus colegas de classe, quanto do
professor e do conteudo estudado, além de ajudar no desenvolvimento das estruturas
cognitivas.

2.2 A IMPORTANCIA DOS JOGOS NO ENSINO DE MATEMATICA

Na sala de aula, os professores se deparam com multiplos desafios. No que se
diz respeito a disciplina de matematica, sabemos que existem muitas barreiras a
serem quebradas. O bloqueio dos alunos em relacdo a esta disciplina, a falta de
alguns conhecimentos primordiais para a aprendizagem de variados contetidos e o
uso excessivo da aula expositiva sédo alguns exemplos de fatores que nao ajudam no
desenvolvimento de uma aula proveitosa, tanto para o aluno quanto para o professor.

D’Ambrosio (1989) considera uma atitude falha quando o professor faz uso
apenas de aulas expositivas, onde o aluno € um mero receptor de conhecimento. A
partir disso, a autora aponta algumas consequéncias dessa pratica educativa. A
primeira delas € que esta pratica induz o aluno a considerar que a aprendizagem de
Matematica s6 se da através de acumulo de algoritmos e formulas. A segunda é que
o aluno passa a considerar a Matematica como um corpo de conceitos estaticos,
verdadeiros e que nunca sofreu, sofre ou sofrera mudancas. Além disso, o aluno perde
a autoconfianca e é bastante comum desistir de solucionar um problema matematico
no primeiro obstaculo que aparece, acreditando, pois, que a Matematica € para
pOouCOS.

Vale ressaltar que a “culpa” disso tudo ndo se limita apenas ao professor.
Existem inimeros motivos para isso ocorrer. As vezes isso acontece pelo fato do
professor nao ter uma formacao docente de qualidade, sendo privado de qualquer
conhecimento sobre novas metodologias de ensino ou entdo ocorre pelo fato da
escola exigir do professor que ele dé todo o contetdo do livro didatico, o famoso “bater
a capa do livro”.

Assim, na tentativa de melhorar as aulas de Matematica e ajudar o aluno no
processo de aprendizagem, a utilizacdo de jogos vem sendo uma estratégia bastante
usada, visto que

[...] éimportante que os jogos facam parte da cultura escolar, cabendo
ao professor analisar e avaliar a potencialidade educativa dos
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diferentes jogos e o aspecto curricular que se deseja desenvolver.
(BRASIL, 1997, p. 36).

No entanto, embora sejam conhecidas todas as vantagens adquiridas através

da utilizag&o dos jogos, de acordo com Smole (2008, p. 10)

O sistema educativo de modo geral oferece resisténcias a esse
recurso devido a uma crenca bastante difundida na sociedade de que
a matematica constitui-se em uma disciplina séria, enquanto a
utilizacdo de jogos supde introduzir nas aulas dessa disciplina um
componente divertido, o que comprometeria tal seriedade.

Para mudarmos este cenario precisamos deixar de negligenciar a utilizacao de
jogos no ensino de Matemética, uma vez que eles ajudam, principalmente, a envolver
mais o aluno na aula, fazendo com que ele deixe de ser um mero receptor e passe a
ser participativo, um agente do processo de ensino e aprendizagem.

Em conformidade com Smole (2008, p. 9),

Em se tratando de aulas de matematica, o uso de jogos implica uma
mudanca significativa nos processos de ensino e aprendizagem que
permite alterar o modelo tradicional de ensino, que muitas vezes tem
no livro exercicios padronizados seu principal recurso.

Além do mais, o uso dos jogos em aulas de Matematica, segundo Borin (1996,
apud TEIXEIRA; APRESENTACAO, 2014, p. 304) “é um importante fator que contribui
para diminuir os bloqueios apresentados por muitos alunos que temem a matematica
e sentem-se incapacitados em aprendé-la” visto que os jogos assumem o papel de
motivar o aluno no processo de aprendizagem. Por consequéncia disso, a
aprendizagem torna-se mais significativa e menos mecanica.

E através do jogo que o aluno, de acordo com Smole (2008, p. 9), “tém a
oportunidade de resolver problemas, investigar e descobrir a melhor jogada; refletir e
analisar as regras, estabelecendo relacGes entre os elementos do jogo e 0s conceitos
matematicos”, desenvolvendo e estimulando, assim, segundo Teixeira e
Apresentacdo (2014, p. 304) “habilidades de raciocinio légico e espacial, de
concentracdo, de interpretacdo, de investigacdo, de previsdo, de andlise por
comparacao e de tomada de decisao légica e embasada em fatos e argumentos”. Com
iss0, 0 jogo aproxima o aluno tanto do conhecimento matematico quanto do cientifico,
visto que ao jogar o aluno esta produzindo conhecimento e envolvendo-se com a

ciéncia.
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A utilizacdo do jogo como material didatico no ensino de Matemética tem como

objetivo

Criar um ambiente descontraido que viabilize a aprendizagem
significativa por meio da observacao, da criatividade, do pensamento
l6gico, da resolucdo de situacdo problema, da articulacdo com
diferentes conhecimentos e da inter-relacdo com os colegas de sala.
(TEIXEIRA; APRESENTACAO, 2014).

Deste modo, percebemos que o jogo liberta o aluno, pois torna-o criativo e ativo
no processo de aprendizagem. Ainda, de acordo com Smole (2008, p.10), “o jogo
reduz a consequéncia dos erros e dos fracassos do jogador, permitindo que ele
desenvolva iniciativa, autoconfianca e autonomia”, além de proporcionar, através da
discussdo com os demais jogadores, o “potencial de participagdo, cooperacao,
respeito mutuo e critica” (p. 11).

Os jogos em aulas de Matematica, de acordo com Pedro Neto e Silva (2008),
se classificam em: jogos que possuem um fator de sorte, jogos que apresentam
informacdes ocultas - ou seja, jogos em que cada jogador possui informacdes que 0
adversario nao sabe - e jogos de informacdes perfeitas, os chamados jogos abstratos.
Os jogos de sorte sdo, por exemplo, jogos que fazem uso de dados, ja a batalha naval
se classifica como um jogo que apresenta informacdes ocultas, os jogos de xadrez e
dama sao ditos abstratos, visto que suas regras sdo conhecidas por todos os
jogadores, além de nao trabalhar com nenhum fator de sorte.

Se tratando da aplicacéo do jogo, Smole (2008, p. 17) aponta que “na primeira
vez em que joga, o aluno as vezes mal compreende as regras. Por isso, se para além
das regras desejamos que haja aprendizagem por meio do jogo, € necessario que ele
seja realizado mais de uma vez”.

Assim, € importante notarmos que a aprendizagem nao se encontra no jogo, a
mesma torna-se presente no ato de jogar, posto que o aluno comeca a refletir sobre
seus atos, torna-se autbnomo e confiante em si mesmo. Além disso, podemos dizer
gue 0 sucesso deste recurso se encontra em como o professor utiliza-o, pois caso ele
nao seja bem direcionado/planejado e fuja significativamente da realidade dos alunos,
nao teremos resultados positivos, visto que o professor sé pode escolher este recurso
caso ele perceba que os alunos seréo aptos a esta nova forma de ensinar e aprender.
Ao aplicar o jogo, o professor precisa conhecé-lo nos mais minuciosos detalhes, a fim

de nada seja passado despercebido. Em suma, acreditamos que 0 uso de jogos em
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aulas de Matemética é de grande importancia, em primeiro lugar porque sabemos que,
guando bem planejados, eles resultam em bons frutos, em segundo porque esta
metodologia de ensino torna as aulas mais atrativas, fazendo com que o aluno sinta-
se mais atraido em aprender determinado conteudo, e em terceiro porque a utilizacao
dos jogos trazem ensinamentos que vao para além da ciéncia, visto que ao jogar o
aluno desenvolve diversas habilidades - como por exemplo o desenvolvimento do
raciocinio légico -, tornando-se cidadaos criativos, criticos e sociaveis.

2.3 HISTORIA DOS JOGOS

O ato de jogar esta presente desde muito cedo na civilizagdo. No entanto, ndo
sabemos ao certo onde, como e por que 0 jogo surgiu. Segundo Pedro Neto e Silva
(2008, p. 16), “as razbes profundas que levam a que todas as civilizagdes
desenvolvam jogos sdo ainda desconhecidas, mas é consensual 0 seu interesse
cultural e educativo”.

Sabendo que o0s jogos estao presentes em nossa sociedade a muitos séculos,
alguns autores, como por exemplo Pedro Neto e Silva (2008), afirmam que
provavelmente os jogos sdo responsaveis pelas primeiras atividades estritamente
mentais que o Homem realizou. Ainda, segundo Huizinga (1990) os jogos talvez sejam
mais antigos que a propria cultura.

Historicamente, 0 jogo mais antigo no qual conhecemos as regras € chamado
de Ur ou Jogo real de Ur. Este jogo, segundo Pedro Neto e Silva (2008), floresceu na
Mesopotamia e so foi descoberto nos anos 20 do século passado. Até hoje, apesar
de suas regras exatas néo terem sido descobertas, sabemos que ele se trata de uma
corrida entre dois oponentes e que provavelmente o primeiro jogador que concluir o
caminho ordenado pelo jogo seria o vencedor.

Os jogos também fizeram parte do Egito Antigo, pois no Livro dos Mortos e no
tumulo de Nefertari aparecem evidéncias de que o ato de jogar esteve presente neste
momento da histéria. Um jogo egipcio bastante conhecido € o Caes e Chacais, que
se trata de um jogo de corrida. Neste jogo, segundo Pedro Neto e Silva (2008, p. 19)
ha dois percursos independentes, onde existem “linhas que ligam pares de casas boas
e mas, que indicam para onde deve deslocar uma peca que nelas caia”. Outro jogo
conhecido desde o Egito Antigo é o jogo do moinho, antecessor do jogo da velha.

Neste jogo, cada jogador tem nove pecas e seu objetivo é reduzir o oponente a apenas
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duas pecas no tabuleiro, ganhando assim, aquele que conquistar este objetivo
primeiro.

Na Civiizagdo Romana, os soldados costumavam jogar o0 Ludus
Latrunculorum, também conhecido como o jogo do soldado. Tratava-se, segundo
Pedro Neto e Silva (2008, p. 20), “de um jogo de estratégia militar em que o tabuleiro
funcionava como um campo de batalha e as pecas como soldados, mas néo se
conhecem as regras originais”. Outro jogo advindo deste periodo historico foi o
alquerque, antecessor do famoso jogo de damas. O Stomachion também faz parte
deste momento, o qual Arquimedes descreveu como sendo um puzzle, ou seja, um
guebra cabeca, geométrico e que se assemelha ao Tangram que conhecemos hoje.
Ainda de acordo com Pedro Neto e Silva (2008), Arquimedes chegou a descrever
propriedades combinatérias do Stomachion, mas a descricdo ndo sobreviveu até o
tempo atual.

Durante a Idade Média, as classes cultas cultivaram diversos jogos. Segundo
Pedro Neto e Silva (2008), “alguns tiveram circulagao restrita as universidades,
conventos e outros meios onde se compreendiam as regras complicadas dos jogos”.
Dentre eles, o Rithmomachia destaca-se sendo um jogo pedagdgico concebido para
aprender algumas relacées numéricas, como por exemplo, as progressdes. E valido
lembrar que, naquela época, o conhecimento da aritmética atribuia-se a valores
religiosos e morais, sendo assim um dos jogos mais importantes para a educacgao das
classes eruditas.

Durante o decorrer da histéria, alguns matematicos também se enveredaram
para o mundo dos jogos. Segundo Pedro Neto e Silva (2008), o matematico italiano,
Jeronimo Cardano, do século XVI, se dedicou a escrita do livro Ludo Aleae falando
sobre o0s jogos de azar existentes até aquele século. Ainda, a ele se atribui a criacao
do puzzle que hoje é conhecido por anéis chineses.

Em 1857, o matematico irlandés Hamilton inventou o jogo Icosian. Tal jogo ndo
teve muito sucesso na sua comercializagcdo, no entanto, era um jogo de grande
potencial matematico pois estava relacionado com os circuitos hamiltonianos, conceito
hoje basico da teoria dos grafos.

Em 1883, o matemético francés, Edouard Lucas, inventou as Torres de Handi,

7

puzzle este que ainda hoje é muito popular e que esta relacionado com alguns
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conceitos mateméaticos, como por exemplo o Principio da Inducdo Matematica e a
Relacédo de Recorréncia.

Um dos mais antigos antepassados do xadrez € o Chaturanga, que era jogado
no século VI, na india. Com o desenvolvimento das regras, ap6s o século XVII o
xadrez se impOs no mundo dos jogos, tornando-se assim conhecido e praticado
mundialmente.

Com o avanco da tecnologia, a criagao de jogos eletrénicos ganhou destaque
no mercado mundial. Hoje, jogos de cartas e tabuleiros podem ser jogados facilmente
em aparelhos eletrénicos. Além disso, a criacdo de jogos eletronicos esta a cada dia
mais surpreendendo 0s usuarios, visto que novos jogos sao criados e disponibilizados
a seus possiveis jogadores diariamente.

Atualmente, existem diversas categorias de jogos, tais como: jogos de
tabuleiro, jogos de carta, jogos eletrbnicos, jogos de dados, etc. A criacdo e venda
destes nédo param, assim cabe ao jogador escolher o jogo no qual mais o agrade.

2.4 CRIACAO DO CUBO MAGICO

Todos os dias diversas coisas sao criadas. Algumas fazem sucesso, outras
ndo. Algumas cumprem seu obijetivo inicial, outras vao para além dele e algumas
fracassam. Diante dessas diversas criagdes, muitas vezes ndo nos interessamos em
saber como, por exemplo, nosso jogo favorito foi criado ou muito menos de onde
surgiu a ideia para criagcao daquele nosso filme predileto.

Aqui, acreditamos que a histéria da criacdo é parte fundamental para
conhecermos melhor sobre diversos assuntos. A histéria nos informa, nos faz
conhecer algo que jamais imaginariamos. Foi diante disso que escolhemos falar aqui
de como, onde e com qual objetivo o Cubo Magico foi criado.

O Cubo Magico, com todo seu esplendor, surgiu em 1974. Segundo Frans
Johansson (2013) este puzzle foi a mania que chegou a vencer todas as manias
daquela época. E considerado um dos brinquedos mais bem sucedidos da histéria,
sendo vendidas mais de 350 milhdes de unidades para todo o mundo, o que fez com
gue o seu criador se tornasse um dos homens mais ricos da Hungria.

Ainda segundo Frans Johansson (2013), seu criador, Erno Rubik, ndo fazia
absolutamente nenhuma ideia do que estava criando. O Cubo nao foi uma obra
planejada e pesquisada cuidadosamente, mas sim um resultado de uma criatividade

gigantesca.
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Erno Rubik nasceu na Hungria, na cidade de Budapeste. Era professor
universitario de designer de interiores e buscava criar uma peca que o ajudasse a
explicar perfeitamente para seus alunos de arquitetura o conceito de terceira
dimensédo. De acordo com Frans Johansson (2013), aos 29 anos de idade Rubik
encheu um cémodo do apartamento de sua mae com objetos presos a blocos por
meio de tiras de elasticos. Os blocos eram separados entre si, mas quando montados
formavam um cubo. Quando Rubik girava os cubos de lugar, os elasticos que o
prendiam comecavam a romper. No entanto, ele conseguiu solucionar este problema
da seguinte forma: conectou os cubos entalhando pequenas fendas dentro dos
guadrados e pregando adesivos coloridos para identifica-los. Com o cubo montado,
ele verificou que sua forma continuava intacta e que as pec¢as do cubo se moviam
individualmente dentro dele. Foi assim que, de certa forma sem querer, Erno Rubik
criou 0 jogo que o deixaria rico futuramente.

Com o Cubo criado, Erno percebeu que além de ter criado um objeto
tridimensional, ele também havia inventado um quebra-cabeca. Deste modo, ele
precisou de um pouco mais de um més para conseguir solucionar seu quebra-cabeca.

A comercializacdo do Cubo Magico demorou um pouco pois, segundo o site
norte-americano Rubik’s, nos anos 70 a Hungria fazia parte do Regime Comunista e
gualquer tipo de importacdo ou exportacdo era extremamente controlada. Assim, para
a exportacdo do Cubo Magico acontecer, seria necessario que ele ganhasse
reconhecimento mundial. Para isso, alguns matematicos hungaros comecaram a levar
0 Cubo para Conferéncias Internacionais e também alguns empresérios o levavam
para feiras de brinquedos. Foi assim que em 1979, na feira de brinquedos de
Nuremberg, que Tom Kremer, especialista em brinquedos, concordou em vender este
puzzle para o mundo inteiro. Assim, a partir dai os Cubos Magicos comecaram a ser
fabricados pela fabrica de brinquedos “Ideal Toy Company” e, além disso, passou a
ser comercializado com o nome de “Cubo de Rubik”, em homenagem a seu criador.

O Cubo de Rubik, que no Brasil € chamado de Cubo Magico, vinha sendo
esquecido, porém nos ultimos anos sua popularidade ressurgiu e hoje € fabricado por
diversas marcas, inclusive brasileiras.

Para seu criador, o que ainda o interessava nao era, contudo, o Cubo Magico
como um objeto, mas sua relagdo com o usuario. Tais relagdes com os usuarios foram

tdo significativas que o Cubo, de acordo com o site Rubik’s, iniciou movimentos de
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arte, como por exemplo o Rubik Cubismo, videos famosos, filmes de Hollywood e
ainda teve seu préprio programa de TV. Do mesmo modo que o Cubo representava
genialidade, ele também representava confusdo. Este jogo deu inicio a um novo
esporte, chamado de speedcubing, e inclusive ja foi levado para o espaco.

Com a popularidade deste jogo, o0 mercado comecou a desenvolver varias
versoes para ele. Aléem da versao 3x3x3, criada por Rubik, as versdes 2x2x2, 4x4x4 e
5x5x5 surgiram para desafiar aqueles que queiram ser desafiados, cabendo assim ao

jogador escolher a versédo que mais o interesse.
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3 CONHECENDO O CUBO MAGICO

O Cubo Méagico, também conhecido como Cubo de Rubik, € um puzzle formado
por 6 faces, 12 arestas e 8 vértices. Cada face, com o Cubo montado, é composta por
uma cor diferente. De acordo com o padrao estabelecido mundialmente, a face de
cima (C) é da cor amarela, a face de baixo (B) é da cor branca, a da direita (D) é da
cor vermelha, a da esquerda (E) da cor laranja, a da frente (F) € da cor azul e a de
tras (T) € da cor verde (vide Figura 1). Além disso, nos Cubos tradicionais, a cor branca
sempre fica oposta a cor amarela, a cor vermelha sempre sera oposta a cor laranja e
a cor azul sempre sera oposta a cor verde.

Figura 1 Planificacdo do Cubo Magico

C

B - -

B

Fonte: Elaborado pelo autor deste trabalho (2016)
O Cubo possui trés camadas (vide Figura 2), sendo duas camadas compostas

por 9 cubos menores e a camada do meio composta por 8 cubos menores, somando
assim um total de 26 cubos menores. Porém, em alguns materiais, como Colmez
(2010), encontramos a informacédo de que o Cubo Magico possui 27 cubos menores.
Tais documentos contam com a existéncia de um cubo central, no entanto, este cubo

€ inexistente como podemos ver na Figura 3.

Figura 2 As trés camadas do Cubo Magico

Fonte: Vsimportados
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Figura 3 Centro do Cubo Magico

Fonte: Walter Pereira Rodrigues de Souza

Dos 26 cubos menores que comp&em o Cubo Magico, 6 deles sao fixos, tendo
em vista que embora a camada que eles pertengcam sofra algum movimento, eles
nunca trocardo de lugar com outra peca, e 20 sdo moveis. Os cubos fixos no
mecanismo, chamados centrais, estao localizados no centro de cada uma das faces
e possuem apenas uma cor. Sao estes cubos que determinam a cor de cada face do
Cubo Méagico. Os cubos méveis sado classificados como cubos de meios e cubos de
guinas. Os meios, como sdo mais conhecidos, sdo as pecas que possuem duas cores.
E as quinas séo as pecas que literalmente localizam-se nas quinas do Cubo. Estas
pecas possuem trés corres diferentes. Para melhor compreenséo, vide Figura 4.

Figura 4 Identificando os centros, 0s meios e as quinas

A
A
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Centros Meios Quinas
Fonte: Elaborado pelo autor deste trabalho (2016)

Os movimentos realizados em cada camada do Cubo Méagico sdo sempre de
90°, 180°, 270° e 360°. No entanto, € importante destacarmos que quando alguma
face é movimentada em 360°, seu estado inicial ndo € alterado, tendo em vista que
uma rotacdo de 360° equivale a uma de 0°. E pertinente destacarmos que 0s
movimentos/rotacdes sao realizados no sentido horario ou no sentido anti-horario.

Anteriormente, denominamos cada face por uma letra, agora além das letras
representarem as faces, elas representarao também os movimentos realizados nelas.
Tais letras sempre virdo acompanhadas por expoentes de 1 a 4. Quando a letra tiver

expoente 1, por exemplo, isto indicara que a face sofrera uma rotacao de 90°, quando
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o expoente for 2, isto indicard que serd aplicado a face dois movimentos de 90°, ou
seja, um movimento de 180°. Os expoentes variam de 1 a 4 dado que 0s movimentos
sdo multiplos de 90°, assim, teremos, por exemplo, que um expoente 6 implica num
movimento de 6x90° = 540° = 360° + 180°, ou seja, uma rotacdo de 360 graus
seguida de uma rotacao de 180 graus. Porém, como ja observamos anteriormente,
uma rotacdo de 360 graus numa camada do Cubo leva todas as pecas na mesma
posicéo, ou seja, equivale a uma rotacao de 0 graus. Portanto, uma rotacdo de 540
graus equivale a uma rotacao de 180 graus, que equivale a duas rotacdes de 90 graus,
ou seja, um expoente 6 equivale a um expoente 2. Além disso, 0s expoentes positivos
indicardo que a face serd movimentada no sentido horario, caso 0 expoente seja
negativo isso implicard numa rotagdo no sentido anti-horario.

Vejamos agora, através da Figura 5, o comportamento de cada face quando &

movimentada no sentido horario e no sentido anti-horario.

Figura 5 Movimentos do Cubo Magico

Fonte: Elaborado pelo autor deste trabalho (2016)

Ainda sobre movimentos que podemos fazer no Cubo MAagico, é relevante
observarmos que as pecas de meios serdo sempre pecas de meios, quaisquer que
sejam as transformacdes dadas no Cubo. O mesmo ocorre para as outras pecas. Por
isso nédo ha problemas em nomea-las.

3.1 REGRAS E OBJETIVOS

O principal objetivo deste puzzle é basicamente monta-lo de maneira que cada
face figue apenas de uma cor. Para chegar a este dado objetivo ndo é permitido
desmontar o Cubo Mégico. E permitido, apenas, que sejam aplicados movimentos no

sentido horario e/ou anti-horario nas faces do Cubo.
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J& conhecendo a estrutura fisica, as regras e os objetivos do Cubo Mé&gico,
podemos dizer que este jogo entra ha categoria dos jogos abstratos, tendo em vista
gue todas as informacgbes sao apresentadas aos jogadores, ndo tendo nenhuma
informac&o oculta.

3.2 METODOS DE RESOLUCAO

Devido a complexidade de organizacdo das cores do Cubo Magico, quando
suas faces estdo embaralhadas, muitas pessoas acabam desistindo de tentar resolvé-
lo. No entanto, existem alguns métodos/técnicas que podem ser seguidas para
resolucao deste puzzle. Vale lembrar que uma pessoa pode vir a conseguir solucionar
0 Cubo Magico sem seguir nenhuma técnica, porém, esta € uma tarefa muito mais
dificil do que seguir os passos que sdo dados nas técnicas de resolu¢cdo do Cubo
Magico.

Apesar da simplicidade de suas regras, € necessario muita paciéncia e
determinacdo pois s6 a pratica proporcionard um melhor aperfeicoamento. Assim,
para quem deseja aprender a montar o Cubo, recomendamos o treinamento diario
afim de que seja criada uma familiaridade com a técnica escolhida.

Existem muitos métodos de resolu¢do do Cubo, eles vao dos mais faceis aos
mais complexos, dos mais rapidos aos mais devagar. Geralmente, cada método
ensina uma determinada sequéncia, deste modo, uma sequéncia dada por um método
“x” possivelmente sera diferente de uma sequéncia determinada por um método “y”.

Em sites de pesquisas, ou at¢é mesmo no mais famoso site de
compartilhamento de videos, o YouTube, podemos encontrar diversos tutoriais
ensinando, através de diversos método, montar o Cubo Magico. No Brasil, um dos
sites mais conceituados sobre o assunto € o CuboVelocidade, desenvolvido pelo
cubista brasileiro Renan Cerpe. JA em escala mundial, o site francés Francocube é
um dos que mais se destaca, por apresentar diversos métodos para se montar o Cubo
Magico. Assim, falaremos aqui, de forma abreviada, de alguns desses métodos. Para
descricdo dos métodos a seguir, fizemos uso das informacdes disponibilizadas pelo
site Francocube.

O Método de Camadas é tido como o método mais simples e destina-se
agueles que estado tendo o primeiro contato com o Cubo. De fato, ele requer apenas

guatro ou cinco sequéncias a serem seguidas para completar o Cubo camada por
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camada. Uma vez que as sequéncias dadas forem realizadas corretamente, o puzzle
estara montado.

O Método Intermediario € uma extensdo do método anteriormente falado.
Fazendo uso de algumas sequéncias adicionais sera possivel montar o Cubo em
menos tempo. Este método € mais rapido cerca de 30 a 40 segundos do anterior.
Nele, é ensinado também como usar os dedos para agilizar as movimentacoes
seguintes.

O Método Jessica Fridrich, mais conhecido como Método Fridrich, é atualmente
0 método mais réapido para a resolucdo do Cubo Magico. Em compensacéo, é
considerado o método mais dificil, pois requer uma aprendizagem de,
aproximadamente, uma centena de sequéncia. Os movimentos realizados neste
método sdo em alta velocidade, o que diminui significativamente o tempo total da
resolucdo do Cubo. Além disso, € este 0 método mais utilizado pelos cubistas do
mundo.

O Método de Lars Petrus, ou simplesmente, Método Petrus, foi desenvolvido
nos anos 80 e destina-se a pessoas que queiram resolver o Cubo com poucos
movimentos (FMC) ou com o nimero minimo de movimentos (speedcubing). Um fato
curioso sobre o speedcubing é que foi na tentativa de se descobrir o menor nimero
de movimentos possiveis para se montar o Cubo Magico que se descobriu 0 NUmero
de Deus, numero este que falaremos mais adiante. Por se tratar de um método onde
se realiza poucos movimentos, este € um método complexo. Permite resolu¢cdes um
pouco mais lenta do que o Método Fridrich, no entanto, este também é um método
frequentemente usado pelos cubistas nas competicdes de speedcubing ou FMC.

O Método Ofapel € do tipo um por todos e todos por um, no sentido de ser um
método que resolve Cubos 3x3x3, 4x4x4 e 5x5x5 de forma bem semelhante. No
entanto, ndo é um método frequentemente usado na resolugcdo de Cubos 3x3x3,
porém, quando se é usado, o tempo de resolucéo em relacdo ao Método de Camadas
cai em 40 segundos.

Ha ainda o Método Blind, ou simplesmente Método Cego. Este, é destinado
para aqueles que acham que resolver o Cubo néo é suficiente e que é preciso de um
pouco mais de dificuldades, pois o Método Blind é utilizado por cubistas na resolucéo

do Cubo com os olhos vendados. Neste método, sdo utilizadas algumas sequéncias
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com o objetivo de colocar as pecas em ciclos para que assim, a pessoa na qual esta
montado o cubo nao se perca.

Em suma, é possivel observarmos que embora a resolu¢do do Cubo Magico
nao seja algo tdo simples, existem varios caminhos para monta-lo. Deste modo, cabe
ao jogador escolher o método que mais o agrade. Vale lembrar que caso seja dado
gualquer passo errado, em qualquer método, isso podera ocasionar a hao resolucéo
do Cubo.

3.3 0O NUMERO DE DEUS

Existem 43 252 003 274 489 856 000 combinacfes possiveis com o Cubo

Magico. Algebricamente, este nimero pode ser expresso por

8!-12!-38. 212
=—-8!-12!-38.212 1)
2-3-2 12

O chamado “Numero de Deus” € o menor numero de movimentos possiveis

para se resolver quaisquer destas combinacbes do Cubo Magico. A busca para
resolver este enigma durou mais de 30 anos.

Segundo o site Cube 20, em junho de 1981 o matematico Morwen Thistlewaite
provou que 52 movimentos era suficiente para resolver o Cubo em qualquer posi¢ao.
Passaram-se quase dez anos para que este fato fosse contestado. Entdo, em
dezembro 1990, Hans Kloosterman, diminuiu este nimero para 42 movimentos.

Podemos dizer que, nos anos 90, este nUmero comec¢ou a diminuir ainda mais,
pois, de acordo com informacdes disponibilizadas no site Cube 20, em maio de 1992
Michael Reid provou que 39 movimentos eram suficientes para resolver o Cubo. No
entanto, também em maio de 1992, Dik Inverno afirma que seria preciso aplicar
apenas 37 movimentos no Cubo, derrubando assim as afirmag¢des de Reid. Passando-
se aproximadamente trés anos, em janeiro de 1995, Michael Reid ressurge na historia
e afirma que seriam necessarios apenas 29 movimentos.

Passam-se alguns anos para que este numero sofresse alteracdes. Entéo,
ainda segundo o site Cube 20, em 2005 Silviu Radu reduziu 0 nimero de movimentos
para 28. Em abril do ano seguinte, Silviu Radu diminuiu ainda mais este namero,
afirmando que seriam necessarios apenas 27 movimentos para se resolver o Cubo
Magico. Perceba que, apds 1981, este nimero diminuiu 25 movimentos, praticamente
a metade no primeiro numero estimado. Ainda nos anos 2000, em maio de 2007, Dan
Kunkle e Gene Cooperman provaram que seria hecessarios apenas 26 movimentos.

Em marco de 2008, Tomas Rokicki cortou o limite para 25 movimentos. No més
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seguinte, Tomas Rikicki, juntamente com John Welborn reduziu o nimero analisado
para 23 movimentos. Em agosto do mesmo ano, hovamente Tomas Rikicki e John
Welborn diminuiu ainda mais este movimento, agora para 22. E em julho de 2012,
Tomas Rokicki, Herbert Kociemba, Morley Davidson e John Dethridge, com toda ajuda
da tecnologia dos computadores da empresa Google, provaram que o hamero de
movimentos para se resolver o Cubo Magico € 20, ou seja, foi provado que séo

suficientes e necessarios apenas 20 movimentos para se resolver este puzzle.
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4 O CUBO MAGICO NO ENSINO DE MATEMATICA

Muitas vezes 0s conceitos matematicos ndo sao faceis de serem
compreendidos, entdo os professores de Matematica devem buscar novos métodos
para que seus alunos consigam compreender tais conceitos por mais abstratos que
eles possam ser/aparentar. Hoje em dia existem diversas técnicas e metodologias que
ajudam na resolucéo de tal problema. Aqui faremos uso do Cubo Méagico na tentativa
de ajudar professores e alunos no ensino e compreensao, respectivamente, de
conteudos tidos, muitas vezes, como dificeis.

Através do Cubo Magico, é possivel ensinar diversos conteidos matematicos.
No Ensino Basico, por exemplo, é possivel trabalhar algumas nocdes de funcdes,
volume, simetria, permutacdo, etc. Além de ensinar também o conceito aresta,
vértices e lados. Ja no Ensino Superior, o Cubo pode ser utilizado em aulas de Algebra
Abstrata, quando se estuda Grupos e Subgrupos, por exemplo. No presente trabalho
buscaremos definir de uma forma mais concreta e menos abstrata os conceitos de
permutacéo e funcao.

O Cubo Magico vem sendo um recurso utilizado em sala de aula. Cinoto e Dias
(2014) desenvolveram uma sequéncia didatica para o ensino de Andlise
Combinatdria. Ao final deste trabalho os autores afirmam que a proposta é vélida, mas
no entanto, ndo é possivel utilizar o puzzle em questdo para ensinar tudo sobre
Andlise Combinatéria.

Ja Rodrigues e Silva (2013) fizeram uso do Cubo Magico para ensinar
conceitos relacionados a Algebra, tais como: operacdes comutativas e néo
comutativas, operacdes inversas e ordem de operacdes. Ao final de sua pesquisa, 0s
autores afirmam que a proposta de atividade desenvolvidas por eles é viavel e que,
assim como todo jogo, o Cubo Magico pode ser um agente transformador no ensino
de Matemética.

Em entrevista para o portal de noticias g1, o arquiteto e cubista Fabio Bini
Graciose aponta que jogar o Cubo Magico requer atencdo e concentragdo. Além
disso, com a pratica deste jogo, o jogador pode melhorar seu poder de observar 0os
fatos. Assim, o Cubo Magico vem sendo utilizado também para o desenvolvimento do
raciocinio légico, visto que para se montar este puzzle é preciso muita reflexdo sobre

0 que se esta fazendo.
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Tendo mais familiaridade com o Cubo Magico, percebemos que ao manusea-
lo se esta produzindo Matematica, por mais estranho que isso possa parecer. E 0 mais
interessante disso € que inconscientemente aprendemos Mateméatica. Assim, iremos
aliar este jogo, que é conhecido em escala mundial, ao ensino de Matematica. Vale
destacar que cabe ao professor avaliar se esta € ou ndo um recurso que facilitara a
aprendizagem de seus alunos. Deste modo, para usar o Cubo Méagico no ensino de
Matematica, o professor precisard conhecer bem sua turma, saber se seus alunos
gostam deste tipo de recurso e se, principalmente, este 0os ajudara no processo de
aprendizagem. No entanto, acreditamos que tal estratégia pode ser bastante
significativa quando bem planejada e trabalhada, afinal, como ja haviamos falado
anteriormente, 0s jogos no ensino de matematica € uma ferramenta facilitadora.

4.1 AS PERMUTACOES DO CUBO MAGICO

O estudo das permutacdes no Ensino Médio é muito voltado para o uso de
formulas. E este modo de ensinar, muitas vezes, pode prejudicar a aprendizagem do
aluno, pois quando o “decorar a formula” € mais importante do que entender o conceito
em si e suas aplicacbes, a aprendizagem deixa de ser significativa e passa a ser
mecanica. Nao que a utilizacdo da formula ndo seja permitida e importante, o que nao
podemos deixar acontecer € limitar o estudo de um contetdo a apenas a decorar as
férmulas. Foi pensando nisto que buscamos uma forma de ensinar o conceito de
permutacdes, ndo o resumindo a férmula.

A palavra “permutacdo” € um substantivo feminino e apresenta varios
significados. Segundo o dicionario Houaiss, por exemplo, “permutacéo” pode ser
conceituado como “ato de permutar’, “substituicdo de uma coisa por outra” ou
“alteracao dos elementos que formam um todo, a fim de se obter nova combinagao”.
Assim, quando mudamos, por exemplo, os méveis do nosso quarto de lugar, estamos
fazendo permutando esses objetos.

Matematicamente, o significado de “permutacdo” ndo é muito diferente do
significado apresentado no dicionario, no entanto, antes de conhecermos seu
significado matematico, mostraremos, através de um exemplo concreto, algumas
“‘permutacdes” existentes no Cubo M4gico, visando facilitar a compreensdo desse
conceito.

Situacdo 1. Com o Cubo Magico montado, vamos movimentar sua camada de cima

em 90°, 180°, 270° e 360° graus. A cada movimento aplicado a camada, analisaremos
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0 que acontece com cada uma de suas pecas. Para tal, consideraremos, por defini¢ao,
a cor amarela como a face de cima, a cor vermelha como a face da direita e a cor azul
com a face da frente.

Visando melhor compreenséao, vejamos na Figura 6 a camada de cima e sua
planificagéo:

Figura 6 Planificacdo da Camada de Cima

Planificando

—

Fonte: Elaboragéo do autor

Observando a figura acima, podemos perceber que esta camada € composta
por nove cubos menores, sendo quatro de quinas, quatro de meios e um de centro.
Percebemos também que estes cubos menores sao formados por pecas da face de
cima, da face da esquerda, da face da direita, da face da frente e da face de tras.

Para melhor manipulag&o quando formos aplicar os movimentos nesta camada,
daremos a cada uma destas pecas um devido nimero. Faremos a numeracao destas
no sentido horario, iniciando a contagem na peca ECT, ou seja, na pec¢a que possui
um cubo menor da face de cima, um cubo menor da face da esquerda e um cubo
menor da face de tras. A contagem sera finalizada na peca C, ou seja, na pec¢a do
centro da face de cima que sera numerada com o0 zero, visto que nada ocorrera com
esta peca. Vejamos isto na Figura 7 a seguir:

Figura 7 Pecas da camada de cima do Cubo Mégico

Peca 1l Peca 2 Peca 3 Peca 4 Peca 5
Peca 6 Peca 7 Peca 8 Peca 0

Fonte: Elaborado pelo autor deste trabalho (2016)
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Através desta numeracao, podemos representar a camada de cima da forma:
1 2 3
C—-> 8 0 4. (2)
7 6 5

Assim, chamaremos o0 conjunto dessas pecas de C, ou seja, C=
{0,1,2,3,4,5,6,7,8}. Por se tratar de um Cubo Magico, podemos dizer que as pecas de
guinas so trocardo de lugar com as pecas de quinas, as pecas de meios s6 trocarao
de lugar entre si e a peca de centro nao trocara de lugar com ninguém. Uma maneira
simples de entender este fato é observar o formato de cada peca, pois as pecas que
apresentam suas estruturas fisicas semelhantes, trocarao de lugar entre si. Deste
modo, temos que a Peca 1 s6 podera permutar com as pecas 3,5 e 7, a peca 2 so
podera ocupar o lugar da peca 4,6 e 8 e a peca 0 ndo trocara de lugar com nenhuma
peca, permanecendo sempre no mesmo lugar. Para melhor compreenséao e abstracao
do que estamos falando, vide Figura 8:

Figura 8 Movimentos das pecas da camada de cima

1——3 e

W 0
I 0. . ),
7+— 5 W

Fonte: Elaborado pelo autor deste trabalho (2016)
E importante notarmos que se a peca 1, por exemplo, sofrer um

rearranjamento, ou seja, se a pec¢a 1 trocar de lugar com outra peca, as demais pecas
da camada de cima obrigatoriamente se rearranjarao, tendo em vista que as pecas da
camada de cima sao “coladas” umas nas outras. Assim, quando qualquer peca desta
camada trocar de lugar com outra peca, todas as demais pecas trocaréo de lugar.

Feito as observagfes acima, ja conhecemos melhor a camada de cima do Cubo
e suas caracteristicas. Com isso, podemos dar inicio a nossa analise, estudando
assim o que acontece com as pecas da camada de cima quando a movimentamos em
90°, 180°, 270° e 360°. E valido lembrarmos que podemos escrever estes movimentos
da forma C',¢?, ¢ e ¢*, onde C' representa o movimento de 90° na camada de cima,
C? representa o movimento de 180° na camada de cima e assim sucessivamente. Em
outras palavras, podemos dizer que C significa “camada de cima” e o expoente indica
0 numero de vezes que se aplicard uma rotacdo de 90° na camada.

Para melhor compreendermos, analisaremos cada rotacdo por vez, de modo

gue nenhuma informacéao seja passada despercebida. Primeiro, faremos a analise dos
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movimentos por meio de ilustracbes e em seguida faremos esta andlise algébrica.

Assim, vamos iniciar nossa analise com a rotacéo .

Vejamos, na Figura 9, o que acontece com a camada de cima quando

aplicamos o movimento C.

Figura 9 Movimento C?

Fonte: Elaborado pelo autor deste trabalho (2016)
Note que utilizamos as setas, apenas, para indicar para onde foram as pecas de
quinas quando o movimento C* foi aplicado. N&o fizemos o mesmo procedimento para
as demais pecas pois acreditamos que a imagem ficaria muito carregada de
informagéo, o que ndo facilitaria a nossa compreenséo.
Interpretando algebricamente o movimento C*, temos que:
7! 8% 13
Ct > 68 00 2% 3)
57 4% 3°
Ou seja, suas pegas se rearranjaram, de modo que a peca 1 foi levada para o lugar
gue a peca 3 ocupava anteriormente, a peca 2 foi levada para o lugar da peca 4, a
peca 3 foi levada para o lugar da peca 5 e assim sucessivamente. Observe que, para
melhor compreendermos, no movimento C* utilizamos a notacédo X, onde X expressa
0 numero da peca da camada de cima e y expressa o lugar que a peca X ocupou
depois de receber uma rotacdo de 90°. Ressaltamos que essa notacao foi utilizada
apenas para C!, porém no caso de C?,C3? e C* os expoentes continuardo no mesmo
lugar que ocupou quando C?1, de modo que néo ha necessidade de mostra-los. Assim,
dando continuidade a nossa analise, temos que C? se comporta, graficamente, da

forma a seguir (vide Figura 10):
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Figura 10 Movimento C?

Fonte: Elaborado pelo autor deste trabalho (2016)

Ou algebricamente, da forma:

5 6 7
C>2 > 4 0 8 (4)
3 2 1

De modo que, quando aplicamos o movimento C?, temos que os elementos da
camada de cima também se reorganizaram, uma vez que a peg¢a 1 passou a ocupar
o lugar que a peca 5 ocupava antes da rotacao, a peca 2 passou a ocupar o lugar que
a pega 6 ocupava, a peca 3 passou a ocupar o lugar que a pega 7 ocupava e assim
sucessivamente.

Ja quando aplicamos o movimento €3, graficamente a camada se comporta da

forma (vide Figura 11):

Figura 11 Movimento C3

Fonte: Elaborado pelo autor deste trabalho (2016)

Ou algebricamente da forma:
3 4
520

a

—_

5
6. (5)
1 8 7

De modo que, quando aplicamos o movimento €3 observamos também que as pecas
trocaram de lugar, pois a peca 1 foi levada para o lugar que a peca 7 ocupava
anteriormente, a peca 2 foi levada para o lugar da peca 8, a peca 3 foi levada para o

lugar da peca 1 e assim sucessivamente.
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Por fim, quando aplicamos o movimento C*, graficamente o objeto estudado se

comporta da seguinte forma (vide Figura 12):

Figura 12 Movimento C*

1/
s/o
6

Fonte: Elaborado pelo autor deste trabalho (2016)

Ou algebricamente da forma:

1 2 3
c*-> 8 0 4 (6)
7 6 5

Onde, se observarmos a camada de cima quando aplicamos o movimento C* teremos
gue, embora seja aplicada uma rotacdo de 360° na camada, as peg¢as continuam nas
mesmas posi¢des iniciais. Com isso podemos dizer que o movimento de C* equivale
a uma rotacao de 0°.

Assim, analisando os movimentos C1,C?,C3 e C*, temos que C* rearranja 0s
elementos do conjunto C deixando-os na mesma posi¢ao inicial. J& os movimentos
C1,C?,C3 rearranjam os elementos do conjunto C, de modo que nesses movimentos,
todos os elementos, com excecao da peca 0, trocam de lugar. Com isso, podemos
dizer que dadas as condi¢des do Cubo Magico, os elementos do conjunto C permitem
quatro rearranjamentos.

Podemos algebricamente escrever os rearranjamentos C1,C?%,C* e C* também

da seguinte forma:

1_(1 2 345 67 80 , (1 2 3 45 6 7 80
C_(345678120)C(567812340) ()
s (1 2 3 45 67 80 +_ (1 2 3 45 67 80
C_(781234560)C(123456780)' )

Onde as primeiras linhas das matrizes indicam a posic¢éo inicial das pecas da camada
de cima do Cubo M&gico e as segundas linhas indicam os lugares que as pecas irdo
ap6s o movimento ser aplicado a camada. Como a primeira linha das matrizes é a
mesma em todos 0s casos, podemos omiti-la e escrever simplesmente:

=3 456 7 812 0 ¢c*=G 678 1 2 3 4 0 9)
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c3®=(7 8 12 3 45 6 0 C*=1 2 3 4 5 6 7 8 0) (20)

Deste modo, podemos dizer que os elementos do conjunto C permite 0s
rearranjamentos C',C?%,C* e C* ou R ={C',C?%C3,C*, onde R é o conjunto de
rearranjamentos possiveis dos elementos da camada de cima do Cubo Mégico, tendo
em vista que quando aplicamos estes movimentos na camada de cima do Cubo, seus
elementos trocam de lugar entre si.

Interpretando, matematicamente, estes rearranjamentos, podemos dizer que
ambos sdo permutacfes, uma vez que a cada movimento realizado no objeto
analisado, uma nova maneira de se reescrever 0 conjunto C € encontrada. Deste
modo, podemos dizer que o conjunto R é, nada mais nada menos, que o conjunto das
possiveis permutacdes da camada de cima, uma vez que dadas as condi¢des do
Cubo, foram escritas todas as possiveis possibilidades de se reordenar/reescrever o
conjunto C.

Assim, através da Situacdo 1, percebemos que permutar consiste em
rearranjar os elementos de um dado conjunto. Ainda, por meio desta situacao
observamos que as rotacdes de 90°, 180°, 270° e 360° rearranjam o conjunto C,
conjunto este que é formado pelas pecas da camada de cima do Cubo M&gico. Por
fim, nos é permitido verificar também que, quando movimentamos a camada em 360°,
nada é ocorrido pois dado qualquer objeto, uma rotacdo de 360° equivale a uma
rotacdo de 0°, ou seja, por mais que as pecas sejam movimentadas, as mesmas
voltam a posi¢do inicial, que é como se nédo tivesse havido nenhum movimento
aplicado.

Em suma, por meio da Situagédo 1, podemos definir que permutar consiste em
reescrever um dado conjunto sempre de maneiras diferentes, pois embora o conjunto
permanecga com 0s mesmos elementos, a ordem na qual eles aparecem, ou seja, sdo
listados, € diferente. Definimos também que o conjunto de permutacfes sdo as
formas/maneiras nas quais podemos reescrever 0 conjunto analisado. Assim,
voltando a camada de cima, podemos dizer que os movimentos C1,C?,C3 e C* séo as
possiveis permutacdes da camada de cima, e que P = {C%,C?,C3,C*} é o conjunto de
permutacdes que o conjunto C permite, ou seja, 0 conjunto C permite apenas quatro
permutacoes.

E importante observarmos que se continuarmos a rotacionar a camada de cima

do Cubo, continuaremos a permutar os elementos desta camada, no entanto,
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devemos notar que apos 360° todas as permutacdes se repetirdo, pois movimentar a
camada de cima do Cubo em 450°, consiste em rotaciona-la em 90°, uma vez que
450° = 360° + 90°; rotacionar a camada de cima em 540° equivale a rotaciona-la em
180°, pois 540° = 360° + 180°; e assim sucessivamente.

Ja& sabemos que se aplicarmos rotacdes de 90°, 180°, 270° e 360° na camada
de cima do Cubo Magico estaremos permutando os elementos desta camada, no
entanto, podemos generalizar as informac¢des adquiridas na Situagé&o 1 dizendo que,
se aplicarmos rotacfes de 90°, 180°, 270° e 360° em qualquer camada, estaremos
permutando seus elementos. Com isso, podemos observar que tanto a camada da
direita, a camada da esquerda, a camada de tras, camada da frente e a camada de
baixo, todas permitem quatro permutacdes, pois independentemente da camada, as
rotacdes serdo aplicadas da mesma maneira.

Conhecendo a ideia geral sobre permutagdo, podemos fazer estudos mais

avancados sobre o assunto. Com isso, vamos analisar agora de quantas maneiras
podemos intercalar os movimentos que sdo realizados no Cubo Magico. Para a
situacao a seguir, embora tenhamos definido que todo movimento realizado no Cubo
Magico € uma permutagdo, as trataremos apenas como movimentos.
Situacao 2: Se pudermos realizar no Cubo Magico apenas dois movimentos, digamos
C! e D. De quantas maneiras podemos aplicar esses movimentos de modo que,
depois de realizarmos todos 0s movimentos, as disposi¢cdes das pecas sejam sempre
diferentes? E se pudermos aplicar no Cubo os movimentos C!, D! e F!, de quantas
maneiras podemos aplicar esses movimentos? E se aplicarmos no Cubo os
movimentos C!, D1, F! e E1, quantas formas poderemos aplicar estes movimentos?

Para respondermos a estas perguntas, primeiramente analisaremos de
guantas maneiras podemos aplicar os movimentos C! e D!, em seguida os
movimentos C!, D! e F! e por fim os movimentos C!, D!, F! e E!, de modo que o
resultado final seja diferente.

Vejamos, na Figura 13, que se aplicarmos C?! e depois D! teremos que o Cubo

Magico ficara da seguinte forma:
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Figura 13 Movimentos (C1D?)

Fonte: Elaborado pelo autor deste trabalho (2016)
Perceba que o primeiro Cubo Magico estd montado, o segundo é o resultado

de quando aplicamos o movimento C! e o terceiro representa o resultado final das
duas rotacdes aplicadas, ou seja, € o resultado de quando aplicamos 0s movimentos
Cc'e D
Na Figura 14, podemos ver o que acontece com o Cubo se aplicarmos D! e
depois C*:
Figura 14 Movimentos (D1C1)

Fonte: Elaborado pelo autor deste trabalho (2016)
Nesta figura, o segundo Cubo representa o resultado de quando aplicamos o

movimento D! e o terceiro Cubo representa o resultado final das duas rotagées
realizadas.

Dado que ha somente duas opg¢des para aplicar os movimentos C! e D!, um
em cada ordem, e a ordem de aplicagcdo desses movimentos interfere na disposicao
final do Cubo (vide figuras 13 e 14), entdo existem dois rearranjamentos diferentes.

Agora, vamos ver 0 que acontece com o Cubo quando aplicamos os trés

movimentos C!, D! e F!. Assim, vejamos na Figura 15 o que ocorre quando aplicamos

C', em seguida D! e depois F!:
Figura 15 Movimentos (C1D'F1)

Fonte: Elaborado pelo autor deste trabalho (2016)
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Se aplicarmos agora o movimento C! primeiramente, em seguida F! e por fim

D! teremos o seguinte rearranjamento (vide Figura 16):

Figura 16 Movimentos (C'F'D?)

Fonte: Elaborado pelo autor deste trabalho (2016)

Deste modo, percebemos que quando aplicamos inicialmente o movimento C?,
temos dois rearranjamentos. Para verificar a veracidade desta afirmacgéo, nos basta
olhar os ultimos Cubos das figuras 15 e 16, nelas nés percebemos que as
configuragdes dos Cubos sao diferentes.

Agora, vejamos 0S rearranjamentos possiveis quando aplicamos
primeiramente o movimento D!. Para tal, observemos o que acontece quando

aplicamos D*, em seguida C* e por fim F! na Figura 17 abaixo:

Figura 17 Movimentos (D1C1F?)

Fonte: Elaborado pelo autor deste trabalho (2016)
Se aplicarmos agora D!, em seguida F?! e por fim C1, teremos o rearranjamento
indicado pela Figura 18 abaixo:
Figura 18 Movimentos (D1FC?)

Fonte: Elaborado pelo autor deste trabalho (2016)
Com isso, podemos observar que se aplicarmos inicialmente o movimento D?,
teremos mais dois rearranjamentos para o conjunto analisado. Através disso, s6 nos

resta analisarmos o que ocorre quando aplicamos inicialmente o movimento F!. Para
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isso, vamos analisar primeiramente o que ocorre quando aplicamos F!, em seguida

C! e por fim D! (vide Figura 19):

Figura 19 Movimentos (F*C!D?)

Fonte: Elaborado pelo autor deste trabalho (2016)
Se aplicarmos agora F!, em seguida D! e por fim C! teremos que (vide Figura
20):
Figura 20 Movimentos (F'DC?)

Fonte: Elaborado pelo autor deste trabalho (2016)

Deste modo, podemos observar que se aplicarmos a principio o movimento F?!
teremos mais dois rearranjamentos para o conjunto analisado. Assim, podemos
afirmar que se tivermos os movimentos C1,D! e F! teremos seis formas de aplicarmos
estes movimentos para que o rearranjamento final seja Unico.

Antes de irmos para o ultimo caso da Situagdo 2 é importante percebermos
gue quando aplicamos pelo menos um movimento em camadas diferentes temos que
os rearranjamentos formados serdo sempre diferentes, no entanto, quando aplicamos,
por exemplo, dois movimentos na mesma camada eles resultardo no mesmo
rearranjamento, pois quando movimentamos apenas uma camada, a ordem na qual o
movimento é aplicado ndo importa. Porém, quando aplicamos rotacfes em camadas
diferentes, a ordem na qual é aplicada as rotacdes € quem vai determinar o
rearranjamento resultante. Feito esta observag¢do, vamos para o ultimo caso desta
situacdo. Para encontrarmos 0s possiveis rearranjamentos para os movimentos C?,

D', F! e Et, vamos apenas diagramar um dos rearranjamentos.
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Se iniciarmos com o movimento C! teremos os possiveis rearranjamentos a

sequir:

Figura 21 Movimentos C%,D%,C' e F?!

" pt F1 Et

" D! } E1 F1

] |
\ ‘ E1 } F1 D!

" F1 } . Dt E!

"_Fl_‘} | E1 D!

L —

Fonte: Elaboradd pelo aufor deste trabalho (2016)

Através do diagrama acima, percebemos que existem seis rearranjamento se
iniciarmos 0s movimentos com o movimento C!. Analogamente, existirio seis
rearrajamentos para D!, mais seis para F! e mais seis para El. Assim, podemos
afirmar que para os movimentos C!, D!, F! e E! existirdo vinte e quatro
rearranjamentos diferentes.

Se observarmos a Situacdo 2, perceberemos que para dois movimentos
existem duas formas de aplica-los, para trés movimentos existem seis formas de
aplica-los e para quatro movimentos existem vinte e quatro formas de aplica-los. E
entdo fica-nos a pergunta: o que, de fato, esta acontecendo nesta situacao? Qual
sequéncia logica esta situacédo segue?

Para respondermos tais indagacgdes, nos basta observarmos atentamente a
Situacéao 2 e percebermos que o fatorial dos nimeros de movimentos possiveis para
ser aplicados resulta no numero de disposi¢des dos cubos menores do Cubo Magico.
De fato, quando tinhamos C! e D!, os rearranjamentos (C'D') e (D*C?) produziam
2 = 2! =2-1 disposicdes diferentes para as pecas do Cubo (compare as figuras 4.8
e 4.9). Analogamente, os movimentos C!, D! e F! produziram 6=3!=3-2-1
disposi¢cdes diferentes. Quando tinhamos quatro movimentos existiam vinte e quatro
possibilidades pois 4! = 4-3-2-1 = 24. Deste modo, se pudermos aplicar no Cubo
os movimentos C*, B!, D1, E', F! e T! teremos setecentos e vinte formas de aplicar

estes movimentos, pois 6! =6-5-4-3-2-1 = 720.
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Assim, ja tendo uma noc¢ao intuitiva sobre o conceito de permutacéo, podemos
introduzir aqui seu conceito matematico. Desta forma, vamos definir permutacdes
como:

Definicdo 1: Seja E um conjunto finito, tal que E = {1,2,3,...,n}. Uma permutacao
deste conjunto E sera uma lista iy, i,, ..., i,, dos elementos de E, onde i, # i, sempre
que r # s.

Sabemos que existe n! permutacdes de E. Note também que cada permutacéo

iy,1, ..., 1, define uma funcéo f: E — E dada por

1-f1)=1i
fr 2-of2)=1,
N (11)

n-f(n) =i,

Por exemplo, a permutacdo 321 do conjunto {1,2,3} = E define a funcéo
f:{1,2,3} - {1,2,3}, dada por

1-3
fr 2-2 (12)
3—-1

Assim, podemos ver que cada uma das fungbes "a" determinada por uma
permutacdo € uma funcdo bijetora. Em particular, cada permutacdo pode ser
associado a um elemento do conjunto S(E) = {f:E - E / f é bijetora} .

Ainda supondo que E é um conjunto finito, note que cada bijecdo a: E — E pode
ser associada a uma permutacao de E. De fato, o rearranjamento de E € dado pela

lista de elementos do conjunto imagem de a, como a ilustragcéo abaixo:

fiE—->E
1-fM =i
25 f@ =1, (13)

n-fm) =i,

Em particular, cada bije¢do de um conjunto finito em si proprio esta associada
a uma permutacao, e vice-versa.

Em suma, através das situacdes 1 e 2 percebemos que a utilizacdo do Cubo
Magico no ensino de Permutacfes é possivel, tendo em vista que alguns conceitos
sobre o assunto podem ser vistos neste objeto conhecido mundialmente. Vimos
também que existem uma relacdo estreita entre as noc¢des de permutacdo e de
bijecdo, de modo que podemos reescrever uma permutacdo como sendo uma bijecao

e vice versa. Assim, acreditamos que esta seja uma proposta viavel para o ensino de
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Permutacdes, cabendo ao professor avaliar de qual maneira a utilizagdo no Cubo seria

mais significativa para o ensino e aprendizagem de seus alunos.
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5 FUNCOES E BIJECOES DO CUBO MAGICO

Outro assunto matematico que é dito abstrato é o estudo das func¢des, visto que
seus conceitos ndo sdo muito faceis de serem compreendidos. Muitas vezes, por
diversos fatores, os professores de Matematica ndo ensinam seu conceito de forma
mais concreta e isso, por sua vez, acaba atrapalhando no processo de aprendizagem
do aluno, pois quando o aluno ndo entende o0 que ele esta estudando, sua
aprendizagem passa a ser apenas mecanica.

De acordo com o provérbio Chinés “Eu ougo, eu esqueco. Eu vejo, me lembro.
Eu fago e entendo”, quando entramos em contato direto com o objeto de estudo, as
chances de se aprender sdo inUmeras. Deste modo, acreditamos que se aliarmos o
conceito ao concreto, teremos uma aprendizagem reflexiva e significativa.

Assim, utilizando o Cubo Magico buscaremos conceituar o que é o dominio, o
contradominio e a imagem de uma funcdo. Além de entendermos também os
conceitos de fungao bijetora, fungéo inversa e fungdo composta.

Para esta parte sobre funcbes, continuaremos a trabalhar com a camada de
cima do Cubo Mégico. No entanto, ao invés de notarmos as pecas por numeros, as
notaremos de acordo com o lugar que elas ocupam na camada. Para melhor

compreensao, vejamos a Figura 22 abaixo.

Figura 22 Planificacdo da camada de cima do Cubo Magico com letras

i o]
Eccc
Elcc|c
lc|c I
el

Fonte: Elaborado pelo autor deste trabalho (2016)

O

@)

Notaremos cada peca desta camada, de acordo com as letras as faces que a

compdem, vejamos isso na Figura 23:
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Figura 23 Pegas da camada de cima com letras

7] 7] il <l
O ‘A ‘H B

Peca ECT Peca CT Peca CDT Peca CD Peca FCD

Bl c
. . B C C

Peca FC Peca FEC Peca EC Peca C

Fonte: Elaborado pelo autor deste trabalho (2016)
Aqui ao invés de dizermos que as pecas com as mesmas caracteristicas

trocardo de lugar entre si, diremos que as pecas que apresentam as mesmas
caracteristicas se transformardo em uma nova pec¢a, apenas mudando sua
configuracdo inicial, de maneira que suas caracteristicas nao alterem. Por exemplo,
se movimentarmos a camada de cima em 90° teremos que a peca ECT se
transformara na peca CDT, a peca CT se transformaré na peca CD, a peca CDT se
transformara na peca FCD e assim sucessivamente. Através disso, podemos dizer
gue a peca ECT podera ser transformada na peca CDT, FCD e/ou FEC, a Peca CT
podera ser transformada na peca CD, FC e/ou EC e a Peca C sempre sera
transformada nela mesma. Podemos representar isso da seguinte forma (vide Figura

24).
Figura 24 Movimentos das pecas da camada de cima em letras

ECT —— CDT

| | / \
FEC «—— FCD \FC/

Fonte: Elaborado pelo autor deste trabalho (2016)

-

Assim, ja conhecendo um pouco sobre a camada de cima do Cubo Magico, podemos
partir para nossa situacdo concreta sobre funcéo bijetora.

Situacdo 3: Ja sabemos que os movimentos C1,C?%,C3 e C* sdo permutacGes e que
para toda permutacdo podemos associar uma funcéo bijetora a ela. Entdo, podemos

dizer que os movimentos citados acima sdo também bijecbes. Com isso, vamos
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diagramar algumas dessas bijecdes e entender o que é uma funcao e o que significa
dizer que uma funcao é bijetora.
Para inicio de conversa, vamos associar a permutagdo C! a funcdo f!, dada

por (vide Figura 25):

Figura 25 Funcéo f1

ECT
CT

cDT \ cDT
; cD ‘, cD |
FCD FCD ‘
\ FC FC

FEC \ FEC

EC , EC

c 7 T ¢

AN
N /
N 4

Fonte: Elaborado pelo autor deste trabalho (2016)

Deste modo, podemos ver na figura acima que, quando aplicamos uma rotacéo
de 90° na camada analisada, seus elementos, com excecdo da pega C, sofrem
transformacdes, pois a peca que outrora pertencia a quina ECT, agora se transformou
na quina CDT, a pec¢a que antes ocupava o meio CT, agora foi transformada na peca
de meio CD e assim sucessivamente. Observando a figura anterior, € possivel
enxergar também que todas os elementos do “conjunto cor de rosa” sao levados a um
unico elemento do “conjunto de cor verde”. Portanto, a partir destas observacoes,
mesmo que ndo soubéssemos que toda permutacdo pode ser associada a uma
funcdo, podemos concluir que, de fato, f* é uma funcéo, porque como bem sabemos,
para que “algo” seja considerado uma fungao, cada elemento do conjunto de saida,
chamado de dominio da funcéo, é levado (ou transformado) por uma dada fungéo num
anico elemento do conjunto de chegada, chamado de contradominio da funcao.

Por f! ser uma funcéo, através da figura 25 identificamos que o dominio desta
funcao € o “conjunto cor de rosa”, formado pelas peg¢as da camada de cima do Cubo.
O contradominio é o “conjunto de cor verde”, que também é formado pelas pecgas da
camada de cima do Cubo. Em outras palavras, podemos dizer que o dominio da
funcdo é o “conjunto de saida”, ou seja, o conjunto no qual as flechas partem e o
contradominio é o conjunto onde as pecas chegam. Ja a imagem desta funcdo séo

todas os elementos do contradominio que séo “flechados” pelos elementos do dominio
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da funcdo dada. Com isso, no caso de f1, o dominio, a imagem e o contradominio s&o
0S Mesmos conjuntos.

Para mostrarmos que realmente a funcéo f € uma bijecdo, nos basta observar
a figura anterior, pois uma funcdo € considerada bijetora, ou seja, injetora e
sobrejetora ao mesmo tempo, quando todos os elementos do dominio sao associados
a um, e apenas um, elemento do contradominio, de modo que todos os elementos do
contradominio sejam ligados a um elemento do dominio da funcéo.

Seguindo a notacdo acima, associaremos a permutacdo €% a funcédo f? e a
permutacdo €3 a funcdo f3. Para analisarmos o que acontece com essas fungées,
vejamos as Figuras 26 e 27, respectivamente:

Figura 26 Funcéo f2

._/i'z
i TS

/ /// ECT

of
‘ cDT cDT
‘.“ cD cD
\ FCD FCD
"\ FC FC
\ FEC ( FEC
\ /

EC / EC

\ c c

Fonte: Elaborado pelo autor deste trabalho (2016)

Figura 27 Fungéao

Fonte: Elaborado pelo autor deste trabalho (2016)
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Como podemos ver nas figuras acima, em ambas as funcdes as pecas sofrem
transformacdes. Ainda, podemos ver também que o dominio destas funcbes é
representado pelo “conjunto cor de rosa” que € composto pelos elementos da camada
de cima do Cubo, e o contradominio e aimagem € o “conjunto de cor verde”, composto
pelos elementos da camada de cima do Cubo.

Por fim, associando a permutacéo C* a funcéo f*, temos que (vide Figura 28):

Figura 28 Funcéo f*

1 ECT »/”"\\N/» ECT \
cT »// 7\\> CT \

‘ COT »— 1 —» cOT 1
“‘ ‘f_\\ cp

FCD »/{ ﬂ\;

FC »/f' - T EFE

FEC »— ] T—> FEG |

EC »/’A\\» EC /
\ c »/h —
N N 4

e >

Fonte: Elaborado pelo autor deste trabalho (2016)

Podemos ver que diferentemente das funcGes anteriores, a funcdo f*
basicamente ndo transforma os elementos que compdem a camada de cima do Cubo
Magico, uma vez que todos os elementos sao transformados em si proprio, o que é o
mesmo que n&o haver transformacao. Func¢des deste tipo sdo chamadas de fungao
identidade.

J& conhecendo todas as func¢des, podemos dizer que o dominio, o
contradominio e a imagem destas funcées € o0 mesmo, ou seja, 0 conjunto dos
elementos da camada de cima do Cubo Magico.

Assim sendo, através desta Situacdo 3 percebemos que, de fato, as
permutacées C1,C?%, C3 e C* sdo funcbes bijetoras e que podemos reescrevé-las por
L% 13 e f* respectivamente. Além disso, nos foi possivel também ver de forma
concreta o que € o dominio, o contradominio e a imagem de uma func¢éo, apesar de
nao ser possivel distinguir contradominio de imagem, visto que o conjunto em todos
0s casos da situacdo analisada € o mesmo.

Ja possuindo conhecimentos sobre funcdo bijetora, podemos prosseguir

nossos estudos. Deste modo, vejamos agora que também é possivel definir uma lei
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de formagao para cada uma das fungdes acima. Neste momento, estaremos fazendo
transicdo do concreto para o abstrato.

Situacdo 4: Ja vimos que f1, f2, f3 e f* sdo funcGes bijetoras, e com isso fica-nos a
seguinte pergunta: sera que existe uma forma de escrever matematicamente uma
regra para cada uma dessas fungées? Se sim, como?

Para respondermos tais questionamentos, precisaremos utilizar alguns dados
gue se encontram nas situacdes 1 e 3 analisadas anteriormente, pois a partir de dados
encontrados nestas situacdes poderemos enxergar que existe sim uma forma de
definir uma regra para cada uma destas fungdes. Iniciaremos esta construcéo pela
funcdo f!, em seguida construiremos as regras para as fungbes f2,f3 e f*
respectivamente.

Para criarmos a regra da funcdo f! precisamos, primeiramente, notar cada
peca da camada de cima por um numero, como ja haviamos feito na Situacéo 1.
Assim, precisamos observar que, embora na Situacdo 1 tenhamos utilizado namero
para descrever as pecas e na Situacao 3 tenhamos usado letras, as pec¢as sédo as
mesmas, diferenciando apenas a notacdo. Deste modo, podemos dizer que a peca
ECT é igual a peca 1, a peca CT é igual peca 2, a peca CDT é igual a peca 3, a peca
EC é igual a peca 4, FCD é igual a peca 5, FC é igual a peca 6, FEC € igual a peca 7,
EC é igual a peca 8 e C é igual a peca O.

Recordando o que ocorre quando aplicamos a funcéo f!, percebemos que as
pecas de quinas 1, 3, 5 e 7 sdo transformadas em 3, 5, 7 e 1, respectivamente, as
pecas de meios 2, 4, 6 e 8 sdo transformadas pela funcédo f! nas pecas de meios 4,
6, 8 e 2 e a peca de centro 0 é transformada nela prépria, pela funcdo f!. Notando

estes dados matematicamente, temos que:

ffa=3 fr@ =4
13)=5 =6
;1 §5§=7 1{1 §6§=8 fo=0 -
frm=1 fr®=2

Com isso, precisamos notar que as pecas que, de fato, sofrem algum tipo de
transformacao sdo as pecas que variam de 1 a 8, sendo a peca O fixa. Ainda, se
observarmos o0 que ocorre com as pecas da camada de cima quando sofrem uma
rotacdo de 90° perceberemos que as pecas que permutam, trocam de lugar de dois
em dois, melhor dizendo, as pecgas “pulam” um lugar, ficando assim no préximo lugar.

Vejamos bem: a pega 1 precisou “pular” o lugar da pega 2 para chegar assim, no lugar
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3, a pega 2 teve que “pular” a pega 3 para chegar no lugar 4 e assim respectivamente.
Se observarmos numericamente isto, € como se estivéssemos somando 2 a cada uma
destas pecas, pois1+2 =3,2+ 2 =4,3 + 2 =5 e assim sucessivamente.

Feito estas observacdes, podemos definir a lei de formacéo para a funcéo f1

da seguinte forma:

x + 2, se x é quina ou meio (15)
x, se x é o centro '

e =|
onde as quinas sao representadas pelo conjunto Q = {1,3,5,7}, 0os meios s&o
representados pelo conjunto M = {2,4,6,8} e 0 centro € representado pelo conjunto
¢ = {0}.
Note que a partir da quina 7, as imagens serao valores maiores ou iguais a 9,
deste modo, observamos que quando o resultado da soma for maior que oito, 0
dividiremos por oito, o resto da divisdo serd a imagem da funcdo. Lembramos que
dividiremos o resultado por oito pelo fato de existirem apenas oito lugares nas quais
as pecas permutam entre si.
Analisando agora a funcéo f?2, temos que as pecas de quinas 1, 3, 5 e 7 sdo
transformadas nas pecas 5, 7, 1 e 3, respectivamente; as pecas 2, 4, 6 e 8 sao
transformadas nas pecas de meios 6, 8,2 e 4, respectivamente; e a peca 0 continua

sendo transformada nela prépria. Escrevendo isto matematicamente, temos que:

fFay=s f2@=6

fr@3=7 fA) =8 _

fZ (5) =1 fZ (6) =2 fz(o) =0 (16)
f2(1)=3 £ (8) =4

Aqui nesta funcdo, percebemos que as pegas “pulam” trés lugares, ficando
assim no préximo lugar, pois a pega 1 “pulou” as pegas 2, 3 e 4, ficando assim no
lugar 5, a peca 2 “pulou” as pecgas 3, 4 e 5, ficando no lugar da peca 6 e assim
sucessivamente. Em outras palavras, € como se fosse sempre somado 4 a cada uma
das pecas, pois1+4=5,2+4=6,3+4 =7 e assim por diante.

Deste modo, podemos definir a regra para da funcéo da seguinte forma:
HOE

onde Q = {1,3,5,7}, M = {2,4,6,8} e C = {0}.

Analogamente, na funcdo f3 os elementos sdo acrescentados 6 posicdes.

X + 4, se x é quina ou meio
X,se x é o centro ' a7)

Assim, a regra para esta funcao sera a seguinte:
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X + 6, se x é quina ou meio
x,se x é o centro ’ (18)

P =

onde Q = {1,3,5,7}, M = {2,4,6,8} e C = {0}.

Por fim, por f* ser a funcio identidade, a ela ndo somamos nada. Deste modo,
sua lei de formagédo é dada por f(x) = x, onde x pode ser quina, meio ou centro.

A partir destas leis de formacao, percebemos que para cada rotacdao de 90°,
180° e 270°, as pecas “andam” duas, quatro e seis pecas, respectivamente.

Agora, partiremos para o estudo da nocédo de composi¢cdo de funcdes, que
podemos observar no Cubo Mégico.
Situac&o 5: Vamos fazer algumas composicdes das funcdes f1,f2%, f3 e f* e em
seguida analisarmos o que acontece com a composta dessas fungdes.

Inicialmente, faremos a composic¢éo das funcdes f! e f1, em seguida faremos
a composicdo de f! e f2, depois f? e f3 e por fim faremos f3 e f*. Assim, vejamos

na Figura 29 abaixo a composta de f! com f!:

Figura 29 Composicéo de f* com f1

fl

Fonte: Elaborado pelo autor deste trabalho (2016)
Se observarmos atentamente a figura acima, perceberemos que f* o f1 resulta

na funcdo f2, pois a peca ECT foi transformada na peca FCD, a peca CT foi
transformada na peca FC e assim por diante. Para compreendermos melhor isto,

observemos a Figura 30 abaixo:
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Figura 30 Func&o composta flof?!

fl ofl =‘f2

e

Fonte: Elaborado pelo autor deste trabalho (2016)
Assim, percebemos que aplicarmos a funcdo f? na camada de cima do Cubo
Magico é o mesmo que aplicarmos f! e em seguida f.
Agora, vamos ver o que acontece quando fazemos a compostas das funcdes
f1e f%. Observemos na Figura 31:

Figura 31 Composicéo de f* com f2

Fonte: Elaborado pelo autor deste trabalho (2016)
Analisando a figura acima, percebemos que f?2 o f1! resulta na funcéo f3, pois
a peca ECT foi transformada na peca FEC, a peca CT foi transformada na peca EC

e assim sucessivamente. Diagramando isso, temos que (vide Figura 32):
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Figura 32 Func&o composta f2 o f1

f2°f1=f3

e

/ RN
e f 1 f 20—

ﬂCT @T / ECT

cT cT cT
/ CEl coT
cp
FCD
FC

| CD
| FCD

Fonte: Elaborado pelo autor deste trabalho (2016)
Com isso, podemos dizer que, aplicarmos a funcéo f3 na camada de cima do Cubo
Magico equivale ao mesmo que aplicarmos a funcdo f! e em seguida a funcéo f?, ou
vice-versa, pois quando movimentamos em apenas uma camada, a ordem de

aplicacao destes sao importa.

Neste momento, vejamos o que ocorre quando compomos as fungées f2 e f3.
Para isso, observemos a Figura 33 a seguir:

Figura 33 Composicdo de f2 com f3

Fonte: Elaborado pelo autor deste trabalho (2016)
Através da figura acima, percebemos que f3 o f2 resulta na funcéo f?, pois a
peca ECT foi transformada na peca CDT, a peca CT foi transformada na peca CD e

assim por diante. Fazendo o diagrama desta fun¢cdo composta, temos que (vide Figura
34):



58

Figura 34 Funcdo composta f3 o f2

f3 ofz — f1
2z \fg\
/l\ S =

ECT ECT ECT

CT Cilj N i CcT
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f, cD ““0 cD "‘ | cD
\ FCD ) “ ' FCD ‘ FCD

\ FC \ F@ "\ FC
\ FEC ] FEC “\\ FEC
EC EG EE

XX

N

Fonte: Elaborado pelo autor deste trabalho (2016)
Ou seja, aplicarmos na camada de cima a funcdo f2 e em seguida f3, ou vice-versa,

é equivalente a aplicarmos, apenas, a funcéo f*.
Por fim, vamos ver o que acontece quando aplicamos a funcéo f3 e em seguida
a funcdo f* na camada de cima do Cubo (vide Figura 35)

Figura 35 Composicdo de f3 com f*

> e

Fonte: Elaborado pelo autor deste trabalho (2016)
Através da figura acima, percebemos que f3 o f* resulta na funcéo f3, ou seja,
como era de se esperar, a composicao da funcéo identidade com “qualquer fung¢ao”
resulta nesta ultima funcéo. Analisando, através de diagrama esta composicao, temos

gue (vide Figura 36):
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Figura 36 Func&o composta f3 o 4
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Fonte: Elaborado pelo autor deste trabalho (2016)
Ou seja, percebemos que aplicar f3 e em seguida f* é o mesmo que aplicar apenas
a funcao f3.

Assim, através desta situacdo percebemos 0 que acontece concretamente
guando fazemos a composta de uma funcdo. Devemos notar que, s6 conseguimos
fazer a composicdo de g o f porque a imagem da funcdo f esta contida do dominio
da funcéo g.

Agora, para finalizarmos nossos estudos sobre as func¢des existentes no Cubo
Magico, vamos compreender o que é e como se comporta concretamente uma funcéo
inversa de uma dada funcéo bijetora.

Situacdo 5: Vamos calcular todas as funcdes inversas das funcdes f1, f2, f3 e f*.

Primeiramente, precisamos compreender que, em se tratando de funcéo
bijetora, a funcado inversa de uma fungao “f’, sera a fungdo de desfara tudo que a
funcao “f’ fez. Nesta situagdo, sabemos que f1, f2, f3 e f* séo rotagées de 90°, 180°,
270° e 360°, respectivamente. Deste modo, para calcularmos as funcbes inversas
destas fungdes, nos basta encontrar a rotagao “y’ que desfara o que a rotagéo “z” fez.

Como a funcéo f! equivale a uma rotacdo de 90°, precisamos desfazer esta
rotacao, que é o equivalente a trazer a funcéo para uma rotacéo de zero graus. Assim,
existem duas formas de fazermos isso: poderiamos aplicar a funcdo 1, ou seja,
poderiamos aplicar uma rotacdo de 90° no sentido anti-horario, ou poderiamos

encontrar uma fungdo “g” de modo que a composigéo da fungédo f! com a fungéo “g”

resulte na fungao identidade. Optaremos aqui por encontrar esta fungédo “g”. Deste
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modo, para que uma rotacao de 90° ser desfeita, precisamos somar a ela uma rotacao
270°, pois 90° + 270° = 360°, e como sabemos uma rotacdo de 360° equivale a uma
rotacdo de 0°. Com isso, para que a funcdo f! seja desfeita, precisaremos aplicar a
funcéo f3, pois é a funcdo que equivale a uma rotacdo de 270°. Para ficar mais claro,

vejamos isto na Figura 37 abaixo:

Figura 37 Aplicacdo de f! e em seguida f3

Fonte: Elaborado pelo autor deste trabalho (2016)

R
IEE= III‘ - III

Assim, como podemos ver, a inversa da funcéo f! é, sem duvidas, a funcéo f3.
Ainda, podemos dizer que a inversa da funcdo f3 é a funcdo f?, pois como estamos
rotacionando apenas uma camada, a ordem na qual é feita a aplicacdo das rotacoes
nao importa.

Ja a funcdo f?, que é equivalente a uma rotacdo de 180°, para ser desfeita, é
preciso aplicar mais uma rotacdo de 180°, pois 180° + 180° = 360°. Deste modo, para
que a funcéo f? seja desfeita, € necessario aplicar mais uma vez a funcdo f2. Para
facilitarmos nossa compreenséo, vejamos a Figura 38 a seguir:

Figura 38 Aplicacdo de f2? e em seguida f?

== I
[ 6  EEm N

Ty = [ | g " LT
BN ] I

Fonte: Elaborado pelo autor deste trabalho (2016)

Assim, temos que, de fato, a inversa da fungdo f? é a prépria funcéo f2.

A funcdo f* é equivalente a uma rotacdo de 360°. Por se tratar da funcéo
identidade, temos que a inversa da funcéo f* é ela mesma, pois 360° + 360° = 720°
e 720° também é equivalente a uma rotacéao de 0°.

Deste modo, temos que a inversa da funcdo f! é a funcdo f3, a inversa da
funcéo f2 é a propria funcéo f2, a inversa da fungdo f3 é a funcéo f! e a inversa da

funcéo f* é a funcéo f*. Com isso, podemos ver que é possivel utilizar o Cubo Magico
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para compreendermos, de forma concreta, o que é e como se comporta uma funcao
inversa.

Assim, por meio das situagfes 3, 4 e 5 percebemos que é possivel utilizar o
Cubo Magico no ensino de fungdes, visto que, podemos, através de situacdes, mostrar
alguns conceitos referentes a este assunto no Cubo. Além disso, acreditamos que
este seja um recurso viavel pois mostrar concretamente um assunto abstrato podera

facilitar a compreensao e aprendizagem dos alunos.
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6 CONCLUSAO

Com nossa investigacao, percebemos que, a utilizacdo dos jogos em sala de
aula apresenta inumeras contribuicdes para o ensino de Matematica, visto que ao
fazer uso desse recurso o aluno torna-se agente participativo do processo de ensino
aprendizagem, transformando, assim, o cenario da educagdo que muitas vezes é
centrado apenas no professor e nos conteudos.

Percebemos ainda que, de fato, alguns conceitos relacionados ao estudo de
Permutacfes e Funcdes estao presentes no Cubo Magico. Com isso, defendemos a
ideia de utilizar este jogo para ensino destes conteldos, pois acreditamos que, por se
tratar de um jogo, o uso do Cubo Méagico em aulas de Matematica podera render
grandes frutos no processo de ensino aprendizagem.

Além disso, ao utilizar o Cubo Magico em aulas de Matemética, poderemos
mostrar aos alunos que a Matematica pode estar presente onde menos imaginamos,
de modo os alunos percebam que os conhecimentos adquiridos nas aulas desta

disciplina poderao ser aplicados para além das provas bimestrais.
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