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Notacoes e Simbolos

R Conjunto dos nimeros reais N Conjunto dos nimeros naturais
C Conjunto dos nimeros complexos

L Transformada de Laplace

§ Transformada de Fourier
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|| - || Norma euclidiana
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d(z) Delta de Dirac

D, (z) Nucleo de Dirichlet

F,(z) Nucleo de Fejér
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Prefacio

Este livro é resultado de um trabalho de conclusao de curso desenvolvido no Curso
de Licenciatura em Matematica da Universidade Estadual da Paraiba, sob a orientacao
do Prof. Dr. Davis Matias de Oliveira. A obra foi completamente reestruturada a partir
da monografia original, sendo adaptada para atingir um ptublico mais amplo, incluindo
estudantes de graduacdo, professores e pesquisadores interessados em Analise de Fourier
e Transformada de Laplace.

A motivagao para este estudo surgiu da necessidade de compreender os fundamentos
teoricos que embasam dois dos mais importantes métodos de resolucdo de equagdes dife-
renciais parciais: a Anélise de Fourier e a Transformada de Laplace. Embora estas teorias
tenham vastas aplicacbes em fisica, engenharia e diversas outras areas, sao pouco abor-
dadas nos cursos de licenciatura em Matemética. Acreditamos que é fundamental que o
estudante de Matemaética tenha contato com este conhecimento, ampliando seu horizonte
de possibilidades de atuacao nas areas de pesquisa cientifica.

O livro esta organizado em cinco capitulos. O Capitulo 1 apresenta o contexto histo-
rico e a motivagao do estudo. O Capitulo 2 expde os conceitos preliminares necessarios,
incluindo funcdes periddicas, ortogonalidade, fungoes pares e impares, e no¢oes de conver-
géncia. O Capitulo 3 desenvolve a teoria das séries de Fourier, abordando coeficientes de
Fourier, convergéncia pontual e uniforme, niicleos de Dirichlet e Fejér, e a Identidade de
Parseval. O Capitulo 4 apresenta as transformadas de Fourier e de Laplace, com énfase
em suas propriedades e conexoes. Finalmente, o Capitulo 5 exibe aplica¢oes destas teorias
na resolucao de equacoes diferenciais parciais classicas.

Agradego ao meu orientador, Prof. Dr. Davis Matias de Oliveira, pela confianga e
orientacao ao longo de todo o trabalho. Agradeco também aos professores Aldo Trajano
Lourédo e Luciana Roze de Freitas, pela paciéncia, incentivos e generosidade. Aos profes-
sores Manuel Milla Miranda, Maria da Concei¢cdo Vieira, Thiciany Iwano e Isabelle Aires,
que contribuiram ricamente para o meu aprendizado. Dentre os amigos, cito Naelson
Silva, Helder Flaubert, Jonatas Romero, Cicero José da Silva e Mirdy Alves, parceiros
de estudos. Agradecimentos especiais & minha mae, Licia de Fatima, que esteve sempre
orando para que tudo desse certo; a minha esposa Claudia, que esteve sempre ao meu
lado me apoiando em todos os momentos.

Espero que este livro possa contribuir para a difusdao do conhecimento em Anélise de



ANALISE DE FOURIER E A TRANSFORMADA DE LAPLACE

Fourier e Transformada de Laplace, inspirando novas pesquisas e despertando o interesse

de mais estudantes por estas fascinantes areas da Matematica.

Campina Grande, maio de 2016

José Hélio Henrique de Lacerda
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Cap. 1

Capitulo 1

Introducao

1.1 Contexto Historico e a Origem da Matematica

A Matematica, como a conhecemos hoje, é fruto de um longo processo de desenvol-
vimento que se estende por milénios. Seu surgimento esta intimamente ligado as necessi-
dades praticas das civilizacoes antigas. Registros histéricos indicam que, por volta do ano
3000 a.C., na regiao da Mesopotamia, os babilonios ja utilizavam sistemas numéricos para
contar objetos, medir terras e realizar transacoes comerciais. Este foi o primeiro passo de
uma jornada que transformaria a Matematica em uma das mais poderosas ferramentas
do pensamento humano.

Com o passar dos séculos, grandes pensadores de diversas culturas — gregos, hindus,
arabes e europeus — contribuiram para o desenvolvimento desta ciéncia. Através da
abstracao e da formalizacao, a Matematica tornou-se capaz de sintetizar ideias complexas
e descrever fendmenos naturais com precisdo notavel. No entanto, como observa [1], a
Matematica ndo é apenas um conjunto de formulas e teoremas; é uma linguagem que
permite modelar a realidade e, muitas vezes, é necessario desenvolver novas teorias para
descrever problemas emergentes.

Um exemplo notavel deste processo é a Teoria dos Jogos, desenvolvida pelo matemé-
tico hingaro naturalizado estadunidense John von Neumann (1903-1957). Von Neumann
percebeu que a Matematica existente & sua época nao era suficiente para modelar si-
tuacgoes de competicao econdmica e estratégica, o que o levou a criar uma nova teoria
matematica. Este exemplo ilustra como a Matemaética evolui em resposta as necessidades
humanas, e como novas areas do conhecimento frequentemente surgem da interagdo entre

teoria e aplicacao.

Observagao 1.1. A historia da Mateméatica mostra que o desenvolvimento teorico frequen-
temente precede ou acompanha as aplicacoes praticas. A Teoria dos Jogos, por exemplo,
foi desenvolvida décadas antes de suas aplicagdoes em economia, ciéncia politica e biologia

evolutiva.
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1.2 O Surgimento das Equagoes Diferenciais

A histéria das equagoes diferenciais esta intrinsecamente ligada ao desenvolvimento
do Célculo Diferencial e Integral no final do século XVII. Isaac Newton (1642-1727) e
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), de forma independente, criaram os fundamentos
do Calculo, fornecendo as ferramentas necessarias para descrever matematicamente a

variacao e o movimento.

Com estas novas ferramentas, tornou-se possivel modelar fen6menos naturais que antes
eram apenas descritos qualitativamente. Problemas como o movimento dos planetas, a
oscilacao do péndulo, a queda dos corpos e o fluxo de fluidos puderam ser estudados com
rigor matematico. Cientistas como Johannes Kepler (1571-1630), Galileu Galilei (1564-
1642) e Christiaan Huygens (1629-1695) haviam realizado observagoes detalhadas destes

fenémenos, mas lhes faltava a teoria matematica para descrevé-los com precisao.

Com o Célculo, uma nova area da Matemaética emergiu: a teoria das Equacgoes Di-
ferenciais. Esta teoria constitui um conjunto de ferramentas indispenséveis nao apenas
para a Matematica pura, mas também para a Fisica, Engenharia, Biologia, Economia e
diversas outras ciéncias. Como afirma [1], as equagoes diferenciais talvez sejam o ramo
da Matemaética que possui as maiores interagdes com outras areas do conhecimento, jus-

tamente porque descrevem como as quantidades variam no tempo e no espago.

Leonhard Euler (1707-1783), um dos mais prolificos mateméticos da historia, foi disci-
pulo de Johann Bernoulli e tornou-se o principal responsavel pelo desenvolvimento inicial
da teoria das equacbes diferenciais. Sua obra, que preenche setenta e quatro grandes
volumes, abrange praticamente todas as areas da Matematica conhecidas em sua época,

e suas contribuicoes para a teoria das equagoes diferenciais sdo imensuraveis.

Entretanto, mesmo com o avango proporcionado por Euler e outros matemaéticos, logo
se percebeu que nao seria possivel obter métodos gerais de resolugdo explicita para todas
as equacoes diferenciais em termos de funcoes elementares. Esta constatacao levou ao
desenvolvimento de métodos aproximados e a criagdo de novas teorias. O proprio Euler
introduziu técnicas para obter solugoes aproximadas, como a aproximacao por linhas

poligonais e a representacao de solucoes por séries de poténcias.

Definicao 1.2 (Equagao Diferencial). Uma equacao diferencial ¢ uma equagao que
envolve uma funcdo desconhecida e suas derivadas. Quando a funcdo desconhecida de-
pende de uma tnica variavel independente, a equacao é chamada de equagao diferencial
ordinaria (EDO). Quando depende de duas ou mais variaveis independentes, a equagao

¢ chamada de equacao diferencial parcial (EDP).
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1.3 As Equacoes Diferenciais Parciais e os Problemas

Classicos

As Equagoes Diferenciais Parciais (EDPs) nao constituem uma simples exten-
sao das Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDOs). Muito pelo contrario, o estudo das
EDPs exige uma compreensao muito mais profunda da Analise Matematica e da Algebra
Linear. Enquanto as EDOs envolvem fun¢oes de uma tnica variavel e suas derivadas, as
EDPs envolvem func¢oes de multiplas varidveis e suas derivadas parciais, o que as torna
significativamente mais complexas.

Trés problemas cléssicos, que vém sendo estudados desde o século XVIII, ilustram a
importancia e a complexidade das EDPs. Como destaca [3], estes problemas sido funda-

mentais para a compreensao de fendmenos fisicos e matematicos.

1.3.1 A Equacao da Onda

O primeiro problema classico é o das vibracgoes transversais de uma corda.
Este problema descreve o movimento de uma corda vibrante, como a de um instrumento
musical. A posi¢ao de um ponto z da corda no tempo ¢ é dada pela fungao wu(zx,t), que
deve satisfazer a equacao da onda:

0%u 9%*u
o = C o (L.1)

onde ¢ é a velocidade de propagacao da onda na corda. Este problema foi estudado por
d’Alembert, Euler e Bernoulli, e suas solugoes envolvem séries trigonométricas que deram

origem a Anaélise de Fourier.

Observagao 1.3. A equagdo da onda (1.1) descreve ndo apenas cordas vibrantes, mas
também ondas sonoras, ondas eletromagnéticas e diversos outros fenémenos ondulatorios.

Sua solugao geral, obtida por d’Alembert, é dada por:
u(z,t) = f(x —ct) + g(z + ct), (1.2)

onde f e g sao fungoes arbitrarias que representam ondas viajando em dire¢oes opostas.

1.3.2 A Equagao do Calor

O segundo problema classico ¢ o da condugao de calor em uma barra. Este
problema descreve como a temperatura se distribui ao longo de uma barra ao longo do

tempo. A temperatura u(z,t) em um ponto z da barra no tempo t deve satisfazer a

14
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equacao do calor:
ou 0%u
e 1.
ot k(?xQ’ (1.3)

onde k é a condutividade térmica do material. Este problema foi estudado por Fourier

em sua famosa teoria do calor, que deu origem as séries de Fourier.

Nota 1.4. A equagao do calor (1.3) é um exemplo de equagio parabolica. Ela descreve
processos de difusdo em geral, incluindo a difusao de particulas, a propagacao de calor e

a difusao de concentracao de substancias.

1.3.3 A Equacao de Laplace

O terceiro problema classico é o do equilibrio de uma membrana. Este problema
descreve a deformacdo de uma membrana elastica sob a acao de forgas externas. A funcio

u(z,y) que descreve a deformagao deve satisfazer a equagao de Laplace:

Pu  O*u

em uma determinada regiao do plano zy. Este problema esta relacionado ao estudo de

potenciais e tem aplicagoes em eletrostatica, gravitacao e dinamica dos fluidos.

Observagcao 1.5. A equagao de Laplace (1.4) é um exemplo de equacdo eliptica. Suas
solucoes, chamadas de fungoes harmoénicas, possuem propriedades notaveis, como o
principio do maximo e a propriedade do valor médio. Quando a equagao de Laplace é nio

homogénea, ou seja, Au = f, ela é chamada de equagao de Poisson.

Estes trés problemas, apesar de sua aparente simplicidade, trazem consigo desafios
significativos relacionados as condigoes de fronteira ou de contorno, que especificam
o comportamento da solucao nas bordas do dominio. O estudo destas condicoes é uma

tarefa nada facil e requer ferramentas matematicas sofisticadas.

1.4 A Analise de Fourier: Fundamentos e Contexto
Historico

Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-1830), fisico e matematico francés, foi uma figura
central no desenvolvimento da teoria que hoje leva seu nome. Nascido em Auxerre, Fourier
inicialmente seguiu a carreira religiosa, mas em 1789 decidiu abandoné-la para tornar-se
professor de Matemaética na escola militar de Auxerre.

Sua genialidade logo foi reconhecida, e Fourier foi selecionado para estudar na prestigi-
osa Ecole Normale de Paris, onde teve como professores os maiores Fisico-Matematicos da

época: Joseph-Louis Lagrange, Pierre-Simon Laplace e Gaspard Monge. Estes mestres,
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que estavam no centro do desenvolvimento cientifico francés, influenciaram profundamente
o pensamento de Fourier.

Em 1811, durante suas pesquisas sobre a teoria do calor, Fourier desenvolveu a obra
La Théorie mathématique de la chaleur, na qual explicita os coeficientes que permitem
descrever fungoes em séries de senos e cossenos. Como observa [3|, Fourier fez a audaciosa
afirmacao de que qualquer funcao poderia ser expressa na forma da série que hoje tem o

seu nome.

Definigao 1.6 (Série de Fourier). Dada uma fungio f periddica de periodo 2L, sua série

de Fourier é a representacao:
flx) ~ % + ; [an cos <$) + b, sen (?)] ) (1.5)

onde os coeficientes de Fourier sao dados por:

1 [f nmwr
a, = L/L f(x)cos <T) dr, n=0,1,2,... (1.6)
b= 1 / f(x)sen (M) d 1,2 (17)
= — sen | —— = .
n I3 . xI)se I €, n s &y

Embora a afirmagao de Fourier sobre a representacao de fungoes arbitrarias nao seja
verdadeira no sentido estrito o que foi posteriormente demonstrado por Dirichlet
Fourier teve o mérito de descrever claramente a forma da série que deveria representar
uma fung¢do, fornecendo assim um poderoso instrumento para a resolucdo de equagdes
diferenciais.

A teoria de Fourier enfrentou inicialmente resisténcia por parte de matemaéticos como
Lagrange, que questionavam seu rigor. No entanto, com o avan¢o da Anéalise Matemética
no século XIX, com contribui¢des de Cauchy, Weierstrass, Riemann e outros, a teoria das

séries de Fourier pode ser fundamentada de maneira rigorosa.

Teorema 1.7 (Teorema de Fourier). Seja f : R — R uma func¢ao seccionalmente dife-
rencidvel e periddica de periodo 2L. FEntado, a série de Fourier de f converge, em cada

ponto x € R, para a média aritmética dos limites laterais:

[ 0Lt oo () ()] 0

n=1

Em particular, se f € continua em x, a série converge para f(x).

Hoje, as séries de Fourier, a integral de Fourier e as transformadas de Fourier consti-
tuem um ramo da Andlise Matematica de valor incalculavel para o estudo de fendmenos
ondulatorios, processamento de sinais, Optica, acustica, telecomunicagoes, e inimeras ou-

tras areas.
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1.5 A Transformada de Laplace: Fundamentos e Con-

texto Historico

Pierre-Simon Marquis de Laplace (1749-1827) foi um notorio matemético, fisico e
astronomo francés, chamado por alguns de seus contemporaneos de “o Newton da Franca”,
conforme relata [11]. Laplace realizou contribui¢des fundamentais em diversas éreas,
incluindo mecanica celeste, teoria das probabilidades e equagoes diferenciais.

Embora Laplace tenha utilizado a transformada integral em seu trabalho sobre a
teoria das probabilidades, é mais provavel que a integral que hoje leva seu nome tenha
sido descoberta por Euler. No entanto, foi Laplace quem reconheceu seu potencial e a
desenvolveu como uma ferramenta sistematica para a resolucdo de equagoes diferenciais.

Dentre as publicagoes mais importantes de Laplace, destacam-se os tratados Mécanique
Céleste, uma obra monumental sobre mecanica celeste que consolidou as ideias de Newton,
e Théorie Analytique des Probabilités, que estabeleceu as bases da teoria moderna das

probabilidades.

Definicao 1.8 (Transformada de Laplace). Seja f : [0,00) — R uma func¢do. A Trans-
formada de Laplace de f é definida por:

LU} = F(s) = / et (ydt, (1.9)

0

desde que a integral impropria convirja para algum valor de s.

A Transformada de Laplace é uma ferramenta poderosa para a resolucdo de problemas
de valor de contorno e equacgoes diferenciais lineares com coeficientes constantes. Sua
principal propriedade é transformar uma equacgao diferencial, sujeita a condigoes iniciais,

em uma equagcao algébrica, que é geralmente mais facil de resolver.

Proposi¢ao 1.9 (Transformada da Derivada). Se f ¢ continua em [0,00) e de ordem

exponencial, e [’ € seccionalmente continua, entdo:
L{f'(1)} = sF(s) = f(0). (1.10)
Mais geralmente, para a derivada de ordem n:
L{FO()} = s"F(s) — 8" £(0) — s"2f'(0) — - - — f@D(0). (1.11)

Em aplicagoes, € comum interpretar a Transformada de Laplace como uma transfor-
macao do dominio do tempo para o dominio da frequéncia complexa, onde as operagoes

de derivacao e integracao se tornam operagoes algébricas mais simples.
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1.6 Objetivos e Justificativa

O objetivo geral desta obra ¢é apresentar um estudo introdutoério e sistemético de dois
dos mais importantes métodos utilizados na resolucao de Equacoes Diferenciais Parciais: a
Analise de Fourier e a Transformada de Laplace. Embora nao estejamos focando na
resolucao exaustiva das EDPs, damos énfase as propriedades inerentes as Transformadas
e Séries de Fourier e & Transformada de Laplace, pois a compreensao destas propriedades
¢é fundamental para sua correta aplicagao.

A motivagdo para este estudo surgiu da observacao de que, embora estas teorias te-
nham vastas aplicacdes em fisica, engenharia, processamento de sinais e diversas outras
areas, elas sdo pouco abordadas nos cursos de licenciatura em Mateméatica. Acreditamos
que é fundamental que o estudante de Matemética tenha contato com este conhecimento,
ampliando seu horizonte de possibilidades de atuagdo nas &reas de pesquisa cientifica e

aplicada.

1.7 Principais Contribuicoes

As principais contribui¢ées desta obra podem ser resumidas da seguinte forma:

1. Contribuigao didatica: Apresentacao sistematica e acessivel dos fundamentos da
Analise de Fourier e da Transformada de Laplace, com énfase na clareza conceitual

e na progressao logica dos contetidos.

2. Contribuigao teobrica: Detalhamento completo das demonstracdes dos principais
teoremas, incluindo o Teste de Dini, o Teorema de Fejér, a Identidade de Parseval,
o Teste de Jordan, e as propriedades fundamentais das transformadas de Fourier e

Laplace.

3. Contribuicao aplicada: Exemplos detalhados de aplicagdo na resolucao de equa-
¢oes diferenciais parciais classicas, incluindo a equagao do calor, a equacao da onda

e a equagao de Laplace, com todas as etapas de resolugao explicitadas.

4. Contribuigao histérica: Contextualizacao historica dos desenvolvimentos teori-
cos, destacando as contribuicoes de Fourier e Laplace, bem como de outros mate-

maéticos que fundamentaram estas teorias.

1.8 Organizagao do Livro

O livro esta estruturado em cinco capitulos, além do prefacio e das referéncias bi-

bliograficas.
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O Capitulo 1 (presente capitulo) apresenta o contexto historico, a motivagao, os

objetivos e a organizagao da obra.

e O Capitulo 2 expoe os conceitos preliminares necessarios, incluindo funcoes perio-
dicas, ortogonalidade, fun¢bes pares e impares, convergéncia pontual e uniforme, e

o Teste de Weierstrass.

e O Capitulo 3 desenvolve a teoria das séries de Fourier, abordando coeficientes de
Fourier, convergéncia pontual e uniforme, niicleos de Dirichlet e Fejér, o Teste de

Dini, o Teste de Jordan, o Teorema de Fejér e a Identidade de Parseval.

e O Capitulo 4 apresenta as transformadas de Fourier e de Laplace, com énfase em
suas propriedades fundamentais, incluindo o espago de Schwartz, a Transformada de
Fourier em €2, a Transformada Inversa de Fourier, as propriedades da Transformada

de Laplace, e as conexdes e diferencas entre § e L.

e O Capitulo 5 exibe aplica¢des destas teorias na resolugdo de equagdes diferenciais
parciais, incluindo a equacao do calor, a equacao da onda e a equacao de Laplace,

com todas as etapas de resolucao detalhadas.

Ao final do livro, sao apresentadas as referéncias bibliograficas que fundamentaram

este estudo, organizadas em ordem alfabética para facilitar a consulta do leitor.

Observagao 1.10. Recomenda-se que o leitor tenha conhecimentos prévios de Céalculo Di-
ferencial e Integral, Algebra Linear e nocdes bésicas de Anélise Matematica para uma
melhor compreensao do conteido. As demonstracoes sdo apresentadas de forma deta-
lhada, mas o leitor pode optar por focar nos resultados e aplicacbes em uma primeira

leitura.
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Cap. 2

Capitulo 2
Fundamentos Teoéricos

Antes de iniciarmos o estudo propriamente dito da Anélise de Fourier e da Transfor-
mada de Laplace, faz-se necessario estabelecer uma base solida de conceitos fundamentais
que serao amplamente utilizados ao longo de todo o livro. Este capitulo tem como ob-
jetivo apresentar estes conceitos preliminares de forma clara e detalhada, com exemplos
que ilustram cada definicao e demonstracoes que justificam os principais resultados.

Grande parte das ideias empregadas nas demonstracoes dos teoremas e proposicoes
apresentados neste livro foram extraidas da referéncia [3], que constitui o principal ali-
cerce tedrico deste texto. Recomendamos ao leitor que, para um aprofundamento maior,
consulte as obras citadas nas referéncias bibliograficas.

Nesta primeira etapa, abordaremos propriedades fundamentais de certas classes de
fungoes, conceitos de ortogonalidade, func¢oes pares e impares, além de nogoes essenciais
de convergéncia de séries de fungoes. Estes topicos sao indispensaveis para a compreensao

dos capitulos seguintes.

2.1 Funcoes Peridédicas

O conceito de periodicidade é central em toda a teoria de Fourier. Funcoes perio-
dicas descrevem fenémenos que se repetem no tempo ou no espaco, como ondas sonoras,

oscilagoes eletromagnéticas e movimentos harménicos.

Definicao 2.1 (Fungoes Periodicas). Uma fungao f : R — R diz-se perioédica quando

existe uma constante P > 0 tal que
f(x+P)= f(z) paratodoz e R. (2.1)
A constante P é chamada de periodo da funcao f.

Observagao 2.2. Se P é um periodo de f, entao qualquer multiplo inteiro positivo de P
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também é um periodo. De fato, para k € N:
flx+kP)=fz+(k—-1)P+P)=f(z+(k—1)P)="---= f(x). (2.2)

O menor valor positivo de P que satisfaz (2.1) é chamado de periodo fundamental da

funcao.

Exemplo 2.3 (Fungdes Trigonométricas). As fungdes senx e cosz sdo periddicas com

periodo fundamental 27, pois:
sen(z 4 27) =senz e cos(x +2m) =cosz, VreR. (2.3)
J4 a funcao tan x tem periodo fundamental 7, pois:
tan(z + m) = tanz, VwER\{g—Q—kﬂr:kEZ}. (2.4)

Exemplo 2.4 (Fungdo Constante). A fungiao constante f(z) = ¢, para todo x € R, é

periodica com qualquer P > 0. Neste caso, nao existe periodo fundamental.

Uma propriedade fundamental das funcgoes periddicas, que serd utilizada repetida-

mente no calculo dos coeficientes de Fourier, é a seguinte:

Proposigao 2.5 (Invaridncia da Integral). Seja f : R — R uma fun¢do periddica de

periodo P, integrdvel em qualquer intervalo limitado. Entao, para qualquer a € R,

/a - F(t)dt = /O i F(t) dt. (2.5)

Em outras palavras, a integral de uma funcao periodica sobre um intervalo de comprimento

tgual ao seu periodo € independente da posicao do intervalo.

Demonstragdo. Definimos a fun¢ao auxiliar

b(x) = / e (2.6)

Pelo Teorema Fundamental do Calculo, ¢ é diferenciavel e

¢'(x) = flz + P) = f(x). (2.7)

Como f ¢é periodica com periodo P, temos f(x + P) = f(z), logo ¢/(x) = 0 para todo

x € R. Portanto, ¢ é constante em R. Em particular,

o) =o0) = [ " pwya - [ s (2.8
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O

Exemplo 2.6 (Aplicagao da Propriedade). Verifiquemos a propriedade (2.5) para a fun-

cdo f(x) = senz, que tem periodo P = 27. Para a = J:

5m/2 5
/ sent dt = [— cos t]?:/réQ = —cos (;) + cos (g) =-0+0=0, (2.9)
w/2
2
/ sent dt = [~ cost]e” = — cos(2m) + cos(0) = —1 4+ 1 = 0. (2.10)
0

Ambas as integrais sao iguais, confirmando a propriedade.

Além disso, a combinacdo linear de fun¢oes periodicas com o mesmo periodo também
é periddica:
Proposigao 2.7 (Combinagao Linear de Fun¢oes Periodicas). Se fi, fo : R — R sao

fungoes periddicas com periodo P, entdo, para quaisquer o, 5 € R, a fung¢do

h(z) = afi(z) + Bfa(x) (2.11)

também, € periddica com periodo P.

Demonstragao. Para todo x € R,

W+ P) = afi( + P) + Bfa(a + P) (2.12)
= afi(z) + Bfa(z) = h(z). (2.13)
Portanto, h é periédica com periodo P. O

Este resultado pode ser generalizado para combinacgoes lineares de um ntmero finito

de funcoes periddicas com o mesmo periodo.

2.2  Funcgoes Ortogonais

O conceito de ortogonalidade, emprestado da Algebra Linear, ¢ fundamental para
a compreensio das séries de Fourier. Como observa [11], em Matematica avancada, uma

fungdo pode ser considerada como uma generalizagao de um vetor.

2.2.1 Produto Interno de Funcgoes

Definicao 2.8 (Produto Interno de Fungoes). Sejam f, g : [a,b] — R fungoes integraveis.

O produto interno de f e g no intervalo [a,b] é definido como

b
mm—/fmmmw. (2.14)
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Observagao 2.9. O produto interno de fungoes satisfaz as mesmas propriedades do produto

interno de vetores em R"™:
1. Simetria: (f,g) = (g, [);
2. Linearidade: (of + 3g,h) = a(f, h) + B(g, h);

3. Positividade: (f, f) > 0, com igualdade se, e somente se, f = 0 (no sentido de

fungoes integraveis).

Definicao 2.10 (Fungoes Ortogonais). Duas fungbes f e g sao ditas ortogonais no

intervalo [a, b] quando

b
(f.9) = / f(@)g(x) dz = 0. (2.15)

Definicao 2.11 (Sistema Ortogonal). Um conjunto de fungoes {¢g, ¢1, ¢o, ... }, integra-

veis em [a, b], &€ chamado de sistema ortogonal se

b
(D On) = / Om(x)dp(x)dx =0, para m #n. (2.16)

Se, adicionalmente,

b
(D D) = / ¢ (r)dr =1 para todo n, (2.17)

o sistema é chamado de ortonormal.

2.2.2 O Sistema Trigonométrico

O exemplo mais importante de sistema ortogonal para a teoria de Fourier é o sis-
tema trigonométrico. Suas propriedades de ortogonalidade sao a base para o calculo dos

coeficientes de Fourier.

Exemplo 2.12 (Ortogonalidade do Sistema Trigonométrico). O sistema de fungoes

1,co8 ¥ sen 12 CO‘QMC se 2me cos 2L sen 0¥ (2.18)
, 7SO, COs s ——, 7S ——, .. .

é ortogonal no intervalo [—L, L]. Vamos demonstrar as relagoes de ortogonalidade:

1. Ortogonalidade entre seno e cosseno:

/L cos (m;m:) sen (nfzx) dr =0, Vm,neN. (2.19)
-L
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Demonstragao. Usando a identidade trigonométrica

cosasen f = %[sen(oz + ) + sen(a — f)],

temos:
L mmx nwx I/L[ ((m+n)7mc> ((m—n)wx)]
cos(——)sen | —)der == sen | ——— | +sen | ———— | | d.
Jyeos (7 sen (") =5 f p I
(2.20)
Para m,n € N, com m # n, calculamos separadamente:
Lo (mtn) L (m+ |
/ N AL S — L (2.21)
L L (m+n)7r L
-L
L
= R [cos((m + n)m) — cos(—(m + n)m)] (2.22)

_ _(me [cos((m + n)m) — cos((m +n)7)] = 0.  (2.23)

Analogamente,

/L " (W) dr =~ [cos((m — n)) — cos(—(m — n)x)] = 0. (2.24)

L (m —n)m

Para m = n, temos sen (W) = sen(0) = 0, e o resultado também é zero. Por-

tanto, a integral é zero em todos os casos. O

2. Ortogonalidade entre cossenos:

0, m=#n,

L
/ cos (@) cos (@) dr =< L m=n>1 (2.25)
s L L ) = 4,

2L, m=n=0.
Demonstragdo. Usando a identidade
1
cosacos ff = i[cos(a + ) 4 cos(a — B)].
Para m # n:

[ eos (MY o (Y= & [ e (Y o (507

(2.26)
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Como ffL cos (¥12) dz = 0 para k # 0, temos:

L
/L cos (?) cos (?) dr = 0. (2.27)
L

Param=n > 1:

L
1
[ (57) 0=}
1
2

/_LL {1 + cos (Q”L”ﬂ dx (2.28)
[QL + /LL cos <2an> dx} - % 2L = L. (2.29)

Para m = n = 0, temos cos(0) = 1, logo ffL 1-1dx = 2L. O

3. Ortogonalidade entre senos:

L 0, m#n,
/ sen (w) sen (@) de = 4 (2.30)
L L L L, m=n>1.

Demonstragao. Usando a identidade
1
senasen f = i[cos(a — ) — cos(a + B)].

Para m # n, o resultado é zero. Para m =n > 1:

/_LL sen’ (77 o = ;/_LL {1 — (Qngxﬂ dx (2.31)
= % [QL - /_LL cos (%L”x) dx} - L. (2.32)

O

Exemplo 2.13 (Sistema Ortonormal). A partir das relagdes de ortogonalidade, podemos

construir um sistema ortonormal no intervalo [—L, L]:

{ 1 1 cos ™ 1 son ™ 1 cos o 1 o onx }
777 777 5 n777 777 n77"'
V2L'VL  L'VL  L'VL L ’\L L

Verifique que cada fun¢do tem norma igual a 1 no intervalo [—L, L].

(2.33)

2.2.3 Representacao de Fungoes em Bases Ortogonais

Assim como em R? podemos escrever qualquer vetor como combinacdo linear de
vetores ortogonais, em espagcos de func¢oes podemos representar fungdes como combinagoes

lineares de fungoes ortogonais.
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Proposigao 2.14 (Coeficientes em uma Base Ortogonal). Seja {¢o, ¢1, p2, ...} um sis-

tema ortogonal em [a,b]. Suponha que uma fun¢ao f possa ser representada como

f(@) = cogo(@) + crdi(z) + -+ + cudnla) + - . (2.34)
Entao, os coeficientes ¢, sao dados por

o = <f,(l5n> _ fa f(x)¢n(x)dx (2'35)

" (G0 0n) fab ¢2(x)dx

Demonstrag¢ao. Multiplicando ambos os lados de (2.34) por ¢,,,(x) e integrando em [a, b]:
b % b
/ F@)fm(x) dz = e, / O () () d: (2.36)
a n—0 a
b
= cm/ @2 (v) dx, (2.37)

pois fab On(2) P (x) dz = 0 para n # m. Portanto,

_Je f@)on(z) do
J; () da

(2.38)

m

O

Este resultado sera fundamental para o calculo dos coeficientes de Fourier no proximo

capitulo.

2.3 Funcoes Pares e Funcoes Impares

As simetrias das fun¢oes pares e impares simplificam significativamente o célculo

das séries de Fourier, reduzindo o nimero de coeficientes a serem calculados.
Definigdo 2.15 (Funcio Par e Funcio Impar). Uma funcio f: R — R ¢ dita:
e Par se f(—z) = f(x) para todo z € R;
e Impar se f(—z) = —f(z) para todo = € R.
Exemplo 2.16 (Funcdes Pares e Impares). As funcées f: R — R, dadas por:
e Fungoes pares: f(x) = 2%, f(z) = cosz, f(z) = |z|;
e Fungoes fmpares: f(x) =23, f(z) = senx, f(z) = tanz.

Proposigao 2.17 (Propriedades de Fungoes Pares e impares). Sejam f,g : R — R

fungoes com as propriedades indicadas:
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1. A soma de duas funcdes pares € par;

2. A soma de duas fungdes impares € impar;

3. O produto de duas fungoes pares € par;

4. O produto de duas funcoes impares € par;

5. O produto de uma funcao par por uma funcdao impar é impar;

6. Se f é par e integrdvel em [—L, L], entdo
L L
/ f(x) d:1:2/ f(z)dx; (2.39)
-L 0
7. Se f € impar e integrdvel em [—L, L], entdo
L
/ f(xz)dz =0. (2.40)
-L

Demonstrag¢ao. Demonstraremos as propriedades (5), (6) e (7). As demais sao analogas
e deixadas como exercicio.

Propriedade (5): Seja h(z) = f(x)g(z), onde f & impar (f(—xz) = —f(x)) e g é par
(9(—z) = g(z)). Entao:

h=z) = f(=x)g(—x) = (= f(2))g(x) = —f(x)g(x) = —h(z). (2.41)

Portanto, h é impar.
Propriedade (6): Para f par:

L 0 L
dz = d dz. .
[ = [ f@acs [ r@a (2.42)
Na primeira integral, fazemos x = —t, donde dx = —dt:
0 0 L
dr = —t)(=dt) = —t) dt. .
| t@az= [ pnan = [ rena (2.43)
Como f é par, f(—t) = f(¢), logo:

/_ OL fla)da = /O ' £(t) dt. (2.44)

Portanto:

Lf(:c)dx: Lf(x)der Lf(x)dx:Q Lf(x)dx. (2.45)
-L 0 0 0
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Propriedade (7): Para f impar, usando o mesmo raciocinio:

/OLf(x) dx—/OLf(—t)dt—/OL(—f(t))dt——/OLf(t) dt. (2.46)

Logo:
) /LLf(x)d:I:——/OLf(x)dx—l—/OLf(x)dx—O. (2.47)

2

Exemplo 2.18 (Aplicagiao das Propriedades). Calcule / 23 da.
-2
Como f(x) = 2® ¢ impar, pela propriedade (7):

2
/ 2* dx = 0. (2.48)

2

2 472
16 16
De fat Sdr = | =] =220
¢ a‘o,/igx v [4]2 4 4

Exemplo 2.19 (Decomposi¢ao Par—impar). Toda funcao f : R — R pode ser decomposta
como soma de uma funcdo par e uma funcdo impar:
f@)+ f(=2) | flz) = f(=2)

fla) = . + 5 . (2.49)

A primeira parcela é par e a segunda é impar. Esta decomposicao é util em diversas

aplicacoes.

2.4 Funcoes Seccionalmente Continuas

Na teoria de Fourier, frequentemente trabalhamos com func¢oes que possuem um
numero finito de descontinuidades. Estas fun¢oes sdo chamadas de seccionalmente conti-

nuas.

Definicao 2.20 (Funcdo Seccionalmente Continua). Uma funcao f : [a,b] — R é dita

seccionalmente continua (ou continua por partes) se existe uma parti¢ao
a=xg<x;<---<Tp,=0b (2.50)

tal que f é continua em cada intervalo aberto (z;_1, ;) e possui limites laterais finitos em

cada ponto de descontinuidade. Ou seja, existem

f@) = lim fl) e f(e;)= lim f(x) (2.51)

=T TT,;
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paracada:=1,...,n— 1.
Exemplo 2.21 (Fungio Seccionalmente Continua). A fungédo

1, se0<z<m,
o(z) = (2.52)

0, se —m<x<0,

estendida periodicamente com periodo 27, é seccionalmente continua. Ela possui descon-

tinuidades nos pontos x = km, k € Z, mas os limites laterais existem:

lim ¢(z) =0, lim ¢(z) =1 (2.53)

=t T

Exemplo 2.22 (Fungdo Néao Seccionalmente Continua). A fungéo

fa =4 *7° (2.51)
0, =0,

nao é seccionalmente continua, pois em = = 0 nao existe lim,_,o f(z) (o limite ¢ infinito).

Exemplo 2.23 (Fungao com Infinitas Descontinuidades). A fun¢ao

1, sex>1,
gl@)=qLt se b <a<i n=12., (2.55)
0, sexz <0,

possui infinitas descontinuidades no intervalo (0, 1), portanto nao ¢ seccionalmente conti-

nua.

Definicao 2.24 (Funcao Seccionalmente Diferenciavel). Uma funcdo f ¢é dita seccional-

mente diferenciavel se [ e sua derivada f’ sdo seccionalmente continuas.

Observagao 2.25. Nos pontos de descontinuidade de uma funcao seccionalmente diferen-
ciavel, a derivada pode nao existir no sentido usual, mas os limites laterais da derivada

existem.

2.5 Convergéncia de Séries de Funcoes

O estudo da convergéncia de séries de fungoes é essencial para a teoria de Fourier,
pois as séries de Fourier sao séries de funcoes trigonométricas. Nesta se¢do, apresentamos

0s principais conceitos e resultados.
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2.5.1 Séries Numéricas
Recordemos alguns resultados bésicos sobre séries numeéricas.

Definigao 2.26 (Série Numérica). Uma série numérica ¢ uma expressao da forma

Zan:a1+a2+a3+~--, (256)

n=1

onde a, € R. A série converge se a sequéncia das somas parciais

N
Sv=) a, (2.57)
n=1

converge para algum S € R. Neste caso, escrevemos » -, a, = S.

Exemplo 2.27 (Série Geométrica). A série geométrica » ~ 7" converge se, e somente

se, [r] <1, e sua soma ¢

- 1
dort=—— <l (2.58)
—~ 1—r

Demonstracao. De fato, seja Sy = ZQI:O r™. Entao:

Sy=1+r+r*+--+rV.
Multiplicando por 7:

rSy =r+ri4 N

Subtraindo:

(1—7r)Sy =1—rV*t

Logo, para r # 1:
1 — N+l
Sy = —/——

1—r
A série converge se, e somente se, limy_,., Sy existe, o que ocorre se, e somente se,

|r| < 1. Nesse caso:

1
lim Sy = ——.
N—oo 1—’/‘

Portanto:

ir": 71ir’ Ir| < 1.
n=0

O
Exemplo 2.28 (Série Harmonica). A série ) ” L diverge, enquanto a série >, -

converge se p > 1 e diverge se p < 1.
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Demonstragio. A série harménica Y ° L diverge. Agrupando os termos:

FIEEIY (i Y (!
2 3 4 5 6 7 8
Cada grupo tem soma maior ou igual a % Assim, a soma parcial Som satisfaz

1
SQm Z 1+m§—>+00
Logo, a série diverge.
A série Y 7, nl—p Pelo teste da integral, para p > 0:

o0

1 * 1
E — converge <— — dx converge.
np 1 P

n=1

Calculando:

gl-p &0
J | e
1

e Se p > 1: a integral converge para p%l.

e Se p < 1: a integral diverge.

Portanto:
i 1 | converge, p>1,

o | diverge, p<1.

2.5.2 Convergéncia Pontual e Uniforme

Antes de mergulharmos na teoria das séries de Fourier, é essencial compreendermos
os diferentes modos como uma sequéncia ou série de fun¢des pode convergir. Diferente-
mente das sequéncias numéricas, onde o conceito de limite é tinico e bem definido, para
fungoes existem varias nocoes de convergéncia, cada uma com suas proprias caracteristicas
e aplicagdes. Duas das mais importantes sdo a convergéncia pontual e a convergéncia
uniforme.

A convergéncia pontual é a no¢do mais intuitiva e natural: para cada ponto fixado
x, a sequéncia de nameros reais f,(x) deve convergir para f(x). No entanto, essa forma
de convergéncia pode ser bastante “fraca” no sentido de que a funcao limite pode perder
propriedades importantes das fun¢des da sequéncia, como continuidade e integrabilidade.
Além disso, a velocidade de convergéncia pode variar drasticamente de um ponto para

outro.
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A convergéncia uniforme, por outro lado, é uma nog¢do mais forte e exigente: exige
que a convergéncia ocorra de maneira uniforme em todo o dominio, ou seja, o erro |f,,(z) —
f(z)| pode ser controlado simultaneamente para todos os pontos z. Esta propriedade é
extremamente valiosa porque preserva a continuidade, permite a troca de limites com
integrais e, sob certas condi¢oes, com derivadas.

Na teoria de Fourier, a distin¢ao entre esses dois tipos de convergéncia é fundamental.
Por exemplo, a série de Fourier de uma funcao continua pode convergir pontualmente para
a funcao, mas a convergéncia pode nao ser uniforme em toda parte, especialmente nas
vizinhancas de descontinuidades. Compreender essas diferencas nos ajudara a interpretar
corretamente os teoremas de convergéncia que serao apresentados no proximo capitulo.

Vamos agora formalizar esses conceitos e explorar exemplos que ilustram suas diferen-

Gas.

Definicao 2.29 (Convergéncia Pontual). Uma série de funcoes >, f,(z) converge
pontualmente para f(xz) em um conjunto I C R se, para cada x € I fixado, a série

numérica » .~ fn(z) converge para f(x). Equivalentemente:

N

S ful) ~ f()

n=1

Ve eI, Ve >0, IN(e,x) € N tal que <e (2.59)

Defini¢ao 2.30 (Convergéncia Uniforme). Uma série de fungdes Y ° | f,(x) converge

uniformemente para f(z) em [ se

Ve >0, 3N (e) € N tal que <e Vrel (2.60)

S fula) - f(2)

A diferenca crucial é que N nao depende de .

Exemplo 2.31 (Convergéncia Pontual, Nao Uniforme). A série geométrica .~ ;2" con-

verge pontualmente para f(x) = i no intervalo (—1, 1). No entanto, a convergéncia néo
¢ uniforme em (—1, 1), pois quanto mais proximo z esta de 1, mais termos sao necessarios

para obter uma boa aproximagcao.

Exemplo 2.32 (Convergéncia Pontual, Nao Uniforme). Considere a sequéncia de fungoes
fn :10,1] = R definida por

falz)=2", n=1,23,... (2.61)
Para cada z € [0, 1] fixado, temos:

0, se<zx<1,
lim f,(x) = lim 2" = (2.62)

n—0o0 n—oo 1, se = 1
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Portanto, f,, converge pontualmente para

0, se0<x<1,
fla) = (2.63)

1, sex=1.
No entanto, a convergéncia nao ¢ uniforme em [0, 1]. Observe que

sup |fu(z) — f(2)] = sup =" =1, (2.64)
z€[0,1] z€[0,1)
pois para qualquer n, podemos escolher = suficientemente proximo de 1 para que x" seja
arbitrariamente proximo de 1. Portanto, limy, oo Sup,epo ) [fn(2) — f(z)| = 1 # 0.
Este exemplo ilustra que a convergéncia pontual ndo garante a convergéncia uniforme.
Além disso, note que todas as fungbes f, sdo continuas, mas a funcao limite f ndo é

continua em x = 1. Isso mostra que a convergéncia pontual nao preserva a continuidade.

Exemplo 2.33 (Convergéncia Uniforme). A série Y - Seﬁfg“) converge uniformemente
em R, pois
sen(nx) < 1
e (2.65)

o 1
e ) .4 7z converge.

Observacao 2.34. A diferenga fundamental entre as duas defini¢oes estd na posicdo do
quantificador “para todo z”. Na convergéncia pontual, o N pode depender de x; na
convergéncia uniforme, o N é escolhido independentemente de x, garantindo que a con-

vergéncia seja “uniforme” em todo o dominio.

Exemplo 2.35 (Convergéncia Uniforme). Considere a sequéncia de funcoes f,, : [0,1] —
R definida por

fal@) =2, n=1,23,... (2.66)
n
Para cada z € [0, 1] fixado:
lim f,(z) = lim — =0 2.67
A, o) = g 5 =0 (267)

A convergéncia é uniforme, pois

1
sup |fn(z) — 0] = sup T2 0. (2.68)
z€[0,1] zel0,1] T n

Portanto, lim,, o0 Sup,e(o 1] [ fn() — f(7)] = 0. Neste caso, todas as fungdes sdo conti-

nuas e a fungdo limite também é continua.

Observagao 2.36. A convergéncia uniforme é mais forte que a convergéncia pontual: toda
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convergéncia uniforme é pontual, mas a reciproca nao é verdadeira, como vimos no exem-
plo fu(x) = 2"

2.5.3 O Teste de Weierstrass

O Teste de Weierstrass ¢ uma ferramenta poderosa para verificar a convergéncia

uniforme de séries de fungoes.

Teorema 2.37 (Teste de Weierstrass). Seja Y ", f,(x) uma série de fungoes definidas

em I C R. Se existem constantes M, > 0 tais que
|fu(z)] < M,, Vxel, VneN, (2.69)

e a série numérica y - M, converge, entao > -, fn(x) converge uniforme e absoluta-

mente em 1.

Demonstragao. Para m > n, temos para todo x € I:

> ful)
k=n

<@l <Y My (2.70)

k=n

Como ) M, converge, pelo critério de Cauchy, dado € > 0, existe N € N tal que para

m>n>N,
> My <e (2.71)
k=n
Portanto,
> fulz)| <e Vzel (2.72)
k=n

Isso mostra que a série converge uniformemente em I. A convergéncia absoluta segue

imediatamente. O

Exemplo 2.38 (Aplicacio do Teste de Weierstrass). Mostre que a série y > Cojg””)
converge uniformemente em R.
Solugao: Para todo x € R e todo n € N:
cos(nx) 1

A série fo:l # converge (série p com p = 2 > 1). Portanto, pelo Teste de Weierstrass,

a série converge uniformemente em R.
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2.5.4 Propriedades da Convergéncia Uniforme

A convergéncia uniforme preserva propriedades importantes das fungoes, como con-

tinuidade, integrabilidade e diferenciabilidade.

Teorema 2.39 (Continuidade da Soma). Se f,, sao fungoes continuas em I ey | fn(x)

converge uniformemente para f(x) em I, entdao f é continua em I.

Demonstragao. De fato, seja xy € I arbitrario. Queremos mostrar que f é continua em
Zg.
Definimos Sy(z) = Zijzl fn(x). Pela convergéncia uniforme, dado ¢ > 0, existe

Ny € N tal que, para todo N > Ny e todo x € I,
€
1£(2) = Swe) < 5.

Fixamos N > Ny. Como cada f, é continua, Sy também é continua. Assim, existe

d > 0 tal que, para |z — xg| < 6,
€
|SN(.7}) — SN($0)| < g

Entao, para |z — x| < 0:

[f (@) = f(wo)| = [f(x) — Sn(x) + Sn(x) — Sn (o) + Sn (o) — f (o)
< |f(x) = Sn(@)| + |Sn(x) — Sn (o)l + [Sn(z0) — f(20)]
< = + = + - €
33 3
Portanto, f é continua em xy. Como xy é arbitrario, f é continua em todo 1. O

Teorema 2.40 (Integragdao Termo a Termo). Se f,, sao integraveis em [a,b] e Y > | fn(x)

converge uniformemente para f(x) em [a,b], entao

/abf(:c) dr = i /ab Ful@) da. (2.74)

Demonstragio. Com efeito, definimos Sy () = 32| f.(x). Pela convergéncia uniforme,
dado € > 0, existe Ny € N tal que, para todo N > N, e todo z € [a, b],

|f(x) = Sn(z)] <e.

Como cada f, é integravel, Sy também é integravel. Além disso, a convergéncia

uniforme garante que f ¢ integravel em [a, b].
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Para N > Ny:

/abf(x) da:—/abSN(x)dx _ /ab(f(x)_SN(x))dx

< [ V@ - svwas
< /abedx =e(b—a).

Como ¢ > 0 é arbitrario, temos:

b b
lim SN(x)dx/ f(z)dz.

N—oo a

Mas
b N b
/SN(x)de/ fo(z) da.
a n=1va

Portanto,

/ fz)de = Z folz) da.

n=1"v92

Teorema 2.41 (Diferenciagao Termo a Termo). Se f,, sao diferencidveis em I, > >, fr(x)
converge uniformemente em I, ey " | f(xo) converge para algum xq € I, entio Y~ | fu(x)

converge uniformemente para f(zx) e
fl@) = fil@). (2.75)

Demonstracao. Seja I um intervalo compacto (limitado e fechado) e fixemos zy € I.

Definimos as somas parciais

Sn(z) = ka(x), To(z) = Zf,;(x)
Por hipotese, cada fi é diferenciavel, logo S, é diferencidvel em I. Além disso,

T, — g uniformemente em I, onde g(x) = Z fr(x),
k=1

Sn(xo) = S(x), onde S(zg) = Z fr(zo).
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Queremos mostrar que .S,, converge uniformemente em I. Para m > n, definimos

Ryn(z) = Sp(z) — Sp(z) = Z fr(x).

k=n+1

Pelo Teorema Fundamental do Calculo, para cada k,

fi(@) = fr(zo) + / fi(t) dt.

Somando para k =n+1,..., m, obtemos

Rin(x) = Ryn(o) + /z (Tr(t) — T (1)) dt.

xo

Dado € > 0, como T, converge uniformemente, existe N; € N tal que para quaisquer
m,n > Ny,
| T (t) — To(t)] <e, Vtel.

Como S,,(xg) converge, existe Ny € N tal que para m,n > N,
| S (z0) — Sn(zo)| < €.
Tomando N = max{Ny, N}, para m,n > N e x € I, temos
| Ry (2)] < |Rimn(z0)| + / [T (t) — To(t)| dt < e+ elx — x).
zo
Como [ é compacto, existe L > 0 tal que |z — zo| < L para todo = € I. Logo,
|Ryn(z)| <e(l+ L), Vrel.

Portanto, S,, é uma sequéncia uniformemente de Cauchy em I, logo converge uniforme-

mente para uma fungdo f em [. Assim,

flx) = Z fo(x) uniformemente em I.
n=1

Agora, como S,, — f uniformemente e S, = T,, — g uniformemente em I, podemos
aplicar o teorema da convergéncia uniforme das derivadas: se uma sequéncia de funcoes
diferenciaveis converge pontualmente (aqui uniformemente) e a sequéncia das derivadas
converge uniformemente, entdo o limite ¢ diferenciavel e sua derivada é o limite das

derivadas. Portanto,

fla)=g(z)=>_ filx), Veel.
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Assim, concluimos que

oo
fll@) =Y ful@)
n=1
e a convergéncia de > f,, para f é uniforme em I. O

Observacgao 2.1 (Hipotese de compacidade). Na prova acima, assumimos que I é com-
pacto para garantir que |x — xo| seja limitado. Se o teorema original nao supoe isso, a
prova precisa ser adaptada com um argumento de convergéncia em compactos e depois
ertensdo, mas a versao mais comum do teorema é enunciada para intervalos compactos

ou com convergéncia uniforme em todo I e a convergéncia pontual em xy.

Exemplo 2.42 (Aplicacdo da Integracdo Termo a Termo). Usando a série geométrica

1 _ o n 7 .
= = > o o®", para |z| < 1, podemos integrar termo a termo:

—In(1 — — " 2.
n(l —x) / 1—tdt / g t"dt (2.76)
_E /t”dt EOO 7 (2.77)
n+1 ~n

Obtemos assim a série de Taylor de —In(1 — z).

2.6 O Lema de Riemann-Lebesgue

O Lema de Riemann-Lebesgue é um resultado fundamental que seréd utilizado na
demonstracao do Teste de Dini e na teoria da convergéncia das séries de Fourier.
Lema 2.43 (Riemann-Lebesgue). Seja f : [a,b] — R uma func¢do integravel (no sentido

de Riemann). Entao

b

>\h—>IEo/a f(z)sen(A\x)dx =0 (2.78)
¢ b

)\ILIEO/G f(z) cos(Ax) dz = 0. (2.79)

Esboco da Demonstracao. Para funcoes constantes por partes, o resultado é imediato,
pois a integral de sen(Az) ou cos(Az) em um intervalo tende a zero quando A — oco. Para
fungdes integraveis em geral, aproximamos f por fungdes constantes por partes e usamos

a continuidade da integral. Uma demonstrac¢ao completa pode ser encontrada em [6]. [

1
A
Exemplo 2.44 (Aplicagdo do Lema). Mostre que lim sen(Az) dx = 0.
A—00 0 1 +x
Solugao: A funcdo f(z) = h%x é continua, portanto integravel em [0, 1]. Pelo Lema
de Riemann-Lebesgue,
! sen(\x)
lim / ———dr=0. (2.80)
A—o00 0 1 + X
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2.7 A Desigualdade de Cauchy-Schwarz

A desigualdade de Cauchy-Schwarz é uma ferramenta fundamental em Analise, es-

pecialmente no estudo de espacgos de fungoes de quadrado integravel.

Teorema 2.45 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Sejam f,g : [a,b] — R fungoes de

= (f b |f<x>|2dx)1/2 (/ b 9(o)f*d " (281)

Demonstragao. Para qualquer A € R,

quadrado integrdvel. Entao

og/ab(f( )+ Ag(a dx—/ Pz da:+2)\/ f(z dac+)\2/ab92(x)da:. (2.82)

Este polindmio em A é ndo negativo, portanto seu discriminante deve ser < 0:

o 1 d“") i([ i) ([ @) <o e
(/f dx) <</f da:) (/ ()dx>, (2.84)

O

Portanto,

Corolério 2.46 (Desigualdade para L' e L?). Se f é de quadrado integrdvel em [a,b],

entio f € integrdvel e

/abf(w)ldrcé \/H(/:If(w)mw)w- (2.85)

Demonstragao. Basta aplicar a desigualdade de Cauchy-Schwarz com g(z) = 1:

2

/:fu)mx < </ab12d:r>1/2 (/ab|f(x)|2d:c>1/2 _ m(/@bu(z)m)” - (2:86)

O

Exemplo 2.47 (Aplicagdo da Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Mostre que

1
/ rsenxdx
0

f
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Solucao: Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz:

1
/ rsenzxdx
0

1/2

< ( /0 = d:r) " ( /0 1 seand:l:> (2.87)

< <;>m (172 = \}g (2.88)

2.8 Espacos de Funcoes L' e L?

Na teoria de Fourier, frequentemente trabalhamos com fung¢oes que sao integraveis

ou de quadrado integravel. Estes espagos tém propriedades importantes.

Definigao 2.48 (Espago L'). Dizemos que f € L'([a,b]) se f ¢ integravel e

[ 1w < oo

Definig¢ao 2.49 (Espago L?). Dizemos que f € L*([a,b]) se f é de quadrado integravel,
b
ou seja, / |f(2)|? dz < .

Proposigao 2.50 (Relagao entre L' e L?). Se f € L*([a,b]), entio f € L'([a,b]). A

reciproca nao € verdadeira.

Demonstragio. Pelo Corolario 2.46, se f € L?([a,b]), entdo

b b 1/2
/ |f(x)|dm§\/b—a</ |f(x)|2dx> < 0. (2.89)
Portanto, f € L'([a,b]). O

Exemplo 2.51 (Fungio em L' mas ndo em L?). A fungao f(z) = % em (0,1) esta em

ol - ) o
L', pois [, ﬁ dx = 2, mas nao esta em L?, pois [j +dx = oc.

Demonstragio. De fato, vamos provar que f € L'(0,1) mas f ¢ L?(0,1).

1. Primeiro, mostramos que f € L'(0,1). Por defini¢ao,

/01|f(:r)|da::/01\/1§dx.

Como f(z) > 0 em (0,1), temos |f(x)| = f(z). Calculamos a integral impropria:

1 1 s
—dx =1 dr.
/0 \/E ! Eigh € ! !
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Usando a primitiva [ 27/2dz = 22'/2 + C, obtemos
! 1
/ P de = [22'7] =2(1)"? — 2¢'? =2 -2\
g

Portanto,

1
1
—dr = lim (2 -2 =2.
|, e -2

Como a integral é finita, concluimos que

1
/ (@) dz =2 < oo,
0

logo f € L*(0,1).

2. Agora, mostramos que f ¢ L*(0,1). Temos

ror=(5) =4

/01|f(x)|2dx/01idx.

Esta é uma integral impropria divergente:

Assim,

! !
/ —dz = lim —dr= lim Inz]! = lim (In1 —1In¢) = lim (—In¢) = +oo0.
0

x e—=0t J. T e—0t e—01 e—0t
Portanto,
1
IRCREEES
0
o que significa que f ¢ L*(0,1). O

Observagao 2.2. A fungio f(x) = 1//z pertence a L*(0,1) mas nao pertence a L*(0,1).
Isso mostra que a inclusio L?> C L' nao é vdlida em espacos de medida finita quando a
fungao nao é limitada; na verdade, para intervalos finitos, temos L? C L' (pela desigual-
dade de Holder), mas a reciproca € falsa, como este exemplo demonstra.

Este exemplo € cldssico e mostra que fungoes com singularidade integrdvel podem ter
quadrado nao integrdvel. A func¢ao 1/\/x tem uma singularidade em 0 "fraca”o suficiente

para ser integrdvel em L', mas "forte"o suficiente para ndo ser integrdvel em L2.

Exemplo 2.52 (Fungao em L% e L'). A fungdo f(z) = z em [0, 1] estd em L' e L?, pois

folxdx:%efolxzdx:%.

Demonstragio. Com efeito, vamos provar que f € L'0,1] e f € L?[0,1].

42

Cap. 2



Cap. 2

1. Primeiro, mostramos que f € L'[0,1]. Por defini¢io,

[s@iar= [ ol

Como z > 0 em [0, 1], temos |z| = x. Assim,

/01|f(x)|dx—/01xdx.

Calculando a integral definida:
/1 d |:.172:| 1 12 02 1
rzdr=|—| = — — — = —.
0 2 |, 2 2 2

1 1
/ F@)de =1 < oo,
A 2

Portanto,

logo f € L'[0,1].
2. Agora, mostramos que f € L?[0,1]. Temos
f(@)]? = |2 = 2?,

pois z > 0 em [0, 1]. Assim,

/Ollf(x)|2dx:/01x2dx.

Calculando a integral definida:
1 371 3 3
1 0 1
/ CL’2 d‘f[j = |:-’E:| = — = — = —,
0 31, 3 3 3

1 1
/ F@)Pde = L < oo,
; 3

logo f € L?[0,1]. O

Portanto,

Observagao 2.3. A funcio f(x) = x pertence tanto a L*[0,1] quanto a L?[0,1]. Isso era
esperado, pois em espagos de medida finita (como [0,1] com a medida de Lebesgue) temos
a inclusio L* C L', e fungoes continuas em intervalos compactos sio limitadas, portanto
pertencem a todos 0s espagos LP para 1 < p < oo.

Este exemplo contrasta com o Ezemplo 2.51, onde a func¢io 1/\/x pertence a L' mas

nao a L?. Aqui, a fun¢io x € suave e limitada em [0,1], o que garante sua pertenca a

43

Cap. 2



Cap. 2

ambos os espacos. Na verdade, para qualquer p > 1, temos
! 1
/ |z|P de = —— < o0,
0 P+ 1
logo x € LP[0,1] para todo p € [1, 00].

Como tultimo resultado deste capitulo, apresentamos um resultado também importante

para o nosso estudo.

Teorema 2.53. Seja a funcgao f : [a,b] — R, L'. Entdo, dado ¢ > 0, arbitrdrio, existe
uma fun¢ao continua ¢ : [a,b] — R tal que ¢p(a) = ¢(b) =0 e

/ (@) — 6()|dz < e.

Demonstra¢ao. Dividiremos a demonstracdo em duas partes. Suponhamos inicialmente
que f seja limitada e integravel. Assim, dado ¢ > 0 existe uma particio P = {a =

X, X1, ..., o, = b} do intervalo [a,b], com zy < z1 < ... < x, tal que vale

b k
€
/a f(x)dz — ;mj(zj —xj1) < 3 (2.90)
onde m; = imf{f(x) : x € [xj_1,2;]}, com j = 1,2, ... Agora definimos a fungio y(x),
pondo
v(x) =m;, para ziq < < (2.91)

Com isso o somatorio em (2.90) é a integral de y(x) em [a,b], dai podemos reescrever

(2.90) da seguinte forma

/abf(x)dx - /abV(ff)dI = /ab[f(:v) —(2)]dz < % (2.92)

Faremos uma ilustracdo gréafica simplificada da ideia que se segue para concluirmos a
demonstragdo. Suponhamos que a partigio P tenha apenas quatro pontos (n = 4), e que
o grafico da fungao (z) seja o da figura abaixo, e para cada n consideremos a fungao ¢,
obtida substituindo em tal figura os “retangulos por trapézios”, cujos lados tém inclinagao
n. Para os pontos xg e z1, por exemplo, lembrando que area de um trapézio de bases ¢, d

c+ Coe o fos :
e altura h é dada por h?, como a inclinagao de cada trapézio é n, em particular para

m m
nzl,temostan1:—1:>s: L. Dai
s tan 1

[ ) = @l = sy — ) - PR 20 B,
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y y
[11 P S ; myf--—-——-
myl - ------———o:—: L e e Sty
i ; b=x3 X2 b =x3
a=2xp X3 Xz } X a=x X3 X
m3 ,,,i—} m3 ——--
Figura 2.1: Figura 2.3:

Logo, usando essa ideia para uma funcdo v(x) qualquer, como a definida em (2.91),

temos
k 2

/ (@) — ()| dz = Z t::n' (2.93)

Assim, como f é limitada, seja M > 0 tal que |f(z)| < M para todo = € [a,b]. Entao, de

(2.93) segue
M2
[ ) =i < £

~ tann

dai, uma vez fixado k, podemos tomar n suficientemente grande tal que

/ |y (x (x)|dx < 5 (2.94)

Observemos que de (2.93) e (2.94), segue-se que dado € > 0, existe uma fungao continua
O ¢ a,b] = R, com ¢,(a) = ¢,(b) =0 tal que

/|f (e)ldz = /|f () +7(2) — 7(@)\da

/If |dx+/ Iy(z (z)|dz
€
2t

Agora, suponhamos que f ¢ ilimitada, porém integréavel e absolutamente integravel no

IN

<

[\'.)\m

sentido das integrais improprias. Para simplificar as contas, suponhamos que f nao seja

limitada apenas nas vizinhancas de a e b. Entao, dado ¢ > 0, podemos obter um § > 0

[ @i [

Sendo f limitada e integravel no intervalo [a + d,b— d], pelo que mostramos acima, existe

tal que vale

€
—. 2.
<3 (2.95)
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uma fungao continua ¢ : [a + 0,b — §] — R, com ¢(a + ) = ¢(b — J) = 0, tal que

/ |f(z) — ¢(z)|dz < % (2.96)

a+0

Definimos a funcao 1 : [a,b] — R dada por

b(z) = { ¢(r), para a+6<x<b-9 (2.97)

0, para a<z<a+d eb—0<zx<bh

Temos

/b|f(:l:)|d$:/a+5|f(x)|d:v+/:;5|f(x)|dx+/b;|f(g;)|dx.
/ |f(z !dx—/b 6| (x)ldx—/;H|f(:c)|dx+/b:|f(x)|dx.

Dai, como v (z) é integravel em [a, b], usando os calculos acima, temos

[0 -veiar = [Ty [ s [ sl

a+0

< /|f |dx—/b 6| (:z:)|d:r+/;:\f(x)—¢($)|dx
<[ |<>wx—A;ﬂ<mwv+A;ﬂﬂm—¢uwm
< %—%—%:e.

O

Na realidade, de acordo com o Teorema 2.53, dada uma fungdo f : [a,b] — R, L,

existe uma sucessdo de fungdes continuas ¢, : [a,b] — R, com ¢,(a) = ¢,(b) =0, e

hm/|f x)|dz = 0.

Se uma fungao f : R — R ¢é periodica de periodo 2L e L', no intervalo [—L, L], entao
podemos obter uma sucessao de funcoes continuas ¢, : R — R, periddicas de periodo
2L. Para tanto, pelo que vimos acima, basta que tomemos ¢, (—L) = ¢,(L) = 0, para

todo n tal que
L

lim |f(z) — ¢n(z)|dx = 0.

n—oo | 1

Observacao 2.4. Dando énfase ao que afirma Figueiredo (2014), dada uma sucessao de
fungoes continuas ¢, : [a,b] — R, dizemos que ela converge no sentido L', quando se tem

lim fab | () — dn(x)|dz = 0. Podendo, nesse caso, existir uma fun¢ao f : [a,b] — R,
m,n—00

integrdavel e absolutamente integrdvel, no sentido de integrabilidade que estamos estudando,
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tal que lim f:|f(as) — ¢p(2)|dr = 0 e com isso dizemos que f € o limite de ¢, no
sentido ZT.OOAinda de acordo com o autor, em geral tal funcio f nao existe. Porém, se
considerarmos o conceito mais amplo de integral de Lebesgue, entio tal f integrdvel a
Lebesgue existe, de tal forma que o dltimo limite acima seja verdadeiro, dentro do contexto
de integrabilidade a Lebesgue, e por consequinte as fung¢oes integrdveis a Lebesgue em [a, b]

sio 0s limites no sentido L' de sucessoes de funcoes continuas neste intervalo.

Apresentaremos a seguir um resultado semelhante aquele do Teorema 2.53, sendo este

para funcoes L2, ou seja, funcdes de quadrado integravel.

Teorema 2.54. Seja [ : [a,b] — R wma fun¢ao de quadrado integrdvel. Entao, existe

uma sucessao de fungoes continuas v, : [a,b] — R, com ¢, (a) = 1,(b) = 0, tais que

hm/f (z)[*dx = 0.

Demonstra¢ao. Dividiremos a demonstragdo em duas partes. Inicialmente suponhamos
que f seja limitada, isto é, existe k > 0 tal que |f(z)| < k, para todo = € [a,b]. Sendo
f € L?, segue-se que f é L'. Assim, da desigualdade de Cauchy-Schwarz resulta:

/|f J|dz < b_aé[/ f( |dx]

Por outro lado, pelo Teorema 2.53 existe uma fungao continua v : [a,b] — R, com as
seguintes propriedades: ¢(a) = 1(b) = 0, |¢(x)| < k, para todo x € [a,b], e dado € > 0

vale
d
/ e (@)lde < o 2k

Assim

/|f ()Pde = /f @) (z) — p(@)|dz
/ 1£()] + [6(@) 1 f ) — () de

IN

IN

2k d pJ
[ 1570 wear <2k =

e com isso concluimos a demonstragao neste caso.
Agora, se for f ilimitada, suponhamos para facilitar a demonstracao, que f seja ilimi-
tada nas vizinhancas de a e b, pois para o caso geral o raciocinio é analogo. Entao, dado

€ > 0 podemos escolher § > 0 de tal forma que tenhamos

a+d b
/a+ |f(2)|dx <§ e /b§|f(x)|2dx < g
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Assim, usamos a parte do teorema, ja demonstrada, para determinar uma fungdo continua

Y:fa+40,b—0] — R, com ¥(a+3d) =1(b—3§) =0 tal que

b—o ) €
| i) = v <&,

+46

Agora, definimos a fungdo

0, se a<z<a+d
P(z) =< P(z), se a+d6<z<b-04. (2.98)
0, se b—o<z<bh

Como a funcao 1 é continua, obtemos

b Y - b5 R b N
[ @ =@k = [ ik [ @) —s@pde s [ @

+9

O

Vale observar que se uma funcao f : R — R for periddica de periodo 2L e L? em
[—L, L], entdo existe uma sucessio de fungdes continuas v, : R — R, também periddicas
e com o mesmo periodo de f, satisfazendo o teorema acima. Para isso, basta que tomemos
Yn(—L) =1, (L) = 0 para todo n.

2.9 Conclusao do Capitulo

Neste capitulo, estabelecemos os fundamentos tedricos necessarios para o estudo da

Anélise de Fourier e da Transformada de Laplace. Vimos:

e Funcoes periddicas e suas propriedades fundamentais;

O conceito de ortogonalidade para funcoes e o sistema trigonométrico;
e Funcoes pares e impares e suas propriedades de integracao;

e Funcoes seccionalmente continuas e diferenciaveis;

Convergéncia pontual e uniforme de séries de fungoes;

O Teste de Weierstrass e suas aplicacoes;

O Lema de Riemann-Lebesgue;

A desigualdade de Cauchy-Schwarz e os espacos L' e L2
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Cap. 2 ANALISE DE FOURIER E A TRANSFORMADA DE LAPLACE

Estes conceitos serao aplicados nos capitulos seguintes, especialmente no estudo das
séries de Fourier, onde a ortogonalidade do sistema trigonométrico permite o célculo
dos coeficientes de Fourier, e as no¢oes de convergéncia garantem que a série de Fourier
realmente representa a funcao original.

No proximo capitulo, desenvolveremos a teoria das séries de Fourier, incluindo o calculo

dos coeficientes, os teoremas de convergéncia e as aplicagoes.
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Cap. 3

Capitulo 3
Séries de Fourier

Neste capitulo, desenvolveremos a teoria das séries de Fourier, um dos pilares da
Analise Matematica e uma ferramenta indispenséavel na resolucao de equagoes diferenciais
parciais. A ideia central, introduzida por Jean-Baptiste Joseph Fourier no inicio do século
XIX, é representar funcoes peridédicas como somas infinitas de senos e cossenos.

A importancia desta teoria transcende a Matematica pura, encontrando aplicacoes em
Fisica, Engenharia, Processamento de Sinais, Actstica, Optica e in@imeras outras areas.
Compreender os fundamentos das séries de Fourier é essencial para qualquer estudante
ou profissional que trabalhe com fenomenos ondulatorios ou periodicos.

Ao longo deste capitulo, desenvolveremos a teoria de forma rigorosa, mas sempre acom-
panhada de exemplos que ilustram os conceitos e resultados apresentados. Iniciaremos
com o célculo dos coeficientes de Fourier, seguido pelo estudo da convergéncia das séries,
e concluiremos com resultados importantes como a Identidade de Parseval e o Teorema

de Fejér.

3.1 Coeficientes de Fourier

A pergunta fundamental que motiva toda a teoria de Fourier é: dada uma funcio
periddica f, podemos representé-la como uma combinagado linear infinita de senos e cos-
senos? Para responder a esta questao, precisamos primeiro determinar como calcular os

coeficientes dessa combinagao.

3.1.1 Deducao dos Coeficientes

Suponhamos que uma funcao f : R — R, periédica com periodo 2L, possa ser

expressa como uma série trigonométrica da forma

flz) = % + f: [an cos (nf;r:r) + b, sen (nfzx)} . (3.1)

n=1
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ag
2

conveniéncia, como veremos adiante. Nosso objetivo agora é determinar expressoes para

A escolha de escrever o termo constante como em vez de ay é puramente por

os coeficientes a, e b, em termos da func¢ao f.
Para isso, vamos supor que a série em (3.1) converge uniformemente para f no intervalo
[—L, L]. Sob esta hipotese, podemos integrar termo a termo e utilizar as propriedades de

ortogonalidade do sistema trigonométrico, que foram demonstradas no Capitulo 2.

Proposicao 3.1 (Calculo de ag). O coeficiente ag é dado por

1 fr
a =7 /L f(z)dx. (3.2)

Demonstracao. Integrando ambos os lados de (3.1) de —L a L:

/_LLf(x)dxz/_LLaQde+§[an/_LLcos(nza:)d:z:—i—bn/_LLsen(nzx)dx}. (3.3)

Calculando cada integral:

L
/ %dag:% oL = aoL, (3.4)
-L
L L
/ cos (nfzx) dx = [nl;r sen (nz:r:)] = n%[sen(mr) —sen(—nm)] =0, (3.5)
~L -L
/L sen (@) dex = [—L cos (m)} ’ = —i[cos(mr) —cos(—nm)| =0 (3.6)
L L nm L _L nim ’ ’
Portanto:
L L
/Lf(x)dxaoL = aoi/Lf(x)dzv. (3.7)
O

Proposigao 3.2 (Calculo de a,). Para n > 1, o coeficiente a,, é dado por

1 (-
@ =7 /_Lf(:p) cos (?) dz. (3.8)
Demonstra¢ao. Multiplicamos (3.1) por cos (mi””) e integramos de —L a L:
L L
/L f(z) cos (?) de = % ., cos (?) dx (3.9)

+ i {an /_LL oS (?) cos (m;m:) dx (3.10)

+by, /LL sen (?) cos <m£m:) dx] . (3.11)
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Pelas relagdes de ortogonalidade demonstradas no Capitulo 2:

L
° / cos (mﬂx) dxr = 0 para m > 1;
_r L

L
° / sen (@) coS (@) dx = 0 para todos m, n;
_r L L

L
o/ cos(?)cos(?)dxzoparam#n,e:Lparam:n.
-L

Portanto, todos os termos se anulam, exceto quando n = m:

L

/i f(z) cos (?) dx = ap, /L cos? (mzrx) dx = apL.

Ay = i/LL f(z)cos (m;rx) dz.

Assim:

Proposigao 3.3 (Calculo de b,). Paran > 1, o coeficiente b, é dado por

b, = i/_LL f(z)sen (?) dr.

Demonstrag¢ao. Multiplicamos (3.1) por sen (%) e integramos de —L a L:

/LL f(z)sen (?) dx = % i sen (?) dx
+ ni; {an /_LL cos (?) sen (?) dx
+b,, /_LL sen (?) sen (m[irx) dx] .

Pelas relacoes de ortogonalidade:

L
° / sen(w)d:pzoparamzl;
) L

L
nwx mnx
° / cos (—) sen (—) dx = 0 para todos m, n;
L

L
° / sen (?) sen (m2$) dr = 0 para m # n, e = L para m = n.
L

Portanto:

/I; f(z)sen (mzx) dx = b, L.
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Assim:

by, = i/i f(z)sen <m£rx) dz. (3.19)
O

Definigao 3.4 (Coeficientes de Fourier). Seja f : R — R uma fungio periodica de periodo
2L, integravel e absolutamente integravel em [—L, L]. Os coeficientes de Fourier de f

sao definidos por:

1 [t nmwe
anL/Lf(x)cos (T) dr, n=0,1,2 ..., (3.20)
by = /L f(w)sen (“70) d 1,2 (3.21)
= — n = ce .
"=/, x)se 7 x, n=1,2

As expressoes acima sao conhecidas como formulas de Euler-Fourier.

Observagao 3.1. A condicao de integrabilidade absoluta ffL |f(z)|dr < oo garante que

as integrais que definem os coeficientes de Fourier existem, pois:

[ rreos (U5 a

3.1.2 Estimativas dos Coeficientes de Fourier

< / |f(z)|dz < oo. (3.22)

—L

Obter estimativas para os coeficientes de Fourier é importante para estudar a con-
vergéncia das séries. Quanto mais regular for a funcao, mais rapidamente seus coeficientes

de Fourier decaem a zero.

Proposigao 3.5 (Estimativas para a,, e b,). Seja f periddica de periodo 2L, integrdvel e

absolutamente integrdvel em [—L, L|. Entao:

1

L L
ol <7 [ @l e i< [ If@id. (323)

Ou seja, |a,| < K e |b,| < K, com K = %f_LL|f(:r)|dx

Demonstragao.
1 L
lan| = ‘L /_L F(z) cos (—) dx (3.24)
1 L
< L/_L|f(x)| ’cos (J)‘d (3.25)
1 L
<7 [ e (3.26)
L)
A demonstracao para b, é analoga. O
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Proposigao 3.6 (Estimativas Melhoradas). Se f ¢ periddica de periodo 2L, derivdvel,

com f' integrdvel em [—L, L], entao para n > 1:

L L
o <o [ 1@l e i< [ i@l 327

nm nm

Demonstragao. Usamos integracao por partes para a,:
L nwx
La, = / f(x)cos (—) dr. (3.28)
L L

Tomando u = f(x )edvfcos( )dx temos du = f'(z )dxev—isen(T)Z

La, = [f(x)nl;r sen (nzx” iL - /i % sen (?) f(z)dx (3.29)
- % [f(L)sen(nm) — f(—L)sen( / fllz sen )d:r. (3.30)

Como f & periodica, f(L) = f(—L). Além disso, sen(nm) = 0 e sen(—nn) = 0 para

todo n € Z. Portanto, o termo avaliado se anula:
x
Lay = —— f () se (T) dz. (3.31)
Logo:

\an|—'—/ flz sen )dx’ (3.32)

L
1 nmwr
< it
L )|]sen( : )’dm (3.33)
1 L
< — "(x)|dz. 3.34
< [ 1@ (3.34)
Analogamente para b,:
L nwx
Lb, :/ f(z)sen ( — ) dx. 3.35
| f@ysen (7F7) (3.35)

Tomando u = f(z) e dv = sen (“7*) dz, temos du = f'(z)dx e v = —L cos (“7%):

Lb, = {_f(x)vir cos (TLZ.%)] iL + /LL % cos (n—zx) f'(x)dx (3.36)
- —% [f(L) cos(nm) — f(—L) cos( / fl(o ) dr.  (3.37)
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Como f ¢é periodica e cos(nm) = cos(—nm), o termo avaliado se anula:

L (F nmwx
Lby=2 [ f TN . .
by, — 7Lf (x) cos < 7 ) dx (3.38)
Logo:
b = | /L ( )cos(””)d (3.39)
=|— T — ) dx :
" nw J_p L
1 L
< — "(x)|dx. A4
<L [ i (3.40)
0

Proposigao 3.7 (Estimativas de Segunda Ordem). Se f € periddica de periodo 2L, duas

vezes derivdvel, com f" integrivel em [—L, L], entao para n > 1:

L L L L
1 1!
ol < =5 [ 17 @lds el <=5 [ 1@l (3.41)
Demonstracao. De La, = —% f_LL f'(x)sen (%) dz, aplicamos integracdo por partes
novamente.
Tomando u = f'(z) e dv = sen (“2£) dz, temos du = f"(z)dz e v = —-L cos (Z£):
L L nray 1"
B =Ly con (20) .42
a — [ f (az)mr cos | —7 }_L (3.42)
L ("L nmTr\ .,
— — — d 3.43
+n7r ,LerOS(L)f(x)x ( )
L? > [r nnw
= [f'(L) cos(nm) — f'(—L) cos(—nm)] + o /L f"(x) cos (T) dr. (3.44)

Como f" é periodica (pois f é duas vezes derivavel), f'(L) = f'(—L) e cos(nm) =

cos(—nm), o termo avaliado se anula:

La, = nf; ’ 1" (x) cos (nfzx) dr. (3.45)
Logo:
L L nwx
|y 2 | () S<T> dx (3.46)
N
< [ @ (3.47)

A demonstracao para b, é analoga, partindo de Lb, = %ffL f'(x) cos (22) d e
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aplicando integragao por partes mais uma vez. O

As Proposicoes 3.5, 3.6 e 3.7 formam uma sequéncia hierdrquica de estimativas para
os coeficientes de Fourier, revelando um principio fundamental da analise de Fourier: a
regularidade da fungao no dominio espacial se reflete na taxa de decaimento

dos coeficientes na frequéncia.

e A Proposicao 3.5 é a mais geral e exige apenas integrabilidade absoluta. Ela
estabelece que os coeficientes sao uniformemente limitados (a,,b, = O(1) :
limitado(constante).). Embora seja uma estimativa grosseira, é universal e garante

a existéncia e a limitacdo dos coeficientes de Fourier para qualquer funciao L.

e A Proposicao 3.6 exige diferenciabilidade com derivada integravel e refina a esti-
mativa para an,b, = O(1/n) (decai como 1/n). Este decaimento é significativo,
pois implica que a série de Fourier converge absolutamente se [’ for suficientemente
regular (por exemplo, se f/ € L?). Além disso, este resultado é um passo crucial

para provar a convergéncia uniforme da série de Fourier via teste M de Weierstrass.

e A Proposigao 3.7 exige duas derivadas integraveis e fornece a estimativa ainda mais
forte a,,b, = O(1/n?) (decai como 1/n?). Este decaimento quadrético garante a
convergéncia absoluta e uniforme da série de Fourier, independentemente de condi-
¢oes adicionais, desde que [ |f”| < co. Fungées com essa regularidade tém séries de

Fourier que convergem uniformemente para a funcao em todo o intervalo.

Padrao geral: Se f possui k derivadas integraveis (com f* € L'), entdo

1 1

Este principio é conhecido como o lema de Riemann-Lebesgue generalizado ou de-
cadéncia dos coeficientes de Fourier com a regularidade. Quanto mais suave a
fungdo, mais rapido os coeficientes tendem a zero.

Interpretacao qualitativa:
1. A primeira estimativa é qualitativa: afirma que os coeficientes nao explodem.

2. A segunda estimativa é quantitativa de primeira ordem: mostra que o decaimento

¢ pelo menos 1/n.

3. A terceira estimativa é quantitativa de sequnda ordem: mostra que o decaimento é

pelo menos 1/n?.

Aplicagoes praticas:
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e Para funcoes continuas e seccionalmente suaves, as estimativas de primeira ordem

garantem a convergéncia pontual (mas nao necessariamente uniforme).

e Para fungoes com derivada continua (C'), a estimativa de primeira ordem j& pode

garantir convergéncia uniforme se a derivada for limitada.

e Para fungoes com segunda derivada continua (C?), a convergéncia uniforme é auto-

maética, e a série converge rapidamente, sendo 1til em aplicagcoes numéricas.

Relacao com a teoria de espagos de Sobolev: Essas estimativas mostram que,
se f € H* (espago de Sobolev de ordem k), entdo os coeficientes de Fourier pertencem a

2k

2 .
£% com peso n*", ou seja,

oo

> 0 (Jan)* + [ba]*) < 0.

n=1
Isso estabelece uma ponte entre a regularidade analitica da fun¢do e a decaimento espec-
tral, fundamental em equacdes diferenciais parciais e processamento de sinais.
Em resumo, as trés proposi¢oes exibem, de forma progressiva, como a suavidade da

fun¢do é traduzida em propriedades quantitativas dos coeficientes de Fourier.

Exemplo 3.8 (Decaimento dos Coeficientes). Para a funcio f(r) = z? em [—L, L],

estendida periodicamente, os coeficientes de Fourier decaem como 1/n?. De fato, como

f(x) =2
L [ 412
la,| < o /_Lde = : (3.48)

Este decaimento rapido garante a convergéncia uniforme da série de Fourier.

Exemplo 3.9 (Comparacao de Decaimentos). Considere as seguintes fungoes e seus de-

caimentos:
2 K ! 2 .
e f(x) continua por partes == |a,|, |b,| < 7 (se f’ integravel);

e f(z) continua com f’ continua por partes == |a,|,|b,| < L& (se f” integravel);

> 2

e f(z) infinitamente diferenciavel = |a,|, |b,| decaem mais rapido que qualquer

poténcia de 1/n.
Aqui, observa-se que sendo f seccionalmente continua, certamente f’ ndo estara de-
finida nos pontos de descontinuidade de f, podendo até, ndo estar definida mesmo em
pontos onde f é continua.

3.2 Séries de Fourier

Com os coeficientes de Fourier definidos, podemos agora introduzir a série de Fourier

de uma funcao.
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Definicao 3.10 (Série de Fourier). Seja f : R — R uma funcado periddica de periodo
2L, integréavel e absolutamente integravel em [—L, L]. A série de Fourier de f é a série

trigonométrica
a4 nmx nmx
f(x) 5 +n§:1 {a,mos( 7 )+bnsen< 7 )], (3.49)

onde a,, e b, sao os coeficientes de Fourier de f dados por (3.20) e (3.21).

Observacgao 3.2. Usamos o simbolo ~ (til) em vez de = porque a série de Fourier pode
nao convergir para f(x) em todos os pontos. Em pontos de descontinuidade, a série
converge para a média dos limites laterats. Isso é o que diz o importante resultado a

Sequir.

Teorema 3.11 (Teorema de Fourier). Seja a fungao f: R — R seccionalmente diferen-
ciavel e periddica de periodo 2L. Entdo a série de Fourier de f dada em 3.49 converge,
em cada ponto x de R, para 3[f(x+0)+ f(z—0)] (onde a ezpressio L[ f(z+0)+ f(z—0)]
significa a média aritmética dos limites laterais de f, a direita e & esquerda, no ponto x

), ou seja, vale

%[f(aﬁLO) + f(z—-0)] = %ao + ; [ancosn—zx +bnsen¥} ) (3.50)

Devemos enfatizar que as condicoes dadas no teorema acima sdao apenas suficientes

para a convergéncia de uma série de Fourier; elas ndo sao, de modo algum, necessérias.

3.2.1 Exemplos Fundamentais

Exemplo 3.12 (Funcao Dente de Serra). Considere a fungao f : R — R periodica de
periodo 2L, definida por
flx)=2, —-L<z<L, (3.51)

com f(x+2L) = f(x).

Resolugao: Como f é impar, temos a,, = 0 para todo n > 0. Calculamos b,,:

9 L
b, = L/o xsen (sz) dx. (3.52)
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Usando integragdo por partes com u = x e dv = sen (%) dx:

L

2| L L [*
b, = T | T eos (—nzx) ‘ + p— cos (LT) du (3.53)

- L

2 | L? L? nrx

=7 |70 cos(nm) + —— sen (T) 0 (3.54)
2 L? 2L
2 CE g = Z2E gy, 3.55
2 Eers } 2 (3.55)
Portanto: of

by, = —(—1)"1, 3.56
—(-1) (3.56)

Assim, a série de Fourier de f é:

fla) = % i (*1737”1 sen (”Zx) . (3.57)

n=1

A figura abaixo representa uma aproximacao do grafico de f pela soma de n = 10

termos de sua série de Fourier.

LA A
ST

Figura 3.1:

Verificagdo: Em x = L/2, temos:

F(L)2) = g _ y D™ o (%) . (3.58)

Para n = 2k — 1 (impar), sen <(2k_1)”> = (—=1)*=1. Para n = 2k (par), sen(km) = 0.

’ 2

Portanto: -
1 2L 2

L 2L-N(—1 o
L _ _q)k-1 o 2 , 3.59
2 W;2k’—1( ) (v 2k —1 ( )
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Logo:

(1)t 11 1
:Z(zk)—1:17§+57?+m (3.60)

k=1

Esta é a série de Gregory-Leibniz para 7 /4.

Exemplo 3.13 (Fungao Triangular). Considere a fungiao f : R — R periodica de periodo
2L, definida por

L—2z, 0<z<,
flz) = (3.61)
L+z, —L<x<0.

Resolugao: Como f é par, temos b, = 0 para todo n > 1. Calculamos ag € a,:

2 [t 2 221"
ag L/o( x)dx L[ac 2}0 (3.62)
2 L? 2 L?
= — L2 —_ — = - — = L .
L(E5)=1% @69
Paran > 1:
9 L
a, = L/o (L — x)cos <?) dx. (3.64)
Usando integracao por partes com v = L — x e dv = cos (T) dx:
2 | L nwx " L [* nwx
=7 (L — x)n—w sen (T) + el sen (T) dx (3.65)
_2 . (”m) ’ (3.66)
=7 23 Cos (7 0 .
o[ I
=7 | (cos(nm) — 1)] (3.67)
2L
= n27r2(1 — cos(nm)). (3.68)

Se n é par, cos(nm) = 1, logo a,, = 0. Se n é impar, digamos n = 2k—1, cos((2k—1)7) =

—1, logo: - "
m(l - (_1>) = m (3.69)

A2k—1 =

Portanto, a série de Fourier é:

oo

L AL | (2~ )z
f@)_g—i_ﬁg@k—l)? cos( T > (3.70)
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T s . . . C 1
Observagao: Esta série converge uniformemente para f em R, pois |a,| < 5 e
converge. Isso é consistente com o fato de f ser continua.

Consequéncia: Fazendo = = 0 na série (3.70):

L 4L & 1
=L=—4+— —_— 71
1(0) 7T ) (371)
k=1
Portanto:

> 1 w2
= 72
> ot - a1

E importante salientar que dada uma funcio num intervalo [0, L], esta pode ser re-
presentada por mais de uma série de Fourier. Nos dois exemplos anteriores definimos
as funcoes em intervalos cujo o ponto médio é a origem. Definimos ainda, o periodo
de tais fungoes como sendo o periodo fundamental. Entretanto, em muitas aplicagoes
¢é interessante que tenhamos certa liberdade de escolher o periodo da func¢do para que
possamos atingir determinados objetivos. Se, por exemplo, apresentarmos a fun¢do no
intervalo [0, L] e nada falarmos sobre o periodo, podemos determina-lo da maneira que
nos seja conveniente, digamos, um periodo P > L. Neste casso, podemos definir a funcio
no intervalo (L, P) de forma a cumprir certas condigoes desejadas, ou ainda, podemos
estender a fungao ao intervalo (—L,0) de muitas maneiras, por exemplo: se refletirmos o
grafico da fungao em relagdo ao eixo y, sobre (—L, 0), teremos uma fungio par no intervalo
(—L, L); ou ainda,se refletirmos o grafico, com relagao a origem sobre (—L,0), obteremos

uma fungdo impar em (—L, L); ou f pode ser definida como f(x) = f(x+ L), em (—L,0).

3.2.2 Expansoes em Meio-Intervalo

Uma aplicag@o importante das séries de Fourier é a representacao de funcoes defini-
das apenas em um intervalo [0, L]. Neste caso, podemos estender a funcao de diferentes

maneiras para obter diferentes séries de Fourier.

Exemplo 3.14 (Série de Cossenos). Dada f(x) = z para 0 < x <, represente f como
uma série de cossenos.
Resolugao: Para obter uma série de cossenos, estendemos f como uma fungao par
no intervalo [—m, 7]:
fe(x)=|z|, —m<zxz<m, (3.73)

com periodo 2.

Como f, é par, b, = 0. Calculamos:

2 [ 2 72
= — d = — - — = TT. . 4
ag /0 vdz=—-— =7 (3.74)
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Paran > 1:

a, = / x cos(nz)dz. (3.75)
0

™

Usando integragao por partes com u = x e dv = cos(nz)dx:

i =2 | = sen(na) 0 _ % /O ’ sen(nm)dm] (3.76)
2o o] -
_ % f;(cos(m) - 1)] (3.78)
_ %(cos(m) _1). (3.79)

Se n é par, cos(nm) = 1, logo a,, = 0. Se n é impar, n = 2k — 1, cos((2k — 1)7) = —1,

logo:
2 4

m(—m = (3.80)

A2k—1 =

Portanto:
T4 f: 1 (2k—1)z), 0<z< (3.81)
= = — — — = COS — . .
R NOTEIE hoMsEeT

Exemplo 3.15 (Série de Senos). Dada f(z) = = para 0 < z < 7, represente f como uma

série de senos.

Resolugao: Estendemos f como uma fungéo impar no intervalo [—m, 7]:

folz) = (3.82)

com perfodo 27.

Como f, é impar, a, = 0. Calculamos b,:

2 s
b, = / zsen(nx)dz. (3.83)
0

™

Usando integragio por partes com u = x e dv = sen(nx)dx:

2 1
b, = — l—x cos(nx)| +— [ cos(nz)d ] (3.84)
T| n . n
2 2
=— [—E cos(nm) + O} —Z(=1)" = Z(=1)"* (3.85)
Tl on n n
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Portanto:

& —1)nt1
r=2 E Lsen(nx), 0<z<m. (3.86)
n
n=1

Observagao 3.3. A mesma funcio f(x) = x em [0, 7] pode ser representada por duas
séries diferentes: uma de cossenos e outra de senos. A escolha da série depende do tipo
de problema que se deseja resolver. Em problemas de condu¢dao de calor com condigoes
de contorno do tipo Neumann (isolamento), usamos séries de cossenos; com condigoes de

Dirichlet (temperatura fiza), usamos séries de senos.

3.3 Integracao da Série de Fourier

Uma propriedade importante das séries de Fourier é que podem ser integradas termo

a termo, mesmo quando a convergéncia nao é uniforme.

Teorema 3.16 (Integragao da Série de Fourier). Seja f : R — R periddica de periodo

2L, seccionalmente continua, com série de Fourier

f(x) ~ % + i_o: [an cos (?) + b, sen (?)] . (3.87)

Entao, para quaisquer a,b € R:

/abf(x)dx:/abazodx—i—i [an/abcos (?) dx—l—bn/absen <?) dx]. (3.88)

Demonstragao. Definimos

F(z) = /0 [f(t) - 5} dt. (3.89)

A fungio F serd a primitiva de f(x) — ap/2. Ela é introduzida porque f pode nao ser
integravel termo a termo diretamente, e F' serd continua e periédica, permitindo aplicar

o Teorema de Fourier.

Como f é seccionalmente continua, ela é integravel em intervalos compactos. A funcao

Qo

o(t) = (1) - 2

também é seccionalmente continua. Portanto, sua integral indefinida F' é continua (de
fato, absolutamente continua, pois ¢ integral de uma fungao integravel). Isso é importante

porque o Teorema de Fourier se aplica a fun¢des continuas por partes.
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Mostramos que F'(x 4+ 2L) = F(x). De fato:

F(z+2L) — F(z) = /:+2L [f(t) - %} dt (3.90)
_ /_LL [~ 2] at, (3.91)

pois g(t) = f(t) — ap/2 é periddica de periodo 2L e a integral sobre qualquer intervalo de
comprimento 2L é constante.

Agora calculamos essa integral:

/L [f(t) - %} dt = ’ f(t)dt — C;O/L 1dt (3.92)

L L L
= agL — % 2L (3.93)
= CL()L - aoL =0. (394)

Portanto, F'(z + 2L) = F(z), ou seja, F' é periodica de periodo 2L.

Observagao: A constante ag/2 foi escolhida exatamente para garantir que a inte-
gral da fun¢do g sobre um periodo seja zero, tornando F' periodica. Essa é a chave do
argumento.

Como F é continua e seccionalmente diferenciavel (pois F' = g nos pontos de continui-
dade de f), o Teorema de Fourier (convergéncia pontual) garante que a série de Fourier
de F converge para F'(z) em todos os pontos (inclusive nos pontos de descontinuidade
de f, onde F’ nao existe, mas F' é continua).

Seja,

o

Ay nwT nmwT
F(x) ~ 5 T ; [An cos (T) + B, sen (T)} . (3.95)
Sabemos que, nos pontos onde f é continua:
F'(z) = f(z) — —. (3.96)

Mas a série de Fourier de F’ pode ser obtida derivando formalmente a série de F":

F'(x) ~ i [—An% sen (%) + Bn% Cos (?)} . (3.97)

n=1

Por outro lado, f(z) — ap/2 tem série de Fourier:

@)= 2 3 [ cos (25) 4 b sen (P22)] (3.99

n=1

Comparando os coeficientes das duas expansoes (pela unicidade da série de Fourier),
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obtemos:

B,— =a, B, = —a,, 3.99

7T =a = mra ( )
nmw L

-A,—=b, = A,=-——D,. 3.100
L nmw ( )

Essas relagoes sao fundamentais e validas para n > 1.
O coeficiente A nao ¢ determinado pela derivada (pois a derivada elimina a constante).

Usamos a condigao F'(0) = 0:

[ee]

0= F(0) = % + ;An. (3.101)
Substituindo A, = —-Lb,:
0= % — i:l %" (3.102)
Portanto: A L
30 = g" (3.103)

Observagao: Esta série converge porque b, = O(1/n) (decaimento de coeficientes de
Fourier de fungoes seccionalmente continuas), e > 1/n? converge.

Substituimos A, e B, na série de [
Z Z [—b cos ( ) + %an sen (T)} (3.104)
ffzf —Z [—cos( x) +%sen (nzx)] . (3.105)

Pela defini¢ao de F"
/ f@)dt — — (3.106)

Portanto:
* aor L ~=b,
t)dt = — + — — 3.107
| =5 5 (3107)
+ L i —b—" coS (w) + 8n sen <@> (3.108)
ot n L n L ' ’

Agora, para obter f(f f(z)dz, basta fazer:

/abf(x)dx = /Obf(x)dx—/oaf(x)dx. (3.109)
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Agora, para x = b e x = a, e subtraindo, obtemos:

[ fayde = Sb—a) (3.110)
+§ 3 [—b; (cos <erb> — cos (T)) (3.111)

+‘L; (Sen (’T’) — sen ("Z"))] . (3.112)

Usando as identidades trigonométricas para a diferenga de senos e cossenos, ou sim-

plesmente observando que:

nmb nmwa b nwT
( I > —eos () == | e (F) d (3.113)
nmb nmwa b nwx
sen <L> —sen (57) = [ eos () d (3.114)
obtemos:
b a
/ f(x)dz = 50(5 —a) (3.115)

+ ni; [an /ab cos (nfzx) dz + b, /ab sen <$) dx] ) (3.116)

Que é exatamente o resultado desejado:

/bf(x)dx:/ba;da:—i-f: [an/bcos (nfzx) dx—i—bn/bsen (%) dx]. (3.117)

Por que F' é continua? Porque é a integral de uma funcdo seccionalmente conti-
nua (portanto integravel). Isso garante que a série de Fourier de F' converge em todos os
pontos. Este teorema é uma versao do “teorema da integracao termo a termo” e é extrema-
mente 1util para calcular integrais de fung¢oes usando suas séries de Fourier, especialmente

em aplicacoes fisicas e engenharia.

Exemplo 3.17 (Integragao da Série do Dente de Serra). A série do dente de serra é:

flz) = % i (_172n+1 sen (nzx) . (3.118)
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Como f é fmpar, ag = 0. Pelo teorema da integragao:

/Ozf(t)dt— izlbg—b-izl [—l;:cos (%) +C;—"sen (mlr/z)} . (3.119)

Como a, =0 e b, = 2£(—1)":

/OI tdt = % g‘: %(—1)”+1 + % g‘: {—ji(—l)"“ cos (”Zx)} (3.120)
%2 - 277—@2 i (_2# [1 — cos (n—zx)} . (3.121)
=1
Para z = L: -
%2 = QW—L; 2 (_;iﬂ[l — cos(nm)]. (3.122)
Para n par, cos(nm) = 1, logo 1 — cos(nm) = 0. Para n impar, cos(nm) = —1, logo

1 — cos(nm) = 2.

Portanto: .
L AP (—1)? 412 & 1
- 7( ) = e (3.123)
2 2 (2k —1)2 w2 (2k — 1)2
k=1 k=1
Logo:
> 1 w2
—_— = —. 3.124
Z (2k — 1)2 8 ( )

k=1

3.4 Forma Complexa da Série de Fourier

A forma complexa da série de Fourier é particularmente til em aplicagoes da Fisica
e Engenharia, pois simplifica a notacao e revela a estrutura da série como uma soma de ex-
ponenciais complexas. A vantagem da forma complexa é: a unificacdo dos coeficientes a,,
e b, em um unico coeficiente complexo ¢,, a série é escrita como uma soma bilateral (—oo

a 00), que é mais simétrica, facilita operagoes como derivagao, integragao e convolugao.

Proposigao 3.18 (Forma Complexa). Seja f : R — R periddica de periodo 2L, integrdvel

em [—L,L]. Entao sua série de Fourier pode ser escrita como

fl@)~ > epemmit, (3.125)
onde
I :
=57 /L fz)e /Ly, (3.126)
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Demonstragao. Lembramos as formulas de Euler:

0 —1i0

cosf = %, (3.127)
0 —if

senf = % (3.128)

Substituindo (3.127) e (3.128) na série trigonométrica:

Qo
2

n by, .
“ 2 + 2%

S

fx) ~

einﬂ'm/L 4 efinﬂ'z/L eimm/L _ efimrx/L
+ ]

3
Il
—

[a, ; an _; bn by
ielnﬂm/L+l€ znmv/L+ neznfra:/L_ e 'mﬂ':v/L:|

I
o | 8
+
WK

|2 2 2i 2i
Qo — [ n, br inma/L An by —inmx/L
_ % n  On dn _ On . 3.129
2+;_<2+2z>6 2 72i)° (8-129)
Como 1/i = —i, temos:
by by,
e (3.130)
Portanto:
b —ib
%+£:7an QZ " (3.131)
a, b, a,+1b,
5 g = (3.132)
Assim, a expressao (3.129) se torna:
a > Ta, — ib ay, + b
f(I’) ~ 20+Z|: n 5 neznﬂz/L+ n 5 nefznﬂ'z/L ) (3133)
n=1
Definigao dos coeficientes complexos c,.
Definimos os coeficientes complexos da seguinte forma:
coz%, cn:%, c,n:%, n>1. (3.134)
Com esta definigao, a expressao (3.133) pode ser reescrita como:
f@) ~co+ Y [eae™™ 4 el (3.135)
n=1

69

Cap. 3



Cap. 3

i-0-mx /L

Observando que o termo ¢y = cye , podemos unificar a soma:

fl@)~ > epemmit, (3.136)
Esta é a forma complexa da série de Fourier.
Céalculo explicito de ¢, para n > 1.
Agora, vamos verificar que a defini¢do (3.134) é consistente com a formula integral
(3.126).

Para n > 1, usando as defini¢oes de a,, e b,:

. a, — ib,,
2
11 [t 1 [*
=3 {L /_Lf(az) cos (?) dx — ZE /_L f(z)sen (n—zx) dx}
1 b
=3/, f(x) [cos (?) — isen (?)} dz. (3.137)
Agora, usamos a férmula de Euler na forma:
e = cosf — isen®. (3.138)
Aplicando (3.138) com 6 = nra/L em (3.137):
I :
& =57 /L f(x)e mm /Ly, (3.139)

Calculo explicito de c_,,.

Analogamente, para c_, com n > 1:

a, + b,

2
= % [2 /_];f(:z:) cos (?) dx +i% /_LLf(m) sen (nfzx) d:r]
L

Cn

— i . f(z) [cos (%) + isen (%)} dx
I :
=5 | 1@emia, (3.140)

Observe que (3.140) é exatamente a formula (3.126) com n substituido por —n:

1 L 4 1 L ,
_ —i(—n)mz/L _ inmx/L . 141
C-n =57 /L f(x)e dx 3 /L f(z)e dx (3.141)

Calculo de c¢.
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Para n =0, a formula (3.126) nos da:
= —i0m = — . 142
w=g7 | e = [ @ (3142

Mas sabemos que ay = %f_LL f(x)dx. Portanto:

=2 (3.143)
2
que coincide com a defini¢ao (3.134).
Relacao entre coeficientes complexos e reais.

Resumindo as relagoes:

%z%, (3.144)
%:@%;%7nzL (3.145)
Cop = anziibn’ n > 1. (3.146)

O

Vale destacar que, geometricamente, cada termo ¢,e™™*/% representa uma onda vi-
ajante no plano complexo, com frequéncia nw/L. A soma de ondas com frequéncias
positivas e negativas produz ondas estacionarias reais.

Para verificar que a forma complexa reproduz a forma real, calculamos:

o0 00
§ Cneznﬂ'z/L =co+ § (Cneznwaz/L +C,n€_”mz/L)

n=-—00 n=1
a = [a, —ib, . o+ b,
“0 e7.m'mc/L + an +1 e—zm‘rz/L
2 2 2

ao > emﬂ'z/L + e—inﬂ'x/L einﬂ'x/L _ e—inﬂ'x/L
=— a b
R 5 + by oF

n=1 "~
ag =7 nmx nmx
e S (P) () @

Que é exatamente a série trigonométrica original.

Exemplo 3.19 (Forma Complexa da Fungdo Dente de Serra). Para a fungido dente de

serra f(x) =z, —L < x < L, com periodo 2L, temos:

1 L

=37 . ze~ /Ly, (3.148)

Cn
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Paran = 0: ; .
1 1 [2?
- de = — | = =0 3.149
0 QL/_LII QL[Z}_L (3-149)
Para n # 0:
I
=35z | ze /Ly, (3.150)
Usando integracio por partes com u = z e dv = e~ "%/ L dg:
L
1 efinﬂ'z/L L efinfrm/L
n=— |T—————| — —d 3.151
Y x—z’mr/L /_L —inm/L ’ ( )
1 [ i L i L L -
_ L —inmx/L _ L l —inmx/L 152
oL |nn'* onmoonm ¢ ., (3.152)
1 :ZL —inm inmT L2 —inm inm
=57 _E(Le + Le™™) — n2772(6 —e )] (3.153)
1 [iL? L?
=37 27(2 cos(nm)) — n27r2(—2é sen(mr))] (3.154)
1 [2iL? 1L
= — - =0| = —(—1)™ 3.155
o | (-1 =] = 2 (3.155)
Portanto: )
Lo o (3.156)
= —(—1)", . .
nmw
Assim:
= L :
_ iy zn‘/rm/L. 3.157
foy= 3 S (3157)

3.5 Convergéncia Pontual da Série de Fourier

O estudo da convergéncia das séries de Fourier é fundamental para entender em
que sentido a série representa a funcao original. Nesta secdo, apresentamos condicoes

suficientes para a convergéncia pontual.

3.5.1 Ncleo de Dirichlet

Para estudar a convergéncia, é 1til reescrever as somas parciais da série de Fourier

como uma integral.

Definicao 3.20 (Nucleo de Dirichlet). O nacleo de Dirichlet de ordem n é definido
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por

Due) =

1 . krx
5 + ;COS <L)] .

O nicleo de Dirichlet possui as seguintes propriedades:

(3.158)

Proposigao 3.21 (Propriedades do Nucleo de Dirichlet). 1. D,, € par, continua e pe-

riodica de periodo 2L;
L
2. / D,(x)dx =1;
-L
3. D,(0) = LLUQ;

4. Para v #0,+2L,+4L,. ..,

Dy (x) = 1 sen ((n+3)=) .

2L sen (%)

Demonstracao. (1) Segue diretamente da definigao.
(2)
L 11 st n_ooL k
/_LDn(x)dm =7 2/_de+Z/_Lcos (7) dx
1

3)

k=1

(4) Para demonstrar, usamos a identidade:

sen ((n + %)9)
2 sen (9)

2

1 n
3 + Z cos(kf) =
k=1
Para a verifica¢ao de (3.163), consideremos a expressao

sn(B) =1+ z": cos k3.
k=1

Usando a formula de Euler, observamos que s,(8) é a parte real de [1 + >

seja,

sn(B) = Re

1 +Zn:eikﬁ1 .

k=1
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Além disso, para 3 # 0, +27, +4r, ..., temos

1 — oint)B T it d)B

14 eP 4 B2 4 . 4 Bk — i = , .
1—eb e%ﬁ — e%
Assim
—i . . 1 . L
e _ eilnt3)B cos%—zsen%—cos%—zsenw
Sn(/B) = Re —iB i8 = Re 8 : B 8 ; B
e2 —ez cos5 —isens —cosg —isen’s

sen g +sen(n + 1)

B

2sen§

1

Usando este resultado em (3.158) com = Z£, e observando que = (1 — 1), obtemos o

resultado.

O

Agora, podemos expressar a soma parcial S, (x) da série de Fourier como uma integral

de convolucao com o niicleo de Dirichlet.

Proposicao 3.22 (Representacgdo Integral de S,). A soma parcial de ordem n da série

de Fourier de f pode ser escrita como

Sulz) = / Dufa =) )iy = / DO+ 1)+ f(x — )]d.

Demonstragao. Substituindo os coeficientes de Fourier:

Sp(z) = % + kz: [ak cos (T) + by sen (lgzx)]
I

Para a segunda igualdade, usamos a periodicidade e a paridade de D,,:

5,00 = | Dufa =)y + / Doz — )£ (4)dy
/LDn(x+t)f(—t)dt+/LDn(a:—t)f(t)dt,

onde na primeira integral fizemos y = —t.
Como D, é par, D,(x +t) = D,(—(x +t))? Vamos verificar melhor:

/ Dufa =) () = / Da(z + £)f(~t)dt.

74

(3.164)

(3.165)

(3.166)

(3.167)

(3.168)

(3.169)

(3.170)

Cap. 3



Cap. 3

Como D,, é par: D,(z +1t) = D,(—z —t). Isso ndo simplifica diretamente. Vamos

usar a periodicidade:

0 L
5.0)= [ Dule =)y + [ Dula = sy (3.171)
Fazendo y = —t na primeira integral:
L L
Sy (x) = /0 Do+ 1) f(—t)dt + /O Doz — ) f(t)dt. (3.172)

Agora, usando a paridade de D,,: D,(x +t) = D,(—x —t) e D,(x —t) = D,(t — x).
Pela periodicidade de D,,;: D, (z +t) = Dy(x+t+2L) e D,(x —t) = D,(z —t +2L).

Na verdade, a forma mais simples é:
L
5,00 = [ Dule = p)rwiy (3173)
-L
Fazendo u =z — y, dy = —du:
z—L z+L
Sp(x) = / Dy(u)f(r —u)(—du) = / D, (u) f(x — u)du. (3.174)
x+L x—L
Como D, e f sdo periodicas de periodo 2L:

Sn(x) = /L D, (u) f(z — u)du. (3.175)

Agora, separando a integral:

0 L
Sn(z) = /_L D, (u) f(x — u)du + /0 D, (u)f(x — u)du. (3.176)
Na primeira integral, fazendo u = —t:
Sp(z) = /L D, (—t)f(z +t)dt + /L D, (t)f(z —t)dt. (3.177)
0 0

Como D, é par:

Sp(x) = /0 D,(t)[f(z+1t)+ f(x —t)]dt. (3.178)
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3.5.2 O Teste de Dini

O Teste de Dini fornece uma condigdo suficiente para a convergéncia da série de

Fourier em um ponto.

Teorema 3.23 (Teste de Dini). Seja f : R — R periddica de periodo 2L e L* em [—L, L.
Fizado x € [—L, L], suponha que existam f(x +0) e f(x —0) (os limites laterais) e que

exista n > 0 tal que
L/"w@¢ﬂﬁ<im
0 t ’

onde
g(x,t) = f(z+t)+ f(z —t) — flx+0) = f(z - 0).

Entao, S,(z) — w quando n — 0.

Demonstragao. Precisamos mostrar que

Usando a representagao integral de S,, e o fato de que fOL D, (t)dt = =:

fx+0)+ f(z - 0)

eale) = [ DABIF+ )+ Fo =) - .

- / Da®)f (e +6) + F(z —t) — f(a+0) — flx — 0))dt
—/OLDn(t)g(x,t)dt.

Para 0 <t < L, usando a forma do ntcleo de Dirichlet:

1 sen((n+ D)%)

T 9L sen (%)

Dn(t)

Como |senf| < 1le % < 7 para t < L, temos:

t <c

< 2L sen (%) -

[tDn(t)

onde C' é uma constante (pois —2 ¢ limitado em [0, 7/2]).

Dado € > 0, pela condicao de Dini, existe § > 0 tal que

L/éhﬂxiﬂdt<ff.
0

t 2C
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Entao:

[ Dutrate e < [ Dot (3.188)

5
t
< C/ lot@. Dl € (3.189)
.t 2
Para a integral de § a L, definimos:
t
h(t) = L)t, tels L] (3.190)
2L sen (3%)

Como g é integravel e o denominador nao se anula em [0, L], h ¢ integravel. Pelo Lema

de Riemann-Lebesgue (apresentado no Capitulo 2):

/6Lsen <(n + ;)725) h(#)dt — 0. (3.191)

Portanto, para n suficientemente grande:

/L Dn(t)g(x,t)dt‘ < g (3.192)
é

Assim, |e,(x)| < € para n suficientemente grande, o que prova o teorema. O

Exemplo 3.24 (Aplicacao do Teste de Dini). Considere f(x) = |z| em [—L, L], estendida
periodicamente. Em 2z = 0, f(0+) = f(0—) =0, e g(0,t) = f(t) + f(—t) =t + ¢ = 2t.

Entao: 7 14(0.0) .
/ L dt = / 2dt = 2n < o0. (3.193)
0 0

t

Portanto, a série de Fourier converge para f(0) = 0.

Exemplo 3.25 (Teste de Dini Nao Aplicavel). Considere f(z) = Wllzl perto de x = 0.

Entao:
/"'ﬂt)'dm/n L g - . (3.194)
0 t o tllogt]

O Teste de Dini ndo pode ser aplicado, embora a série de Fourier possa convergir (por

outros critérios).

3.5.3 O Teste de Jordan

O Teste de Jordan fornece outra condicao suficiente para a convergéncia, baseada

na variagao limitada da funcao.

77

Cap. 3



Cap. 3

Definicao 3.26 (Variacao Limitada). Uma fungio f : [a,b] — R é de variagao limitada
se existe M > 0 tal que, para toda partigao P = {a = xo < 21 < --- < x, = b},

D flwg) = flagn)l < M. (3.195)

Teorema 3.27 (Teste de Jordan). Seja f uma funcao periddica de periodo 2L e de

f(z+0)+f(z—0)
2

variagao limitada em [—L, L]. Entao, sua série de Fourier converge para em

todo ponto x.

Esboco da Demonstracao. Se f é de variacao limitada, pode ser escrita como diferenca
de duas fun¢oes mondtonas nao decrescentes: f = f; — fo. Para fungoes monotonas, a
condicao de Dini é satisfeita. Portanto, a série de Fourier converge para a média dos

limites laterais. O

Exemplo 3.28 (Aplicacao do Teste de Jordan). A funcdo f(x) = x em [—L, L] é de
variacao limitada, pois:

n

> laj — x| =L — (~L) =2L. (3.196)

=1

Portanto, a série de Fourier converge para f(z) em todos os pontos de continuidade, e

x+0+2—0
2

para = r em todo ponto, o que confirma que a série converge para f em toda

parte.

||

Exemplo 3.29 (Comparac¢ao: Dini vs Jordan). Considere f(z) = f perto de z = 0.

Esta funcao nao é de variacao limitada, mas satisfaz o Teste de Dini? Verificamos:

KV | P O SR L S
/Otdt—/o tﬂdt_/oﬂ dt = co. (3.197)

Portanto, nenhum dos dois testes se aplica. De fato, a série de Fourier desta funcao

diverge em z = 0.

3.6 Convergéncia Uniforme da Série de Fourier

A convergéncia uniforme é mais forte que a convergéncia pontual e é necesséria para

poder integrar a série termo a termo.

Teorema 3.30 (Convergéncia Uniforme). Seja f : R — R periddica de periodo 2L,
continua, com derivada f' de quadrado integrdvel em [—L, L]. Entao, a série de Fourier

de f converge uniformemente para f em R.
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Demonstragao. Precisamos mostrar que Y~ (|a,| + |by|) converge. Pelo Teste de Wei-
erstrass (demonstrado no chapter 2), isso implica convergéncia uniforme.

Das estimativas para os coeficientes em termos de f:

L L
ap =——>0b,, b,=—a,, (3.198)
nm nm
onde a), e b, sdo os coeficientes de Fourier de f’.
Entao:
n L n 1 , ,
S+ 10ul) = =37 7 (Il + ). (3199
k=1 k=1

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz:

. . 2 ;. 1/2
1 1
> L lay]+ 14 < (Z k) <Z<|az|+|b;|>2> S Gam)
k=1 k=1 k=1
Sabemos que Y7 75 < 0.
Além disso, (|ag| +|b])* < 2(Jag|* + [bL[*), pois 0 < (la] = [b])* = |af* - 2|a||b] + [b]* =
2|al|b| < |a|*+[b%. Dai (|a]+ |b])? = |a|®+2|a||b| +]b]* < 2(]a|* +]b]?). Pela desigualdade

de Bessel:
S (a2 + B?) < / () Pdz < oo. (3.201)
L)
k=1
Portanto, Y -, (Jax| + [bx|) < 00, 0 que garante a convergéncia uniforme. O

Exemplo 3.31 (Convergéncia Uniforme). A funcao triangular f(z) = L —|z| em [—L, L]
é continua, e sua derivada f'(x) = —sgn(x) é de quadrado integravel. Portanto, sua série

de Fourier converge uniformemente para f em R.

Demonstrag¢ao. A fungao triangular é definida em [—L, L] por:

L+z, se —L<zx<0,
flx)=L—|z| = (3.202)
L—xz se0<x<L.

, 1, se —L<xz<0,
f(z) = (3.203)
-1, se0<z<L.

Podemos escrever de forma compacta:

f'(z) = —sgn(z), x#0, (3.204)
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onde sgn(z) é a fungao sinal:

1, x>0,
sgn(z) =40, z=0, (3.205)

-1, z<0.
No ponto z = 0, a derivada nao existe (ha um “bico” ou cuspide). No entanto, para a
teoria de Fourier, isso nao é um problema, pois precisamos apenas da derivada em quase

toda parte.

Calculamos a integral do quadrado de f:

L 0 L
/ |f'(3:)|2dx—/ lzdx—i—/ (—1)%dw
-L -L 0
0 L
:/ 1das+/ ldz
-L 0

=L+L=2L< oo (3.206)

Portanto, f' € L?[—L, L. O

3.6.1 O Fendmeno de Gibbs

O fendémeno de Gibbs é um comportamento peculiar da série de Fourier proximo a
uma descontinuidade: a soma parcial da série ultrapassa o valor da funcao em cerca de
9% do salto.

Observagao 3.32 (Fenomeno de Gibbs). Seja f uma fungao com uma descontinuidade de
salto em = = zg. Entdo, a soma parcial S,(z) da série de Fourier de f apresenta uma

oscilagao préoxima a xy que nao desaparece quando n — oo. Especificamente:

lim  max S,(z) = f(xo+) 40,0894 - (f(xo+) — f(zo—)). (3.207)

n—00 z€[xg,r0+€]

Exemplo 3.33 (Fenomeno de Gibbs para a Func¢ao Dente de Serra). Considere a fungao

dente de serra definida por
f(z) ==, —L<x<L,

e estendida periodicamente com periodo 2L. Embora a funcao seja continua no intervalo
(—L, L), sua extensao periodica apresenta uma descontinuidade em cada extremidade do

intervalo fundamental. Em particular,

lim f(z) =L, enquanto lim f(x)=—L.

o z— LT
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Assim, o salto de descontinuidade é
A=f(L7)-f(L")=L—(-L)=2L.

Como f é impar, sua série de Fourier contém apenas senos:

f(x)sen2L i (_;ZH sin <n2x> .

A soma parcial de ordem N é dada por

A medida que N aumenta, Sy(z) aproxima-se de f(z) em todos os pontos de continui-
dade. Entretanto, nas vizinhancas da descontinuidade em z = L, surge uma oscilagao
caracteristica denominada fenémeno de Gibbs.

Um resultado cléssico afirma que, mesmo quando N — oo, a maior ultrapassagem da
soma parcial ndo desaparece. O excesso tende aproximadamente a 0,08949 A, onde A é
a altura do salto.

Como, neste exemplo, A = 2L, segue que a ultrapassagem méxima é aproximadamente
0,08949(2L) = 0, 17898L.
Portanto, o valor maximo atingido pelas somas parciais é aproximadamente
L+0,17898L = 1,17898L ~ 1,179L.

De modo anéalogo, ocorre uma ultrapassagem inferior de mesma magnitude no outro lado
da descontinuidade, atingindo aproximadamente —1,179L.

Esse comportamento persiste independentemente do ntimero de termos da série: au-
mentar N reduz apenas a largura da regiao oscilatéria, mas nao sua amplitude relativa,

que permanece proxima de 8,949% da altura do salto.

3.7 Nrcleos de Dirac e o Teorema de Fejér

Em algumas aplicacoes é necessario tratar fenomenos de natureza impulsiva. Os
sistemas mecanicos, por exemplo, estao frequentemente sujeitos a agoes de forcas externas
de grande amplitude que agem apenas por um curto periodo de tempo. Como é o caso
de uma bola de futebol quando chutada; as cordas de um piano quando atingidas pelo

martelo; ou uma bola de ténis quando atingida pela raquete etc.
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Fendmeno de Gibbs para a funcio dente de serra f(x) =x em [-L, L]

1.5L

Miximo da soma parcial

/ ~ 1,1788L

Ultrapassagem
~ 0,1788L
(8,95% do salto 2L)

—— Fungio dente de serra f(x) = x

—— Soma parcial Sy(x) com N = 100

-=-=-- Valores nos pontos de salto

.

! Valor a esquerda do salto:
fL7)=L

Valor a direita do salto:
AP ==L

f(x), Sy (x)

Ampliagio perto de x = L

~1.5L ; . . . .
~1.5L =P -L/2 0 L/2 L
x

Salto em x = L: A = 2L
Ultrapassagem teérica: 0,08949 A = 0,17898L
Maximo da soma parcial: L + 0,17898L ~ 1,17898L
(aproximadamente 8,95% da altura do salto)

Figura 3.2: Fendémeno de Gibbs para a fun¢do dente de serra. A soma parcial da série
de Fourier com N = 100 apresenta uma ultrapassagem proxima a 17,9% da amplitude L,
equivalente a aproximadamente 8,95% da altura do salto 2L.

A funcao impulso unitario, também chamada de funcao Delta de Dirac traz na

sua definicao as seguintes propriedades.

d(x) = 0, s x#0 e /O<> §(z)dr = 1.

400, se =0

Observe que d(x) ndo é uma funcdo no sentido usual, pois se fosse, a cada z € R
deveria associar um numero real e ndo +oo. Além disso, sendo d(z) = 0 para todo = # 0
deverfamos ter [*° 6(z)dz = 0 em vez de [~ &(z)dz = 1. Por estas propriedades um
tanto estranhas para uma fungéo no sentido comum, segundo Figueiredo (2014), a Delta
de Dirac encontrou inicialmente severas restricoes por parte dos matematicos, embora
produzisse resultados corretos. De modo geral, como afirma o autor, uma propriedade
importante da fungdo Delta de Dirac, que em alguns textos da literatura é chamada de
propriedade de separagao, visto que tem o efeito de separar o valor f(zg) dos demais
valores de uma determinada func¢do f, é a seguinte: se uma fungao real continua f(x) se

anula fora de um conjunto limitado, entao vale
/ 5(z)f(x)dz = £(0). (3.208)

De acordo com Bassanezi (1988), no que se refere a expressao (3.208), Dirac racioci-
nou da seguinte forma: sendo d(z) = 0, para todo = # 0, entdo os limites de integragio
poderiam ser substituidos por —¢ e ¢, para um ¢ > 0 convenientemente pequeno. Além

disso, sendo f(z) continua em x = 0, seus valores no intervalo (—e¢, €) sdo aproximada-
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mente iguais a f(0). Entretanto, (3.208) também foi alvo de muitas criticas por parte dos
mateméticos. Porém, tais controvérsias sobre a funcao Delta de Dirac foram formalizadas
de maneira rigorosa pelo matemaético francés Laurent Schwartz em seu trabalho La Téorie
de Distribution.

Objetivamos agora, justificar a expressao (3.208), e para isso, consideraremos a suces-
sao de fungdes continuas k, : R — R, com as caracteristicas seguintes:

o Ni: ky(x) > 0.

o Ny [% ky(x)de =1.

e Nj: Dados € > 0 e n > 0, entdo existe ng € N tal que para todo n > ng vale

/ kn(z)dx < e.
|z|>n

Como mostra a figura abaixo, temos uma sucessio de fungoes k,(z), cujos gréficos
tendem a se acumularem proximo ao eixo dos y, desde que se tome n suficientemente
grande, o que intuitivamente sugere que as fungoes k,(x) se aproximam da fungéo Delta

de Dirac. E isto nos direciona a escrever (3.208) como

/ d(z)f(z)dx = li_>m kn(z) f(z)dz. (3.209)
Ks
Xz
i
K
Figura 3.3:

O teorema seguinte contém a propriedade basica dos nicleos de Dirac. Além disso, nos
ajudara a justificar a veracidade de (3.209). Antes porém, apresentaremos as seguintes

definicoes.

Definicao 3.34. Uma sucessao de fungdes k, : R — R seccionalmente continuas e
satisfazendo as propriedades Ny, Ny e N3 descritas acima, é chamada uma sucessao de

nicleos de Dirac.

Definicao 3.35 (Produto Convolugao). Sejam as funcoes f,g : R — R, absolu-
tamente integraveis e uma delas limitada. Entao o produto convolugao de f por g,
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denotado por f x g é definido como sendo
| ta=sigtayis.
O produto convolucdo tem ainda a seguinte propriedade: f x g = g f, isto é,
/OO flz—s)g(x)ds = /00 f(s)g(x — s)ds (3.210)

Demonstracao. De fato, fazendo u = x — s e du = —ds, e observado os limites de integra-

¢ao, temos

/: f(z —s)g(x)ds = — /_OO f(w)g(x —u)du = /Z Fluw)g(e — u)du,

[ee]

donde segue o resultado. O

Teorema 3.36. Seja (k,) uma sucessao de nicleos de Dirac e f: R — R uma fungao

seccionalmente continua e limitada. Entao

(i) As funcdes f, abaizo estao bem definidas

h@ﬂ/kax@ﬂﬁw.

—0o0
(il) Supondo que cada k, seja uma fun¢ao par, para cada x, temos

i () LTS 0)

n—oo 2

(i) A sucessao (f,) converge uniformemente para f, em todo intervalo fechado e limi-

tado I que nao contém pontos de descontinuidade de f.

Demonstragao. (i) Sendo f seccionalmente continua e limitada, digamos |f(s)| < M,

Vs € R e para algum M > 0, como k,(y) > 0, Vy € R, usando Ny, temos

§/_Oo |l<:n(x—S)||f(s)|dsSM/_Oo kn(y)dy = M.

oo

‘/_Z k(2 — 5)f(s)ds

(ii) Com o intuito de simplificar a escrita denotaremos por f*(z) = w. Entao
para demonstrar este item, devemos mostrar que [f,(z) — f*(x)] < €, Ve > 0. Usando a

comutatividade da convolucao e a propriedade N5 do niicleo de Dirac, ou seja,

fuw) = [ fe-sde. [ ki =1

o0 o
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temos
fuld) - (@) = / R s~ [ B()f (s
-/ k(9 [f (@ — 8) — £ (@)ds

Onde § > 0 serad escolhido convenientemente mais a diante. Agora, lembrando que k,, é

par e qual é a expressao de f*, isto é,

§ 5 - .
kn(=5) = ku(s), /—5 kn(s)ds = 2/0 kn(s)ds e f*(z) = flz+0) J2F f(z—0)

[ 0

o= [ ke - r @l = [ s is- [ e

-0

0 J T T — s
_ /_kn(s)f(x—s)ds—i—/o n(5)f (2 — s)ds — L *O);f( 0)2/0 on(5)ds

= [ ks s+ [ k)@= 9ds— [kl +0) + e —0)ds

0

4 )
_ / Eas)[f @+ 5) + f(z — 5)]ds — / Fa(s)[f (@ +0) + flz — 0))ds

) 5
/0 Fa(s)Lf @+ 5) — (x4 0)]ds + / ka8 (@ — 5) — f(z — 0))ds.

Como f é limitada, digamos |f(s)| < M, Vs € R, seccionalmente continua, isto é, existem

os limites laterais, tem-se que dado € > 0, existe § > 0 tal que, para 0 < s < 9, vale
€ €
flats) = fa+0)| <5 e 1fe=s)~ =0 <5

Logo, usando a propriedade N,

4

)
/0 Fa($)f@ +8) — fla+0)lds + / Fa($) (@ — 8) — fla — 0)]ds

e [° e [° e [°
/ kn(S)d8+/ kn(s)d3§2-/ k. (s)ds
2 Jo 2Jo 2 Jo
;/_Ookn(s)ds:

Agora, usando o 0 que acabamos de determinar acima, vamos majorar I, observando que

|15

IN IN

IN
l\.’J.\ a
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também vale |f*(s)] < M, Vs € R. Além disso, da propriedade N3 do ntcleo de Dirac,

segue que existe ng tal que para n > ng, temos Is[>6 kn(s)ds < 337, dai

€ €
ko (s)ds < 2M—— = <.
(s)ds < 2M 7

A< [ Bl = s < 2 :

|s|[>d

Portanto, dado € > 0 existe ng tal que para n > ng

@) = F@)] < B+ Bl < 5+ 5 =4

€
2
o que prova (ii).

Por fim, para demonstrar (iii), do mesmo modo como fizemos no item (ii), vamos

decompor a expressao

[ee]

fue) = 1) = [ als)lfla = 5) = f(o)ds
o0
em duas partes, visto que f*(z) = f(x) nos pontos onde f é continua. Inicialmente, sejam
os nimeros a e b os extremos do intervalo I onde f é continua, ou seja, I = [a,b]. Agora,
tomemos 1 > 0 tal que o intervalo fechado I' = [a—mn,b+n] também ndo contenha pontos
de descontinuidade de f. Com isso, segue-se que f é uniformemente continua em I'. Logo
dado e > 0, existe § > 0 tal que para 1,15 € I e |, — 25| < § temos | f(x1) — f(x2)| < 5

Assim,

fle) = @) = [ k@)= = flds+ [kl =) = fa)ds

|s|<é

Como f é limitada por M, temos
o) — fla)] < 2M %@%+/ Fa()|f (2 — ) — f(2)|ds = 2MJ, + Jo.
|s|>8 |s|<é

’ . ~ . ! .
Dai, tomando § < 7, vemos que quando z varia em [, entdo x — s varia em [, assim,

usando a continuidade uniforme de f neste intervalo, temos

o0

Jy = /MS& ko (s)|f(x —s) — f(z)|ds < 2/335 kn(s)ds < 2/00 k. (s)ds = 3

onde no dltimo passo usamos N,. Agora, segue de N3 que para n suficientemente grande

vale f\8\>5 kn(s)ds < 157, entao

€ €
2MJ, =2M kn(s)ds < 2M— = —.
' |5 >3 (5)ds aM- 2

Portanto, dado € > 0, e o correspondente § > 0, existe ng tal que para todo x € I e para
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todo n > ng vale
€

ful@) = f@) < 5+ 5

O que nos mostra a convergéncia uniforme de (f,) em I. O

= €.

Com isso, observando agora a fungao Delta de Dirac e a expressao (3.208), pelo que
acabamos de provar, sendo f continua e limitada, se os niicleos forem também funcoes

pares temos
o0 oo

f(0) = lim kn(—s)f(s)ds = lim kn(s)f(s)ds,

n—oo [ o n—oo [ _

o0
que é exatamente a expressao (3.209).

O Teorema de Fejér introduz um novo tipo de convergéncia: a convergéncia de
Cesaro. Este teorema é importante porque a convergéncia de Cesaro ocorre sob condicoes

mais gerais que a convergéncia pontual da série de Fourier.

3.7.1 Nncleo de Fejér

O Teorema de Fejér, o qual enunciaremos logo mais, nos traz informagdes sobre a
convergéncia da série de Fourier de uma determinada fun¢do f, nos seus pontos de des-
continuidade. Além disso, tal teorema aborda ainda, um outro conceito de convergéncia
pouco conhecido nos estudos iniciais de Andlise. Trata-se das séries Cesaro-somaveis
que sao séries convergentes no sentido de que as médias aritméticas das reduzidas conver-
gem. Por exemplo, a série Y - (—1)"", que sabemos ser divergente, no contexto usual de
convergéncia, de acordo com Figueredo (2014), Euler e outros matematicos, observaram
que a média aritmética da sucessao de reduzidas converge para % Para ver isto, observa-
mos as reduzidas desta série, que sdo: D1 =1,D=0,D3=1,D,=0,D5=1,D¢ =0, ...

e as médias aritméticas

Di+..+D, n n
Un:#; 02”‘1:m eO—Qn:%
onde certamente a sucessao (0,) converge para % Ainda segundo o autor, Fejér estudou
algumas propriedades importantes da relagao entre a somabilidade & Cesaro e a série de
Fourier. Vejamos algumas destas propriedades.
Seja a funcao f : R — R seccionalmente continua e periddica de periodo 2L, e, seja

Sp(x) a sua reduzida de ordem n, isto &,

1 = k k
Sp(z) = §a0 + Z [ak cos %x + by, sen %x
k=1

Denotemos por o,,1 a média aritmética de Sy, Si, ..., S,, ou seja

So+S1+"'+Sn_ 1
n+1 n+1

(50+Sl+"‘+sn).

Ont1 =
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Agora, usando a expressao do nicleo de Dirichlet, para x # 0, £2L, +4L, - - -

n

1) mz
Dn<x>—1<1+ m) _QlL[(H)]

L\2 4 L sen 77 ’

onde também podemos escrever

Sulz) = / Dufa =)y

Assim, é possivel representar as médias aritméticas na forma de uma integral

L
muale) = [ Fuale =) )y (3:211)
em que
Fop(z) = n —11- 1 ZDk(ﬂf)7
k=0

é chamado niicleo de Fejér.

Definicao 3.37 (Nucleo de Fejér). O niicleo de Fejér de ordem n é definido como a

média aritmética dos nicleos de Dirichlet Dy:

F.(z) = % i: Dy(x). (3.212)
k=0

Proposigao 3.38 (Propriedades do Nucleo de Fejér). O nicleo de Fejér possui as sequin-

tes propriedades:
1. F, ¢é par, continua e periddica de periodo 2L;
2. ffL F,(z)dz = 1;
3. F.(0) = 3z:

4. Para x #0,£2L,+4L, ...,
1 nrz
Fo(z) = — [Sen(j)] > 0. (3.213)

Demonstra¢ao. Como o niicleo de Dirichlet é uma funcao par, peridédica de periodo 2L e

continua, segue-se imediatamente da definicdo que F, 1 possui tais propriedades. Ade-

mais,
L 1 n—1 L 1 n—1
Fo(x)dx = — Di(z)de == 1=1. (3.214)
/L K ; -L =0
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Por outro lado, pelo que vimos acima sobre Dy(x), podemos escrever

1 e[k ) )

2L(n +1) & sen 7%

Fn+1(‘r) =

Portanto, seguindo um raciocinio semelhante aquele da demonstragao da forma complexa

da série de Fourier, procuremos uma representacao para

n

A(B) = Zsen(kz + %)ﬁ

k=0

Agora, usando mais uma vez a formula de Euler ¢** = cos k3 + i sen k/3, observamos que

para B # 0,+2x, +47, ..., A(f) é a parte imaginaria da expressao

n n 1 Li(n+1)B _ pi(n+1)B
zei(k%)ﬂ _ e%zeikﬁzegl e(A) _ 71“3‘1 E(A) _
1— e e 2 1—e#

k=0 k=0

1= B 1 —cos(n+1)B—isen(n+ 1)

e _ % —Qiseng
[l —cos(n + 1)f] N sen(n+1)43
2sen§ QSeng '

2

Assim, usando a identidade trigonométrica cos 2ac = cos? a — sen? o, temos

— COS(N —cosM sen? [(ntl
A(ﬁ):[l ( :1)6]:[1 = ] _2 [(%)5].

2sen 5 2sen 5 2sen 5

Fazendo 8 = %*, obtemos

(n+1)mz 2
JENNE PR S Y (.4 B .
" 2L(n+1) senZf \ L 2L(n+1) | senlf
Finalmente
n n k .
1 1 1 gm0
F,.1(0) = D.(0)= —— — —
+1(0) n+1kz:; 1(0) L(n+1)k0<2+;cos L>

B 1 " /1  (n+1)?2 (n+1)
- L(n+1);<2+k>_2L(n+1)_ oL
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3.7.2 O Teorema de Fejér

Teorema 3.39 (Teorema de Fejér). Seja f : R — R uma fun¢ao seccionalmente continua
e periddica de periodo 2L. Seja 0,(x) a média de Cesaro das somas parciais da série de

Fourier:

n—1
on(z) = 1 > Su(x). (3.215)
[
Entao:

1. Para cada x € R,
lim on(z) = L8 FO @ =0), (3.216)

n—oo 2

2. A convergéncia € uniforme em todo intervalo fechado que nao contenha pontos de

descontinuidade de f.

Demonstrag¢ao. Usando expressao (3.211), e, pela comutatividade da convolugao podemos

escrever

trn@) = [ Fusly)(o— )y

-L

Definindo as funcgoes

F, , —L<z< L,
() = { S e (3217
temos, -
G (1) = / buin () — y)dy. (3.218)

Se provarmos que (¢,;1) ¢ uma sucessao de niicleos de Dirac, podemos utilizar o
Teorema 3.36 e concluir imediatamente a demonstracao deste resultado. Para tanto,
verifiquemos as propriedades N1, Ny e N3. N;j segue imediatamente do Lema anterior.

Para verificar N5, observemos que

/w¢n+1<x>dx / 1 (2)de n+1§/L e = ——(n+ 1)
visto que
L
/ Dy(x)dz = 1.
L

Por fim, dados €,6 > 0, como ¢,,,1(z) = 0 para |z| > L, temos

2
L 2 L (ntl)mz
oo =2 [ Funh = gy | S| %
g 5

2L(n+1 sen 57

|z|>6
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Como para = € [0, L] vale

2
sen 7(714;12” < 1
sen 7% - (sen %)2’
tem-se
1 1 L L—9§
¢n+1(flf)d$ S ' 5 2 / dx S 5 PR
|z]>6 L(n+1) (sen22)" Js L(n+1) (sen 32)

Logo, para n suficientemente grande a propriedade Nj se verifica. Donde pela aplicacao

imediata do Teorema 3.36 segue o resultado. 0

Exemplo 3.40 (Aplicagdo do Teorema de Fejér). Considere novamente a fun¢ao dente
de serra definida por f(z) =z, —L < z < L, estendida periodicamente para toda a

reta real com periodo 2L. As somas parciais da série de Fourier sao definidas por

Sn(x) = 2L i (712%1 sen (nzx) .

n=1

As médias de Cesaro (ou médias de Fejér) sao definidas como a média aritmética
das primeiras N somas parciais:
So($) + Sl(.’E) + 4 SN_l(fL')

on(z) = N , onde Sp(x)=0.

Equivalentemente, podemos escrever

o) =32 (1) B (5

O Teorema de Fejér estabelece que, para qualquer funcao continua por partes f com
periodo 2L, as médias de Cesaro oy(z) convergem para f(z) em todo ponto de continui-

dade, e nos pontos de descontinuidade convergem para a média dos limites laterais:

A}ILT(I)O on(r) = w

Além disso, a convergéncia é uniforme em qualquer intervalo fechado que nao contenha
pontos de descontinuidade.
Para a funcio f(z) =2 em [—L, L]:

1. Pontos de continuidade: Para z € (—L, L), temos
lim on(z) = f(z) = 2.
N—o0

A convergéncia é uniforme em qualquer intervalo [a,b] C (—L, L), ou seja, em qualquer
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intervalo fechado que ndo contenha as extremidades £L.
2. Pontos de descontinuidade: Nos pontos © = +£L (e seus equivalentes periodi-

cos), a fungao tem salto. Por exemplo, em x = L:
fIL7)=L e f(L")=-L.

Pelo Teorema de Fejér, as médias de Cesaro convergem para a média dos limites

laterais: I+ - I
N—oo 2 2

Uma das grandes vantagens das médias de Fejér é que elas nao sofrem com o fendmeno
de Gibbs. Enquanto as somas parciais Sy(z) oscilam e ultrapassam o valor da fungao
proximo as descontinuidades (com overshoot de cerca de 9% do salto), as médias de Cesaro
on(x) convergem suavemente, sem overshoot significativo.

A Figura 3.4 ilustra esse comportamento comparando as somas parciais Sy (x) com as

médias de Fejér oy(x) para diferentes valores de N.

Comparacao: Somas Parciais vs. Médias de Fejér

— f(=)
1F 11— S5
— o5
— Sy
= L 1 |— 020
= 05
o - Oema=1L
Z
(¢}
@ 0F - - B
o
=
&2
= —0.51| -
n
1k |
| | | | | | |

Figura 3.4: Comparagio entre as somas parciais Sy (z) e as médias de Fejér oy(x) para
a funcao dente de serra. Observe que as médias de Fejér convergem suavemente, sem o
overshoot caracteristico do fenomeno de Gibbs. Em z = L, as médias de Cesaro convergem
para 0 (média dos limites laterais).

O Teorema de Fejér oferece uma alternativa poderosa ao estudo da convergéncia de
séries de Fourier. Enquanto as somas parciais podem apresentar fenomenos indesejados

(como o fenomeno de Gibbs), as médias de Cesaro proporcionam uma convergéncia mais
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estével e uniforme, especialmente em aplicages praticas onde a suavidade da aproximagcao
é desejavel.

Este exemplo ilustra claramente a diferenca fundamental entre a convergéncia pontual
(somas parciais) e a convergéncia no sentido de Cesaro (médias de Fejér), destacando a

importancia do Teorema de Fejér na teoria das séries de Fourier.

3.8 Identidade de Parseval

Vimos anteriormente que dada uma funcao f : R — R periodica de periodo 2L,
com f, |f| e |f|* integraveis, podemos calcular e obter estimativas para os seus coeficientes
de Fourier a,, e b,. Além disso, o erro médio quadratico £, = ffL 1S, (x) — f(2)]*dz na
aproximacao de f pelas reduzidas S, (z) de sua série de Fourier, pode ser representado

pela seguinte expressao

0<E, ————Lia +b2) + / |f(z)|*dx.

Se tomarmos o limite em E,,, quando n — 00, 0 que serd que ocorre? Veremos a seguir
que a partir de certas condi¢oes impostas a funcao f, lim,, . E, = 0 (também conhecido
como limite em média), o que resultard na Identidade de Parceval.

A Identidade de Parseval é um resultado fundamental que relaciona a integral do
quadrado da fun¢ao com a soma dos quadrados de seus coeficientes de Fourier.

Antes de enunciarmos a Identidade de Parseval, apresentaremos dois importantes re-

sultados que utilizaremos a seguir.

Proposigao 3.41 (Desigualdade de Minkowski). Sejam f e g, fungdes de quadrado inte-

grdveis no intervalo [a,b]. Entdo

[ nssote] < [ ors] o]

Demonstragao. Para demonstrar a desigualdade de Minkowski, utilizaremos a desigual-
dade de Cauchy-Schwarz como ferramenta principal. Como todos os termos sdo nao

negativos, é suficiente provar a desigualdade equivalente:
’ 2
2
/ [f () + g(@) " de < ([[fll2 + llgll2)",
a

, 1/2
onde definimos || f||2 = (fa | f(2)]? d:c)

Pela definicao de modulo de nimero complexo, temos:

(@) + g@) = (f(2) + 9(@) (f(2) + 9()) = [f(@)* + f2)g(x) + F(x)g(z) + [g()]*.
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Observando que f(z)g(x) + f(x)g(z) = 2Re(f(x)g(x)), obtemos:
£ (@) + g(@) = [£(2)P + |g(x)]* + 2Re(f (2)g(x)).

Da desigualdade de Cauchy-Schwarz, sabemos que:

g() dz| < [|f[l2llgll2-

Como Re(z) < |z| para todo nimero complexo z, temos:

[ retras =re ([ rwawrar) <

Obtemos

g() dz| < [|f]l2llgll2-

/ab|f(x)+9(:c)|2d:r=/ab]f(x)|2dx+/ab |g(x)2dx+2/abRe(f(x>g(x))dx'

Logo, \
/ £ (@) + g(@)]*dz < [[£115+ g1z + 20/ ll2llgll2 = (112 + llgll2)*.

Como todos os termos sdo nao negativos, podemos extrair a raiz quadrada de ambos

os lados substituindo a defini¢ao de ||f||2 e ||g|l2, obtemos exatamente a desigualdade

[ossore] <[ [oere] " [[vore]

desejada:

O

Teorema 3.42 (Convergéncia em Média Quadratica). Seja a fung¢ao f: R — R perid-
dica de periodo 2L e de quadrado integrdvel no intervalo [—L, L]. Entdo a série de Fourier
de f converge em média quadrdtica para f. Ou seja:

lim S, (z) — f(z)[*dx = 0. (3.219)

n—oo | o

Demonstracao. Devemos mostrar que

L
lim e, = /_ |S,(z) — f(x)[2dx = 0.

n—oo L

Para tanto, assim como ja fizemos em outras demonstragoes, dividiremos esta em duas
partes:

Parte (1): Suponhamos f continua. Entao, segue do Teorema de Fejér que a sucessao (o,,)
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das médias aritméticas das reduzidas S,(x) converge uniformemente para f no intervalo
[—L, L], ou seja,
lim maz|o,(x) — f(z)| = 0,Vx € [-L, L]. (3.220)

n—oo

Sendo f continua no compacto [—L, L], f é limitada neste intervalo, entao

L
/ (o (2) — f(2)2dz < 2L[maz|on(z) — f(z)], ¥z € [~L, L].
-L
Mas, o,(z) é um polindmio trigonométrico de ordem n, e ja vimos que o polinémio

trigonométrico que melhor aproxima f é S,(x), com isso devemos ter

/_ 1S0(2) — f(o)|Pdz < / loulz) — f(x)Pd.

L —L

Assim

L

0< / 1S0(2) — f(o)Pdz < / lou(a) — f(x)Pda

<2L[max|o,(z) — f(z)|*], Vo€ [-L,L).

Desse modo, tal majoragao junto com (3.220), nos diz que tomando o limite temos

L

lim S, (z) — f(z)[*dx = 0.

n—oo J_p
Parte (2): Para o caso geral, lembremos que de acordo com o Teorema 2.54, toda funcao f
de quadrado integravel pode ser aproximada em média quadratica por fungoes continuas
1. Observamos também que se f for periddica de periodo 2L, assim também serd a
fungdo v, ou seja, dado € > 0, existe ¢y : R — R, continua e periddica de periodo 2L,

satisfazendo

/_L f(z) — ¥(z)[2ds < 2 (3.221)

Agora, sendo 1 continua e considerando S,(x) a reduzida de ordem n da sua série de
Fourier, podemos utilizar a parte ja demonstrada do teorema para concluir que existe ng

tal que, para n > ng vale

/_ 1) - S, (2)|2dw < i (3.222)
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Por outro lado, usando a desigualdade de Minkowski, para n > ng segue-se:

| ) - m)ﬁdxr )

Mas, como ja observamos, sendo S,,(x) um polinémio trigonométrico, vale

/ #(2) = Su(w)ds < [ ’

Como € > 0 é arbitrario, concluimos a demonstragao do teorema.

Teorema 3.43 (Identidade de Parseval). Seja f : R — R periddica de periodo 2L e de
quadrado integrdvel em [—L, L]. Entao:

|f (2)]"de.

Demonstra¢ao. Consideramos o erro médio quadratico:

L
B, = [ 18.(0) ~ o) P
-L
Expandindo:

En—/LL sg(x)dg;—Q/LL Sn(x)f(x)da:+/LLf2(a:)dx.

Calculamos as integrais:

/i Si(x)dx = /L lao

L

Pelas relagoes de ortogonalidade:

. 2 Lag - 2 2
/_L So(x)dx = B —i—LZ::(ak +b;).

k=1
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k=1
La? u
= 70 + LY (a} +1b}) (3.229)
k=1
Portanto:
L LCL2 n
E, = /L fA(x)dx — 70 — LY (i +1b}). (3.230)

k=1

Pelo Teorema de Convergéncia em Média Quadratica, E,, — 0. Logo:

L LCL2 >
/L F(x)de = 70 + LY (ap +07). (3.231)
- k=1
Dividindo por L, obtemos a Identidade de Parseval. O

Exemplo 3.44 (Aplicagdo da Identidade de Parseval). Para a funcao triangular f(z) =

— |z| em [—L, L], temos:

flz) = g + g ! 2 oS <(2k — 1)7rx> : (3.232)

A Identidade de Parseval da:
1 [ a?
L/L(L |z])*d =5 T E - (3.233)

Calculando o lado esquerdo:

1 [F ) 2 [ )

7 L(L — |z|)*dx = I i (L —z)%dx (3.234)
2 [ (L — x)3]L

= |- (3.235)
L 3 0
2 I3 2L?
O lado direito:
@} — 1617
50+Za§k == +Z @ 1y (3.237)
k=1 k=1

Portanto:

A , 2
3 -2 T TH (2 — 1)* (3.238)
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Logo:
4

1 T
z @1y =5 (3.239)

0o
k=1

Corolario 3.45 (Desigualdade de Bessel). Para qualquer fungao f de quadrado integrdvel:

L

2 o0
o 2 4 32 1 2
ERDICELAES) / |fa)fde. (3.240)

A Identidade de Parseval mostra que a série de Fourier preserva a energia (norma L?)
da funcao. Esta propriedade é fundamental em processamento de sinais e em Mecanica

Quéantica.

3.9 Unicidade da Série de Fourier

Uma propriedade importante das séries de Fourier é a unicidade: duas func¢oes com

os mesmos coeficientes de Fourier sao essencialmente iguais.

Teorema 3.46 (Unicidade da Série de Fourier). Seja f e g fun¢des periddicas de quadrado
integrdvel em [—L, L], com os mesmos coeficientes de Fourier. Entio f = g em quase

todos os pontos (ou seja, exceto em um conjunto de medida zero).

Demonstracao. A diferenca h = f — g tem todos os coeficientes de Fourier iguais a zero.
Pela Identidade de Parseval:

1 [k
/ h?*(z)dz = 0. (3.241)
LJp

Como h? > 0, temos h = 0 em quase todos os pontos. O

Exemplo 3.47 (Unicidade). Duas fungoes que diferem em um ntumero finito de pontos
tém a mesma série de Fourier. Por exemplo, a funcdo f(z) = x e g(z) = x para « # 0,

com ¢(0) = 1, tém a mesma série de Fourier, pois diferem apenas em um ponto.

3.10 Consideracoes Finais do Capitulo

Neste capitulo, desenvolvemos a teoria das séries de Fourier de forma rigorosa e detalhada.

Vimos:

e A dedugao dos coeficientes de Fourier usando a ortogonalidade do sistema trigono-

métrico;
e As estimativas para os coeficientes em funcao da regularidade da fungao;

e A definigao da série de Fourier e exemplos fundamentais (dente de serra, triangular);
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e As expansoes em meio-intervalo (séries de cossenos e senos);

A integracao termo a termo da série de Fourier;

e A forma complexa da série de Fourier;

e O estudo da convergéncia pontual (Teste de Dini, Teste de Jordan);
e A convergéncia uniforme e o fenémeno de Gibbs;

e O Teorema de Fejér e os niicleos de Dirac;

e A Identidade de Parseval e a unicidade da série de Fourier.

No proximo capitulo, estenderemos estas ideias para as transformadas de Fourier e de
Laplace, que sao ferramentas ainda mais poderosas para a resolucao de equagoes diferen-

ciais.
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Capitulo 4
Transformadas: de Fourier e de Laplace

Neste capitulo, ampliaremos nosso campo de investigacao abordando duas transfor-
madas integrais de grande relevancia em aplicacoes no estudo das Equagoes Diferenciais.
Sao elas: a Transformada de Fourier, que é muito utilizada para tratar problemas de
vibragoes de cordas infinitas e semi-infinitas, problemas de conducao de calor em barras
infinitas e semi-infinitas, e a Transformada de Laplace, que é muito util na resolucao
de problemas relacionados a sistemas fisicos tais como: Sistema Massa-Mola, Circuito
Elétrico em Série e em problemas de valor de contorno, entre outros.

A Transformada de Fourier e a série de Fourier desempenham um papel importante
na Engenharia Elétrica e em outras areas de processamento de sinais, enquanto a Trans-
formada de Laplace ¢ uma ferramenta indispensavel em sistemas de controle e anélise
de circuitos. Procuraremos ainda investigar algumas aplicagoes e as conexoes entre estas
duas transformadas.

Inicialmente estudaremos a Transformada de Fourier, e comecamos lembrando que até
agora abordamos, em boa parte do estudo, a Teoria de Fourier sobre determinadas funcoes
f de periodo 2L, em intervalos do tipo [—L, L]. Surge entao a seguinte pergunta: o que
ocorre quando L — oo? Como observa [8], veremos a seguir que, sob certas condigoes, a

série se torna uma Integral de Fourier.

4.1 Transformada de Fourier

4.1.1 Da Série a Integral de Fourier

A principio, vamos construir, de forma nao rigorosa, a Integral de Fourier a partir
da série de Fourier. Consideremos a fungio f, de periodo 2L e L' em [—L, L]. A ideia é

a seguinte: supondo a igualdade entre f e sua série de Fourier, isto é,

- 50 +§: [an cos( ) + b, sen (m[r/x)} , (4.1)

n=1
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onde

Fazendo A\, = % e AN = A\py — Ay = 7, f(x) pode ser representada pela seguinte

expressao:

(@) :% U_LL f(t)dt] ANt

e L L (45)
+ % Z [COS()\nm) /L f(t) cos(Apt)dt + sen(A,x) /L f(t) Sen()\nt)dt] AN,

n=1

Percebemos que quando L — oo, AX — 0. Dai, tomando o limite, o somatorio acima

toma a forma limax—0 Y., FI(A,)AN, que intuitivamente sugere, pela soma de Riemann,

[ F(\)d.

Agora, se a integral ffooo f(t)dt converge, entdo i [ffooo f(t)dt} AN vale zero quando
AX — 0. Desse modo, tem-se:

™

flz) = 1 /000 {cos(/\x) /_: f(t) cos(At)dt + sen(Ax) /_: f(t) sen()\t)dt] dA. (4.6)

Finalmente, fazendo

AN = /_OO f(t) cos(At)dt, (4.7)
B(\) = /00 £ (t) sen(\t)dt, (4.8)

obtemos a Integral de Fourier da fungio f no intervalo (—oo, 00):

flx)=— /OOO[A()\) cos(Azx) + B(A) sen(Ax)|dA. (4.9)
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4.1.2 Casos Particulares: Funcoes Pares e Impares

Segue das propriedades de paridade que, se f é par em (—o0,00), a Integral de

Fourier da funcao f é a integral cosseno:

/ f(z) cos(Az)dx (4.10)
/A cos(Ax)dA (4.11)

Do mesmo modo, se f & impar em (—o0, o), a Integral de Fourier de f é uma integral

seno:

/ f(z)sen(\x)dz (4.12)
flz) = /0 B(\) sen(Ax)dA. (4.13)

7r

A seguir, apesentamos um teorema que é um dos pilares da teoria da Analise de Fourier,
estabelecendo as condi¢oes sob as quais uma funcdo nao periddica pode ser representada
por sua integral de Fourier. Este teorema é o andlogo continuo (nio periddico) do teorema
de Dirichlet para séries de Fourier, estendendo o conceito de decomposicao em frequéncias
para funcoes definidas em toda a reta real.

O Teorema de Convergéncia da Integral de Fourier é um resultado fundamental que
estabelece as condigOes para representar func¢oes nao periddicas como uma superposicao
continua de ondas senoidais, fornece o arcabouco matematico para a transformada de
Fourier e suas aplicagOes, conecta a teoria de Fourier com a andlise funcional e a teoria
das distribuicoes e tem aplicagoes praticas em engenharia, fisica, processamento de sinais,
Optica, mecanica quantica e muitas outras areas.

Sua importancia transcende a matemaética pura, sendo uma ferramenta indispensavel
na ciéncia e tecnologia modernas. A compreensao deste teorema é essencial para qualquer
estudante ou profissional que trabalhe com anélise de sinais, sistemas lineares ou equagoes

diferenciais. Para provar tal teorema, faremos uso do seguinte lema:

Lema 4.1 (Riemann-Lebesgue Generalizado). Seja ¢ : R — R uma fungao integrdvel em

¢(u)

(—00,00) tal que lim, o ¢(u) =0 (com ¢(0) definido apropriadamente) e é integrdavel

para |u] > &, com § > 0. Entao:

lim /_ h ¢(u)sen(TRu)du —0. (4.14)

R—o0

Demonstra¢ao. A demonstracao serd dividida em varias etapas, utilizando a decomposi¢ao
do dominio de integra¢ao em duas regioes: uma vizinhanca da origem (onde ¢(u)/u pode

ser problemética) e o restante da reta.
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Inicialmente, fixemos § > 0 e escrevemos:

- [ sen(Ffu) o, M sen(Ru)
1) = [~ o™ g, - o [,
Denotemos:
L(R) = ¢(u)w du, L(R)= ¢(U)M du.
Ju|<d u 55 w

Agora, vamos fazer a analise de I;(R) - A Vizinhanca da Origem. Seja ¢(u) = ¢(u)/u
para u # 0. Entao:
Li(R) = (u) sen(Ru) du.

|u|<é
Pelo Lema de Riemann-Lebesgue classico, se ¢ for integravel em |u| < ¢, entao I (R) —
0. No entanto, 1) pode nao ser integravel na origem.

Mas observe que podemos escrever:

R
¢(u)sen(Ru) = gb(u)/ cos(tu) dt,
u 0
pois fOR cos(tu) dt = SeniiR“) para u # 0.
Portanto: "
L(R) = ¢(u)/ cos(tu) dt du.
lul<é 0

Pelo teorema de Fubini:
R
L(R) = / o(u) cos(tu) du dt.
0 Jul<d

Para cada t fixo, a funcdo u — ¢(u) cos(tu) é integravel. Além disso, como ¢(u) — 0

quando v — 0, temos que:

lim (u) cos(tu) du = 0,

t—o0 lu|<5

pelo Lema de Riemann-Lebesgue classico.

Assim, para cada ¢ > 0, existe Ty > 0 tal que:

(u) cos(tu) du| < e para t>Tj.

lu|<d

Portanto:

R To R
|11(R)|§/ dt < Mdt+/ edt,
0

0 To

(u) cos(tu) du

Ju|<d
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onde M = [ _s[6(u)|du < occ.

Dividindo por R e tomando o limite R — oc:

I
lim sup |A(R)]

<e.
R—o0 R

Isto mostra que I;(R)/R — 0. No entanto, precisamos mostrar que I;(R) — 0, nao
apenas que I1(R)/R — 0.
Agora, usando a hipotese lim, o @(u) = 0 e o fato que lim, 0 ¢(u) = 0, podemos

definir ¢(0) = 0 por continuidade. Entdo a fun¢ao

ow
g ={ w70
¢I(0)7 u =0,

é continua em u = 0 (se ¢ for diferenciavel na origem). Mas mesmo sem diferenciabilidade,

podemos usar o seguinte argumento: para |u| < J, temos:

sen(Ru)

u

sen(Ru)

u

= [¢(u)]

\qs(u) < |é(u)] - R.

Para |u| < 1/R, temos |sen(Ru)/u| < R. Portanto:

/|u<1/R

Como lim,_,o ¢(u) = 0, temos que f‘u|<1/R |¢p(w)| du = o(1/R). Portanto:

sen(Ru)
u

¢(u)

du < R/ |p(u)| du.
lu|<1/R

R d 0.
/u|<1/R ()| du —

Para 1/R < |u] < ¢, usamos a estimativa |sen(Ru)/u| < 1/|ul:

/ sen(Ru) |p(u)|
1/R<|u|<é

u

¢(u)

dug/ du.
1/R<|u|<§ |ul

Usando o Lema de Riemann-Lebesgue classico para a func¢io u +— ¢(u)/u (que é

integravel em |u| > 1/R), obtemos:

u

/ $(u) sen(Ru) du — 0.
1/R<|u|<d

Assim, I;(R) — 0.

Por fim, para a analise de I5(R) - A Regido |u| > J, notemos que para |u| > 4, temos
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¥(u) = ¢(u)/u é integravel por hipotese. Portanto:

I(R) = (w52 g (u) sen(Ru) du.

[u|>6 u [u|>6

Pelo Lema de Riemann-Lebesgue classico, se ¢ ¢ integravel em R (ou em um conjunto

da forma |u| > §), entéo:

lim (u) sen(Ru) du = 0.

Portanto:
I(R) -0 quando R — oo.

Combinando os resultados acima, obtemos
I(R)=I(R)+ I2(R) - 0+0=0.

Isto completa a demonstragao. O

Teorema 4.2 (Condigoes para Convergéncia da Integral de Fourier). Sejam f e f’ seccio-
nalmente continuas em qualquer intervalo finito, e seja ffooo |f(x)|dx convergente. Entao,
a Integral de Fourier de f converge para f(x) em um ponto de continuidade de f. Em

pontos de descontinuidade, converge para w.

Demonstracao. A demonstragdo segue os seguintes passos: Inicialmente, lembremos que

a Integral de Fourier de f é dada por

flz) = 1 /000 [cos()u:) /_Z f(t) cos(At)dt + sen(Ax) /_Z f(t) sen()\t)dt] d\.  (4.15)

™

Para estudar a convergéncia, definimos a soma parcial truncada

Sr(z) = ! /OR [Cos()\x) /Z f(t) cos(At)dt + sen(Ax) /Z f(t) Sen()\t)dt} d\.  (4.16)

™

Nosso objetivo é mostrar que Sg(z) — f(z) quando R — oo nos pontos de continui-
dade, e Sg(x) — w nos pontos de descontinuidade. Agora, vamos reescrever
da soma parcial como uma integral tinica. Note que podemos reescrever Sg(x) de forma

mais compacta usando o fato que

cos(Ax) cos(At) + sen(Az) sen(At) = cos(A(z — t)). (4.17)
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Portanto:
Sg(x) = 71r/0 /OO f(t)[cos(Az) cos(At) + sen(Ax) sen(At)|dtdA (4.18)

1 R 00
_ 7T/O /Oof(t) cos(A(x — 1)) dtd. (4.19)

Trocando a ordem de integracio (justificado pela convergéncia absoluta de [ |f(¢)|d¢
e pelo fato de que |cos(A(z —t))| < 1):

Sa(z) = = / ") /O cos(A(x — £))dAdt. (4.20)

T J -0

Calculemos a integral interna:

/ORCOS()\(J: —1)dr = {Sen(i(ft_t))] ’ (4.21)
sen(R(zx —t)) "

= —= t. 4.22
) para (422)

Para x = t, temos fOR cos(0)d\ = R.

Portanto: | oo (R( 0)
sen(R(x —
S = t)—————2dt. 4.23
)= [ 0™ (1.23)
Esta é uma integral de convolucao com o ntcleo sen(Bu) Ny verdade, o nucleo sen(fu) 4

U U

uma sucessao de niicleos de Dirac. Embora nao seja nao-negativo e nao seja absolutamente

integréavel, ele satisfaz as propriedades necessérias para a convergéncia:

lim /°° Kr(u)p(u)du = ¢(0), (4.24)

R—o0
para fungoes ¢ suficientemente regulares (continuas e seccionalmente diferenciaveis).
Usando (4.23), podemos escrever:

sen(Ru)

U

Sr(x) = /_OO flz—u) du. (4.25)

Fazendo a mudanca de variavel © = 2 — ¢ na integral (4.23).
Agora, para estudar a convergéncia, consideramos dois casos:

Caso 1: x é um ponto de continuidade de f. Neste caso, f(z+0) = f(x —0) = f(x).

Definimos

P(u) = f(x —u) = f(2). (4.26)
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Entao:
Sue) = f@) = [ 1w =) — g, (4.27)
- /_ h qs(u)wczu. (4.28)

Como f & continua em z, ¢(u) — 0 quando u — 0. Além disso, ¢(u) é integravel em
(—00,0) porque f é L' e f(z) é constante.

Precisamos mostrar que ffooo qﬁ(u)@du — 0 quando R — oo.

Mas, isso segue do Lema de Riemann-Lebesgue generalizado. Portanto, Sg(z) —
f(x) = 0, ou seja, Sg(z) = f(x).

Caso 2: x é um ponto de descontinuidade de f. Neste caso, definimos

f(x+0):hli)rél+f(x+h), f(x—O):hgr&f(x—h). (4.29)
Queremos mostrar que Sg(z) — w.

Escrevemos:

sen(Ru)

Sn(z) = i/_w fl@—u) du (4.30)
_ i/ Flo— u)@du + % /OOO Flo— u)@du. (4.31)
Na primeira integral, fazemos u = —uv:
/_ Flz — ) SeniR“) du = / flz+ v)@(—dv) (4.32)
_ /OO fla+ U)Seng)Rv)dv. (4.33)
Portanto: 1 oo sen(Ru)
S(x) = ﬂ/o [Pl w)+ flo— ) 2 g, (4.34)
Agora, escrevemaos:
Sn(x) = % /0 ) — fo+ 0)]5‘3’“5?“) du (4.35)
e /0 ) - fo— 0)]““13“) du (4.36)
N flxz+0) —707— flx—0) /"O senELRu) o (4.37)

Pelo mesmo argumento do Caso 1, as duas primeiras integrais tendem a zero quando

R — o0, usando o Lema de Riemann-Lebesgue generalizado.
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A terceira integral:

1 [* sen(Ru) 1«

- e 4.

7r /0 u du T 2 2 (4.38)

pois [;°=2dy = I.
Portanto:
_ 1 _

lim SR(x):f(ﬂc+0)+f(ﬂc 0).7.2:f(x+0)+f(x O). (4.39)
R—o0 2 2 2

f(xz+0)+f(xz—0)
2

Finalmente, como Sg(x) converge para quando R — oo, e a Integral de

Fourier é definida como o limite

/ " FO)dA = Tim RF()\)d)\, (4.40)

R—o0 0

f(z+0)+f(xz—0)
2

temos que a Integral de Fourier converge para nos pontos de descontinuidade,

e para f(x) nos pontos de continuidade. 0

As condicoes do teorema sao suficientes, mas nao necessarias. A hipdtese de que f
e f’ sdo seccionalmente continuas garante que as integrais envolvidas convergem e que
. . .~ o0
podemos aplicar o Lema de Riemann-Lebesgue. A condigao [~ |f(z)|dx < co garante
—00
que f & L', o que & necessario para a existéncia da Transformada de Fourier.
Note que a demonstracao apresentada é anéloga & demonstracao do Teorema de Fourier

para séries, substituindo a soma sobre n por uma integral sobre A, e o niicleo de Dirichlet
sen(Ru)
™

Por fim, observe que em pontos de continuidade de f, a convergéncia é para f(x). Em

pelo nicleo

pontos de descontinuidade, a convergéncia é para a média aritmética dos limites laterais,

exatamente como no caso das séries de Fourier.

4.1.3 Forma Complexa da Integral de Fourier

Sabemos que a série de Fourier de uma funcao f na forma complexa pode ser expressa

€omo: i
Z cne™™E onde ¢, = / e~ /L £ (1) dt. (4.41)

n=—oo 2L —L

Analogamente ao que fizemos acima, usando a notagao &, = % e
T
A€ = §n+l - fn = Za
podemos escrever:

flz) ~ Z cn€ . com ¢, = 5L ), e Ent f(t)dt. (4.42)

n=—oo
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Ou ainda, como ¢, também depende de &,, com n € Z:
§ )enTIA d / it 4.43
x n , onde c(&, )
f(x) r c(&n) £ (&n) =7 ft) (4.43)

Tomando o limite, observamos que quando L — oo, A¢ — 0. Logo, o ultimo somatoério

e a expressao de ¢(&,) produzem:
1 oo

Var J-
K

fx) ~ C(E)eigzdi : (4.44)

e Ef(t) (4.45)

4.1.4 Definicao Formal da Transformada de Fourier

Desde que as integrais improprias acima sejam convergentes, nosso objetivo sera
mostrar que tais expressoes representam a Transformada Inversa de Fourier e a

Transformada de Fourier, respectivamente, da funcao f.

Definigao 4.3 (Transformada de Fourier). Se f : R — C for uma fungao L', sua Trans-
formada de Fourier serd a funcdo F : R — C, dada pela expressao

SLAE) = F(¢ e f () (4.46)

=vw .

Definicao 4.4 (Transformada Inversa de Fourier). Se f : R — C for uma fungao do
espaco € (Espago de Schwartz), sua Transformada Inversa de Fourier ¢ dada por

f(z) e F(€)dE. (4.47)

“7 L.

Exemplo 4.5 (Transformada da Fungdo Pulso). Calcule a Transformada de Fourier da

funcao (fungao pulso)

)1 sefz| <a,
uq(z) = com a > 0. (4.48)
0, se|z|>a,
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Resolucao: Temos, para £ # 0:

\/7 / e STy, (2)dx

§lual (€) = F(©)
L ey,
r/ d

1 eien]®
V2m —ig
1 - 715(1 Jr pita
IR
1 —cos(&a) +isen(€a) + cos(&a) + isen(§a)
V2 i§

1 2isen(éa) 1 2sen({a)
IR

Para £ = 0, temos:

f(o)zm/_ooemua(x T = m/_adm_ Ners

Portanto: L 9 (at)
sen(a
F(§) :7%T» §#0.

Este exemplo nos mostra que a fun¢ao F(£) nio é L', visto que a fungao

sen(af)
3

(4.49)

(4.50)

(4.51)

(4.52)
(4.53)

(4.54)

(4.55)

(4.56)

nao

¢ absolutamente integrével. Desse modo, f ser L' ndo implica §[f] ser L', o que nos diz

que esta teoria ¢ um tanto assimétrica.

4.1.5 Propriedades da Transformada de Fourier

Proposigao 4.6 (Linearidade). A Transformada de Fourier € linear, isto é, dadas f e g

fungoes L', «, B € C quaisquer:

Slof + Byl = oF[f] + B3lgl-

Demonstragao. Segue imediatamente da linearidade da integral:

Slof + Bgl(€) = m / e [af (@) + Bg(x))dx
— QE / e % f(x)da 4 B——= / e g
= aF[f](€) + BF[g)(€).

111
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Proposigao 4.7 (Continuidade e Decaimento no Infinito). Se f € L', entio F(§) €

continua e lime oo F(§) = 0.

Demonstragdo. Continuidade: Para &, &, € R:

If(ﬁ)f(fo)l‘ = [ e - e (4.61)
<= [ le e s, (4.62)

Como |e7%% — 70| < | — &l|z| e | f(x)| é integravel, podemos usar o teorema da
convergéncia dominada para concluir que F é continua.
Decaimento no infinito: Como f € L', temos [~ _|f(z)|dz < co. Dado € > 0,

existe a > 0 tal que

/> f(2)|dz < % (4.63)

Pelo Lema de Riemann-Lebesgue:

a

lim e % f(z)dx = 0. (4.64)

[€l=o0 )4

Portanto, existe & > 0 tal que para |£] > &:

‘/ € () da| < g (4.65)
Assim:
—i€x 1
o< | oy UE (4.6)
€ 1 € €
Logo, limje| 500 F(£) = 0. O

Proposicao 4.8 (Transformada da Derivada). Se f € Q (espago de Schwartz), entio:
SO f] = (i€)"S[f]- (4.68)
Demonstragao. Provaremos por indugao. Para n = 1:

S e f(a (4.69)

=zl
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Usando integragao por partes com u = e~%* e dv = f'(z)dx:

3116 = —= [ | e[ o ] (4.70)
— i itz i )
r[om/ fais (471)
— i€51/1(6). (4.72

O termo avaliado se anula pois f € €, logo f(z) — 0 quando |z| — co.

Suponha que o resultado vale para n. Para n + 1:

FID"AE) = BID"f)1(€) = ig[D" F1(€) = ig(i€)"§If1(€) = (i)™ 'Ff1(§).  (4.73)

L]
Proposicio 4.9 (Derivada da Transformada). Se f € Q, entdo:
D231 = Bl(—iz)" £ (2)]. (.74
Demonstracio. Para n — 1:
DN = D¢ | = [~ e ptapas] (475)
= \/%/_oo (—iz)e ™" f(x)dx (4.76)
= l—in) @) (.77

A troca de derivacdo com integracdo é justificada pela convergéncia uniforme das

integrais, ja que f € Q.

Por inducao, obtemos o resultado para n qualquer. O

Proposicdo 4.10 (Translagdo). Se f € L' e a € R, entao:

Slf (@ = a)](€) = eT*FLA(E). (4.78)
Demonstragao.
Slf(x—a)](€) = N / e " f(x — a)dx. (4.79)
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Fazendo y = x — a, dx = dy:
Sl —al(©) = o= [ )y

_67i§ai ooefiﬁy
- / )y
— a3 ](6).

Proposicdo 4.11 (Modulagao). Se f € L! e a € R, entdo:
le™ f(2)](€) = S[f1(€ — a).

Demonstracao.
ax _ 1 > efifxeiax )dr
S @) = o= [ ey

L [T e e
=/ f@)d
=3[f1(€ —a).

Proposigdo 4.12 (Mudanga de Escala). Se f € L' e a > 0, entdo:

sUale = 1501 (£).

a

Demonstragao.
(el = o= [ e flay.

Fazendo y = ax, dv =
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4.1.6 O Espaco de Schwartz )

Como vimos, a Transformada de Fourier nio preserva necessariamente o espaco L'.

Para contornar este problema, introduzimos o espaco de Schwartz.

Definigao 4.13 (Espaco de Schwartz Q). Uma fungéo f : R — C & de decrescimento
rapido (ou pertence ao espago de Schwartz §2) se f for infinitamente diferenciavel e, para

quaisquer m,n € Zso,
lim 2™D" f(z) = 0. (4.92)

|z|—00

Equivalentemente, existem constantes M,,, > 0 tais que
|z D" f(z)] < Myn, VzreR. (4.93)

Proposicdo 4.14 (Q C L'). Toda fungio de decrescimento rdpido é L.

Demonstragao. Como f é infinitamente diferenciavel, f é continua e, portanto, limitada
em qualquer intervalo compacto. Em particular, f é integravel em [—1, 1].

Para |z| > 1, usando a definicdo com m =2 e n = 0:

M

2% f(z)| < Moy = [f(x)] < o (4.94)
Portanto: M
/ |f(z)|dz < / 20dw = 2My < 0. (4.95)
|z>1 lz[>1 T
Assim:

/00 |f(z)|dx = /1 |f(ac)|d:L‘+/||>1 |f(x)|dz < co. (4.96)

0
Proposicao 4.15 (F Preserva ). Se f € Q, entio F[f] € Q.
Demonstragdo. Precisamos mostrar que {™DgF[f](§) ¢ limitada para todo m,n > 0.
Usando as propriedades da Transformada de Fourier:
§"DES(f1(E) = mF[(—iz)" f(@)](§). (4.97)
Pela propriedade da derivada:
§"8lgl(€) = F((=1)" D" g(2)](£). (4.98)
Aplicando com g(z) = (—iz)" f(x):
§"DgSLf1(E) = Sl(=i)™ D™ ((—ix)" f(x))](E)- (4.99)
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Como f € Q, D™((—iz)"f(z)) € Q@ C L'. Portanto, sua Transformada de Fourier é

limitada:

|€™ DES(f] \/ﬂ/ | D™ ((—iz)" f(z))|dz < oo. (4.100)

Logo, §[f] € Q. ]

4.2 Transformada de Laplace

Nesta secao, estudaremos a definicao e as propriedades de uma integral conhecida
como a Transformada de Laplace, que, assim como a Transformada de Fourier, tem a
caracteristica de, em determinadas situagdes, quando aplicada a uma Equagao Diferencial,

transforma-la em uma equacgao algébrica.

4.2.1 Definicao e Existéncia

Definicao 4.16 (Transformada de Laplace). Seja f uma funcao definida para = > 0. A
Transformada de Laplace de f é definida por

L{f@)} = [ e pa)dn = Fo), (4.101)
0
desde que a integral impropria convirja para algum valor de s.

Observagao 4.17. A integral impropria em (4.101) é definida como:

0 b
/0 e f(x)dr = lim [ e f(z)d. (4.102)

b—oo [

Se o limite existe, dizemos que a integral converge.

Proposigao 4.18 (Linearidade). A Transformada de Laplace é linear:

Liaf(@) + Bo(@)} = aL{ ()} + BL{g(x)}. (4.103)
Demonstracio.

Claf(e) + Bg(a)} = [ e laf(@) + Bolo)lds (4.104)

=« /000 e f(x)dx + 0 /000 e *g(x)dx (4.105)

— aL{f()} + BL{g(x)}. (4.106)

L]
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Teorema 4.19 (Condigoes de Existéncia). Seja f(x) uma fun¢dao seccionalmente continua
no intervalo [0,00) e de ordem exponencial para x > T, ou seja, existem constantes
¢, M >0eT >0 tais que

|f(x)] < Me®*, V& >T. (4.107)

Entdo, sua Transformada de Laplace existe para todo s > c.

Demonstracao. Temos:

L{f(z)} = /000 e f(x)dr = /0 e f(x)dx + /TOO e f(x)de =1 + I.  (4.108)

A integral I; existe, pois f é seccionalmente continua em [0, 7], logo e~** f(x) ¢é inte-
gravel.

Para I, usando a hipotese de ordem exponencial:

Bl [l @)ds (4.100)
< M/ STy = M/ —(=9r gy (4.110)
(s—c)x e —(s—o)T
=M [— } =M . (4.111)
s—c |p s—c
Portanto, I, converge para todo s > c. O

4.2.2 Transformadas de Funcoes Elementares

Exemplo 4.20 (Transformada da Funcao Constante). Calcule £{1} para x > 0.

Resolugao:

{1} = / - lda (4.112)

{—} 1 s (4.113)
$ Jo

Exemplo 4.21 (Transformada de z™). Calcule £{z"} paran =0,1,2,...

Resolugao: Vamos provar por indugao que

n!
Lia"y =5 >0 (4.114)

0!

=

Para n = 0, ja vimos que £{1} =

1
Suponha que L{z"} = S[il. Para n + 1:

E{:C"H}:/ e "M dg. (4.115)
0
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Usando integragao por partes com u = 2" e dv = e *%dx:

—sxT S 1 00 .
L{z"T} = {e x”“] +Z * / e x"dx (4.116)
s 0 s Jo
1
— 0+ M (4.117)
s
n+1 nl (n+1)!
SR B (4.118)

Portanto, por inducao, o resultado vale para todo n > 0.

Exemplo 4.22 (Transformada de e*®). Calcule £{e**} para x > 0.

Resolugao:

L{eaz} — / 5T RO o — / 67(57a)xd.17 (4119)
0 0

—(s—a)z]>® 1
- {—6 ] - . s> a (4.120)
0

S —

Exemplo 4.23 (Transformada de sen(wz) e cos(wx)). Calcule L{sen(wz)} e L{cos(wz)}.
Resolugao: Usando a formula de Euler: ™ = cos(wz) + i sen(wz).

Do exemplo anterior:

; 1 s+ 1w
wrl = = . 4.121
LA™} s—iw  §2+w? ( )
Portanto:
L{cos(wx)} + iL{sen(wz)} = 2 j 2 + i82 j:wQ. (4.122)
Tgualando as partes real e imaginaria:
s
L{cos(wz)} = oo ° > 0, (4.123)
w
L{sen(wz)} = s ° > 0. (4.124)
4.2.3 Propriedades da Transformada de Laplace
Proposigao 4.24 (Derivada da Transformada). Se F(s) = L{f(x)}, entao:
n n dn
L{z"f(x)} = (-1) @F(s) (4.125)
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Demonstragao. Para n = 1:
d d - —sx
LR(s) = / F()dr (1.126)
/ 25 e f(z (4.127)
= /0 xe * f(x)dr = —L{xf(x)}. (4.128)

Portanto, L{zf(z)} = —F'(s).

Por inducao, obtemos o resultado geral. O

Exemplo 4.25 (Aplicagdao: Transformada de xze ). Calcule L{ze *"}.

Resolugdo: Sabemos que L{e™*} = .

c{xe-M}_—CZ< ! >_( L (4.129)

s+a s+a)?

Proposigdo 4.26 (Transformada da Derivada). Se f(x), f/(x),..., f®Y(z) sio conti-

nuas em [0,00), de ordem exponencial, e f™ (x) € seccionalmente continua, entio:
L{f™M (@)} = " F(s) = s" 7 f(0) = "2 f(0) —--- = f"7D(0). (4.130)

Demonstragao. Para n = 1:

L{f'(x)} = /000 e f'(x)d. (4.131)

Usando integragao por partes com u = e ** e dv = f'(x)dux:
L{f' ()} = [e7 f(x)], +5 /000 e f(x)dx (4.132)
= —f(0) + sF(s). (4.133)

Paran = 2:

L{f"(x)} = sL{f'(x)} — f'(0) (4.134)
= s[sF(s) = f(0)] = f'(0) = s*F(s) — s£(0) — f(0). (4.135)
Por inducao, obtemos (4.130). O

Proposigao 4.27 (Transformada da Integral). Se f ¢ seccionalmente continua e de ordem

c {/Ozf(t)dt} - Fi‘s). (4.136)

exponencial, entao:
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Demonstragio. Seja g(x) = [, f(t)dt. Entdo ¢'(z) = f(x) e g(0) = 0.
Pela propriedade da derivada:

L{f(x)} = L{g'(x)} = sL{g(x)} — 9(0) = sL{g(z)}. (4.137)

Portanto: P
L{g(x)} = @ (4.138)
O

Proposicao 4.28 (Translagdo no Dominio da Frequéncia). Se F(s) = L{f(z)}, entdo:

L{e* f(x)} = F(s —a). (4.139)
Demonstracao.
L{ef(z)} = /000 e e f(x)dx (4.140)
= /000 e~V f(z)dx = F(s — a). (4.141)
O

Proposig¢ao 4.29 (Translagio no Dominio do Tempo (Func¢ao Degrau)). Se F(s) =
L{f(z)} ea >0, entao:

LLU(x —a)f(x —a)} = e ¥ F(s), (4.142)

onde U(x — a) € a func¢ao degrau unitdrio:

0, x<a,
U(x —a) = {1 - (4.143)

, T >a.

Demonstragao.
L{U(z —a)f(zr—a)} = /00 e U(x —a)f(x —a)dx (4.144)
0
= /00 e f(x — a)du. (4.145)
Fazendo t = x — a, dx = dt:
L{U(z—a)f(zx—a)} = /000 et £ (1) dt (4.146)
=e % /00 e S f(t)dt = e F(s). (4.147)
0
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Proposigao 4.30 (Mudanca de Escala). Se F(s) = L{f(z)} e a > 0, entao:

ciftan)y = F (2).

a

Demonstracao.

L{f(azx)} = /000 e * f(ax)dx.

Fazendo t = ax, dox = %:

a a

£{f(an)} = / Cerm® = 1e (2.

4.2.4 Transformada de Funcoes Periddicas

(4.148)

(4.149)

(4.150)

Teorema 4.31 (Transformada de uma Fungdo Periodica). Considere a fungdo f secci-

onalmente continua em [0,00) e de ordem exponencial. Se f é periddica de periodo P,

entao:

LU = [ e

1 —esP

(4.151)

Demonstragao. Sendo f perioddica de periodo P, vamos decompor a Transformada de

Laplace em uma soma de integrais sobre cada periodo:
L@) = [ e s
0

o (n+1)P
= / e f(x)dx.
—oJn

n P

Em cada integral, fazemos x =t + nP:

(n+1)P P
/ e f(x)dx = / e sUnP) £t L nP)dt
nP 0
P
_ e—snP/ E_Stf(t)dt,
0

pois f(t +nP) = f(t).
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Portanto:
00 P
L@} =3 e / e F (1)t (4.156)
n=0 0
00 P
_ (ZGS"P> / e (1)t (4.157)
n=0 0
P
= 1—16513/0 e f(z)dx. (4.158)

O

Exemplo 4.32 (Transformada de uma “Onda Quadrada”). Calcule a Transformada de

Laplace da funcao periddica de periodo 2 definida por:

1, 0<z<1,
flz) = (4.159)
0, 1<z<2.

Resolugao: Pelo teorema da fungao periddica, com P = 2:

1 2
LU} = g / e f(2)da (4.160)
0
1 1
1 6781 1
-— {— - ]0 (4.162)
1—e* 1

(4.163)

s(1—e %) - s(1+es)

4.2.5 Transformada de Laplace Inversa

Definicao 4.33 (Transformada de Laplace Inversa). Dada uma fungao F'(s), a Transfor-
mada de Laplace Inversa de F(s) é a funcao f(z) tal que L{f(z)} = F(s). Denotamos:

f(z)=LYF(s)}. (4.164)

Observagao 4.34. A Transformada de Laplace Inversa pode nao ser tnica, pois duas fun-
)

¢oes que diferem em um conjunto de medida zero tém a mesma Transformada de Laplace.

No entanto, para funcoes seccionalmente continuas e de ordem exponencial, a inversa é

tinica (exceto em pontos de descontinuidade).

Proposi¢ao 4.35 (Linearidade da Inversa). A Transformada de Laplace Inversa é linear:

L HaF(s)+ BG(s)} = aL H{F(s)} + BLHG(s)}. (4.165)
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Exemplo 4.36 (Transformadas Inversas Bésicas).

1
£ {S} =1, (4.166)
AL (4.167)
ol Gk |
1 17”71
L= = 4.168
{ sn } (n—1) ( )
1
£t { } =™, (4.169)
s—a
-1 S B .
{32 R } = cos(wx), (4.170)
L {52 j:uﬂ } = sen(wz). (4.171)
Exemplo 4.37 (Calculo de uma Inversa). Calcule £7' {%41}.
Resolugao: Decompomos a fracao:
2s+1 2s 1

- =L 5—— + — 4.172
£ {52—1—4} £ {52+4+s2+4} (4.172)

_op-1 S 1 -1 2
Y R U Y S R

1

= 2cos(2x) + 5 sen(2z). (4.174)

4.3 Conexoes e Diferencas entre § e L

Nesta secdo, veremos algumas semelhancas e diferengas entre a Transformada de

Fourier e a Transformada de Laplace, em determinadas situagoes.

4.3.1 O Produto Convolucao

O produto convolugdo é uma operacao fundamental que aparece tanto na Transformada

de Fourier quanto na Transformada de Laplace.

Definicao 4.38 (Produto Convolugio). O produto convolugao de duas fungoes f e g
¢é definido por:

(f*g)(x / Ft)g(x —t)d (4.175)

Para fungoes definidas em [0, 00), definimos:

(f % g)(z / ft)g(z —t)d (4.176)
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Proposigao 4.39 (Comutatividade da Convolugio). A convolug¢ao é comutativa: f*g =

g*f.
Demonstracao.
(Fe)) = [ fergle =ty

Fazendo u = x — t, du = —dt:

(f % g)(x) = — / T f e - wglu)du

o

_ /Do g(u) f (@ — u)du = (g% f) ().

oo

(4.177)

(4.178)

(4.179)

O

Teorema 4.40 (Convolugio e Transformada de Fourier). Se f e g sio fungoes L' com f

continua e limitada, entao:

3Lf * 9] = V2r§[f] - §lg)-

Demonstragdo. Por definigao:
Sl = <= [ e (o)

_ \/12?/: emite /_Z F(t)g(z — t)dtde.

Trocando a ordem de integracdo (justificado pela convergéncia absoluta):

S0l = o= [ 10 [~ e oo —daar

Fazendo y = x — t, dx = dy:

3L+ gl(e) = jyﬁ / Z £t / Z e W g ) dydt

o

- \/12? /_ : ft)etdt /_ . eg(y)dy

—var (= [ rwear) (S [T et
— VaR3A(E)l9)(€).

(4.180)

(4.181)

(4.182)

(4.183)

(4.184)
(4.185)

(4.186)

(4.187)

O

Teorema 4.41 (Convolugio e Transformada de Laplace). Se f e g sao fungoes seccio-
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nalmente continuas em [0,00) e de ordem exponencial, entao:
L{f x g} = L{f} - L{g} = F(s)G(s).
Demonstracao.
cireghe) = [ e [ itogte - arar
Trocando a ordem de integracao:
£l o)) = [ 10 [ gt~ ot
Fazendo u = x — t, dz = du:

L{f * g}(s)

/O h f(t) /0 " st g(u)dudt
/OOO f(t)e stdt /000 e *g(u)du
F(s)G(s).

Exemplo 4.42 (Aplicagio da Convolugio). Calcule £71 {W%H)}

1

50 1 1 _1
Resolugao: Note que T perny Sl

Pelo teorema da convolugao:

~1 1 1 l ~1 1 _
L {32(32+1) =L = * L o =z *senz.

Calculando a convolugao:

(z*senz) = / tsen(z — t)dt
0

= [—tcos(z —t)]; + /OZ cos(x — t)dt

= —z + [—sen(z —t)]; = —z + sen .

Portanto:

1
-1
L {W}Senxm
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4.3.2 A Transformada de Laplace Bilateral

A integral que define a Transformada de Laplace poderia ter sido apresentada num
contexto mais geral, ou seja, poderiamos ter definido £ no intervalo (—oo,00). Neste
intervalo, segundo [5]|, em alguns textos da literatura, £ ¢ chamada de Transformada

de Laplace bilateral.

Definicao 4.43 (Transformada de Laplace Bilateral). A Transformada de Laplace
bilateral de uma funcao f é definida por:

L{f(x)} =F(s) = / e f(x)dx. (4.199)

—0o0

Se considerarmos s = ¢ + £ na Transformada de Laplace bilateral, temos:

[e.e] (o]

F(s)=F(o+i&) = / e~ O £ (1)dy = / e ® e f(x)]da. (4.200)

—00 —00

Isto nos mostra que a Transformada de Laplace bilateral da fungdo f(z) pode ser

interpretada como sendo a Transformada de Fourier da funcao h(z) = e 7% f(x):

F(o +1i§) = 3[e™7" f(#)](§)- (4.201)

Aplicando a Transformada de Fourier inversa, obtemos:

1 [~
e f(x) = 2/ ST (o + if)dE. (4.202)
™ —0Q
Multiplicando por e?*:
1 [ . ) 1 [ - .
flz) = 2/ 7P T F (o 4 i€)dE = 2/ et (o i) de. (4.203)
T ) T )

Se s = o + i€, entdo d = %:

flz) = 1 /JHOO e** F(s)ds. (4.204)

- % —100
Esta é a Transformada Inversa de Laplace bilateral:

LYP(s)} = flz) = —— / T et B (s)ds. (4.205)

270 Jy—ioo

Observacao 4.44. Embora a ideia da existéncia de conexdo entre as transformadas de
Fourier e Laplace seja bem intuitiva, elas ndo sao equivalentes. A Transformada de Laplace

bilateral pode ser considerada como uma generalizagdo da Transformada de Fourier, na
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qual a frequéncia £ foi generalizada para s = o + i£. Por outro lado, nao é verdade que
dada uma fungao f e sua Transformada de Fourier §[f], a simples substitui¢ao de i por
s faga com que tenhamos a Transformada de Laplace de f. Tal fato esta intimamente

ligado as propriedades de f.

4.3.3 A Funcao Degrau Unitario e a Conexao entre as Transfor-

madas

Exemplo 4.45 (Fungido de Heaviside). Seja a fungdo U(x — a) (também chamada de

fungio degrau unitario), definida por:

0, z<a,
U(x—a)= a > 0. (4.206)
1, z>a,

Observe que a funcao nao estd definida para x = a. Se quisermos definir um valor
para U(0), ou seja, U(a — a), qual seria uma escolha adequada? Vamos analisar esta
possibilidade definindo:

, x<a,

0
Uz —a)=<k z=a, (4.207)
1

, x> a.

Onde o valor de k pretendemos determinar através da Transformada de Fourier. Cer-

tamente, para qualquer escolha de k, temos uma descontinuidade em = = a.

Vamos calcular a Transformada de Laplace unilateral de U(zx — a):

L{U(x —a)} = /000 e U(x —a)dx = /aoo e dx (4.208)

:[—e ] =5 s>o0. (4.209)
S S

a

Por outro lado, se tentarmos calcular a Transformada de Fourier, temos:
/ e Y (x — a)dr = / e d. (4.210)

Esta integral nao converge, pois quando x — oo, as fungoes seno e cosseno oscilam
infinitamente entre —1 e 1.

—Qx

No entanto, se multiplicarmos a funcdo (z — a) pela expressao e~**, com a > 0,
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temos:
Sle”*U(x — a)](&) = / e Tty (4.211)
= / e~ @tz gy (4.212)
67(0‘4’2{)1 > 67(a+i£)a
=|-— =—F 4.213
{ a + i€ ] u o+ ( )

Agora, aplicando a Transformada de Fourier inversa:

—azg( L[ e ey 4214
Para r = a:
1 3] ef(oz+i§)a )
() = — S 4.215
€ 0) 2 /Oo a+ i€ e ( )
1 o] e—aae—iéaeiﬁa
= — —d 4.21
2 J_o  a+i€ & ( 6)
e~ [ 1
= d€. 4.21
2T /_OO a+ i ¢ ( 7
Portanto:
°(0) = — /0o L e (4.218)
o) ot ’
1 [ a—i€
= — d 4.219
2w J_oo a? + &2 £ ( )
1 [ « i [ &£
- - R E— 4.22
21 J_ o a2+§2d§ 27 /_OO on—i—ﬁQal5 ( 0)

A segunda integral converge para zero, pois o integrando é impar. Na primeira, fazendo
& = atanf, d¢ = asec? 0do:

/Oo © e /M2 c 2 0df (4.221)
— = — 5~ SeC .
e 2+ &2 —r2 @2(1 + tan®0)
/2
/ o = . (4.222)
—7/2
Logo:
U0 = — =+ (4.223)
= om ™ = 2 .

A Transformada de Fourier nos sugere a escolha k = %, que estd em conformidade com
o fato de que, nos pontos de descontinuidade, a série de Fourier converge para a média

aritmética dos limites laterais. Por outro lado, a substituicao s = a + £ na expressao
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e—(atig)a
a+i&
se tem:

nos fornece uma conexao entre as transformadas de Fourier e Laplace, visto que

Sle Uz — a)] = L{NMz — a)}. (4.224)

4.4 Propriedades Adicionais da Transformada de Fou-

rier

4.4.1 Transformada de Fourier de e’

Exemplo 4.46 (Transformada da Gaussiana). Calcule a Transformada de Fourier de
f(x)=e".

Resolugao: Temos:

2 1 o0 - 2 1 o0 2,
Sle™ () = m/ e e dy = \/%/ e~ @) gy, (4.225)
Completando o quadrado:
. 2 2
2?4 ifr = <a: + f) + %. (4.226)
Portanto: . i,
e () A B G DS (4.227)

B V2T S

Usando o resultado conhecido ffooo e~ @ta)’dr = /7 (que vale mesmo para a € C),
obtemos: ) )
—a2 _ = A 4.228
e e ™ e . .
Sle () W VT 7 (4.228)

Note que a Transformada de Fourier de uma Gaussiana é outra Gaussiana. FEsta

propriedade ¢ fundamental em processamento de sinais e em Mecéanica Quéntica.

4.4.2 Transformada de Fourier da Derivada da Gaussiana

Exemplo 4.47 (Transformada de xe‘”2). Usando a propriedade da derivada da trans-

formada:

Flee™")() = iDeFle™)(€). (4.229)

Como Fle *’](€) = \%6_52/4:

& e & —en
( )e 2\/56 . (4.230)
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Portanto: )
Flre (€)= _K e, (4.231)

2v2
4.5 Propriedades Adicionais da Transformada de La-

place

4.5.1 Comportamento de F(s) quando s — oo
Proposigao 4.48 (Comportamento no Infinito). Seja f(x) seccionalmente continua em

[0,00) e de ordem exponencial. Entao:

lim £{f(z)} = 0. (4.232)

§—00

Demonstracao. Como f é de ordem exponencial, existem M, ¢ > 0 tais que |f(x)| < Me®

para z suficientemente grande.

Para s > ¢
LN < [ el (1.233)
0
< / e " Me“dr = M/ e~y = (4.234)
o 0 s—c¢
Portanto, lim,_, |L{f(z)}| = 0. O
4.5.2 Integral de uma Transformada de Laplace
Proposigao 4.49 (Integral no Dominio da Frequéncia). Se F(s) = L{f(x)} elim; o+ %
eriste, entao:
/ F(u)du= L {ff)} . (4.235)
Demonstracao.
/ F(u)du = / / e " f(x)dzdu (4.236)
s s 0
= / f(x)/ e “dudx (4.237)
0 s
- / () [— c } dz (4.238)
0 z s
= @eﬂzdr =L {f(x)} . (4.239)
0 T x
0
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Exemplo 4.50 (Aplicagdo: Transformada de 32£). Calcule £ {322},
Resolugao: Sabemos que L{senz} = .
Pela propriedade da integral no dominio da frequéncia:

L {scnx} = / BCLI [arctan ILEO = g — arctan s = arctan () . (4.240)

x u?+1 s

4.6 A Integral [~ *2idy

. o0 P 7 .
A integral fo ¥ 2dr = 5 ¢ um resultado classico que pode ser demonstrado usando a

Transformada de Laplace.

Proposigao 4.51 (Integral de Dirichlet).

/ e =T (4.241)
0 T 2
Demonstragao. Definimos, para s > 0:
o
F(s) = / e X g (4.242)
0 x

Mostraremos que a integral converge uniformemente para s > 0. Usando integracao

e~ ST

T

por partes, com u = e dv = senxdx:

00 ] —sx oo 0 1 —sx
/ i, [ € cos x] — / % cos xdx (4.243)
. x x ” . x
—sn % (1 —sz
=5 cos n— / H*)e cos xd. (4.244)
n n €T
Portanto:

1 * 1 2
<1 / La<? (4.245)
n ), = "

Isso mostra que a integral converge uniformemente para s > 0, logo F(s) é continua
em s > 0.

Agora, usando a propriedade da derivada:

o 1
F'(s) = —/ e senzdr = —— 1 ° > 0. (4.246)
0 8

Integrando:
F(s) = —arctans + C. (4.247)
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Como limg_,o, F(s) = 0:

0:—g+c — C:g. (4.248)

Portanto, F'(s) = 5 — arctan s.

Finalmente, como F' é continua em s = 0:

*® senx T T
F(0) = der = — — tan(0) = —. 4.249
(0) /0 . T 5 arctan 5 ( )

4.7 Consideracoes Finais do Capitulo

Neste capitulo, desenvolvemos a teoria das transformadas de Fourier e de Laplace

de forma abrangente e detalhada. Vimos:

e A deducao da Integral de Fourier a partir da série de Fourier;
e A definicao formal da Transformada de Fourier e da Transformada Inversa;

e As propriedades fundamentais da Transformada de Fourier (linearidade, continui-
dade, transformada da derivada, derivada da transformada, translacao, modulacao,

mudanga de escala);
e O espaco de Schwartz €) e a preservacdo da Transformada de Fourier neste espaco;
e A definicao da Transformada de Laplace e suas condi¢es de existéncia;

e As transformadas de fungoes elementares e as propriedades da Transformada de

Laplace;
e A Transformada de Laplace Inversa;
e As conexdes e diferencas entre as transformadas de Fourier e Laplace;
e O produto convolucao e suas aplicagoes;
e A demonstracao da integral fooo idr = 7.

No proximo capitulo, aplicaremos estas transformadas na resolu¢ao de equacgoes dife-

renciais parciais classicas, incluindo a equagao do calor, a equagao da onda e a equagao

de Laplace.
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Capitulo 5

Aplicacoes da Série de Fourier, da
Transformada de Fourier e da

Transformada de Laplace

Neste capitulo, veremos alguns exemplos de como a Transformada de Laplace, a série
de Fourier e a Transformada de Fourier podem ser aplicadas na resolucdo de Equacoes
Diferenciais Parciais (EDPs). O leitor interessado pode encontrar varias aplicagoes de L,
§ e da série de Fourier em um contexto bem mais amplo nas referéncias [1], [3], [8] e [12],
de onde, alias, foram extraidos os exemplos deste texto.

As aplicagoes das séries e transformadas de Fourier e da Transformada de Laplace sao

vastas e abrangem areas como:

e Fisica: propagacao de ondas, conducao de calor, mecanica quantica;

Engenharia: processamento de sinais, controle de sistemas, circuitos elétricos;

Matematica: resolucao de equacoes diferenciais, teoria dos potenciais;

Geofisica: prospec¢ao sismica, analise de ondas;

e Actustica: andlise de som, filtragem de sinais.

5.1 Aplicacoes da Transformada de Laplace

A Transformada de Laplace é particularmente util na resolu¢ao de problemas de
valor inicial e de contorno envolvendo equagdes diferenciais lineares com coeficientes cons-
tantes. Sua principal vantagem é transformar a equacgdo diferencial em uma equagao

algébrica.
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5.1.1 Transformada de Laplace para Funcoes de Duas Variaveis

Definimos a Transformada de Laplace de uma fungao de duas variaveis u(x,t) com

relacdo a varidvel ¢t como:

L{u(z,t)} = /0O<> e Stu(x, t)dt = U(z,s), (5.1)

onde tratamos x como um parametro.
Admitimos que as propriedades vistas anteriormente se aplicam também a funcdes de

duas variaveis. Por exemplo, para a derivada parcial com relacao a t:
L{u} = sL{u(x,t)} —u(x,0) = sU(x,s) — u(z,0). (5.2)
Para a derivada segunda com relagao a t:
L{uy} = s°U(x,s) — su(z,0) — uy(x,0). (5.3)

Além disso, como estamos fazendo a transformacao com relacgdo a t, podemos permutar

2%u.
Ox2"

a diferenciacao e a integracdo na transformada de

0*u d? d*U

Exemplo 5.1 (Equacdo da Onda com Transformada de Laplace). Vamos encontrar a

Transformada de Laplace da equacao da onda:
gy = uy, t>0. (5.5)

Resolugao: Aplicando a Transformada de Laplace com relacao a t:

L{a*uy,} = L{uy}. (5.6)
Usando (5.3) e (5.4):
GQ%E{U(Z’, )} = s2L{u(z,t)} — su(z,0) — us(z,0). (5.7)
Portanto: PU
aZW — 52U = —su(z,0) — u(x,0). (5.8)

Observe que considerando s como um parametro em (5.8), temos uma Equacao Dife-

rencial Ordinaria na variavel x.
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Exemplo 5.2 (Problema de Valor Inicial e de Contorno). Dada a equacao da onda:
Upy = Uy, O0<z <1, >0, (5.9)

sujeita a:
u(0,t) =0, wu(l,t)=0, t>0,
(©.¢) (1,¢) (5.10)
w(x,0) =0, o =sen(mrz), 0<z<1.
Vamos resolvé-la usando a Transformada de Laplace.
Resolugao: Podemos observar que temos a equacdo da onda com a = 1. Aplicando

a transformada, usando (5.8) e as condigoes iniciais:

d*U
o s*U = —sen(rr), (5.11)
onde U(z,s) = L{u(z,t)}.

As condigbes de contorno sao fungoes de ¢, entao devemos calcular também suas Trans-

formadas de Laplace:

L{u(0,t)} =U(0,s) =0, L{u(1,t)} =U(1,s)=0. (5.12)

A equacao %{ — 82U = —sen(mr) é uma EDO linear ndo homogénea. Sua solugio
geral é:

U(z,s) = Uz, s) + Up(x, s), (5.13)

onde U, ¢é a solucao da homogénea associada e U, ¢ uma solucao particular.

~ N 2 ,
A solugao da homogénea % — 52U =0é:

Ud(x,s) = ¢y cosh(sz) + ¢y senh(sz). (5.14)

Para a solugao particular, tentamos U, (x, s) = Asen(mx). Substituindo:

d2

@[A sen(mz)] — s*[Asen(rx)] = —sen(nzx), (5.15)
—An?sen(nz) — s Asen(rr) = — sen(rx), (5.16)
—A(n? + s*) sen(mz) = — sen(mz). (5.17)
Portanto, A(n? 4+ s?) = 1, ou seja, A = T
Assim:
Uy(z,s) = msen(m&). (5.18)
Logo:
U(x,s) = c¢; cosh(sz) + co senh(sx) + o sen(mzx). (5.19)
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Aplicando U(0,s) = 0:

0 = ¢; cosh(0) + 2 senh(0) + sen(0) = ¢1.

s2 + w2
Portanto, ¢; = 0.
Aplicando U(1,s) = 0:

0 = cosenh(s) + sen(m) = co senh(s).

52 + 72
Portanto, ¢, = 0.
Assim:

Uz, s) = sen (7).

52 + 72

Finalmente, aplicando a Transformada Inversa de Laplace com relagao a t:

u(z,t) = L7" {5241_71'2 sen(mr)}

1
-1
= Sen(ﬂ'x) - L {M}

1., T
:sen(mﬁ)-gﬁ 1{52+7r2}

= sen(mx) sen(mt).

Verificagao: Vamos verificar se a solucao satisfaz as condicoes:

u(0,t) = < sen(0) sen(7t) = 0;

u(1,t) = L sen(r) sen(wt) = 0;
e u(z,0) = Lsen(mz)sen(0) = 0;
o uy(x,0) = Lsen(mx) - wcos(0) = sen(mx).

Verificando a equacao:

Upe = — (=72 sen(wx)) sen(rt) = —7sen(wx) sen(mt),

=y

uy = —sen(mz)(—n?sen(nt)) = —7wsen(mx) sen(rt).

Portanto, u., = u.
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5.1.2 Aplicacao da Transformada de Laplace com Condic¢oes Ini-

ciais Nao Nulas

Exemplo 5.3 (Equacao do Calor com Transformada de Laplace). Considere o problema

de condugao de calor em uma barra semi-infinita:

U = klge, x>0, t>0, (5.29)
com condicoes:

u(0,t) = up, t>0,

u(z,0) = 0, >0, (5.30)

lim, oo u(z,t) =0, ¢>0.

Resolucao: Aplicando a Transformada de Laplace com relacao a t:
L{u} = kL{tyz}. (5.31)

Usando (5.2) e (5.4):
d*U

sU(z,s) —u(z,0) = kW (5.32)
Como u(z,0) = 0:
d*U
Esta ¢ uma EDO de segunda ordem com coeficientes constantes:
d*U s
——-U=0. 5.34
dz? kU 0 ( )
A solugao geral é:
Uz, s) = eV 4 cye=Velke, (5.35)
A condi¢ao lim, o u(z,t) = 0 implica lim, ., U(z,s) = 0, logo ¢; = 0.
Aplicando a condicdo de contorno u(0,t) = uo:
U(0,s) = L{ug} = 2. (5.36)
s
Portanto, ¢, = “2, e:
Ulx,s) = 90 o= /s/ke, (5.37)
s

Aplicando a Transformada Inversa de Laplace, usando o resultado conhecido:

L {e—:ﬁ} — erfe (;\%) , (5.38)
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onde erfe(z) = 1 — erf(z) e erf(z) = - [, e~ du.

Portanto:

u(z,t) = ugerfe (25%) . (5.39)

5.2 Aplicacoes da Série de Fourier

A série de Fourier ¢ amplamente utilizada na resolu¢ao de problemas de valor de con-
torno para equacoes diferenciais parciais. O método de separagao de variaveis, combinado

com a série de Fourier, é uma das técnicas mais poderosas para resolver EDPs.

5.2.1 Meétodo de Separagao de Variaveis

O método de separagio de variaveis consiste em procurar solugdes da forma:
u(z,t) = X (x)T(t). (5.40)

Substituindo na equacao diferencial parcial, obtemos duas equagoes diferenciais ordi-
narias, uma para X e outra para 7. As condic¢oes de contorno determinam os autovalores

e autofuncgoes do problema.

5.2.2 Equagao do Calor com Condigoes de Dirichlet
Exemplo 5.4 (Equa¢do do Calor em uma Barra Finita). Considere o problema de con-
dugao de calor em uma barra de comprimento L:

QAUpy =y, 0<ax<L, t>0, a’=—, (5.41)

com condigoes:
u(0,t) = 0, u(L,t) =0, t>0,
u(z,0) = f(x), 0<z<L.

(5.42)

Resolugao: Vamos usar o método de separagdo de variaveis. Suponha wu(z,t) =
X(z)T(t).

Substituindo na equacao do calor:
X" (2)T(t) = X(z)T'(¢). (5.43)

Dividindo por o X (z)T'(t):

X'x)  T'(t) _
X)) e P (5.44)
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Como o primeiro membro depende apenas de z e o segundo apenas de ¢, ambos devem
ser iguais a uma constante 3 (0 autovalor).
Obtemos duas EDOs:

X"(z) - BX(z)=0, 0<z<L, (5.45)
T'(t) — BT (t) = 0. (5.46)
As condi¢oes de contorno u(0,t) = u(L,t) = 0 implicam X (0) = X (L) = 0.
Analisamos trés casos:
Caso 1: 3 > 0, digamos 3 = \°.
X (2) = 1™ + ce ™. (5.47)

X0)=0 = c1+c=0 = cs=—c. X(L) =0 = ¢ (e —eM)=0 =
¢; = 0. Portanto, X (x) = 0, solugao trivial.
Caso 2: §=0.
X(z) = 1 + co. (5.48)

X0)=0 = =0 X(L)=0 = L =0 = ¢; = 0. Portanto, X(z) =0,
solucao trivial.
Caso 3: 3 < 0, digamos 3 = —\2.

X(z) = ¢1 cos(Ax) + casen(Ax). (5.49)

X(0)=0 = c1=0. X(L)=0 = cysen(AL) = 0.

Para ndo termos a solu¢do trivial, devemos ter sen(AL) = 0, ou seja:
)\Lzmr:>)\n:%, n=1,23,... (5.50)

Portanto, os autovalores sao:

n*m?
Bn ===~z (5.51)
e as autofuncgoes:

X, (z) = sen (?) . (5.52)

Agora, resolvendo a EDO para T
T'(t) — o?B,T(t) =0 = T'(t) + *\2T(t) = 0. (5.53)

A solugao é:

T.(t) = cpe” Nt = ¢ em Tt (5.54)
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A1 rusaNsa

Portanto, para cada n:

a?n2x2 nmwr
- t
up(z,t) = Bpe” 2 "sen <—L ) )

onde B,, é uma constante.

Pelo principio de superposicao:
> a?n?x? nmwx
u(x,t) = Bne” 7 'sen (—) .
(a,1) ; i

Usando a condigao inicial u(z,0) = f(x):

flz) = iBn sen (n—?) .

Esta ¢ a série de Fourier em senos de f no intervalo (0, L). Portanto:

B, = E/OL f(x)sen (?) dx.

Assim, a solugao é:

n=1

0 L 2,”271,2 e
u(z,t) = Z [Z/O (&) sen <m££> d§] e~ 17 'sen (%

)|

Exemplo 5.5 (Equagao do Calor com Condigoes de Neumann).

(5.55)

(5.56)

(5.57)

(5.58)

(5.59)

Considere uma

barra de comprimento L, cuja superficie total (inclusive seus extremos em x =0 e x = L)

¢ isolada, e tem temperatura inicial f(z). Vamos determinar a temperatura subsequente

desta barra.

O problema de contorno é dado por:
APugy =u;, 0<z <L, t>0,

sujeita a:
u.(0,t) =0, uz(L,t) =0, t>0,

Resolugao: Fazendo u(z,t) = X (z)T(t) e separando as variaveis:

X' T,
X(z)  a?T(¢) '
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Obtemos:
X"(x) + XX (x) =0, (5.63)
T'(t) + a*N*T(t) = 0. (5.64)
A solugao para X é:
X(z) = Acos(Ax) + Bsen(Az). (5.65)

As condigoes de contorno X'(0) = X'(L) = 0 implicam:

X'(z) = —=AAsen(\z) + AB cos(Az). (5.66)

X'(0)=0 = AB=0 = B=0(paraA#0). X'(L) =0 = —AAsen(AL) =0.

Para solugao nao trivial, sen(AL) = 0, logo A, = %%, n=10,1,2,....

Para n = 0: \g =0, Xo(z) = Ap (constante).

Paran > 1:
X, (z) = A, cos (?) . (5.67)
A solugao para T
T, (t) = Cre~ Nt (5.68)
Portanto:
Un(z,t) = Ape” 22 'cos (nfza) , n=0,1,2,... (5.69)
Pelo principio de superposigao:
u(z,t) = 70 + ;Anef 1z ' cos (?) . (5.70)
Usando a condigao inicial u(z,0) = f(z):
f()—@+f:,4 (“F) (5.71)
)= 2 neos (—— ). :

Esta é a série de Fourier em cossenos de f. Portanto:

Ay = % /O " Ha)de, (5.72)

A, = E/OL f(z) cos (?) dx, n>1. (5.73)
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Assim:

2,22

u(z,t) = ;/OL f(z)dx + i [i /OL f(z) cos (n—zx> dm] e~ 17 'cos (nfzx) . (5.74)

5.2.3 Equacao de Laplace

Exemplo 5.6 (Equacdo de Laplace em um Retangulo). Suponhamos uma placa
quadrada com lados de comprimento unitério, com suas faces isoladas e que tenha trés
lados mantidos a temperatura zero, enquanto o quarto lado é mantido & temperatura u;.

Vamos determinar a temperatura estacionaria nessa placa.

Vamos escolher o lado com temperatura u; como sendo aquele em que y = 1. Como
queremos a temperatura estacionaria u, que nao depende do tempo ¢, obtém-se a equagao
de Laplace em duas dimensoes:

Ugg + Uyy = 0. (5.75)

As condigbes de contorno sao:

U(O,y) = u(lay) = u(xa 0) =0,
w(z,1) =uy, |u(z,1)] < M.

(5.76)

Resolugao: Fazemos u(x,y) = X (2)Y (y). Substituindo na equacao de Laplace:
X"(2)Y (y) + X (2)Y"(y) = 0. (5.77)

Dividindo por X ()Y (y):

X'(@) _ Y'(y)

X(o) = Y = -\ (5.78)
Obtemos:
X" (x) + N X (z) =0, 5.79)
Y"(y) — \2Y () = 0. 5.80)
As solucoes séo:
X(z) = Acos(A\x) + Bsen(A\z), (5.81)
Y (y) = C cosh(Ay) + D senh(Ay). (5.82)

143 Cap.5



Cap.5

As condigoes u(0,y) =0 e u(1,y) = 0 implicam:

Para solugao nao trivial, sen(\) = 0, logo A\, = nm, n=1,2,3,....

X(0)=0 = A=0.

X(1) =0 = Bsen(\) =0.

A condi¢ao u(z,0) = 0 implica Y'(0) = 0:

Y (0) = Ccosh(0) + Dsenh(0) = C = 0.

Portanto, Y (y) = D senh(nmy).

Assim:

un(x,y) = By sen(nmx) senh(nmy).

Pelo principio de superposigao:

u(z,y) = Z B, sen(nmx) senh(nmy).

n=1

Usando a condigao u(z,1) = u;:

Esta é a série de Fourier em senos de u; no intervalo (0,1). Portanto:

up = Z By, senh(n) sen(nmzx).

n=1

1
By, senh(nm) = 2/ uy sen(nmz)dx.
0

Calculando a integral:

Portanto:

! cos(nmz) ]!
uy sen(nmz)dr = uy | ———
0 0

nmw
cos(nm 1

nm nm

= Z—;(l — cos(nm)).

2
B, senh(n) = “21(1 — cos(nr)).
nm
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Como 1 — cos(nm) = 0 para n par, e 1 — cos(nm) = 2 para n impar:

0, n par,
B, = P (5.94)

4uq .
nmsenh(nm)’ n impar.

Assim:

4y o= sen((2k — 1)) senh((2k — 1)7y)
_ . 2.95
wzy) = — (2k — 1) senh((2k — 1)7) (5.95)

5.3 Aplicacoes da Transformada de Fourier

A Transformada de Fourier é particularmente ttil para resolver problemas em do-

minios infinitos ou semi-infinitos, onde as séries de Fourier nao sao adequadas.

5.3.1 Equacao do Calor em uma Barra Infinita

Exemplo 5.7 (Equagdo do Calor na Reta). Dada a equagao do calor:
up = kg, x €R, t>0, (5.96)
sujeita a condigao inicial:

1, sez| <1,
u(z,0) = f(x), onde f(zx)= (5.97)
0, se|z|>1.
Vamos encontrar a solu¢do usando a Transformada de Fourier.
Resolugao: Como z percorre o intervalo (—oo, 00), fixando ¢ > 0, aplicamos a Trans-

formada de Fourier com relagédo a x:

Slu(x,t)] e %y (z, t)de = U(E,t). (5.98)

vl

Aplicando a transformada na equagao do calor:

Pela propriedade da transformada da derivada, §[u..] = —k&2U (&, ).

Como Flu;] = % (pela convergéncia uniforme), obtemos:

ou

= = REUED). (5.100)
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Para cada ¢ fixado, esta ¢ uma EDO:

dU
—r TREU =0, (5.101)

A solucgao é:

U(& 1) = C(&)e ™. (5.102)

Para determinar C'(§), usamos a condicao inicial:

U(&,0) = F[1(6). (5.103)

Portanto:

U(Et) = lfI(E)e ™. (5.104)

Aplicando a Transformada Inversa de Fourier:

N S B —ke2t

want) = o= [ eSO s (5.105)
Como F[f](§) = \/%2362‘(5), temos:

L[ e L 25en(8) e

u(z,t) = Nors _Ooe NG e " tdE (5.106)
1 [ 2

= - / ) Ser;(g)e—kﬁ i g (5.107)
= i/oo Seng(ae_k&zt[cos(fx) + isen(éx)]dE. (5.108)

A integral com sen(£x) converge para zero, pois o integrando é impar. Portanto:

u(z,t) = 1 /00 seng(g) cos(Ex)e e (5.109)

™

—0o0

Esta solugdo também pode ser escrita na forma:

_@-y?

Akt (y)dy X (5110)

u(z,t) =

vVarkt

Esta é a solugao fundamental da equagao do calor na reta.

Teorema 5.8 (Solugao da Equagao do Calor). Seja f : R — R uma fungao seccionalmente
continua e limitada. Entao a expressao

_(z—y)” 9)2
1k

u(z,t) = f(y)dy (5.111)

=K
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define uma fungao u(x,t), C* no semiplano t > 0, que satisfaz a equag¢ao do calor

up = kg, Além disso, a condi¢ao inicial u(x,0) = f(x) é satisfeita no segquinte sentido:

lim u(x,t) = flet0)+ flo = 0).

t—0t 2

(5.112)

Em particular, se f é continua, lim; o+ u(z,t) = f(x).

Esbo¢co da Demonstracao. A demonstracdo completa utiliza o fato de que o ntcleo do

calor )
12
K(z,t) = ekt 5.113
(2,1) T (5.113)

¢ uma solugao da equagao do calor e é uma sucessao de nicleos de Dirac quando ¢t — 0%,

O teorema segue entao do teorema sobre niucleos de Dirac. O

Exemplo 5.9 (Transformada Cosseno de Fourier). A temperatura do estado estacionario

de uma chapa semi-infinita é dada por:
Uy + Uy =0, O0<z<m, y>0, (5.114)

com:

w(0,y) =0, wu(my)=e7Y, > 0,
(0,9) (7, y) y (5.115)
Uyly—0 =0, 0<z<m.

Determinemos u(z,y).

Resolucao: O dominio da variavel y e a condigdo estabelecida em y = 0 nos indicam

que é uma boa ideia utilizar a Transformada Cosseno de Fourier:
lute)] = [ ule.v)cos(éo)dy = Ula,6) (5116)
0

Aplicando a transformada na equagdo de Laplace:

Sabemos que Feltz.] = TY e Foluy,] = —€2U — u,(z,0).
Como u,(z,0) = 0, obtemos:
U,
— —&U=0. 0.118
dx? ¢ ( )
A solucao geral é:
U(x,€&) = ¢ cosh(€x) + cosenh(Ex). (5.119)
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Aplicando a transformada nas condi¢oes de contorno:

Fe[u(0,y)] = §[0] = 0, (5.120)
_ 1
Selu(m, y)] = Sele™] = e (5.121)
Portanto: )
U0,§) =0, U(m¢) = e (5.122)
De U(0,&) = 0, temos ¢; = 0.
De U(ﬂ-7§) = 1+1£2:
h(gr) = — = ! 5.123
czsenh(¢m) = 1+&2 s (1+&2)senh(ém) (5.123)
Portanto: h(ex)
senh(&x
U(z,§) = [+ €2) senh(en)’ (5.124)
Aplicando a Transformada Cosseno Inversa:
2 [ senh({x) ‘
ulzy) =2 /0 (1% &) senh(en) " (EV)dE | (5.125)

5.3.2 Equacao da Onda em uma Corda Infinita

Exemplo 5.10 (Equagao da Onda com Transformada de Fourier). Considere a equagao

da onda em uma corda infinita:
Uy = gy, TER, t>0, (5.126)

com condicoes iniciais:
u(z,0) = f(x), wl(z,0)=g(z). (5.127)

Resolucgao: Aplicando a Transformada de Fourier com relacgdo a x:
Slu(z, )] = U(S, 1) (5.128)

A transformada da equagao da:

0?U
-7+ U = 0. (5.129)
A solugao geral desta EDO é:
U(g,t) = A(E) cos(ct) + B(§) sen(cét). (5.130)
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Usando as condicoes iniciais transformadas:

U(&,0) = F[f1(§) = A(8), (5.131)
O (€.0) = §lol(e) = e€BIe). (5.132)

Portanto: .
U(&, t) = S[f](E) cos(ct) + %3[9} (§) sen(ct). (5.133)

Aplicando a Transformada Inversa de Fourier:

/Hd g(s)ds. (5.134)

—ct

(1) = Sf(e — ) + fla+et)] + o

Esta é a formula de d’Alembert para a equacao da onda.

5.3.3 Equagao de Schrodinger

Exemplo 5.11 (Equacao de Schrodinger Livre). A equacdo de Schrodinger livre em uma

dimensao é: 0 R 0%
Resolugao: Aplicando a Transformada de Fourier com relagdo a x:
Sv(z, 1)) = W(E,1). (5.136)
A transformada da equacao da:
L
z‘h%—t = %52\11. (5.137)
Resolvendo: .
W(E 1) = U(E,0)e 2. (5.138)
Portanto:
wot) = —— [ w(e,0)ei et de (5.139)
RGN | |

5.3.4 Aplicacao em Circuitos Elétricos

Exemplo 5.12 (Circuito RLC em Série). Considere um circuito RLC em série com re-

sisténcia R, indutancia L e capacitancia C, sujeito a uma for¢a eletromotriz E(t). A

equagao que descreve a carga ¢(t) no capacitor é:
d*q dg 1

Li — — pr—
+Rdt+0q

s E(t). (5.140)
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Suponha que E(t) = Ej (constante), com condigoes iniciais ¢(0) = 0 e i(0) = ¢/(0) = 0.

Vamos resolver usando a Transformada de Laplace.
Resolucgao: Aplicando a Transformada de Laplace:

d*q dg 1

Usando as propriedades da transformada:

L[s*Q(s) — 5q(0) — ¢'(0)] + R[sQ(s) — q(0)] + % (s) = % (5.142)

Com as condigoes iniciais ¢(0) = 0 e ¢/(0) = 0:

1 E
Ls*Q(s) + RsQ(s) + Q) = ?0 (5.143)
Fatorando Q(s):
1 E
Q(s) <L52 + Rs + C) == (5.144)
s
Portanto:
Q(s) = Fo (5.145)
s (Ls2 + Rs + %)
Fatorando o denominador:
1 R 1
2 _ 2 oL
Ls +Rs—|—c L<s +L8+LC>. (5.146)
Definindo v = £ e wi = ek
E
Q(s) - (5.147)

" Ls(s2 +2as +w3)’

2

Agora, dependendo do valor do discriminante A = a? — w2, temos trés casos:

Caso 1: o? > wi (superamortecido). As raizes sio reais:

s1=—a+/a?—wd, s=-—a—/a?—wi. (5.148)

Decompondo em fragoes parciais:

Qs) == + + (5.149)
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Calculando os coeficientes:

Ey

A= ilLI(I)SQ(S) = Tu? = CEy,
. Ey
B = lim (s - 51)Q(s) = Lor(s1 —53)
C=1li -
= lim(s = )Qs) = 700

Aplicando a transformada inversa:

q(t) = A+ Be®'' + Ce™'.

Caso 2: o? = w (criticamente amortecido). Raiz dupla s = —a
Ey
Q(S) - LS(S‘I*OZ)Q.
Decompondo:
A B C
Qs) = —

Calculando os coeficientes:

. Ey
A= llg(l) sQ(s) = T2 CEy,
E E
T 2 o 0 _ _70
C'= lim (s +0)°Qs) = L(—a) L&’
. d Ey
B=Jlim g5 [t ayQE)] =75

Aplicando a transformada inversa:

q(t) = CEy — CEpe (1 + at).

Caso 3: o? < w? (subamortecido). Raizes complexas conjugadas:

s=—atiwg, wg=1/wi—a?

Decompondo:

Calculando:

151

(5.150)
(5.151)

(5.152)

(5.153)

(5.154)

(5.155)

(5.156)

(5.157)

(5.158)

(5.159)

(5.160)

(5.161)

(5.162)
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Para B e C, temos:

Q(s) = CSEO - CEn; j;r)fi =z (5.163)
Aplicando a transformada inversa:
q(t) = CEy [1 —e (cos(wdt) + wgd sen(wﬂ))] . (5.164)
A corrente é i(t) = ¢'(t):
i(t) = &e*“t sen(wqt). (5.165)

de

Este exemplo mostra como a Transformada de Laplace transforma uma equagao dife-
rencial de segunda ordem em uma equagao algébrica, facilitando a obtenc¢ao da solucao.
A escolha do caso (superamortecido, criticamente amortecido ou subamortecido) depende

dos valores dos parametros do circuito.

5.3.5 Aplicacao em Sistemas de Controle

Exemplo 5.13 (Fungao de Transferéncia). Em sistemas de controle, a Transformada de
Laplace é usada para definir a fungao de transferéncia de um sistema. Considere um

sistema linear invariante no tempo descrito pela equacao diferencial:

d"y Y
Op——F Uy 1—— + -+ agy = b,
g T Ont gy T a0y

dr—1 d™u

— 4 - + bou. 0.166
dpm + + Opu ( )

Aplicando a Transformada de Laplace com condigoes iniciais nulas:
(ans" 4+ ap 18"+ +ag)Y(s) = (bys™ + -+ + bo)U(s). (5.167)
A funcdo de transferéncia é definida como:
Y (s) by s™ + -+ 4 b

Gls) = = . 5.168
(s) U(s)  aps" 4 ap_15" 1+ -+ ag ( )

Para um sistema massa-mola-amortecedor:

dy  dy
— —= = F(t). 1
m + o + ky (t) (5.169)

A funcao de transferéncia é:

(5.170)
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A resposta ao impulso unitario é:
h(t) = L7HG(s)}. (5.171)
Para o caso subamortecido (¢ < 4mk):

1
h(t) = ——e™ t 5.172
(t) = - sen(wat), (5.172)

_ ¢ _ ]k _ (c)?
onde o = 5 e wg =4/-" (2m)

A Transformada de Fourier é particularmente ttil para resolver problemas em dominios

infinitos ou semi-infinitos, onde as séries de Fourier nao sao adequadas.

5.3.6 Processamento de Sinais

Exemplo 5.14 (Filtragem de Sinais). Em processamento de sinais, a Transformada de
Fourier ¢ usada para analisar o conteido de frequéncia de um sinal. Um filtro ideal

passa-baixa tem resposta em frequéncia:

L fw] < we,
Hw) = (5.173)
0, |w|>we.
A resposta ao impulso do filtro é a Transformada Inversa de Fourier:
1 > iwt
h(t) = — H(w)e™" dw (5.174)
21 J_
1 e iwt
=3 e dw (5.175)
_ L e (5.176)
Co2m it ], ‘
1 eiwct _ e*iwct
= 5.177
27 it ( )
ot
_ sen(wet) (5.178)
mt
Portanto, a resposta ao impulso de um filtro passa-baixa ideal é:
We .
h(t) = —sinc(w,t), (5.179)

™

sen x

onde sinc(zr) = 2L,
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Exemplo 5.15 (Filtro Passa-Alta). Um filtro passa-alta ideal tem resposta em frequéncia:

0, |wl<we
H(w) = (5.180)
1, |w|> we.

Sua resposta ao impulso é:

h(t) = o(t) — %sinc(wct), (5.181)

onde 40(t) é a fungdo Delta de Dirac.

Exemplo 5.16 (Pogo de Potencial Infinito). Considere uma particula em um pogo de

potencial infinito de largura L:

0, O<z<lL,
V(z) = (5.182)
oo, z<0oux>L.

A equacao de Schrodinger independente do tempo é:

P&y, V(z)p = Ev. (5.183)

 2m da?
Dentro do pogo (0 <z < L), V(z) =0:

h? d?y
- = [ .184
2m dz? v (5.184)

A solucao geral é:

2mE

(z) = Asen(kx) + Bceos(kx), k= . (5.185)
As condigbes de contorno ¥(0) = (L) = 0 implicam:
¥(0)=B=0, ¢(L)=Asen(kL)=0. (5.186)
Para solugdo néo trivial, sen(kL) =0, logo kL =nm, n=1,2,3,....
Portanto:
ni h2k2 7’L27T2h2
bn=T0, Bp=—=Tl_l 1

As autofuncgbes sao:

Un() = \/Escn (%) : (5.188)

Esta é exatamente uma série de Fourier em senos! A expansao de qualquer fungao de
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onda inicial ¢(z,0) em autofungoes é:

n=1
onde: .
Cp = / P(x,0)y,(z)d. (5.190)
0
A evolugao temporal é:
G, t) =Y cathy(z)e N, (5.191)
n=1

5.3.7 Geofisica: Prospeccao Sismica

Exemplo 5.17 (Anélise de Ondas Sismicas). Em prospeccao sismica, ondas elasticas sao
geradas na superficie e se propagam através do subsolo. A equacdo de onda elastica em

um meio homogéneo é:
Pu s
onde ¢ é a velocidade da onda.

Para uma fonte pontual no instante ¢ = 0 na posicao x = 0, a solu¢ao em 3D é:

w(r ) = ——§ (t - f) , (5.193)

4mcir c

onde r = |x].
Em geofisica, usamos a Transformada de Fourier para analisar o espectro de frequéncia
do sinal recebido. Se s(t) é o sinal registrado no geofone, sua Transformada de Fourier é:
[e.e]

S(w) = / s(t)e ™'dt. (5.194)

O espectro de poténcia ¢ |S(w)|?, e a fungdo de autocorrelagio é:
R(1) = / s(t)s(t + 7)dt. (5.195)

Pelo teorema de Wiener-Khinchin:

R(r) = = / 1S () e dw. (5.196)

T or

—00

A deconvolucao sismica usa a Transformada de Fourier para remover os efeitos da
fonte e da propagacao:

S(w) = F(w)G(w)R(w), (5.197)
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onde F é o espectro da fonte, G é a fungdo de Green do meio, e R é a refletividade do
subsolo.

A refletividade é obtida por:

R(w) = ——2—. (5.198)

5.4 Aplicacoes em Acrtstica
Exemplo 5.18 (Anélise Espectral de Som). Um som puro ¢ uma onda senoidal:
p(t) = Acos(2m fot + ¢). (5.199)
Sua Transformada de Fourier é:

P(w) = g [ewé(w —wp) + e 5w + wo)] - (5.200)

Para um som complexo, como a voz humana:
p(t) =D A, cos(2mnfot + ). (5.201)
n=1

Sua Transformada de Fourier é:

Pw) =Y % [ (w — nw) + €78 (w + nw)] - (5.202)

n=1

O espectro de frequéncia mostra os harmonicos da voz. A filtragem de um sinal de

audio é feita multiplicando a Transformada de Fourier por uma funcao de filtro:
Y(w) = H(w)X (w). (5.203)
Um filtro passa-banda tem:

= o sklse (5.204)
0, caso contréario.

Exemplo 5.19 (Equalizacio de Audio). Um equalizador grifico usa filtros passa-banda

para ajustar o espectro do som. A resposta em frequéncia do equalizador é:

Hw) = XN: GoH(w), (5.205)
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onde Gy, é o ganho do k-ésimo filtro e Hy(w) é sua resposta em frequéncia.

O sinal equalizado é:
y(t) = FH{H W)X (w)}. (5.206)
Em termos da Transformada de Laplace, um filtro de dudio pode ser representado

como: )
Kuwg

H(s)= — 20
(5) s2+%s+w§’

(5.207)

onde @ é o fator de qualidade do filtro.

5.5 Aplicacoes em Teoria dos Potenciais

Exemplo 5.20 (Potencial Eletrostéatico). O potencial eletrostitico ¢(r) em uma regiao

sem cargas satisfaz a equacao de Laplace:
V3¢ = 0. (5.208)

Em coordenadas esféricas, a solugao geral é:

o(r,0,¢) = Z Z (Apnr + B ™Y (0, 6), (5.209)

=0 m=-1

onde Y}, sdo os harmonicos esféricos, que sao as autofungoes do Laplaciano esférico.

A Transformada de Fourier do potencial para uma distribuicao de carga p(r):

5.210
ey / Ir — r’| ( )

Aplicando a Transformada de Fourier em 3D:

§oHK) = —55(eH0). (5.211)
Portanto: ) )0
P ikr 73
o(r) = ) iz ¢ d’k. (5.212)

Exemplo 5.21 (Potencial Gravitacional). O potencial gravitacional ® satisfaz a equagao
de Poisson:
V20 = 47Gp. (5.213)

Aplicando a Transformada de Fourier:

—k*§{D}(k) = 4nGF{p} (k). (5.214)
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Portanto: )
P 3./
o(r) = -G d’r'. 5.215
0)==G [ (5.215)
Para uma distribuicdo de massa esfericamente simétrica:
GM
P(r) = — T,(T), (5.216)

onde M(r) = 4x [ p(r')r"dr.

5.5.1 Sistemas de Controle
Exemplo 5.22 (Controlador PID). Um controlador PID tem fungao de transferéncia:
1
Ge(s) = Ky + Ki— + Kys. (5.217)
5

A funcao de transferéncia de malha fechada é:

Ge(s)Gp(s)
Gul(s) = £ 5218
l(s) 14+ GC(S)GP(S)’ ( )
onde G,(s) é a fungao de transferéncia da planta.
Para um sistema de primeira ordem G,(s) = ?Iil:
K(K,+ K;/s + Kgs)
Ga(s) = e . 5.219
() = T KK, + Kifs + Kao) (5:219)
Multiplicando por s:
K(K K; + Kgs*
Guls) = (Kyps + Ki + Kqs™) (5.220)

(1+ KKy)s*>+ (1+ KK,)s+ KK;

Os polos do sistema em malha fechada determinam a estabilidade e o comportamento

do sistema.

Neste capitulo, vimos diversas aplicagoes das séries de Fourier, da Transformada de
Fourier e da Transformada de Laplace em diferentes areas do conhecimento. Estas téc-
nicas sao fundamentais em diversas areas da ciéncia e engenharia, e a compreensao de
seus fundamentos é essencial para qualquer estudante ou profissional que trabalhe com

fend6menos modelados por equagoes diferenciais parciais ou sistemas lineares.
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ANALISE DE FOURIER E A
TRANSFORMADA DE LAPLACE

Com o intuito de avancar em uma linha de pesquisa voltada para a Matematica pura e
aplicada, visando, em estudos posteriores, a resolucéo de Equagdes Diferenciais Parciais
(EDP), o presente trabalho objetiva um estudo introdutdrio de dois métodos utilizados na
resolucdo destas equacdes, séo eles: a Analise de Fourier e a Transformada de Laplace.
Contudo, ndo demos énfase a resolucéo das EDPs, mas, as propriedades inerentes a Série
e Transformada de Fourier e a Transformada de Laplace. Para tanto € necessaria a
introducéo de certos conceitos matematicos, bem como a justificativa de alguns teoremas.
Porém, para que o texto ndo se tornasse demasiadamente extenso, omitimos parte destas
justificativas, mas desde ja destacamos que indicamos as referéncias onde as mesmas
podem ser encontradas. Nossa proposta central € buscar compreender onde e como estéo
alicercadas tais teorias, em especial as de Fourier, as quais estudamos com maiores
detalhes, tendo em vista que, apesar destas terem muitas aplicagées na Fisica, Engenharia
e diversas outras areas, sao pouco abordadas nos cursos de licenciatura e acreditamos ser
importante que o estudante de Matematica tenha pelo menos um pouco deste conhecimento
para que assim possa ampliar o leque de possibilidades de ingressar nas areas de
pesquisas cientificas. Para melhor entendimento e coesao dos conceitos, dividimos este
trabalho em trés capitulos; no primeiro abordamos alguns conceitos bésicos que séo
utilizados no decorrer do trabalho; no segundo estudamos a Série de Fourier e no terceiro as

Transformadas de Fourier e de Laplace, além de algumas aplicacdes destas.
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