


Eletromagnetismo
Clássico



Presidente da RepúblicaLuis Inácio Lula da Silva
Ministro da EducaçãoCamilo Sobreira de Santana

Secretário de Educação Profissional e TecnológicaMarcelo Bregagnoli
ReitorJosé Arnóbio de Araújo Filho
Pró-Reitor de Pesquisa,Pós-graduação e InovaçãoAvelino Aldo de Lima Neto
Coordenador da Editora IFRNMagda Renata Marques DinizRodrigo Luiz Silva Pessoa

Conselho Editorial
Alba Valéria Saboia Teixeira LopesAlison Pereira BatistaAlana Driziê Gonzatti dos SantosAlbéris Eron Flávio de OliveiraAirton Araújo de Souza JúniorAvelino Aldo de Lima NetoAmilde Martins da FonsecaBruno Balbino Aires da CostaCedrick Cunha Gomes da SilvaCláudia BattestinElisabete Pianco de SousaÊnio Fernandes AmorimFrancinaide de Lima Silva NascimentoJobson Martins da Silva MaranhãoJoicy Suely Galvão da CostaJosé Everaldo Pereira

José Geraldo Bezerra Galvão JúniorJosé Soares Batista LopesJulie ThomasKaline Andreza de França Correia AndradeLeonardo Alcântara AlvesLuciana Maria Araújo RabeloMagda Renata Marques DinizMarilson Donizetti SilvinoPaulo Augusto de Lima FilhoPedro Felipe de Lima HenriquePaula Ivani Medeiros dos SantosRamón Evangelista dos Anjos PaivaRaúl Humberto Veliz ChávezRômulo Magno Oliveira de FreitasTacicleide Dantas VieiraVanilton Pereira da Silva
Revisão linguísticaMaria Regina Soares Azevedo de Andrade
Prefixo editorial: Editora IFRNLinha editorial: Técnico-científicaDisponível para download em:http://memoria.ifrn.edu.br

Coordenação de designHanna Andreza Fernandes Sobral
Projeto gráfico, diagramação e capaTibério Magno de Lima Alves(produzido em Latex)

Contato
Rua Dr. Nilo Bezerra Ramalho, 1692, Tirol, Natal-RN, CEP: 59015-300.Telefones: (84) 4005-0763 l (84) 4005-0863 l E-mail: editora@ifrn.edu.br



Eletromagnetismo
Clássico

Volume II
Magnetostática

Tibério Magno de Lima Alves

2024



Os textos assinados, no que diz respeito tanto à linguagem quanto aoconteúdo, não refletem necessariamente a opinião do Instituto Federalde Educação, Ciência e Tecnologia do Rio Grande do Norte.As opiniões são de responsabilidade exclusiva dos respectivos autores.É permitida a reprodução total ou parcial desde que citada a fonte.

A474e Alves, Tibério Magno de Lima.
Eletromagnetismo clássico : magnetostática / Tibério Magno de 

Lima Alves – .Natal : IFRN, 2024.

201 p. ; il. color.; v.2.

ISBN: 978-85-8333-352-4
Inclui: Referências e índice remissivo

1. Física – Eletromagnetismo. 2. Campo magnético. 3.
Magnetostática - Leis. 4. Magnetização. I. Alves, Tibério Magno de 
Lima. II. Título. 

IFRN/SIBi CDU 537

Divisão de Serviços Técnicos
Catalogação da publicação na fonte elaborada pela Bibliotecária

Marise Lemos Ribeiro – CRB-15/418



Com todo amor, para minha amada mãe, a querida
Dona Edilma. Suas virtudes, cuidados e admoesta-
ções como mãe ecoam como ensinamentos até hoje.





Sumário

Prefácio 11

Lista de figuras 13

Lista de tabelas 21

Parte I Magnetostática no vácuo 23

1 Densidades de corrente elétrica 25
1.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
1.2 Correntes e densidades de correntes . . . . . . . . . . . . . . . . 26
1.3 Equação da continuidade e conservação da carga elétrica . . 31

2 Leis experimentais da magnetostática 33
2.1 A lei de força de Ampère . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
2.2 Lei de força de Lorentz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

2.2.1 Dinâmica da partícula carregada . . . . . . . . . . . . . 40
2.3 Lei de Biot-Savart . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

3 As equações fundamentais da magnetostática 61
3.1 A divergência de ~B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
3.2 A lei de Ampère e o rotacional de ~B . . . . . . . . . . . . . . . . 63
3.3 Analogia com a eletrostática . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

4 Potenciais magnéticos 71
4.1 O potencial vetor magnético . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
4.2 Condições de contorno na magnetostática . . . . . . . . . . . . 89



Sumário 8

4.3 O potencial escalar magnético associado a ~B . . . . . . . . . . 95

5 A expansão multipolar na magnetostática 101
5.1 Monopolo magnético . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102
5.2 Dipolo magnético . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

6 Energia potencial magnetostática e indutância 119

Lista de questões I 137

Parte II Magnetostática na matéria 147

7 Magnetização 149
7.1 Correntes de magnetização . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150
7.2 O campo magnético ~H e densidade de polos magnéticos . . . . . 152
7.3 Meios magnéticos lineares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159
7.4 Condições de contorno . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161

8 Energia em materiais magnéticos 175

Lista de questões II 183

Apêndices 187

A Séries de Taylor 189
A.1 Séries de potências . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 189

B Integrais úteis 191
B.1 Integral I . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191
B.2 Integral II . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 193
B.3 Integral III . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 196
B.4 Integrais dadas para as listas de questões . . . . . . . . . . . . . 198

C Integrais Elípticas 199
C.1 Definições . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 199
C.2 Séries de potências para K(k) e E(k) . . . . . . . . . . . . . . . . 199

Referências bibliográficas 204

Eletromagnetismo Clássico Volume II



Sumário 9

Índice remissivo 205

Eletromagnetismo Clássico Volume II





Prefácio

Neste segundo volume, iremos abordar amagnetostática, tanto no vácuo
como na matéria. A obra está dividida em duas partes, sendo elas:

• Parte I Magnetostática no vácuo: Começamos com as definições de den-
sidades de correntes elétricas, equação da continuidade e conservação
da carga. Em seguida, apresentamos os fundamentos experiementais da
magnetostática (correntes elétricas estacionárias), isto é, as leis de força
de Ampère, Lorentz e Biot-Savart, como uma preparação para o estudo
para o estudo das equações fundamentais. Ainda no estudo da magne-
totática no vácuo, são apresentados os métodos avançados de obtenção
do campo magnético através de potenciais magnéticos escalar e vetorial
e da expansão em multipolos da magnetostática. Por fim, apresentamos
o estudo da energia magnetostática e do conceito de indutância.

• Parte II Magnetostática na matéria: Um estudo do fenômeno da mag-
netização e do campo magnético ~H. Detalhamos o que são correntes
de magnetização, susceptibilidade, permeabilidade magnética e materi-
ais magnéticos lineares, além de abordar também a energia nos materiais
magnéticos. As condições de contorno são recalculadas para interfaces
entre meios magnéticos.

Como no primeiro volume, nos apêndices, são apresentados conteúdos adici-
onais ao texto que auxiliam o leitor nos métodos matemáticos empregados.

Este volume II mantém a mesma ênfase nos pormenores matemáticos
empregadosnovolume I, abordandoemdetalhesproblemasmais avançadosdo
eletromagnetismo, fazendo uso de ferramentas computacionais para exibição
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de gráficos das linhas de campo magnético, com o objetivo de fornecer uma
visualização geométrica precisa dos conceitos que são abordados.

Deixo aqui, mais uma vez, os agradecimentos a todos meus alunos da
licenciatura em Física do IFRN Campus Natal Central e ao corpo docente do
Mestrado Nacional Profissional em Ensino de Física (MNPEF) do IFRN. Por
fim, agradeço à Editora IFRN pela oportunidade e colabaração de toda sua
equipe na publicação deste trabalho.

Natal, abril de 2024
Tibério M. L. Alves1

1Instituto Federal de Educação, Ciência e Tecnologia do Rio Grande do Norte
Campus Natal Central
Endereço: Avenida Senador Salgado Filho, nº 1559, Tirol - Natal-RN
E-mail: tiberio.lima@ifrn.edu.br
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“A investigação experimental pela qual Ampère es-
tabeleceu a lei da ação mecânica entre as correntes
elétricas é uma das conquistas mais brilhantes da
ciência. O todo, teoria e experiência, parece ter
saltado, totalmente amadurecido e forteficado, do
cérebro do Newton da Eletricidade.”

James Clerk Maxwell

I
Magnetostática no vácuo





1
Densidades de corrente elétrica

1.1 Introdução

Podemos introduzir amagnetostática fazendo uma analogia interessante
com a eletrostática. Quando abordamos a eletrostática, o problema fundamen-
tal era encontrar qual o campo elétrico ~E em todas as regiões do espaço devido
a uma distribuição estática de cargas ρ. A conclusão que chegamos foi que o
campo elétrico era governado por duas equações fundamentais, a saber,


∇ · ~E =

ρ

ε0
,

∇× ~E = 0.

(SI)


∇ · ~E = 4πρ,

∇× ~E = 0.
(CGS) (1.1)

Vimos que o fato de o campo elétrico ser irrotacional, implica que ~E = −∇V,
sendo V o potencial elétrico, e que ∇2V = −ρ/ε0, de onde surge a equação
de Laplace e todas as técnicas abordadas para sua solução. É importante notar
que nossa abordagem teve como ponto de partida uma lei experimental que
desse suporte à teoria da eletrostática que foi desenvolvida e aplicada em vários
problemas de interesse da física. A lei à qual estamos nos referindo é a lei de
Coulomb.

Na magnetostática, o problema central se resume em determinarmos o
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campo magnético ~B1, em todas as regiões do espaço, devido a uma densidade
de corrente elétrica estacionária, que iremos definir adiante. Assim como na
eletrostática, nosso ponto de partida também será baseado em comprovações
experimentais. A Lei de força de Ampère, a Lei de Biot-Savart e a lei de força
de Lorentz são as comprovações que precisamos para chegarmos às equações
fundamentais da magnetostática. Antes de apresentarmos estas leis experi-
mentais que governam o campo magnético e força magnética sobre as cargas
se movendo sob ação deste campo, vamos definir o que são correntes elétri-
cas e suas densidades, bem como apresentar sua lei de conservação através da
equação da continuidade, e através dela definir nosso regime de estudo nesta
parte, isto é, a magnetostática no vácuo.

1.2 Correntes e densidades de correntes

A definição clássica de corrente elétrica é simplesmente a quantidade de
carga que flui através de uma área de secção transversal por unidade de tempo.
Sua unidade no sistema internacional é o Ampère, onde

1 A ≡ 1 C/s. (1.2)

No volume I, vimos que a unidade no sistema gaussiano para a carga é o
statcoulomb (stC), ou unidade eletrostática (esu, da sigla para o inglês). Como
a unidade para o tempo é a mesma no SI e no CGS, teremos que a conversão
de valores para intensidade de corrente elétrica entre os sistemas será feita da
seguinte forma:

IG
ISI

=
1√

4πε0
=

2, 998× 109 esu/s
1 A

u 3, 00× 109 stA
1 A

, (1.3)

Sendo 1 esu/s ≡ 1 stA, onde definimos o statampère como uma unidade de
corrente elétrica no sistema CGS. Vale ressaltar novamente algo importante
quando se trata dos sistemas SI e CGS. O ampère é uma unidade fundamental
do sistema internacional, ao passo que, no sistema CGS, não. No sistema CGS,

1Muitas vezes chamado de indução magnética ou até mesmo de densidade de fluxo magnético,
dependendo da escolha que o autor possa fazer. Veremos que, fisicamente, o sistema CGS fornece
uma unificação de unidades para os campos no eletromagnetismo, sendo mais apropriado o uso
do termo campo magnético no nosso contexto.
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1 esu = cm3/2g1/2s−1, portanto,

1 stA ≡ 1 esu/s = cm3/2g1/2s−2, (1.4)

sendo a unidade de corrente elétrica em termos das unidades fundamentais no
sistema CGS.

A definição corrente elétrica a partir de portadores de carga com movi-
mento devido a uma diferença de potencial deve ser a maneira mais comum de
se apresentar este conceito. No entanto, vamos começar apresentando outras
formas de se ter uma corrente elétrica. Imagine uma carga distribuída em um
fio, com densidade linear λ, e este fio se deslocando na mesma direção em que
se encontra este fio com velocidade v. Este movimento gera uma intensidade
de corrente que será

I = λv. (1.5)

Neste contexto, a corrente elétrica é um vetor, que é escrito da seguinte forma:

~I = λ~v. (1.6)

Uma corrente elétrica pode se distribuir também em superfícies e vo-
lumes. A densidade superficial de corrente ~K é a medida da corrente por
unidade de comprimento perpendicular ao fluxo. Em termos diferenciais, uma
quantidade infinitesimal de corrente d~I distribuída numa largura de compri-
mento dl⊥ (perpendicular ao fluxo) define a densidade superficial de corrente
~K da seguinte forma:

~K ≡ d~I
dl⊥

. (1.7)

Uma distribuição superficial de carga σ móvel também define uma densidade
superficial de corrente. Se~v é a velocidadedadistribuiçãode carga, a densidade
superficial de corrente será dada por

~K = σ~v (1.8)

De maneira análoga, uma distribuição volumétrica de corrente ~J é a
medida da corrente por unidade de área transversal ao fluxo, podendo ser
escrita da seguinte maneira:

~J ≡ d~I
da⊥

. (1.9)
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Para umadensidade de cargamóvel comvelocidade~v, a densidade volumétrica
de corrente neste caso é dada por

~J = ρ~v. (1.10)

Exemplo 1.1. Uma corrente I flui por um fio de raio R. (a) Se ela estiver dis-
tribuída uniformemente na superfície, qual a densidade de corrente ~K? (b)
Se ela estiver distribuída de forma que a corrente volumétrica seja inversa-
mente proporcional à distância do eixo, quanto vale ~J? (veja a figura 1.1, a
seguir)

Figura 1.1: Representação vetorial
das densidades superficial (à esquerda)
e volumétrica (à direita) para uma cor-
rente I distribuída na superfície e no
volume de um cilindro de raio R, res-
pectivamente.

z

R

K

dl

z

R

J

da

Solução: (a) Na figura 1.1 temos um
corte seccional de fio de raio R tendo
seu eixoprincipal coincidindo comoeixo
z. Em coordenadas cilíndricas, se a cor-
rente I flui no sentido positivo de z, o
comprimento infinitesimal perpendicu-
lar ao fluxo é dl⊥ = Rdφ. A corrente
total I é dada pela seguinte integral:

I =
ˆ

Kdl⊥. (1.11)

Como K é uniforme, temos que

I = K
ˆ

dl⊥, (1.12)

I = K
ˆ 2π

0
adφ, (1.13)

I = 2πRK, (1.14)

o que conduz a

K =
I

2πR
(1.15)

ou
~K =

I
2πR

ẑ , (1.16)

Parte I. Magnetostática no vácuo Alves, T. M. L.



Capítulo 1. Densidades de corrente elétrica 29

ou seja, a corrente se distribui uniformemente pela circunferência do cilindro.
(b) Para que J seja inversamente proporcional à distância ao eixo, temos que

J =
β

ρ
, (1.17)

sendo β uma constante. A integral para a corrente:

I =
¨

Jda⊥, (1.18)

I =
ˆ 2π

0

ˆ R

0
Jρdρdφ, (1.19)

I =
¨

Jda⊥ = 2πRβ, (1.20)

o que nos dá o valor de β =
I

2πR
. Sendo assim, a densidade volumétrica de

corrente é dada por

J =
I

2πaρ
, (1.21)

ou
~J =

I
2πaρ

ẑ . (1.22)

Exemplo 1.2. Um cilindro maciço de raio R e altura H gira em torno de seu
eixo com uma velocidade angular ~ω. Determine a densidade de corrente
e corrente total (a) se a superfície lateral estiver carregada com distribuição
uniforme σ de carga elétrica, e (b) se o cilindro estiver carregado com uma
densidade volumétrica ρ0 uniforme (veja a figura 1.2, a seguir).

Solução: (a) Na figura 1.2, à esquerda, temos uma superfície cilíndrica de raio
R e altura H com seu eixo principal coincidindo com o eixo cartesiano z. Em
coordenadas cilíndricas, uma posição na superfície será~r = Rρ̂ + zẑ. Sendo
~ω = ωẑ, a velocidade linear na superfície do cilindro será

~v = ~ω×~r, (1.23)

~v = ωẑ× (Rρ̂ + zẑ), (1.24)

~v = ωRφ̂. (1.25)
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Figura 1.2: Representação vetorial da
densidade superficial (à esquerda) e
volumétrica (à direita) para, respecti-
vamente, uma densidade superficial σ

distribuída na superfície e uma densi-
dade volumétrica ρ0 de um cilindro de
raio R girando com velocidade angu-
lar ω.

R

K
Jr v

v

r

R

0

Dessa forma, a densidade superficial de
corrente será

~K = σ~v, (1.26)

~K = σωRφ̂. (1.27)

O comprimento infinitesimal perpendi-
cular ao fluxo da corrente é dl⊥ = dz.
Sendo assim, a corrente total que fui atra-
vés da altura H do cilindro será

I =
ˆ H

0
Kdl⊥, (1.28)

I = KH, (1.29)

I = σωRH . (1.30)

(b) Na figura 1.2, à direita, temos o caso do cilindro com densidade volumétrica
ρ0. Neste caso, o raio será variável, de tal forma que uma posição no interior
do cilindro será~r = ρρ̂ + zẑ. Dessa forma, a velocidade linear para um ponto
no cilindro será

~v = ~ω×~r, (1.31)

~v = ωẑ× (ρρ̂ + zẑ), (1.32)

~v = ωρφ̂. (1.33)

Sendo assim, a densidade volumétrica de corrente será

~J = ρ0~v, (1.34)

~J = ρ0ωρφ̂. (1.35)

A área infinitesimal perpendicular ao fluxo da corrente é da⊥ = dρdz. Sendo
assim, a corrente total que flui através da secção retangular de raio R e altura
H do cilindro será

I =
¨

Jda⊥, (1.36)
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I =
ˆ H

0

ˆ R

0
ρ0ωρdρdz, (1.37)

I = ρ0ω

ˆ R

0
ρdρ

ˆ H

0
dz, (1.38)

I =
ρ0ωHR2

2
. (1.39)

1.3 Equação da continuidade e conservação da
carga elétrica

Antesdedesenvolvermosumaabordagemquepossadeterminaro campo
magnético gerado por correntes, vamos obter uma equação que governe o fluxo
de corrente no espaço e obedeça ao princípio da conservação da carga elétrica.
A quantidade de corrente I que flui através de uma superfície S é calculada
pela seguinte integral:

I =
¨
S
~J · n̂da, (1.40)

Figura 1.3: Representação vetorial da
densidade de corrente volumétirca ~J,
um volume V fechado por uma superfí-
cie S . O fluxo de~J sobre a superfície S
representa o transporte de carga elé-
trica, por unidade, através da superfí-
cie.

y

z

x

dan^

J

J

sendo~J a densidade volumétrica de cor-
rente. Por outro lado, a quantidade de
carga que flui, por unidade tempo (cor-
rente) do volume V encerrado por S (fi-
gura 1.3), é dada pela seguinte derivada
temporal:

dQ
dt

= − d
dt

˚
V

ρdτ. (1.41)

Aplicando o teorema da divergência de
Gauss na equação 1.40 e combinando
com a equação 1.41, temos:

¨
S
~J · n̂da =

˚
V
∇ ·~Jdτ, (1.42)

¨
S
~J · n̂da = − d

dt

˚
V

ρdτ, (1.43)
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˚
V
∇ ·~Jdτ =

˚
V
−∂ρ

∂t
dτ, (1.44)

∇ ·~J + ∂ρ

∂t
= 0 . (1.45)

Esta última equação é chamada de equação da continuidade e expressa que a
taxa de variação explícita com o tempo de uma densidade volumétrica de carga
ρ é igual ao oposto da divergência da densidade volumétrica de corrente. Em
outras palavras, esta equação expressa a conservação de carga pontualmente.
Ou seja, a variação temporal da densidade volumétrica de corrente em um
ponto deve ser igual ao oposto do fluxo de corrente por unidade de volume
neste ponto, isto é, a divergência de~J.

Existe um tipo de corrente elétrica que, apesar de constituir cargas em
movimento, a densidade de carga ρ não depende explicitamente do tempo.
Como exemplos, leve em conta a superfície cilindrica ou o volume cilíndrico
apresentado anteriormente. As cargas não se acumulam em ponto nenhum,
ou seja, a densidade de carga não muda com o tempo em ponto algum. Desta

forma, para esses tipos de correntes, temos que ∂ρ

∂t
= 0, e a chamamos de

correntes estacionárias. Usando a equação da continuidade, podemos então
afirmar que, no regime estacionário,

∇ ·~J = 0. (1.46)

Podemos então dizer que na eletrostática temos que ~J = 0, ou seja, cargas
em repouso. Neste caso, os campos elétricos gerados são eletrostáticos, isto
é, não variam com o tempo, e obedecem às leis e equações fundamentais que
já estudamos. Para correntes estacionárias, ou seja, ∇ ·~J = 0, temos campos
magnéticos constantes, definindo então o regime da magnetostática.
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2
Leis experimentais da
magnetostática

2.1 A lei de força de Ampère

O trabalho experimental e teórico feito por André-Marie Ampère cons-
titui um parcela considerável do conhecimento que foi construído na teoria do
eletromagnetismo clássico. Iremos abordar mais sobre suas diversas contri-
buições em textos posteriores. Por enquanto, vamos apresentar aqui um dos
experimentos mais importantes para a compreensão da força magnética sobre
correntes elétricas percorridas por fios finos paralelos. O experimento ficou co-
nhecido como a balança de Ampère, sendo apresentado no ano de 1820, para
Academia de Ciências de Paris, e se propunha a medir a força de interação
magnética entre dois segmentos de fio de comprimento l, percorridos por cor-
rentes elétricas de intensidade I1 e I2, separados por uma distância d, como
ilustra a figura 2.1, a seguir.
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Figura 2.1: Representação es-
quemática dos segmentos de
fios na balança de Ampère.
À esquerda, temos as corren-
tesnomesmo sentido, gerando
uma força magnética de atra-
ção. À direita, temos as cor-
rentes em sentidosopostos, ge-
rando uma força magnética
de repulsão entre os segmen-
tos de fios. As intensidades de
correntes são I1 e I2, os fios
são paralelos com separação
d, e ~Fm é a força magnética en-
tre os fios.

I1 I2 I1 I2

d d

Fm Fm

l

A experiência mostra, de forma aproxi-
mativa com l � d, ou seja, comfiosmuito longos
comparados à distância de separação, que a in-
tensidade força magnética por unidade de com-
primento, digamos Fm/l, é diretamente propor-
cional ao produto das intensidades de corrente
elétrica e inversamente proporcional à distância
de separação entre os fios. Podemos escrever,
então, que

Fm

l
= 2km

I1 I2

d
. (2.1)

O fator 2 foi colocado somente por conveniên-
cia (veremos mais adiante) e km é a chamada
constante de força magnética, que depende, a
princípio, do meio e das unidades consideradas
nas medidas. Se considerarmos o vácuo, temos
novamente uma situação similar à apresentada
no estudo da lei de Coumlomb. Uma intensi-
dade de corrente I1 = I2 = 1 A, separada de
d = 1 m, não reproduz uma força por unidade
de comprimento igual a 1 N/m. No vácuo, o va-
lor encontrado pela experimentação neste caso
será de, aproximadamente, 2× 10−7 N/m. Com

isso, concluímos que nossa constante de proporcionalidade será

km = 1× 10−7 N/A2. (2.2)

É comum definir esta constante km em termos da permeabilidade magnética
do vácuo µ0, isto é,

km ≡
µ0

4π
, (2.3)

com
µ0 = 4π × 10−7 N/A2. (2.4)

O fator 4π surge na integral de uma superfície esférica de raio unitário.
Vamos analisar o que acontece se convertermos a unidade da corrente

elétrica de Ampère para statAmpère, usando a equação de relação 1.3, algo
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similar ao que fizemos com a carga elétrica na lei de Coulomb. Com efeito,

Fm

l
= 2km

√
4πε0 I1

√
4πε0 I2

d
, (2.5)

Fm

l
= 2

km

ke

I1 I2

d
, (2.6)

sendo
km

ke
=

µ0

4π
4πε0 = µ0ε0. (2.7)

Apesar de parecer prematuro, é oportuno aqui antecipar que essas constantes
fundamentais que descrevem os fenômenos elétricos e magnéticos no vácuo,
isto é, ε0 eµ0, estão intimamente ligadas, e essa ligação se torna evidente quando
encontramos uma equação de onda eletromagnética para os campos ~E e ~B,
como veremos no estudo da eletrodinâmica, e mostraremos que a propagação
desta referida onda se dá, no vácuo, a uma velocidade c expressa por

c =
1

√
µ0ε0

. (SI) (2.8)

Se procedermos com a substituição dos valores de experimentais para essas
constantes (no SI), encontraremos que

c = 2, 99792456× 108 m/s. (SI) (2.9)

O exposto acima também permite escrever que, combinando as equações 2.7 e
2.8,

km

ke
=

1
c2 . (2.10)

Agora fica claro o porquê de colocarmos um fator 2 na lei de força de Ampère,
do contrário teríamos um fator adicional nesta última equação.

Demonstramos a validade da equação 2.10 para o SI, mas mostraremos
sua generalidade mais adiante. Este resultado indica que uma escolha de uni-
dades, mediante uma escolha de constante de força, seja elétrica ou magnética,
determina automaticamente o padrão para outra constante através da veloci-
dade da luz no vácuo, independentemente do sistema de unidades escolhido.
Esta interdependência está ligada diretamente às definições da carga elétrica,
para lei de força deCoulomb, e para corrente elétrica, na lei de força deAmpère.
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Como as definições carga e corrente estão interligadas, inevitavelmente ke e km

também estarão. Por exemplo, no SI,
ke ≡

1
4πε0

,

km ≡
µ0

4π
.

(SI) (2.11)

ao passo que, no CGS, 
ke ≡ 1,

km ≡
1
c2 .

(CGS) (2.12)

A lei de força de Ampère, no sistema CGS, ficaria então escrita da se-
guinte forma:

Fm

l
=

2
c2

I1 I2

d
. (CGS) (2.13)

2.2 Lei de força de Lorentz

Uma outra lei do eletromagnetismo que se baseia em evidências expe-
rimentais é a chamada lei de força de Lorentz, que descreve como o campo
magnético exerce força sobre cargas elétricas em movimento. A lei de força de
Lorentz, no SI, possui a seguinte expressão:

~F = q(~E +~v× ~B) , (SI) (2.14)

sendo q o valor da carga elétrica da partícula, ~v sua velocidade, ~B e ~E sendo,
respectivamente, o campomagnético e o campo elétrico atuantes sobre a carga.
Uma simples análise dimensional na partemagnética da força de Lorentz revela

que o campo magnético, no SI, terá unidades de N · s
C ·m , ou, usando a definição

do Ampère, N
A ·m . Esta unidade recebeu o nome de Tesla, em homenagem ao

físico Nikola Tesla, e é definida da seguinte forma:

1 T ≡ 1
N

A ·m. (2.15)

Ao apresentar inicialmente a força de Lorentz, não fizemos uma defi-
nição apropriada do campo magnético ~B. Vamos construir o conceito deste
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campo de forma gradual, visto que ele não é tão simples de definir como o
campo eletrostático, como fizemos no contexto da lei de Coulomb. Vamos de-
finir inicialmente a intensidade de campo magnético a partir da lei de força de
Ampère como sendo uma quantidade proporcional à razão da força por com-
primento que atua em um segmento do fio pela intensidade corrente que passa
por este fio. Para entender melhor, considere primeiro que um elemento de
carga dq = λdl se desloca no fio a uma velocidade ~v. A intensidade da força
magnética dFm experimentada para este elemento, para um campo magnético
~B perpendicular ao fio, será

dFm = dqvB, (2.16)

dFm = λvBdl, (2.17)

de tal forma que, usando λv = I, a força magnética por comprimento e por
intensidade de corrente será

B =
1
I

dFm

dl
. (2.18)

No contextoda lei de força deAmpère para umamesma intensidadede corrente
I nos dois segmentos de fios, a intensidade de campo magnético, no sistema
internacional, será definida por

B ≡ 1
I

Fm

l
= 2kmα

I
d

. (2.19)

O fator α serve para adequarmos a nossa conveniência para escolher um sistema
de unidades, de tal forma que, para o SI,

BSI = 2kmαSI
ISI
d

, (2.20)

e para o CGS,

BG =
2αG
c2

IG
d

, (2.21)

onde os índices SI referem-se aos valores no sistema SI e os índices G referem-se
aos valores no sistema CGS. Dividindo os valores das intensidades do campo
magnético nos diferentes sistemas, temos

BSI
BG

= kmc2 αSI
αG

ISI
IG

, (2.22)
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e usando as equações 2.3 e 1.3,

BSI
BG

= c2 µ0

4π

√
4πε0

αSI
αG

, (2.23)

e agora usando 2.10 (ε0 = 1/µ0c2)

BSI
BG

= c2 µ0

4π

√
4π

1
µ0c2

αSI
αG

, (2.24)

BSI
BG

= c
αSI
αG

√
µ0

4π
. (2.25)

Temos agora algumas escolhas para fazer sobre os coeficientes αG αSI . Se
quisermos que a conversão entre as intensidades dos campos dependa somente

de
√

µ0

4π
, teremos que

αSI
αG

=
1
c

. (2.26)

Dessa forma, a conversão entre campos magnéticos será feita através de

BSI
BG

=

√
µ0

4π
. (2.27)

A escolha de αSI e αG dependerá diretamente da escolha que faremos para a lei
de Faraday, como veremos em textos futuros. No momento, vamos apresentar
uma escolha conveniente fazendo αSI = 1 e, consequentemente, αG = c. Isto
conduz ao resultado já conhecido para intensidade do campomagnético gerado
por um fio longo no vácuo, no contexto da lei de força de Ampère, sendo no SI

B =
µ0

2π

I
d

, (2.28)

e no CGS,
B =

2
c

I
d

. (2.29)

Usando a relação 2.27, e as relações qSI =
√

4πε0qG e ESI = EG/
√

4πε0, a lei
de força de Lorentz ficará, no CGS, da seguinte maneira:

~F = qSI~ESI + qSI~v× ~BSI , (2.30)

~F =
√

4πε0qG
~EG√
4πε0

+
√

4πε0qG~v× ~BG

√
µ0

4π
, (2.31)
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~F = qG~EG +
√

ε0µ0qG~v× ~BG, (2.32)

~F = q~E +
q
c
~v× ~B . (CGS) (2.33)

A análise dimensional desta expressão indica algomuito útil no sistemaCGSde
unidades. Note que na expressão para força magnética, a razão v/c é adimen-
sional, ficando a força magnética com unidades de qB, totalmente equivalente
à parte elétrica da força, com unidades de qE, indicando que, no CGS, o campo
elétrico ~E e o campo magnético ~B possuem a mesma unidade de campo, ou
seja, o Gauss (G). Vamos fazer um exemplo para encontrarmos o equivalente
Gaussiano para a unidade Tesla no SI.

Exemplo 2.1. Usando uma carga pontual q = 1 A, movendo-se com uma
velocidade v = 1 m/s, sujeita a um campomagnético perpendicular à veloci-
dade de intensidade B = 1 T, encontre a intensidade deste campo magnético
para no sistema CGS.

Solução: No SI, a intensidade da força magnética será

Fm = qvB, (2.34)

1 N = 1 C · m
s
· BSI , (2.35)

sendo BSI = 1 T. Para encontrar BG, ou seja, a intensidade deste campo no CGS
equivalente a BSI = 1 T, devemos rescrever esta última equação no CGS, de tal
forma que

Fm =
q
c

vB, (2.36)

105 dina =
3× 109 esu

3× 1010 cm/s
· 102cm

s
· BG, (2.37)

105 dina = 10 esu · BG, (2.38)

BG = 104 dina/esu. (2.39)

Recordando que a unidade 1 dina/esu ≡ 1 G, teremos que

1 T = 104 G . (2.40)
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2.2.1 Dinâmica da partícula carregada

Vamos agora estudar a dinâmica de uma partícula carregada q se mo-
vendo em uma campo magnético ~B. Nesta primeira abordagem, não iremos
levar em consideração os efeitos relativísticos, ou seja, v � c, e também não
iremos abordar os efeitos de indução eletromagnética, ficando para um outro
momento. Neste momento, iremos estudar uma situação mais simplificada
para termos um entendimento inicial, sendo ainda vantajoso, para compre-
ensão da dinâmica de partículas sob ação da força de Lorentz. Trata-se do
movimento de uma partícula carregada sujeita à ação de um campo magnético
uniforme.

Exemplo 2.2. Determine a trajetória de uma carga pontual de valor positivo
q sujeita a um campo magnético uniforme ~B = B0ẑ (B0 > 0) partindo de
uma posição inicial~r(0) = x0 x̂ e com velocidade inicial definida por ~v(0) =
v0yŷ + v0z ẑ (v0y > 0). Veja a figura 2.2, a seguir.

Figura 2.2: Representação geomé-
trica de uma carga pontual de va-
lor positivo q sujeita a um campo
magnéticouniforme~B = B0 ẑ (B0 >

0) partindo de uma posição inicial
~r(0) = x0 x̂ e com velocidade ini-
cial definida por ~v(0) = v0y ŷ +

v0z ẑ (v0y > 0).

0r
x

z

y
0v

0xv
0yv

Solução: A equação da dinâmica de New-
ton para o problema é:

m~̈r = q~v× ~B, (2.41)

m~̈r = q~̇r× ~B, (2.42)

mẍx̂ + mÿŷ + mz̈ẑ = q(ẋx̂ + ẏŷ + żẑ)× B0ẑ,
(2.43)

mẍx̂ + mÿŷ + mz̈ẑ = qB0ẏx̂− qB0 ẋŷ. (2.44)

Esta última equação gera o seguinte sistema
de equações diferenciais:

ẍ =
qB0

m
ẏ

ÿ =
−qB0

m
ẋ

z̈ =0

. (2.45)
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A equação para coordenada z é simples de resolver, bastando integrar duas
vezes, o que conduz à solução

z(t) = at + b, (2.46)

isto é, o movimento na coordenada z é uniforme.
Para encontrarmos x(t) e y(t), vamos usar uma função solução auxiliar

que possa ser escrita como se segue:

ξ(t) ≡ x(t) + iy(t). (2.47)

Multiplicando a segunda equação do sistema 2.45 pela unidade imaginária i e
somando com a primeira, temos a seguinte equação:

ẍ + iÿ =
qB0

m
ẏ− i

qB0

m
ẋ, (2.48)

ẍ + iÿ + i
qB0

m
(ẋ + iẏ) = 0. (2.49)

Usando agora a identidade 2.47, temos:

ξ̈ + iωξ̇ = 0, (2.50)

sendo ω =
qB0

m
. A solução desta última equação é simples de ser obtida através

da seguinte equação característica:

λ(λ + iω) = 0, (2.51)

com soluções λ1 = 0 e λ2 = −iω. Portanto, a solução para ξ(t) é dada por

ξ(t) = A + Be−iωt. (2.52)

Por estarmos trabalhando no campodos complexos para função ξ, seria umerro
assumir que as constantes A e B são reais. Vamos assumir que são números
complexos que, de forma conveniente, são dados por A = Ax + iAy e B =

Re−iφ, com R e −φ sendo o módulo e o argumento de B, respectivamente.
Dessa maneira, nossa solução para ξ fica

ξ(t) = Ax + iAy + Re−i(ωt+φ), (2.53)

ξ(t) = Ax + R cos(ωt + φ) + i[Ay − R sin(ωt + φ)], (2.54)
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de onde concluímos que as soluções x(t) e y(t) para dinâmica da partícula em
questão são

x(t) = Ax + R cos(ωt + φ) (2.55)

e
y(t) = Ay − R sin(ωt + φ). (2.56)

Perceba que estas equações obedecem a uma equação geral de uma circunfe-
rência no plano x-y com raio R e centro em (Ax, Ay), ou seja,

(x− Ax)
2 +

(
y− Ay

)2
= R2. (2.57)

Como a solução para componente z da posição da partícula descreve ummovi-
mento uniforme, concluímos que a trajetória da partícula carregada no campo
magnético uniforme é uma helicoide.

Aplicando agora as condições inicias temos

x(0) = Ax + R cos(φ) = x0, (2.58)

y(0) = Ay − R sin(φ) = 0, (2.59)

z(0) = b = 0, (2.60)

ẋ(0) = −ωR sin(φ) = 0, (2.61)

ẏ(0) = −ωR cos(φ) = v0y, (2.62)

ż(0) = a = v0z. (2.63)

A solução para z(t) é simplesmente z(t) = v0zt (movimento uniforme). A
equação 2.61 indica que sin φ = 0 o conduz à condição φ = nπ com n sendo
inteiro. Já a equação 2.62 indica que cos φ = −1, uma vez que R > 0 e v0y > 0.
Portanto, temos:

Ax = x0 + R (2.64)

e
Ay = 0. (2.65)
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Nossa solução para trajetória da partícula de carga q > 0 no campo magnético
uniforme informado é

~r(t) = x0 + R(1− cos ωt) x̂ + R sin ωt ŷ + v0zt ẑ . (2.66)

Para melhor visualização desta trajetória, um gráfico com estas equações para-
métricas foi gerado e apresentado na figura 2.3.

Figura 2.3: Helicoide descrita pela
partícula carregada se movendo em
campo magnético uniforme.

x

y

z

~r

R

x0

Umaconstatação interessantepara
a força magnética é que a mesma nunca
realiza trabalho. Considere a velocidade
da partícula a partir da equação da traje-
tória em 2.66, ou seja,

~v = ~̇r = ωR sin ωt x̂+ωR cos ωt ŷ+ v0z ẑ.
(2.67)

Calculando seumódulo ao quadrado, te-
mos

v2 = ω2R2 + v2
0z, (2.68)

o que indica que a energia cinética per-
manece constante. Como o teorema
trabalho-energia cinética assegura que a
variação da energia cinética é igual ao
trabalho realizado pela força resultante,
concluímos que a força magnética não
realiza trabalho. Apesar de a nossa de-
dução ser específica para o movimento
de uma carga sob ação de um campo magnético uniforme, este resultado é
geral.

2.3 Lei de Biot-Savart

Continuando com a nossa necessidade de embasar nosso estudo em
comprovações experimentais, vamos apresentar agora a Lei de Biot-Savart.
Em 1820, Hans Christian Oersted demonstrou que agulhas de bússola intera-
gem com fios condutores percorridos por corrente elétrica. O torque, experi-
mentado pela agulha da bússola que gira no experimento de Oersted, é mais
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uma evidência de um campo magnético como o agente causador do efeito. No
mesmo ano de 1820, Jean-Baptiste Biot e Félix Savart apresentaram um trabalho
experimental à Academia Francesa de Ciências, em que fizeram a associação
entre o período de oscilação de agulhas magnéticas sujeitas ao campo mag-
nético ~B à força magnética que atua nas agulhas de bússolas, proveniente do
campomagnético gerado por fios condutores percorridos por corrente elétrica.

Figura 2.4: Representação geomé-
trica dos vetores de interesse para
cálculo do campo magnético ~B em
uma posição ~r devido a uma li-
nha de corrente elétrica de inten-
sidade I.

r
C

ʹ
r

dĺ
I

x

y

z

Em um segundo experimento, as
constatações permitiram descrever o campo
magnético gerado por um fio percorrido por
uma corrente elétrica. Transcrevendo os re-
sultados de Biot-Savart para uma notação
mais moderna em termos de cálculo veto-
rial, dado um fio C percorrido por um cor-
rente elétrica de intensidade I especificada, o
campo magnético numa posição~r arbitrária
no espaço será calculado através da seguinte
integral de linha (sistema internacional):

~B(~r) =
µ0

4π

ˆ
C

~I × r̂
r 2 dr′ , (2.69)

sendo dr′ um elemento de comprimento do
fio, posicionado em~r′ (veja a figura 2.4). Para
distribuições superficiais e volumétricas de
corrente elétrica, vamos fazer as correspon-

dências~Idr′ → ~Kda′ e~Idr′ → ~Jdτ′, de tal maneira que, respectivamente,

~B(~r) =
µ0

4π

¨
S

~K(~r′)× r̂
r 2 da′ , (2.70)

~B(~r) =
µ0

4π

˚
V

~J(~r′)× r̂
r 2 dτ′ . (2.71)

No sistema CGS, teremos

~BSI(~r) =
µ0

4π

ˆ
C

~ISI × r̂
r 2 dr′, (2.72)

√
µ0

4π
~BG(~r) =

µ0
√

4πε0

4π

ˆ
C

~IG × r̂
r 2 dr′, (2.73)
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~BG(~r) =

√
4π

µ0

µ0
√

4πε0

4π

ˆ
C

~IG × r̂
r 2 dr′ =

√
µ0ε0

ˆ
C

~IG × r̂
r 2 dr′, (2.74)

~BG(~r) =
1
c

ˆ
C

~IG × r̂
r 2 dr′, (2.75)

de tal maneira que a a lei de Biot-Savart no sistema Gaussiano será

~B(~r) =
1
c

ˆ
C

~I × r̂
r 2 dr′ . (2.76)

Para os casos com densidades superficiais e volumétricas de corrente, o fator
1/c surge da mesma forma.

Exemplo 2.3. Seja umfiofinode comprimento L sobre o eixo z, compreendido
entre −L/2 ≤ z ≤ L/2, percorrido por uma corrente de intensidade I, como
indica a figura 2.5. Considere agora, um ponto P localizado em uma posição
arbitrária (ρ,z). Os ângulos α1 e α2 são os ângulos limites para o fio.

Figura 2.5: Fio finito de
comprimento L percorrido por
corrente de intensidade I e
os vetores de interesse para o
cálculo do campo magnético
via lei de Biot-Savart.
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Considerando os versores ρ̂, φ̂ e ẑ em coordena-
das cilíndricas ρ e z, determine o campo magné-
tico ~B no ponto P através da lei de Biot-Savart.
As relações trigonométricas importantes são

sin α1 =
z− L/2√

ρ2 + (z− L/2)2
, (2.77)

sin α2 =
z + L/2√

ρ2 + (z + L/2)2
, (2.78)

cos α1 =
ρ√

ρ2 + (z− L/2)2
, (2.79)

cos α2 =
ρ√

ρ2 + (z + L/2)2
. (2.80)

Solução: Escolhendo as coordenadas cilíndri-
cas (ρ, φ, z), a posição do elemento infinitesimal
de corrente d~r′ = dz′ ẑ é~r′ = z′ ẑ. A posição em
que iremos determinar o campomagnético é~r =
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ρρ̂+ zẑ. Desta forma,~r =~r−~r′ = ρρ̂+(z− z′)ẑ,
com r =

√
ρ2 + (z− z′)2. Aplicando na lei de Biot-Savart, temos:

~B(~r) =
µ0 I
4π

ˆ ~dr′ ×~r
r 3 =

µ0 I
4π

ˆ L/2

−L/2

dz′ ẑ× [ρρ̂ + (z− z′)ẑ]

[ρ2 + (z− z′)2]
3/2 , (2.81)

~B(~r) =
µ0 I
4π

ˆ L/2

−L/2

ρdz′φ̂

[ρ2 + (z− z′)2]
3/2 , (2.82)

onde podemos aplicar a substituição trigonométrica z− z′ = ρ tan α, ou seja,

~B(~r) =
µ0 I
4πρ

ˆ α1

α2

− sec2 αdα

sec3 α
φ̂ =

µ0 I
4πρ

ˆ α1

α2

− cos αdαφ̂, (2.83)

~B(~r) =
µ0 I
4πρ

(sin α2 − sin α1)φ̂ , (2.84)

ou, em termos das coordenadas cilíndricas,

~B(~r) =
µ0 I
4πρ

[
z + L/2√

ρ2 + (z + L/2)2
− z− L/2√

ρ2 + (z− L/2)2

]
φ̂ . (2.85)

Figura 2.6: Gráficos para os campos magnético
gerado por um fio muito longo (L→ ∞) e um fio
finito (L = 0, 1 m), no plano x− y(z = 0), ambos
percorridos por uma corrente elétrica de 1 A.
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Caso o fio seja infinito, os ângu-
los extremos serão α1 = −π/2
e α2 = π/2, o que conduz ao
campomagnético geradoporum
fio muito longo percorrido por
uma corrente elétrica I, dado por

~B(~r) =
µ0 I
2πρ

φ̂ . (2.86)

Perceba que a direção φ̂ indica
que este campo magnético terá
uma configuração de linhas de
campo circulares com centro no
fio.
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Exemplo 2.4. Determine, no sistema internacional, o campo magnético ge-
rado por uma espira circular de raio R em um ponto acima de seu centro a
uma distância z, no eixo de simetria, quando percorrida por uma intensidade
de corrente I (veja a figura 2.7). Calcule, especificamente, a intensidade do
campo no centro da espira. Quanto vale essa intensidade se a corrente elé-
trica para I = 2 A e R = 0, 05 m? Compare com a intensidade mínima do
campo magnético gerado pela terra na sua superfície BT = 2, 5× 10−5 T, e
determine também quanto vale esse campo em unidades Gaussianas.

Figura 2.7: Espira circular per-
corrida por corrente elétrica e ve-
tores de interesse para o cálculo
do campo magnético.
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Solução: Usando ~I = Iφ̂ e escolhendo as
coordenadas cilíndricas (ρ, φ, z), a posição
do elemento infinitesimal de comprimento
dr′ = Rdφ′ é ~r′ = Rρ̂. A posição em
que iremos determinar o campomagnético é
~r = zẑ. Desta forma, o vetor separação será
~r = ~r −~r′ = zẑ− Rρ̂. Aplicando na lei de
Biot-Savart, temos:

~B(z) =
µ0

4π

ˆ
C

~I × r̂
r 2 dr′, (2.87)

~B(z) =
µ0 I
4π

ˆ
C

φ̂×~r
r 3 dr′, (2.88)

~B(z) =
µ0 I
4π

ˆ 2π

0

Rdφ′φ̂× (zẑ− aρ̂)

(R2 + z2)
3/2 , (2.89)

~B(z) =
µ0 I
4π

R

(R2 + z2)
3/2

ˆ 2π

0
dφ′(zρ̂ + Rẑ). (2.90)

A integral nadireção ρ̂ = cos φ′ x̂+ sin φ′ŷ énulapois
´ 2π

0 cos φ′dφ′ =
´ 2π

0 sin φ′dφ′ =

0, sobrando somente a componente z para o campo magnético, ou seja,

~B(z) =
µ0 I
4π

R2

(R2 + z2)
3/2

ˆ 2π

0
dφ′ ẑ, (2.91)

~B(z) =
µ0 I
2

R2

(R2 + z2)
3/2 ẑ . (2.92)
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Figura 2.8: Gráficos do campo magné-
tico ao longo do eixo da espira para
diferentes valores de R, no vácuo, com
I = 2 A.
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Para o campo magnético no centro da
espira, temos z = 0, o que conduz ao
seguinte resultado:

~B(0) =
µ0 I
2R

ẑ . (2.93)

Usando I = 2 A e R = 0, 05 m, teremos
a intensidade do campo no centro da es-
pira

B(0) =
4π · 10−7

2
2

0, 05
N
A2 ·

A
m

(2.94)

B(0) = 2, 513× 10−5 T. (2.95)

Comparando com a intensidade do
campo magnético terrestre, teremos

B(0)
BT

=
2, 513× 10−5

2, 5× 10−5 u 1, 0. (2.96)

Isto quer dizer que esta espira gera um
campo magnético no seu centro de in-
tensidade equivalente à intensidade mí-
nima do campo magnético terrestre. No
CGS, este campo tem intensidades em
Gauss calculada simplesmente multipli-
cando seu valor por 104, como já mostra-
mos anteriormente. Com efeito,

B(0) = 0, 2513 G. (2.97)
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Exemplo 2.5. Considere um disco isolante fino de raio R e com densidade
carga uniforme σ, girante em torno do eixo principal de simetria com veloci-
dade ~ω. (veja a figura 2.9).

(a) Calcule o campo magnético no eixo de rotação do disco a uma distância
z do seu centro.

(b) Calcule o campo magnético no centro do disco.

Figura 2.9: Disco fino unifor-
memente carregado girando em
torno do seu eixo e os vetores de
interesse para cálculo do campo
magnético.
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Solução: Em coordenadas cilíndricas (ρ, φ, z):

• ~ω = ωẑ , ~K = σ~ω×~r′.

• ~r′ = r′ρ̂→ ~K = σωr′φ̂.

• ~r = zẑ , da′ = r′dφ′dr′.

• ~r =~r−~r′ = zẑ− r′ρ̂.

• r 2 = z2 + r′2.

Aplicando na lei de Biot-Savart, temos:

~B(~r) =
µ0

4π

¨
S

~K(~r′)×~r
r 3 da′, (2.98)

~B(z) =
µ0

4π

ˆ 2π

0

ˆ R

0

σωr′φ̂× [zẑ− r′ρ̂]
[z2 + r′2]3/2 r′dr′dφ′,

(2.99)

~B(z) =
µ0σω

4π

ˆ 2π

0

ˆ R

0

zr′2
ρ̂︷ ︸︸ ︷

φ̂× ẑ−r′3
−ẑ︷ ︸︸ ︷

φ̂× ρ̂

[z2 + r′2]3/2 dr′dφ′, (2.100)

~B(z) =
µ0σω

4π

ˆ 2π

0

ˆ R

0

zr′2ρ̂ + r′3ẑ
[z2 + r′2]3/2 dr′dφ′, (2.101)

A integral na direção ρ̂ é nula. Com efeito, a integral será

~B(z) =
µ0σω

4π

ˆ 2π

0
dφ′
ˆ R

0

r′3dr′

[z2 + r′2]3/2 ẑ. (2.102)

Usando uma substituição u = z2 + r′2, du = 2r′dr′,

~B(z) =
µ0σω

4

ˆ z2+R2

z2

(u− z2)du
u3/2 ẑ, (2.103)
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~B(z) =
µ0σω

4

(ˆ z2+R2

z2
u−1/2du− z2

ˆ z2+R2

z2
u−3/2du

)
ẑ, (2.104)

~B(z) =
µ0σω

4

 u−1/2+1

−1/2 + 1

∣∣∣∣∣
z2+R2

z2

− z2 u−3/2+1

−3/2 + 1

∣∣∣∣∣
z2+R2

z2

 ẑ, (2.105)

~B(z) =
µ0σω

4

(
2
√

u
∣∣z2+R2

z2 + 2z2 1√
u

∣∣∣∣z2+R2

z2

)
ẑ, (2.106)

~B(z) =
µ0σω

2

(
z2 + R2 + z2
√

z2 + R2
− |z|

2 + z2

|z|

)
ẑ, (2.107)

~B(z) =
µ0σω

2

(
2z2 + R2
√

z2 + R2
− |z|

2 + z2

|z|

)
ẑ. (2.108)

Para z > 0, |z| = z. Portanto,

~B(z) =
µ0σω

2

(
2z2 + R2
√

z2 + R2
− z2 + z2

z

)
ẑ. (2.109)

~B(z) =
µ0σω

2

(
2z2 + R2
√

z2 + R2
− 2z

)
ẑ. (2.110)

Para z < 0, |z| = −z. Portanto,

~B(z) =
µ0σω

2

(
2z2 + R2
√

z2 + R2
− (−z)2 + z2

−z

)
ẑ, (2.111)

~B(z) =
µ0σω

2

(
2z2 + R2
√

z2 + R2
+ 2z

)
ẑ. (2.112)

De forma resumida,

~B(z) =


µ0σω

2

(
2z2 + R2
√

z2 + R2
− 2z

)
ẑ z ≥ 0

µ0σω

2

(
2z2 + R2
√

z2 + R2
+ 2z

)
ẑ z ≤ 0

(2.113)

Para z = 0 (centro do disco),

~B(z) =
µ0σωR

2
ẑ (2.114)

A figura 2.10, a seguir, apresenta o resultado gráfico para a componente B(z)
do campo magnético ao longo do eixo do disco carregado girante com R = 0, 1
m, σ = 1 µC e ω = 2π 103 Hz.
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Figura 2.10: Gráfico para a componente B(z) do campo magnético ao longo do eixo
do disco carregado girante.
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Exemplo 2.6. Considere um solenoide cilindro com enrolamento composto
por N voltas de comprimento l percorrido por uma corrente I. Calcule o
campo magnético no eixo de simetria do solenoide a uma distância z do seu
centro. Para isso, use a geometria indicada pela figura 2.11, com o solenoide
compreendido entre −l/2 ≤ z ≤ l/2 e centro na origem do sistema de
coordenadas.

Figura 2.11: Solenoide cilin-
dro percorrido por corrente
de intensidade I e os vetores
de interesse para cálculo do
campo magnético no eixo prin-
cipal do solenoide.
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Solução: Em coordenadas cilíndricas (ρ, φ, z), a
posição do elemento infinitesimal de área é~r′ =
Rρ̂ + z′ ẑ e o elemento de área é ~da′ = Rdz′dφ′.
A posição em que iremos determinar o campo
magnético é~r = zẑ. Desta forma, o vetor sepa-
ração será ~r = ~r −~r′ = −Rρ̂ + (z − z′)ẑ, com
r =

√
R2 + (z− z′)2. A densidade superficial

de corrente será a corrente total que flui no sole-
noide por comprimento perpendicular ao fluxo.
Como a corrente circula no solenoide, a corrente
irá fluir na direção φ̂. Para N voltas, teremos
uma corrente total igual a NI, de tal maneira que
a corrente por comprimento l no solenoide será
NI/l, ou seja, a densidade superficial de corrente
será

~K = nIφ̂, (2.115)

com n = N/l sendo a densidade de voltas no
solenoide. Aplicando na lei de Biot-Savart (no
SI), temos:

~B(~r) =
µ0

4π

¨
S

~K(~r′)× r̂
r 2 da′, (2.116)

~B(z) =
µ0

4π

ˆ 2π

0

ˆ l/2

−l/2

nIφ̂× [−Rρ̂ + (z− z′)ẑ]
[R2 + (z− z′)2]3/2 Rdz′dφ′, (2.117)

~B(z) =
µ0nI
4π

ˆ 2π

0

ˆ l/2

−l/2

−R

−ẑ︷ ︸︸ ︷
φ̂× ρ̂+(z− z′)

ρ̂︷ ︸︸ ︷
φ̂× ẑ

[R2 + (z− z′)2]3/2 Rdz′dφ′, (2.118)

~B(z) =
µ0nI
4π

ˆ 2π

0

ˆ l/2

−l/2

Rẑ + (z− z′)ρ̂
[R2 + (z− z′)2]3/2 Rdz′dφ′. (2.119)
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Nesta última equação, a integral na direção ρ̂ é nula, pois ρ̂ = cos φ′ x̂ + sin φ′ŷ,
e as integrais em φ′

´ 2π
0 cos φ′dφ′ =

´ 2π
0 sin φ′dφ′ = 0. Isso mostra que a

simetria do problema indica que no eixo do solenoide o campo magnético só
possui componente na direção ẑ. Com efeito, a integral será

~B(z) =
µ0nIR2

4π

ˆ 2π

0
dφ′
ˆ l/2

−l/2

dz′

[R2 + (z− z′)2]3/2 ẑ. (2.120)

Usando uma substituição u = z− z′, teremos

~B(z) =
µ0nIR2

2

ˆ z+l/2

z−l/2

du
[R2 + u2]3/2 ẑ =

µ0nIR2

2
u

R2
√

u2 + R2

∣∣∣∣z+l/2

z−l/2
ẑ, (2.121)

~B(z) =
µ0nI

2

[
z + l/2√

(z + l/2)2 + R2
− z− l/2√

(z− l/2)2 + R2

]
ẑ . (2.122)

O resultado para o campo magnético no centro do solenoide é obtido fazendo
z = 0. Com efeito,

~B(0) = µ0nI

[
l/2√

(l/2)2 + R2

]
ẑ . (2.123)

Uma análise gráfica do campomagnético para o solenoide é feita na figura 2.12.

Figura 2.12: Gráfico para a componente B(z) do campo magnético ao longo do eixo do
solenoide. Neste gráfico, apresentamos os resultados para três solenoides de mesmo
raio R = 0, 05 m, com comprimento l = 0, 4 m, l = 0, 8 m e l = 1, 6 m com I = 1 A e
n = 1000 voltas/m.
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Perceba que o campomagnético tem intensidade máxima no centro (z = 0) dos
solenoides indo para zero rapidamente quando z→ ±∞. O solenoide que pos-
sui a razão R/l menor apresenta uma menor variação do campo no interior.
Para o solenoide com R/l ≈ 0, o campo é aproximadamente uniforme. Para
o um solenoide com R � l (solenoide muito curto), o campo magnético tem
comportamento similar ao campo gerado por uma espira de mesmo raio.

Exemplo 2.7. Considere uma superfície esférica de raio R carregada comden-
sidade superficial uniforme σ, que gira a uma velocidade angular constante
ω em torno de um eixo que passa pelo seu centro (veja a figura 2.13). Deter-
mine o campo magnético no eixo de rotação da esfera a uma distância z do
seu centro.

Figura 2.13: Superfície esférica de raio
R carregada comdensidade superficial
uniforme σ e vetores de interesse para
o cálculo do campo magnético no eixo
de rotação.
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ŕ

dá
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Em coordenadas esféricas e cilíndricas,
os vetores e quantidades de interesse
para o cálculo do campo magnético no
eixo de rotação da esfera serão:

• ~r = zẑ

• ~r′ = Rr̂

• da′ = R2 sin θ′dθ′dφ′

• ~K = σ~v = σ~ω×~r′ = σωRẑ× r̂
~K = σωR sin θ′φ̂

• ~r =~r−~r′ = zẑ− Rr̂

• r 2 = R2 + z2 − 2Rz cos θ′

• r̂ = cos θ′ ẑ + sin θ′ρ̂

• θ̂ = cos θ′ρ̂− sin θ′ ẑ

Aplicando na lei de Biot-Savart,

~B(~r) =
µ0

4π

¨
S

~K(~r′)×~r
r 3 da′, (2.124)

~B(z) =
µ0

4π

ˆ 2π

0

ˆ π

0

σωR sin θ′φ̂× [zẑ− Rr̂]
(R2 + z2 − 2Rz cos θ′)3/2 R2 sin θ′dθ′dφ′, (2.125)
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~B(z) =
µ0σωR3

4π

ˆ 2π

0

ˆ π

0

[z

ρ̂︷ ︸︸ ︷
φ̂× ẑ−R

θ̂︷ ︸︸ ︷
φ̂× r̂]

(R2 + z2 − 2Rz cos θ′)3/2 sin2 θ′dθ′dφ′, (2.126)

~B(z) =
µ0σωR3

4π

ˆ 2π

0

ˆ π

0

(z− R cos θ′)ρ̂ + R sin θ′ ẑ
[R2 + z2 − 2Rz cos θ′]3/2 sin2 θ′dθ′dφ′. (2.127)

~B(z) =
µ0σωR3

4π

ˆ 2π

0

ˆ π

0

(z− R cos θ′)ρ̂ + R sin θ′ ẑ
[R2 + z2 − 2Rz cos θ′]3/2 sin2 θ′dθ′dφ′. (2.128)

A integral na direção ρ̂ é nula, pois

ρ̂ = cos φ′ x̂ + sin φ′ŷ, (2.129)

ˆ 2π

0
cos φ′dφ′ =

ˆ 2π

0
sin φ′dφ′ = 0. (2.130)

Com efeito,

~B(z) =
µ0σωR4

4π

ˆ 2π

0

ˆ π

0

sin3 θ′dθ′dφ′

(R2 + z2 − 2Rz cos θ′)3/2 ẑ, (2.131)

~B(z) =
µ0σωR4

2

ˆ π

0

sin3 θ′dθ′

(R2 + z2 − 2Rz cos θ′)3/2 ẑ. (2.132)

~B(z) =
µ0σωR4

2

ˆ π

0

sin3 θ′dθ′

(R2 + z2 − 2Rz cos θ′)3/2 ẑ. (2.133)

Usando a substituição u = R2 + z2 − 2Rz cos θ′, (veja a integral resolvida em
B.2)

ˆ π

0

sin3 θ′dθ′

(R2 + z2 − 2Rz cos θ′)3/2 =



4
3z3 , z ≥ R

4
3R3 , −R ≤ z ≤ R,

− 4
3z3 , z ≤ −R.

(2.134)

B(z) =


2µ0σωR4

3
1
|z|3 , |z| ≥ R

2µ0σωR
3

, |z| ≤ R.

(2.135)
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Figura 2.14: Gráfico para o campo magné-
tico gerado pela superfície esférica condu-
tora girante no eixo de rotação.
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K

Em termos no potencial V na super-
fície da esfera, teremos que

V =
1

4πε0

Q
R

=
1

4πε0

QR
R2 , (2.136)

V =
σR
ε0
→ σ =

ε0V
R

, (2.137)

usando µ0ε0 =
1
c2 ,

B(z) =


2ωR3V

3c2
1
|z|3 , |z| ≥ R

2ωV
3c2 , |z| ≤ R,

(2.138)
A análise gráfica revela que o campomagnético no eixo de rotação e no interior
da superfífice esférica é uniforme. Veremos que esste resultado se mantêm
para qualquer ponto no interior da superfície esférica, e não somente no eixo
de rotação.
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Exemplo 2.8. Considere uma esfera maciça carregada de raio R com densi-
dade volumétrica uniforme ρv, que gira a uma velocidade angular constante
ω em torno de um eixo que passa pelo seu centro (veja a figura abaixo). De-
termine o campo magnético no eixo de rotação da esfera a uma distância z
do seu centro.

Figura 2.15: Esfera maciça de raio R
carregada com densidade volumétrica
uniforme ρv e vetores de interesse para
o cálculo do campo magnético.

J

x

z

y
ŕ
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Em coordenadas esféricas e cilíndricas,
os vetores e quantidades de interesse
para o cálculo do campo magnético no
eixo de rotação da esfera serão:

• ~r = zẑ

• ~r′ = r′ r̂

• dτ′ = r′2 sin θ′dθ′dφ′

• ~J = σ~v = σ~ω×~r′ = σωr′ ẑ× r̂
~J = σωr′ sin θ′φ̂

• ~r =~r−~r′ = zẑ− r′ r̂

• r 2 = r′2 + z2 − 2r′z cos θ′

• r̂ = cos θ′ ẑ + sin θ′ρ̂

• θ̂ = cos θ′ρ̂− sin θ′ ẑ

Aplicando na lei de Biot-Savart,

~B(~r) =
µ0

4π

˚
V

~J(~r′)×~r
r 3 dτ′ (2.139)

~B(z) =
µ0

4π

ˆ 2π

0

ˆ π

0

ˆ R

0

ρvωr′ sin θ′φ̂× [zẑ− r′ r̂]
(r′2 + z2 − 2r′z cos θ′)3/2 r′2 sin θ′dr′dθ′dφ′, (2.140)

~B(z) =
µ0ρvω

4π

ˆ 2π

0

ˆ π

0

ˆ R

0

[zr′3
ρ̂︷ ︸︸ ︷

φ̂× ẑ−r′4
θ̂︷ ︸︸ ︷

φ̂× r̂]
(r′2 + z2 − 2r′z cos θ′)3/2 sin2 θ′dr′dθ′dφ′, (2.141)

~B(z) =
µ0ρvωR3

4π

ˆ 2π

0

ˆ π

0

ˆ R

0

r′3(z− r′ cos θ′)ρ̂ + r′4 sin θ′ ẑ
[r′2 + z2 − 2r′z cos θ′]3/2 sin2 θ′dr′dθ′dφ′,

(2.142)

Eletromagnetismo Clássico Volume II



Capítulo 2. Leis experimentais da magnetostática 58

~B(z) =
µ0ρvωR3

4π

ˆ 2π

0

ˆ π

0

ˆ R

0

r′3(z− r′ cos θ′)ρ̂ + r′4 sin θ′ ẑ
[r′2 + z2 − 2r′z cos θ′]3/2 sin2 θ′dr′dθ′dφ′,

(2.143)
A integral na direção ρ̂ é nula, pois

ρ̂ = cos φ′ x̂ + sin φ′ŷ, (2.144)

ˆ 2π

0
cos φ′dφ′ = 0, (2.145)

ˆ 2π

0
sin φ′dφ′ = 0. (2.146)

Com efeito,

~B(z) =
µ0ρvω

4π

ˆ 2π

0

ˆ π

0

ˆ R

0

r′4 sin3 θ′dr′dθ′dφ′

(r′2 + z2 − 2r′z cos θ′)3/2 ẑ, (2.147)

~B(z) =
µ0ρvω

4π

2π︷ ︸︸ ︷ˆ 2π

0
dφ′
ˆ π

0

ˆ R

0

r′4 sin3 θ′dr′dθ′

(r′2 + z2 − 2r′z cos θ′)3/2 ẑ, (2.148)

~B(z) =
µ0ρvω

2

ˆ π

0

ˆ R

0

r′4 sin3 θ′dr′dθ′

(r′2 + z2 − 2r′z cos θ′)3/2 ẑ, (2.149)

~B(z) =
µ0ρvω

2

ˆ R

0
r′4
[ˆ π

0

sin3 θ′dθ′

(r′2 + z2 − 2r′z cos θ′)3/2

]
dr′ ẑ. (2.150)

Usaremos então o resultado já conhecido,

ˆ π

0

sin3 θ′dθ′

(r′2 + z2 − 2r′z cos θ′)3/2 =


4

3z3 , r′ ≤ z

4
3r′3

, r′ ≥ z,
(2.151)

Para z > R, a integral será feita somente para expressão com r′ ≤ z. Com efeito,

~B(z) =
µ0ρvω

2

ˆ R

0
r′4

4
3z3 dr′ ẑ, (2.152)

~B(z) =
2µ0ρvω

3z3
r′4+1

4 + 1

∣∣∣∣R
0

ẑ, (2.153)
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~B(z) =
2µ0ρvωR5

15z3 ẑ, (2.154)

Para 0 < z < R, a integral será feita para expressão com r′ ≤ z, para 0 < r′ < z,
e será feita para expressão com r′ ≥ z, para z < r′ < R. Com efeito,

~B(z) =
µ0ρvω

2

[ˆ z

0
r′4

4
3z3 dr′ +

ˆ R

z
r′4

4
3r′3

dr′
]

ẑ, (2.155)

~B(z) =
2µ0ρvω

3

[
1
z3

r′4+1

4 + 1

∣∣∣∣z
0
+

r′1+1

1 + 1

∣∣∣∣R
z

]
ẑ, (2.156)

~B(z) =
2µ0ρvω

3

[
z2

5
+

R2 − z2

2

]
ẑ, (2.157)

~B(z) =
µ0ρvωR2

3

(
1− 3z2

5R2

)
ẑ, (2.158)

B(z) =



2µ0ρvωR5

15z3 , z ≥ R

µ0ρvωR2

3

(
1− 3z2

5R2

)
, −R ≤ z ≤ R,

−2µ0ρvωR5

15z3 , z ≤ −R.

(2.159)

Usando ρv =
Q

4πR3/3
,

B(z) =



µ0QωR5

10πz3 , z ≥ R

µ0Qω

4πR

(
1− 3z2

5R2

)
, −R ≤ z ≤ R,

−µ0QωR5

10πz3 , z ≤ −R.

(2.160)

Na figura 2.16, um gráfico para o campo magnético gerado pela esfera girante
maciça é apresentado.
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Figura 2.16: Gráfico para o campo magnético gerado pela esfera girante maciça,
uniformente carregada, no eixo de rotação.
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3
As equações fundamentais da mag-
netostática

3.1 A divergência de ~B

Nossa fundamentaçãoparaobtençãodas equações fundamentaisdamag-
netostática no vácuo será feita a partir da lei experimental de Biot-Savart que,
para uma densidade volumétrica de corrente ~J(~r′), determina que o campo
magnético numa posição~r será expresso pela seguinte integral:

~B(~r) =
µ0

4π

˚
V

~J(~r′)× r̂
r 2 dτ′. (3.1)

A partir desta constatação experimental básica, vamos calcular quanto vale a
divergência do campo magnético ~B diretamente, ou seja,

∇ · ~B(~r) = µ0

4π
∇ ·
˚
V

~J(~r′)× r̂
r 2 dτ′. (3.2)

Como ~B é função de~r, o operador nabla depende somente de~r. Portanto, nabla
comuta com a operação da integral, visto que esta é feita em termos da posição
~r′, com efeito,

∇ · ~B(~r) = µ0

4π

˚
V
∇ ·

[
~J(~r′)× r̂r 2

]
dτ′. (3.3)
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A divergência do termo entre parênteses na última equação é aplicação de uma
das regras do produto para divergente. Regra essa definida, por exemplo, para
campos ~A e ~C, da seguinte forma (veja o exemplo 2.1 do volume I):

∇ · (~A× ~C) = (∇× ~A) · ~C− ~A · (∇× ~C). (3.4)

Aplicando a regra citada, temos que

∇ ·
[
~J(~r′)× r̂r 2

]
= [∇×~J(~r′)] · r̂r 2 −~J(~r′) ·

[
∇×

( r̂
r 2

)]
. (3.5)

O primeiro é nulo, visto que ~J é função apenas de~r′ e o operador ∇ depende
apenas de~r. O rotacional no segundo termo da regra do produto é também
nulo (veja o exercíco 2.1 do volume I), ou seja,

∇×
[ r̂
r 2

]
= 0. (3.6)

Logo, o divergente do campo magnético é nulo, ou seja,

∇ · ~B = 0 . (3.7)

Para compreendermos melhor o significado da equação 3.7, vamos recorrer ao
teorema de Gauss do cálculo vetorial, que determina que qualquer integral da
divergência de um campo vetorial numvolume fechado V é igual ao fluxo deste
campo vetorial através da superfície S que encerra o volume V , ou seja,

˚
V
∇ · ~Bdτ =

‹
S
~B · n̂da. (3.8)

Usando a equação 3.7, temos a conclusão direta que
‹
S
~B · n̂da = 0. (3.9)

Fazendo uma analogia com a lei de Gauss da eletrostática, expressa pela equa-
ção ‹

S
~E · n̂da =

qenc

ε0
, (3.10)

podemos dizer que o fluxo do campo elétrico numa superfície fechada é uma
medida da carga fonte de linhas de campo encerrada por esta superfície. No
caso do campomagnético, o fluxo sobre uma superfície fechada é sempre nulo,
indicando que não há fontes de linhas de campo para o campo magnético.
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Como veremos na próxima subseção, o campo magnético não flui de fonte al-
guma, mas sim circula em torno das correntes elétricas geradoras do campo
magnético. Devido a esta característica, campos vetoriais cujo a divergente é
zero recebem a denominação de campos solenoidais.

3.2 A lei de Ampère e o rotacional de ~B

Vamos recordar, dos cursos de física básica, a lei de Ampère1 em sua
forma integral, expressa por

˛
C
~B · d~r = µ0 Ienc, (SI)

˛
C
~B · d~r = 4π

c
Ienc, (CGS). (3.11)

onde a circulação do campo magnético ~B em um caminho fechado C é uma
medida da corrente elétrica encerrada que flui por uma superfície S que tem
o caminho C como contorno. Por outro lado, o teorema fundamental para o
rotacional, diga-se o teorema de Stokes, garante que a circulação de um campo
vetorial qualquer emum caminho fechado C é igual ao fluxo do rotacional deste
campo em qualquer superfície S que tenha C como contorno. A equação que
define este teorema é a seguinte:

˛
C
~B · d~r =

¨
S
(∇× ~B) · n̂da. (3.12)

A corrente encerrada Ienc que flui através da superfície S pode ser escrita como
uma integração de uma densidade volumétrica de corrente~J fluindo sobre esta
superfície, com efeito,

Ienc =

¨
S
~J · n̂da. (3.13)

Combinando as duas últimas equações, podemos afirmar que
˛
C
~B · d~r =

¨
S
(∇× ~B) · n̂da =

¨
S

µ0~J · n̂da, (3.14)

1Esta lei, amplamente divulgada em livros didáticos como a lei circuital de Ampère, não teve sua
proposição nesta terminologia e notação do cálculo vetorial feita pelo próprio Ampère, apesar de
sua teoria conduzir ao mesmo resultado. Iremos manter essa denominação por se tratar de algo
amplamente aplicado.
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o que nos permite concluir que

∇× ~B = µ0~J . (3.15)

Esta última equação indica que o rotacional de ~B, e portanto sua circu-
lação por unidade de área em um certo ponto do espaço, é uma medida da
densidade de corrente elétrica neste ponto, indicando que o campo magné-
tico tende a circular correntes elétricas. Dizemos que a equação 3.15 é a forma
diferencial da lei de Ampère. As equações 3.7 e 3.15 constituem as equações
fundamentais da magnetostática do vácuo. Vale salientar que nossa demons-
tração não constitui uma dedução da lei de Ampère, mas apenas sua reescrita
na forma diferencial a partir da sua forma integral com uso do teorema de Sto-
kes. A dedução formal da lei de Ampère é feita através do cálculo direto do
rotacional de ~B na lei de Biot-Savart na equação 3.1, assim como fizemos o cál-
culo direto do divergente de ~B para provar que ∇ · ~B = 0. Com efeito, vamos
aplicar o rotacional no campo magnético dado pela lei de Biot-Savart, isto é,

∇× ~B(~r) =
µ0

4π

˚
V
∇×

[
~J(~r′)× r̂r 2

]
dτ′. (3.16)

Perceba que o operador ∇ comuta com a integração pois ele atua somente
nas variáveis sem linha, ao passo a integração é feita nas variáveis com linha.
Temos, assim, o rotacional de um produto vetorial, onde podemos recorrer à
seguinte identidade vetorial (veja o erxercíco 2.1 do volume I):

∇× (~A× ~B) = ~A(∇ · ~B)− ~B(∇ · ~A) + (~B · ∇)~A− (~A · ∇)~B. (3.17)

Fazendo a correspondência ~A = ~J e ~B =
r̂
r 2 , temos

∇×
[
~J(~r′)× r̂r 2

]
= ~J(~r′)

(
∇ · r̂r 2

)
− r̂r 2 [∇ ·~J(~r

′)] +

( r̂
r 2 · ∇

)
~J(~r′)

− [~J(~r′) · ∇] r̂r 2 .

(3.18)
No primeiro termo, podemos usar a relação para a delta de Dirac,

∇ ·
( r̂
r 2

)
= 4πδ(~r ). (3.19)

O segundo e terceiro termos são nulos pois o operador∇ atua nas variáveis sem
linha, mas ~J(~r′) só depende de variáveis sem linha. Dessa forma, o rotacional
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do produto vetorial será

∇×
[
~J(~r′)× r̂r 2

]
= ~J(~r′)4πδ(~r−~r′)− [~J(~r′) · ∇] r̂r 2 . (3.20)

Substituindo essa expressão no cálculo do rotacional de ~B(~r′), temos

∇× ~B(~r) =
µ0

4π

˚
V
~J(~r′)4πδ(~r−~r′)dτ′ − µ0

4π

˚
V
[~J(~r′) · ∇] r̂r 2 dτ′. (3.21)

Mostraremos agora que a segunda integral da equação anterior é nula. Para
isso, considere a inversão de variáveis do operador ∇, fazendo ∇ = −∇′, ou
seja,

[~J(~r′) · ∇] r̂r 2 = −[~J(~r′) · ∇′] r̂r 2 . (3.22)

Esta última equação representa a aplicação de ~J(~r′) · ∇′ em todas as compo-

nentes do vetor r̂r 2 . Isto quer dizer que, em coordenadas cartesianas,

[~J(~r′) · ∇′] r̂r 2 = [~J(~r′) · ∇′]
( r̂
r 2

)
x

x̂ + [~J(~r′) · ∇′]
( r̂
r 2

)
y

ŷ

+ [~J(~r′) · ∇′]
( r̂
r 2

)
z

ẑ.
(3.23)

Considere agora a identidade vetorial

∇′ · (φ~A) = φ(∇′ · ~A) + (~A · ∇′)φ, (3.24)

sendo φ um campo escalar. Vamos fazer a correspondência ~A = ~J(~r′) e escolher

uma das componentes escalares de r̂r 2 , digamos a componente x, para fazer a

correspondência φ =

( r̂
r 2

)
x
. Dessa forma, a identidade vetorial fica

∇′ ·
[( r̂
r 2

)
x

~J
]
=

( r̂
r 2

)
x
(∇′ ·~J) + (~J · ∇′)

( r̂
r 2

)
x

. (3.25)

O primeiro termo desta última equação é nulo, pois estamos namagnetostática,
então ∇′ ·~J = 0, o que nos permite escrever que

∇′ ·
[( r̂
r 2

)
x

~J(~r′)
]
= [~J(~r′) · ∇′]

( r̂
r 2

)
x

. (3.26)

Fazendo a integração do segundo termo da equação 3.21 na componente x, e
usando esta última equação, temos

− µ0

4π

˚
V
[~J(~r′) · ∇]

( r̂
r 2

)
x

dτ′, (3.27)
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µ0

4π

˚
V
[~J(~r′) · ∇′]

( r̂
r 2

)
x

dτ′, (3.28)

µ0

4π

˚
V
∇′ ·

[( r̂
r 2

)
x

~J(~r′)
]

dτ′. (3.29)

Aplicando o teorema da divergência de Gauss, temos que

µ0

4π

˚
V
∇′ ·

[( r̂
r 2

)
x

~J(~r′)
]

dτ′ =
µ0

4π

‹
S

( r̂
r 2

)
x

~J(~r′) · n̂da′, (3.30)

sendo V qualquer volume que compreenda toda a corrente e S a superfície
fronteira do volume V . Esta integral é independente da escolha da superfície
S , desde que ela englobe toda a distribuição de corrente. Vamos escolher
uma superfície que englobe toda a distribuição de corrente e se estenda até
os pontos de retorno do vetor ~J, ou seja, os pontos em que ~J é tangente à
superfície S . Dessa maneira,~J(~r′) · ~da′ = 0 para todos os pontos na superfície,
e consequentemente toda integral de superfície da equação anterior. O mesmo
se repete para as demais componentes, verificando que a segunda integral da
equação 3.21 é nula. Sendo assim, o rotacional do campo magnético será

∇× ~B(~r) = µ0

˚
V
~J(~r′)δ(~r−~r′)dτ′, (3.31)

∇× ~B = µ0~J , (SI) (3.32)

onde usamos a propriedade de filtro da delta de Dirac, e mostramos a lei de
Ampère na forma diferencial a partir da lei de Biot-Savart.

No sistemas Gaussiano, usando as relações de transformação entre os
sistemas, teremos

∇×
√

µ0

4π
~BG = µ0

√
4πε0~JG, (3.33)

∇× ~BG = 4π
√

µ0ε0~JG, (3.34)

∇× ~B =
4π

c
~J . (CGS) (3.35)
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Exemplo 3.1. Considere umfio cilíndrico emaciçomuito longo de raio R com
seu eixo coincidindo com o eixo z cartesiano (veja a figura 3.1). No volume
deste cilindro, é estabelecida uma densidade volumétrica de corrente elétrica,
dada por~J = Jẑ com J sendo uma constante. Determine o campo magnético
~B para pontos internos (ρ > R) e para pontos externos ao cilindro (ρ < R).

Figura 3.1: Em (a), temos a representação de um corte transversal de um cilindro
longo de raio R e o vetor densidade volumétrica de corrente elétrica ~J. Em (b), a
curva tracejada representa a amperiana circular de raio ρ com ρ > R e em (c) ρ < R.

R
J

z

(a)

R

B =  
Amperiana    > R

B( )

(b)

R

B=B( )

Amperiana    < R

(c)

Solução: Vamos aplicar a lei deAmpère emsua forma integral paradeterminar
o campo magnético devido à corrente no cilindro. Devido à simetria cilíndrica
da distribuição de corrente elétrica, ou seja, com~J na direção~z, podemos inferir
que o campo magnético circula a corrente na direção azimutal φ̂, ou seja, que
~B = B(ρ)φ̂. Inicialmente, tracemos uma amperiana que acompanha a simetria
azimutal do campo magnético (curva tracejada na figura 3.1), ou seja, uma
circunferência de raio ρ > R. Um deslocamento infinitesimal nesta curva é
dado por d~r = ρdφφ̂. Toda corrente encerrada que flui pela curva amperiana
é a corrente total no cilindro visto que ρ > R, ou seja, Ienc = JπR2. A lei de
Ampère, neste caso, fica (no SI):˛

C
~B · d~r = µ0 Ienc, (3.36)

ˆ 2π

0
B(ρ)φ̂ · ρdφφ̂ = µ0 JπR2, (3.37)
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B(ρ)ρ
ˆ 2π

0
dφ = µ0 JπR2, (3.38)

B(ρ) =
µ0 JR2

2ρ
, (3.39)

portanto, para ρ > R, ~B =
µ0 JR2

2ρ
φ̂. Para ρ < R, a amperiana possui um

raio menor que o raio do cilindro. Logo, a corrente encerrada que flui pela
amperiana deve ser calculada na superfície definida pela área circular de área
πρ2. Ou seja, a lei de Ampère neste caso fica

˛
C
~B · d~r = µ0 Ienc, (3.40)

B(ρ)2πρ = µ0 Jπρ2, (3.41)

B(ρ) =
µ0 Jρ

2
, (3.42)

portanto, para ρ < R, ~B =
µ0 Jρ

2
φ̂. A solução para o campo magnético dentro e

fora do fio será

~B(ρ) =


µ0 JR2

2ρ
φ̂, ρ < R

µ0 Jρ

2
φ̂, ρ < R

. (3.43)

3.3 Analogia com a eletrostática

Vamos agora tentar fazer o primeiro elo entre os comportamentos dos
campos eletrostáticos e magnetostáticos através de suas suas equações funda-
mentais. Na eletrostática, as equações fundamentais são, na forma integral,


‹
S
~E · n̂da =

qenc

ε0
,

˛
C
~E · d~r = 0.

(SI)


‹
S
~E · n̂da = 4πqenc,

˛
C
~E · d~r = 0.

(CGS) (3.44)
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e, na forma diferencial,∇ ·
~E =

ρ

ε0
,

∇× ~E =~0.
(SI)

{
∇ · ~E = 4πρ,

∇× ~E =~0.
(CGS) (3.45)

Na magnetostática, as equações fundamentais são, na forma integral,
‹
S
~B · n̂da = 0,

˛
C
~B · d~l = µ0 Ienc,

(SI)


‹
S
~B · n̂da = 0.

˛
C
~B · d~l = 4π

c
Ienc,

(CGS) (3.46)

e, na forma diferencial,

{
∇ · ~B = 0,

∇× ~B = µ0~J.
(SI)

∇ ·
~B = 0,

∇× ~B =
4π

c
~J.

(CGS) (3.47)

Campos eletrostáticos possuem divergência em pontos onde há cargas,
representadas pela densidade volumétrica de carga ρ. As cargas elétricas são
vistas como fontes de linhas de campo, podendo emergir (cargas positivas) ou
imergir (cargas negativas) delas. Além disso, as linhas de campo eletrostático
saem das cargas positivas e chegam nas cargas negativas sem realizar circula-
ções. Essa circulação nula do campo eletrostático permite defini-lo como um
campo irrotacional e conservativo. Já os campos magnetostáticos circulam
em torno das correntes elétricas, representadas pela densidade volumétrica de
corrente ~J. Além disso, as linhas de campo magnetostático realizam essas cir-
culações sem divergência, isto é, elas não surgem ou somem em ponto algum
do espaço. Este comportamento circular do campo magnético implica na não
existência de monopolos magnéticos, isto é, não existe algo análogo ao mono-
polo elétrico no magnetismo, como mostraremos em mais detalhes no estudo
da expansão em multipolos magnetostáticos mais adiante.
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4
Potenciais magnéticos

4.1 O potencial vetor magnético

No contexto da eletrostática, mostramos que a equação fundamental
para o campo elétrico ∇× ~E = 0 conduz à definição de um potencial escalar
V, de tal maneira que ~E = −∇V. Chamamos o campo eletrostático de irrota-
cional, tendo em vista que seu rotacional é nulo, implicando também em um
comportamento conservativo para força eletrostática. Como vimos no capítulo
anterior, as equações fundamentais da magnetostática são

∇ · ~B = 0,

∇× ~B = µ0~J.
(4.1)

Note que, diferentemente do campo elétrico, o campo magnetostático ~B possui
sua divergência nula ao invés do rotacional. Chamamos estes campos de so-
lenoidais. Podemos usar um argumento similar ao que usamos para o campo
elétrico, e assumir que o campo magnético é escrito como sendo

~B = ∇× ~A, (4.2)

o que nos permite aproveitar o fato de que o divergente de qualquer rotacional
de uma função vetorial ~A (nos pontos em que esta seja diferenciável) é sempre
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nulo. Chamamos a quantidade ~A de potencial vetor magnético, tendo este
na magnetostática status análogo ao potencial escalar eletrostático V. Podemos
verificar isso facilmente em coordenadas cartesianas, de tal modo que

∇ · ~B =
∂Bx

∂x
+

∂By

∂y
+

∂Bz

∂z
, (4.3)

∇ · ~B =
∂

∂x

(
∂Az

∂y
−

∂Ay

∂z

)
+

∂

∂y

(
∂Ax

∂z
− ∂Az

∂x

)
+

∂

∂z

(
∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y

)
, (4.4)

∇ · ~B =
�
�
�∂2 Az

∂x∂y
−
�
�
�∂2 Ay

∂x∂z
+
�
�
�∂2 Ax

∂y∂z
−
�
�
�∂2 Az

∂y∂x
+
�
�
�∂2 Ay

∂z∂x
−
�
�
�∂2 Ax

∂z∂y
. (4.5)

Dessa forma,
∇ · ~B = ∇ · (∇× ~A) = 0. (4.6)

Para deduzirmos a expressão para o potencial vetor magnético, vamos
recorrer à própria lei de Biot-Savart. Para distribuições volumétricas de cor-
rente, a lei de Biot-Savart determina que o campo magnético será calculado
pela seguite integral:

~B(~r) =
µ0

4π

˚
V

~J(~r′)× r̂
r 2 dτ′ . (4.7)

Vamos usar a relação r̂r 2 = −∇
(

1
r

)
e a identidade

∇×(φ~C) = ∇φ× ~C + φ∇× ~C, (4.8)

com φ =
1
r e ~C = ~J(~r′),

∇×
[
~J(~r′)
r

]
= ∇

(
1
r

)
×~J(~r′) +

(
1
r

)
���

��:0
∇×~J(~r′). (4.9)

Com efeito,
~B(~r) = − µ0

4π

˚
V

[
~J(~r′)×∇

(
1
r

)]
dτ′, (4.10)

~B(~r) =
µ0

4π

˚
V

[
∇
(

1
r

)
×~J(~r′)

]
dτ′, (4.11)
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~B(~r) =
µ0

4π

˚
V
∇×

[
~J(~r′)
r

]
dτ′, (4.12)

~B(~r) = ∇×
[

µ0

4π

˚
V

~J(~r′)
r dτ′

]
, (4.13)

~A(~r) =
µ0

4π

˚
V

~J(~r′)
r dτ′ (4.14)

O campo magnético ~B não muda por uma transformação de calibre,

~A→ ~A +∇φ, (4.15)

sendo φ um campo escalar diferenciável. Com efeito,

∇(φ~A) = ∇× ~A +���
��:0∇×∇φ. (4.16)

Aplicando ~B = ∇× ~A na lei de Ampère1,

∇× ~B = µ0~J, (4.17)

∇×(∇× ~A) = µ0~J, (4.18)

∇(∇· ~A)−∇2 ~A = µ0~J. (4.19)

Podemos escolher um φ que faça ∇ · ~A = 0. Teremos então uma equação de
Poisson para magnetostática,

∇2 ~A = −µ0~J . (4.20)

Em uma análise paralela à eletrostática, podemos escrever o potencial vetor ~A
como uma solução integral para equação de Poisson. Consequentemente,

∇2V = − ρ

ε0
↔ V(~r) =

1
4πε0

˚
V

ρ(~r′)
r dτ′. (4.21)

Fazendo as devidas correspondências,

V(~r)→ ~A(~r) ,
1
ε0
→ µ0 , ρ(~r′)→ ~J(~r′) (4.22)

1Consulte o exercício 2.1, emALVES, TibérioMagno de Lima. Eletromagnetismo Clássico. Volume
I, Eletrostática. 1ª ed. Natal: Editora IFRN, 2023.
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~A(~r) =
µ0

4π

˚
V

~J(~r′)
r dτ′ . (4.23)

Para linhas e superfícies teremos, respectivamente

~A(~r) =
µ0 I
4π

ˆ
C

d~r′

r , (4.24)

~A(~r) =
µ0

4π

¨
S

~K(~r′)
r da′ . (4.25)

Exemplo 4.1. Determine o potencial vetormagnético ~A no ponto P bem como
o campo magnético ~B, através de ~B = ∇× ~A, para a geometria do problema
do fio finito no exemplo 2.3, resolvido anteriormente.

Figura 4.1: Fio finito de
comprimento L percorrido por
corrente de intensidade I e
os vetores de interesse para o
cálculo do campo magnético
via lei de Biot-Savart.

x

z

yP

2

1

L/2

-L/2

I

dŕ
ŕ r

Solução: Temos uma corrente linear localizada
e recorreremos à equação 4.24 para calcular o
potencial vetor magnético, ou seja,

~A =
µ0 I
4π

ˆ
C

d~r′

r . (4.26)

Usando os vetores de interesse já apresentados
no exemplo 2.3, teremos

~A =
µ0 I
4π

ˆ L/2

−L/2

dz′√
ρ2 + (z− z′)2

ẑ. (4.27)

Considerando a mudança de variável u = z− z′,
o resultado para a integral conduz ao seguinte
potencial vetor magnético (consulte as integrais
dadas em B.4):

~A =
µ0 I
4π

ˆ z+L/2

z−L/2

du√
ρ2 + u2

ẑ, (4.28)

~A =
µ0 I
4π

ln
(

u +
√

u2 + ρ2
)∣∣∣∣z+L/2

z−L/2
ẑ, (4.29)

~A =
µ0 I
4π

ln

[
z + L/2 +

√
(z + L/2)2 + ρ2

z− L/2 +
√
(z− L/2)2 + ρ2

]
ẑ . (4.30)
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Vamos agora determinar o campo magnético ~B através do rotacional
do potencial vetor magnético ~A. Em coordenadas cilíndricas, o rotacional
completo é

∇× ~A =

(
1
ρ

∂Az

∂φ
−

∂Aφ

∂z

)
ρ̂ +

(
∂Aρ

∂z
− ∂Az

∂ρ

)
φ̂ +

1
ρ

[
∂

∂ρ
(ρAφ)−

∂Aρ

∂φ

]
ẑ.

(4.31)
Note que o potencial vetor magnético encontrado só possui componente na
direção ẑ, ou seja, Az, e esta componente só depende das variáveis z e ρ. Sendo
assim, todos os termos se anulam, exceto

∇× ~A = −∂Az

∂ρ
φ̂. (4.32)

Calculando agora a derivada temos

∂Az

∂ρ
=

µ0 I
4π

[
ρ[(z + L/2)2 + ρ2]−1/2

z + L/2 +
√
(z + L/2)2 + ρ2

− ρ[(z− L/2)2 + ρ2]−1/2

z− L/2 +
√
(z− L/2)2 + ρ2

]
,

(4.33)
Usando as definições de α1 e α2, e as relações trigonométricas expressas nas
equações 2.77 e 2.78, podemos escrever que

tan α1 =
L/2− z

ρ
→ L/2− z = ρ tan α1, (4.34)

tan α2 =
L/2 + z

ρ
→ L/2 + z = ρ tan α2, (4.35)

cos α1 =
ρ√

ρ2 + (L/2− z)2
→

√
ρ2 + (L/2− z)2 = ρ sec α1, (4.36)

cos α2 =
ρ√

ρ2 + (L/2 + z)2
→

√
ρ2 + (L/2 + z)2 = ρ sec α2. (4.37)

Substituindo estas expressões na equação 4.33, teremos

∂Az

∂ρ
=

µ0 I
4πρ

[
cos α2

tan α2 + sec α2
− cos α1

− tan α1 + sec α1

]
, (4.38)

∂Az

∂ρ
=

µ0 I
4πρ

[
cos2 α2

1 + sin α2
− cos2 α1

1 + sin α1

]
, (4.39)

∂Az

∂ρ
=

µ0 I
4πρ

[
1− sin2 α2

1 + sin α2
− 1− sin2 α1

1 + sin α1

]
, (4.40)
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∂Az

∂ρ
=

µ0 I
4πρ

[
(1− sin α2)���

���(1 + sin α2)

���
��1 + sin α2

− (1− sin α1)���
���(1 + sin α1)

���
��1 + sin α1

]
, (4.41)

Figura 4.2: Representação do poten-
cial vetor magnético ~A (vetores em
cinza) e do campo magnético ~B (vetor
em preto) para o fio reto de compri-
mento L percorrido por uma corrente
elétrica de intensidade I.

I B

A

z

∂Az

∂ρ
=

µ0 I
4πρ

(sin α1 − sin α2), (4.42)

o quenos permite escrever o campomag-
nético,

~B =
µ0 I
4πρ

(sin α2 − sin α1)φ̂ , (4.43)

resultado este obtido anteriormente pela
lei de Biot-Savart. Na figura 4.2 ao lado,
temos uma representação dos campos ~A
e ~B. Perceba que, como ~B = ∇× ~A, o
campo magnético ~B “se enrosca” no po-
tencial vetor ~A. As equipotenciais para
o vetor ~A são superfície cilíndricas.
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Exemplo 4.2. No exemplo 2.4, calculamos o campo magnético no eixo de
simetria de uma espira circular (eixo z). Considere agora a mesma espira
circular raio R percorrida por uma corrente elétrica de intensidade I no
sentido anti-horáraio do plano x-y. Determine o potencial vetor magnético ~A
para qualquer ponto do espaço (r, θ, φ) em coordenadas esféricas. Deduza
uma expressão para o potencial vetor magnético ~A para as apróximações
r � R (pontos muito distantes da espira) e r � R (pontos muito próximos a
origem da espira) bem como o campo magnético ~B aproximado.

Figura 4.3: Espira circular percorrida
por um corrente elétrica de intensi-
dade I e vetores de interesse para o cál-
culo do potencial vetor magnético ~A
em uma posição arbitrária~r no espaço.

x

z

y
R

I
I

r

ŕ
ʹ

d ʹ

dŕ

Solução: Vamos começar descrevendo,
em detalhes, os vetores de interesse para
o cálculo de ~A.

• ~r = r sin θ cos φ x̂ + r sin θ sin φ ŷ +
r cos θ ẑ. Posição onde se deseja
calcular ~A.

• ~r′ = R cos φ′ x̂ + R sin φ′ ŷ. Posição
do elemento de comprimento para
integração.

• d~r′ = Rdφ′φ̂′ = Rdφ′[− sin φ′ x̂ +

R cos φ′ŷ]. Deslocamento infinite-
simal para integração.

• ~r = ~r −~r′. Separação entre o ele-
mento de comprimento da espira e
o ponto onde se pretende calcular
~A.

• r 2 = (~r−~r′) · (~r−~r′)
r 2 = |~r|2 + |~r′|2 − 2~r ·~r′

r 2 = R2 + r2 − 2Rr cos γ. Módulo da separação dado pela lei dos cosse-
nos no triângulo formado entre os vetores~r,~r′ e~r .

Os versores r̂ e r̂′ são, respectivamente, escritos por

r̂ = sin θ cos φ x̂ + r sin θ sin φ ŷ + r cos θ ẑ, (4.44)

r̂′ = cos φ′ x̂ + sin φ′ ŷ. (4.45)
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Calculando cos γ = r̂ · r̂′, temos

cos γ = (sin θ cos φ x̂ + sin θ sin φ ŷ + cos θ ẑ) · (cos φ′ x̂ + sin φ′ ŷ) (4.46)

cos γ = sin θ cos φ′ cos φ + sin θ sin φ′ sin φ. (4.47)

Podemos usar a relação trigonométrica para o cosseno da diferença, de tal
forma que:

cos γ = sin θ cos
(
φ− φ′

)
, (4.48)

o que nos permite escrever que:

r 2 = R2 + r2 − 2Rr sin θ cos
(
φ− φ′

)
. (4.49)

Com posse de todos os vetores e quantidades de interesse para integração do
potencial vetor magnético, podemos proceder agora ao cálculo. Com efeito,

~A(~r) =
µ0 I
4π

ˆ
C

d~r′

r , (4.50)

~A(~r) =
µ0 I
4π

ˆ 2π

0

[− sin φ′ x̂ + cos φ′ŷ]Rdφ′√
R2 + r2 − 2Rr sin θ cos(φ− φ′)

. (4.51)

Vamos usar uma substituição que facilite a integração e, aomesmo tempo, traga
sentido físico. Fazendo a substituição φ′ = φ + 2α, temos que

sin φ′ = sin(φ + 2α) = sin(φ) cos(2α) + cos(φ) sin(2α), (4.52)

cos φ′ = cos(φ + 2α) = cos(φ) cos(2α)− sin(φ) sin(2α), (4.53)

cos
(
φ− φ′

)
= cos(2α). (4.54)

Consequentemente, a integral substituída será expressa por

~A(~r) =
µ0 IR
2π

[
−
ˆ π−φ/2

−φ/2

[sin(φ) cos(2α) + cos(φ) sin(2α)]dα√
R2 + r2 − 2Rr sin θ cos(2α)

x̂

+

ˆ π−φ/2

−φ/2

[cos(φ) cos(2α)− sin(φ) sin(2α)]dα√
R2 + r2 − 2Rr sin θ cos(2α)

ŷ

] (4.55)

Algumas considerações importantes podem facilitar o desenvolvimento da in-
tegral acima. Primeiro, note que todos os termos dos integrandos possuem
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sin(2α) ou cos(2α), ou seja, funções com período igual a π. Como a integral
varia de −φ/2 a π − φ/2, isto é, sobre todo o período do integrando, não im-
porta o quanto seja a defasagem de φ/2. A independência de φ corrobora com
o que já sabemos a priori sobre o resultado, ou seja, o potencial vetor magnético
~A possui simetria azimutal. Isto nos permite substituir os limites da integração
para 0 e π. Segundo, como sin(2α) é uma função ímpar em torno de π/2 no
período π, todas as integrais com este termo serão nulas. Com efeito, a integral
poderá ser reescrita como sendo

~A(~r) =
µ0 IR
2π

[
−
ˆ π

0

[sin(φ) cos(2α)]dα√
R2 + r2 − 2Rr sin θ cos(2α)

x̂

+

ˆ π

0

[cos(φ) cos(2α)]dα√
R2 + r2 − 2Rr sin θ cos(2α)

ŷ

]
,

(4.56)

~A(~r) =
µ0 IR
2π

[ˆ π

0

cos(2α)dα√
R2 + r2 − 2Rr sin θ cos(2α)

] φ̂︷ ︸︸ ︷
[− sin(φ)x̂ + cos(φ)ŷ],

(4.57)

~A(~r) =
µ0 IR
2π

[ˆ π

0

cos(2α)dα√
R2 + r2 − 2Rr sin θ cos(2α)

]
φ̂. (4.58)

Faremos agora a substituição 2α = 2β + π, de tal forma que

cos(2α) = cos(2β + π) = − cos(2β). (4.59)

Com efeito, temos

~A(~r) =
µ0 IR
2π

[ˆ π/2

−π/2

− cos(2β)dβ√
R2 + r2 + 2Rr sin θ cos(2β)

]
φ̂. (4.60)

Esta integral possui um integrando par em um intervalo simétrico em torno de
β = 0. Podemos escrever que o resultado será duas vezes a integração entre 0
e π/2,

~A(~r) =
µ0 IR

π

[ˆ π/2

0

− cos(2β)dβ√
R2 + r2 + 2Rr sin θ cos(2β)

]
φ̂. (4.61)

Usando agora a relação trigonométrica cos(2β) = 1− 2 sin2(β), a integral será
expressa por

~A(~r) =
µ0 IR

π

ˆ π/2

0

−[1− 2 sin2(β)]dβ√
R2 + r2 + 2Rr sin θ − 4Rr sin θ sin2(β)

 φ̂. (4.62)
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Vamos definir agora um parâmetro algébrico k que facilite a escrita da integral
acima em termos de uma integral já conhecida, de tal forma que

k2 ≡ 4Rr sin θ

R2 + r2 + 2Rr sin θ
, 0 < k2 < 1. (4.63)

Usando esta definição na integral, teremos

~A(~r) =
µ0 IR

π
√

R2 + r2 + 2Rr sin θ

ˆ π/2

0

[−1 + 2 sin2(β)]dβ√
1− k2 sin2(β)

 φ̂, (4.64)

~A(~r) =
µ0 IR

π
√

R2 + r2 + 2Rr sin θ

− ˆ π/2

0

dβ√
1− k2 sin2(β)

+
2
k2

ˆ π/2

0

[1− 1 + k2 sin2(β)]dβ√
1− k sin2(β)

 φ̂,

(4.65)

~A(~r) =
µ0 IR

π
√

R2 + r2 + 2Rr sin θ

( 2
k2 − 1

) ˆ π/2

0

dβ√
1− k2 sin2(β)

− 2
k2

ˆ π/2

0

√
1− k2 sin2(β) dβ

]
φ̂,

(4.66)

~A(~r) =
µ0 IR

π
√

R2 + r2 + 2Rr sin θ

[(
2
k2 − 1

)
K(k)− 2

k2 E(k)
]

φ̂ , (4.67)

sendo as funçõesK(k) e E(k) as famosas funções elípticas de primeira e segunda
espécie, respectivamente (consulte o apêndice C),

K(k) ≡
ˆ π/2

0

dβ√
1− k2 sin2(β)

, (4.68)

E(k) ≡
ˆ π/2

0

√
1− k2 sin2(β) dβ. (4.69)

A equação 4.67, que representa nosso resultado para o potencial vetor
magnético em uma posição arbitrária do espaço, é um resultado geral. No
entanto, carrega suas dificulades algébricas e de cálculo inerentes às integrais
elípticas. Não há uma solução fechada expressa por meio de funções elementa-
res para esses tipos de integrais. O cálculo do campo magnético exato, usando
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a equação 4.67, pode ser feito através de ~B = ∇× ~A, que, em coordenadas
esféricas, fica expresso por

~B =
1

r sin θ

[
∂

∂θ
(Aφ sin θ)− ∂Aθ

∂φ

]
r̂ +

1
r sin θ

[
∂Ar

∂φ
− sin θ

∂

∂r
(rAφ)

]
θ̂

+
1
r

[
∂

∂r
(rAθ)−

∂Ar

∂θ

]
φ̂.

(4.70)
Como o potencial vetormagnético, neste caso, só possui compenente na direção
φ̂, ou seja, Aφ, temos que

~B =
1

r sin θ

[
∂

∂θ
(Aφ sin θ)

]
r̂− 1

r sin θ

[
sin θ

∂

∂r
(rAφ)

]
θ̂. (4.71)

Fica claro que as derivadas de Aφ, em termos das variáveis r e θ, deman-
dam um custo algébrico e de cálculo considerável, uma vez que o parâmetro k,
nas funções elípticas, é função das duas variáveis. Devido a inviabilidade deste
cálculo, iremos, pelo menos agora, calcular uma expressão aproximada para o
campo magnético gerado pela espira, mas que terá conexão com o método de
cálculo que esturemos no próximo capítulo, diga-se a expansão multipolar na
magnetostática. A aproximação consiste considerarmos r � R, ou seja, para
pontos distantes da espira, e também para R � r, isto é, para pontos muito
próximo ao centro da espira. Com efeito, para r � R,

√
R2 + r2 + 2Rr sin θ ≈ r, (4.72)

e, consequentemente,

k2 ≈ 4R sin θ

r
� 1. (4.73)

Isto nos permite escrever uma série de potências para as integrais elípticas K(k)
e E(k).

K(k) =
π

2

(
1 +

k2

4
+

9k4

32
+

25k6

256
+ ...

)
, (4.74)

E(k) =
π

2

(
1− k2

4
+

3k4

32
− 5k6

256
+ ...

)
. (4.75)

A expressão entre colchetes da equação 4.67 poderá ser reduzida para[(
2
k2 − 1

)
K(k)− 2

k2 E(k)
]
≈ π

16

(
k2 +

3k4

4
− 25k6

32
+ ...

)
. (4.76)
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Considerando que k � 1, iremos considerar apenas o primeiro termos da
expresão acima, o que implica em[(

2
k2 − 1

)
K(k)− 2

k2 E(k)
]
≈ πk2

16
. (4.77)

Usando a aproximação na equação 4.77 e a paroximação na equação 4.73 na ex-
pressão do potencial vetor magnético em 4.67, teremos a seguinte aproximação
para ~A,

~A(~r) ≈ µ0 IR
πr

π

16
4R sin θ

r
φ̂, (4.78)

~A(~r) ≈ µ0πR2 I
4π

sin θ

r2 φ̂, (4.79)

~A(~r) ≈ µ0m
4π

sin θ

r2 φ̂ . (4.80)

A quantidade m ≡ πR2 I é a intensidade do momento dipolo magnético da
espira (πR2 é a área da espira), e trataremos emmais detalhes sobre esse assunto
quando estudarmos a exnpansão em multipolos da magnetostática. Com esta
expressão mais sucinta e aproximada, podemos calcular o campo magnético
aproximado. Com efeito, o campo magnético aproximado gerado pela espira,
para (r >> R), será expresso por

~B =
1

r sin θ

∂

∂θ

(
µ0m
4π

sin2 θ

r2

)
r̂− 1

r
∂

∂r

(
µ0m
4π

sin θ

r

)
θ̂, (4.81)

~B ≈ µ0m
4π

1
r3

(
2 cos θ r̂ + sin θ θ̂

)
, r � R (4.82)

Para R � r, isto é, para pontos próximos ao centro da espira circular,
teremos que √

R2 + r2 + 2Rr sin θ ≈ R, (4.83)

e, consequentemente,

k2 ≈ 4r sin θ

R
� 1. (4.84)

Usando a aproximação na equação 4.77 e a aproximação na equação 4.84 na ex-
pressão do potencial vetor magnético em 4.67, teremos a seguinte aproximação
para ~A,

~A(~r) ≈ µ0 IR
πR

π

16
4r sin θ

R
φ̂, (4.85)
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~A(~r) ≈ µ0 I
4R

r sin θφ̂ . (4.86)

Com efeito, o campomagnético aproximado gerado pela espira, para (R >> r),
será expresso por

~B =
1

r sin θ

∂

∂θ

(
µ0 I
4R

r sin2 θ

)
r̂− 1

r
∂

∂r

(
µ0 I
4R

r2 sin θ

)
θ̂, (4.87)

~B ≈ µ0 I
4R

(
2 cos θ r̂− 2 sin θ θ̂

)
, (4.88)

~B ≈ µ0 I
2R

ẑ︷ ︸︸ ︷(
cos θ r̂− sin θ θ̂

)
, (4.89)

~B ≈ µ0 I
2R

ẑ, R� r . (4.90)

O campo magnético no entorno do centro da espira é, aproximadamente, uni-
forme. Note também que o resultado acima é o valor do campo magnético
exato atuante no centro da espira.
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Exemplo 4.3. Considere uma superfície esférica de raio R, uniformemente
carregada com densidade superficial σ, que gira a uma velocidade angular
constante ω em torno de uma eixo que passa pelo seu centro (veja a figura
4.4). Determine o potencial vetor magnético ~A e campo magnético ~B dentro
e fora da esfera numa posição a uma distância r do centro da esfera fazendo
um ângulo θ com o eixo de rotação.

Figura 4.4: Em (a), uma superfície
esférica com densidade uniforme σ

de carga girando com velocidade
angular ~ω em um eixo que passa
pelo seu centro. Em (b), um sistema
de referência em que ~ω faz um ân-
gulo θ com o eixo z, estando no
plano z-x, bem como os vetores de
interesse para o cálculo de ~A.

K

r

(a)

x

z

y
ŕ

dá
r

ʹ

ʹ

R

(b)

Solução: Em uma primeira visão da solu-
ção do problema, poderíamos imaginar que
seria mais adequado fazer o eixo de rotação
coincidir com o eixo z cartesiano e calcular
o potencial vetor magnético em uma posição
arbitrária do espaço ~r. Essa estratégia con-
duz a uma integral complexa de se resolver
diretamente, na verdade, muito mais difícil
do que a integral que iremos propor e calcu-
lar aqui.

Para facilitar o cálculo e nossa visu-
alização do problema, vamos supor que a
velocidade angular da esfera se encontra no
plano x-z fazendo um ângulo θ com o eixo z,
e a posição~r onde iremos determinar o po-
tencal vetor magnético fique no eixo z, como
ilustra a figura a 4.4(b). Como o problema
tem simetria azimutal, o que importa é cal-
cularmos o potencial vetor ~A numa posição
a um distância r do o centro da esfera fa-
zendo um ângulo θ com o eixo de rotação.
De acordo com a geometria proposta, a velo-
cidade angular é escrita como sendo

~ω = ω (sin θ x̂ + cos θ ẑ) . (4.91)

Oelementodeárea emcoordenadas esféricas
é dado por da′ = R2 sin θ′dθ′dφ′ com

~r′ = R
[
sin θ′ cos φ′ x̂ + sin θ′ sin φ′ŷ + cos θ′ ẑ

]
.

(4.92)
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Escolhendo o vetor posição~r na direção z, ou seja,~r = rẑ, a lei dos cossenos
garante que r =

√
R2 + r2 − 2Rr cos θ′. Como a esfera gira com velocidade

~ω, a velocidade de um ponto na superfície será ~v = ~ω ×~r′. Isto define uma
densidade superficial de corrente expressa por

~K = σ~v = σ~ω×~r′, (4.93)

~K = σωR (sin θ x̂ + cos θ ẑ)× (sin θ′ cos φ′ x̂ + sin θ′ sin φ′ŷ + cos θ′ ẑ), (4.94)

~K = σωR
[
−(cos θ sin θ′ sin φ′)x̂ + (cos θ sin θ′ cos φ′ − sin θ cos θ′)ŷ

+(sin θ sin θ′ sin φ′)ẑ
]

.
(4.95)

Note que todos os termos, exceto o termo (− sin θ cos θ′)ŷ, contêm sin φ′ ou
cos φ′. Substituindo ~K na expressão do potencial vetor magnético,

~A(~r) =
µ0

4π

¨
S

~K(~r′)
r da′, (4.96)

as integrais na coordenada azimutal φ′ se anulam em todos os termos, exceto o
termo citado, visto que ˆ 2π

0
cos φ′dφ′ = 0, (4.97)

ˆ 2π

0
sin φ′dφ′ = 0. (4.98)

Desta forma, ficamos apenas com a integral

~A(~r) = − µ0

4π

ˆ 2π

0

ˆ π

0

σωR3 sin θ cos θ′ sin θ′dθ′dφ′√
R2 + r2 − 2Rr cos θ′

ŷ, (4.99)

~A(~r) = −µ0σωR3 sin θ

2

ˆ π

0

cos θ′ sin θ′dθ′√
R2 + r2 − 2Rr cos θ′

ŷ. (4.100)

A integral na variável θ′ pode ser resolvida usando a substituição u = r2 +

R2 − 2Rr cos θ′. O desenvolvimento completo da integral pode ser consultado
no apêndice B.1 (trocando z por r). O resultado é

ˆ π

0

cos θ′ sin θ′dθ′√
R2 + r2 − 2Rr cos θ′

=


2r

3R2 , r ≤ R

2R
3r2 , r ≥ R,

(4.101)
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permitindo-nos escrever o potencial vetor magnético como

~A(~r) =


−µ0σωR3 sin θ

2
2r

3R2 ŷ, r ≤ R

−µ0σωR3 sin θ

2
2R
3r2 ŷ, r ≥ R.

(4.102)

Perceba que −ωr sin θ ŷ = ω(sin θ x̂ + cos θ ẑ) × rẑ = ~ω ×~r, portanto, o
potencial vetor magnético pode reescrito da seguinte forma,

~A(~r) =


µ0σR

3
(−ωr sin θ ŷ), r ≤ R

µ0σR4

3
(−ωr sin θ ŷ)

r3 , r ≥ R,

(4.103)

que nos permite escrever de forma mais geral

~A(~r) =


µ0σR

3
(~ω×~r), r ≤ R

µ0σR4

3
(~ω×~r)

r3 , r ≥ R.

(4.104)

Vamos agora fazer a velocidade angular apontar na direção ẑ e deixar
o vetor posição ~r numa direção arbitrária. Desta forma, ~ω = ωẑ e ~r = r r̂,
~ω ×~r = ωr ẑ× r̂ = ωr sin θ φ̂. A densidade de corrente superficial é expressa
agorapor ~K = σωa sin θφ̂ e opotencial vetormagnético nesta nova configuração
fica igual a

~A(~r) =


µ0σR

3
rω sin θ φ̂, r ≤ R

µ0σR4

3
ω sin θ

r2 φ̂, r ≥ R.

(4.105)

No plano equatorial da esfera, θ = π/2, teremos o resultado particular

~A(~r) =


µ0σR

3
rω φ̂, r ≤ R

µ0σR4

3
ω

r2 φ̂, r ≥ R.

(4.106)
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Podemos agora calcular o campo magnético através de ~B = ∇× ~A. Em
coordenadas esféricas, o rotacional de um campo vetorial ~A é dado por

~B =
1

r sin θ

[
∂

∂θ
(Aφ sin θ)− ∂Aθ

∂φ

]
r̂ +

1
r sin θ

[
∂Ar

∂φ
− sin θ

∂

∂r
(rAφ)

]
θ̂

+
1
r

[
∂

∂r
(rAθ)−

∂Ar

∂θ

]
φ̂.

(4.107)
Nosso potencial vetor magnético possui apenas componente Aφ 6= 0, então,

~B =
1

r sin θ

∂

∂θ
(Aφ sin θ)r̂− 1

r
∂

∂r
(rAφ)θ̂. (4.108)

Para r < R,

~B =
1

r sin θ

∂

∂θ

(
µ0σRω

3
r sin2 θ

)
r̂− 1

r
∂

∂r

(
µ0σRω

3
r2 sin θ

)
θ̂, (4.109)

~B =
2µ0σRω

3

ẑ︷ ︸︸ ︷(
cos θ r̂− sin θ θ̂

)
, (4.110)

~B =
2µ0σR

3
~ω, (4.111)

ondeusamos o fato que ẑ = cos θ r̂− sin θ θ̂. Istomostra que o campomagnético
no interior da superfície esférica girante uniformemente carregada é uniforme.
Para r > R, temos

~B =
1

r sin θ

∂

∂θ

(
µ0σR4

3
ω sin2 θ

r2

)
r̂− 1

r
∂

∂r

(
µ0σR4

3
ω sin θ

r

)
θ̂, (4.112)

~B =
µ0ωσR4

3
1
r3

(
2 cos θ r̂ + sin θ θ̂

)
. (4.113)

Este último resultado indica que fora da esfera girante o campo magnético é
típico de dipolo magnético puro, como mostraremos mais adiante no estudo
da expansão multipolar de ~A. De forma resumida,

~B(~r) =


2µ0σR

3
ωẑ, r < R

µ0ωσR4

3
1
r3

(
2 cos θ r̂ + sin θ θ̂

)
, r > R.

(4.114)
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Resultados gráficos para o potencial vetor magnético e para o campo
magnético são apresentados na figura 4.5.

Figura 4.5: Em (a), temos o gráfico do campo vetorial (vetores em preto) para o
potencial vetor magnético no plano equatorial (plano x-y), ou seja, para θ = π/2.
É evidente que ~A circula na direção φ̂ (circunferências tracejadas), aumentando
linearmente em função de r dentro da esfera e diminuindo com 1/r2 fora da esfera.
Em (b), temos a configuração de linhas de campo magnético dentro e fora da esfera
(linhas tracejadas vermelhas), e a configuração de linhas de campo para o potencial
vetor magnético (linhas tracejadas pretas) sobre a esfera. Note que ~A gira na direção
φ̂, ao passo que ~B circula nas direções r̂ e θ̂.

x

y

r
A

(a)

K B

(b)
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4.2 Condições de contorno na magnetostática

Figura 4.6: Interface com densidade
superficial de corrente ~K. Uma curva
Amperiana C em formato retangular
de largura L para cálculo da circu-
lação de ~B. Os vetores ~B1 e ~B2 repre-
sentam os campos magnéticos imedia-
tamente acima e abaixo da interface,
respectivamente.

B2

B1

n
n
l L

K

Vamos agora aplicar as equações
∇× ~B = µ0~J e ∇ · ~B = 0 para obter as
condições de contorno através de inter-
faces com densidade superficiais de cor-
rente elétrica ~K. Na forma integral, as
equações para o campo magnetostático
~B são ‹

S
~B · n̂da = 0, (4.115)

˛
C
~B · d~r = µ0 Ienc. (4.116)

Considere uma curva Amperiana de for-
mato retangular de largura L e altura h
com metade de sua área acima de uma
interface com densidade superficial de
corrente ~K e a outra metade abaixo desta
interface (veja figura 4.6).

O versor n̂′ representa a direção perpendicular à área da Amperiana
(paralela à interface) e o versor n̂ representa a direção perpendicular à interface.
Desta forma, podemos afirmar que

n̂′ = n̂× l̂ (4.117)

com l̂ sendo um versor na direção do segmento da Amperiana. A densidade de
corrente ~K que penetra na área retangular da Amperiana define uma corrente
encerrada dada por ~K · n̂′L. No limite da largura h tendendo a zero, a circulação
será dada apenas pelo produto escalar dos campos magnéticos ~B1 e ~B2 nos
segmentos da Amperiana acima e abaixo na interface, ou seja,˛

C
~B · d~r = µ0 Ienc, (4.118)

~B1 ·~L− ~B2 ·~L = µ0(~K · n̂′)L. (4.119)

Usando a relação entre os versores da equação 4.117, temos que

~B1 ·~L− ~B2 ·~L = µ0~K · (n̂× L̂)L, (4.120)
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(~B1 − ~B2) ·~L = µ0(~K× n̂) ·~L, (4.121)

~B‖1 − ~B‖2 = µ0(~K× n̂), (4.122)

onde chegamos à nossa primeira condição de contorno para magnetostática.

Figura 4.7: Volume escolhido para o
cálculo do fluxo de ~B. Os vetores ~B1 e
~B2 representam os campos magnéticos
imediatamente acima e abaixo da inter-
face, respectivamente.

B2

n

A

B1

h

Escolhendoagoraumvolumecom
formato de paralelepípedo com Gaussi-
ana de área de superfície A e espessura
h com metade do volume acima e me-
tade do volume abaixo da interface (veja
a figura 4.7). No limite h → 0, o fluxo
do campo magnético ~B na superfície es-
colhida se anula nas laterais do volume,
mas é diferente de zero nas superfícies
acima e abaixo da interface.
Portanto,¨

S
~B · n̂da = 0, (4.123)

~B1 · n̂A− ~B2 · n̂A = 0, (4.124)

B⊥1 − B⊥2 = 0, (4.125)

B⊥1 = B⊥2 (4.126)

ondedenotamospor B⊥ a componente normal à superfície do campomagnético
~B. Nossa segunda condição de contorno encontrada implica que a componente
normal de ~B ao longo de interfaces é contínua.

Para o potencial vetor magnético, como ∇ · ~A = 0, temos a mesma
condição de contorno para a componente normal do campomagnético, ou seja,

A⊥1 = A⊥2 . (4.127)

A circulação de ~A na Amperiana da figura 7.4 resulta em
˛

C
~A · d~r =

¨
S
(∇× ~A) · n̂da =

¨
S
~B · n̂da. (4.128)
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No limite h→ 0, a área S da Amperiana torna-se nula, e o fluxo de ~B será nulo,
ou seja,

~A1 ·~L− ~A2 ·~L = 0, (4.129)

A‖1 − A‖2 = 0, (4.130)

A‖1 = A‖2 . (4.131)

Se tanto as componentes tangenciais e normais do vetor ~A são contínuas, logo,
o potencial vetor magnético será contínuo, ou seja,

~A1 = ~A2, (4.132)

comportamento também atribuído ao potencial escalar eletrostático V através
de interfaces. O potencial vetor magnético também apresenta descontinuidade
normal de sua derivada, proveniente da equação 4.122, ou seja,

∂~A1

∂n
− ∂~A2

∂n
= −µ0~K. (4.133)

Figura 4.8: Plano condutor infinito per-
coriddo por uma densidade de corrente su-
perficial ~K = Kŷ.

x

y

z

K

Bacima

Babaixo

De maneira análoga ao que
acontece com o campo elétrico ~E so-
bre uma superfície carregada, uma
vez que o campo elétrico é descontí-
nuo devido à densidade superficial
de carga, o campomagnético~B sobre
uma interface com densidade super-
ficial ~K de corrente também será des-
contínuo. Antes de demonstrarmos
a equação para o campo magnético
sobre um elemento de corrente elétrica superficial, vamos calcular o campo
magnético gerado por um plano infinito, percorrido por uma densidade su-
perficial de corrente ~K. A figura 4.8 mostra um plano condutor se estendendo
infinitamente no plano x-y, percorrido por uma densidade de corrente ~K = Kŷ.
A estrutura para o campo magnético gerado será de tal forma que

~B(z) =

{
−B0 x̂, z > 0

B0 x̂, z < 0,
(4.134)
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com B0 sendo uma constante, isto é, o campo magnético será uniforme acima
e abaixo da superfície e apontará em sentidos opostos. Vamos denominar o
campo magnético imediatamente acima do plano (z > 0) de ~Bacima = −B0 x̂ e
o campo magnético imediatamente abaixo do plano (z < 0) de ~Bacima = B0 x̂
sendo B0 uma constante. Podemos então escerver que, neste caso, ~Babaixo =

−~Bacima. A condição de contorno 4.122 garante que o campo magnético acima
do plano será

~Bacima − (−~Bacima) = µ0(~K× n̂), (4.135)

~Bacima =
1
2

µ0(~K× n̂), (4.136)

e que o campo magnético abaixo do plano será

−~Babaixo − ~Babaixo = µ0(~K× n̂), (4.137)

~Babaixo = −
1
2

µ0(~K× n̂). (4.138)

Figura 4.9: Separação das contribui-
ções do campomagnético sobre uma su-
perfície condutora percorrida por uma
densidade de corrente superficial.

n

-n

Bsup

K

Nossa estratégia agora será simi-
liar ao feito no cálculo do campo elétrico
sobreumasuperfície carregada comden-
sidade superficial σ de carga, como des-
crito no capítulo 5 do volume I. Naquela
ocasião, consideramos um disco como
elemento de carga ao qual queríamos de-
terminar o campo. Vamos agora conside-
rar uma pequena ”chapa“ na superfície,
de tal modo que o campo magnético so-
bre esta chapa é o campo magnético do
restante da distribuição, que denotare-
mos por ~Bsup (veja a figura 4.9). É impor-
tante frisar que ~Bsup é contínuo, logo o
campo magnético imediatamente acima
da superfície, será proveniente da super-
posição dos campos devidos ao restante
da superfíce (~Bsup) e do campo mag-
nético, imediatamente acima, devido à
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chapa. Com efeito, definindo como ~B1 o campo magnético imediatamente
acima da superfície, teremos:

~B1 = ~Bsup +
1
2

µ0(~K× n̂), (4.139)

ao passo que o campo magnético imediatamente abaixo, definindo-o como ~B2,
teremos:

~B2 = ~Bsup −
1
2

µ0(~K× n̂). (4.140)

Somando as duas últimas equações, chegamos à conclusão que o campo mag-
nético ~Bsup sobre um elemento da superfície de corrente será a média da des-
continuidade dos campos magnéticos limítrofes na superfície, isto é,

~Bsup =
1
2
(~B1 + ~B2) . (4.141)

Exemplo 4.4. Verifique as condições de contorno das equações 4.122 e 4.126
para oproblemada superfície esférica girante. Mostre que osdois hemisférios
da superfície esférica se atraem mutuamente com uma força de intensidade
µ0π

4
(σωR2)2.

Solução: Vamos escrever as componentes tangenciais e perpendiculares do
campo magnético magnético ~B, imediatamente acima e abaixo da superfície
esférica. Acima da superfície esférica (índice 1), ou seja, para r > R temos

~B =
µ0ωσR4

3
1
r3

(
2 cos θ r̂ + sin θ θ̂

)
. (4.142)

No limite de r → R,

~B1 =
µ0ωσR

3
(
2 cos θ r̂ + sin θ θ̂

)
, (4.143)

com a componente tangencial será (direção θ̂)

~B‖1 =
µ0ωσR

3
sin θ θ̂, (4.144)

ao passo que a componente normal será (direção r̂)

~B⊥1 =
2µ0ωσR

3
cos θ r̂. (4.145)
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Abaixo da superfície esférica (índice 2), ou seja, para r < R temos, no limite de
r → R,

~B2 =
2µ0σRω

3
(
cos θ r̂− sin θ θ̂

)
. (4.146)

com a componente tangencial será (direção θ̂)

~B‖2 = −2µ0σRω

3
sin θ θ̂, (4.147)

ao passo que a componente normal será (direção r̂)

~B⊥2 =
2µ0σRω

3
cos θ r̂. (4.148)

Nota-se, claramente, que a componente normal é contínua, ou seja,

B⊥1 = B⊥2 . (4.149)

A descontinuidade da componente tangencial também é verificada, isto é,

~B‖1 − ~B‖2 =
µ0ωσR

3
sin θ θ̂ −

(
−2µ0σRω

3
sin θ θ̂

)
, (4.150)

~B‖1 − ~B‖2 = µ0ωσR sin θ θ̂, (4.151)

~B‖1 − ~B‖2 = µ0ωσR sin θ(φ̂× r̂), (4.152)

~B‖1 − ~B‖2 = µ0(~K× n̂). (4.153)

Calculando agora a força sobre o hemisfério superior, vamos começar
escrevendo a força de Lorentz para um elemento de área da′ da corrente elétrica
superficial. A força de Lorentz sobre este elemento é

d~Fm = σ~v× ~Bsupda′, (4.154)

sendo ~Bsup o campo magnético sobre o elemento de corrente na superfície da
esfera, calculado pela condição de contorno 4.141,

~Bsup =
~B1 + ~B2

2
=

2µ0σRω

3
cos θ′ r̂− µ0ωσR

6
sin θ′ θ̂, (4.155)

~Bsup =
~B1 + ~B2

2
=

µ0σRω

6
(4 cos θ′ r̂− sin θ′) θ̂. (4.156)
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A velocidade linear é ~v = ~ω ×~r′ = ωR sin θ′φ̂, de tal maneira que a força no
elemento de área será

d~Fm = σωR sin θ′φ̂×
[

µ0σRω

6
(4 cos θ′ r̂− sin θ′) θ̂

]
da′, (4.157)

d~Fm =
µ0(σRω)2 sin θ′

6
[
4 cos θ′ φ̂× r̂− sin θ′ φ̂× θ̂

]
da′, (4.158)

d~Fm =
µ0(σRω)2 sin θ′

6
(
4 cos θ′ θ̂ + sin θ′ r̂

)
da′, (4.159)

Vamos recordar agora os versores esféricos em coordenadas cartesianas,
θ̂ = cos θ′ cos φ′ x̂ + cos θ′ sin φ′ ŷ− sin θ′ ẑ

r̂ = sin θ′ cos φ′ x̂ + sin θ′ sin φ′ ŷ + cos θ′ ẑ.
(4.160)

Quando substituirmos esses versores na expressão para integração da força
sobre o hemisfério, a integração na variável φ′ irá anular as componentes nas
direções x̂ e ŷ, como já é de se esperar pela simetria esférica. Vamos usar
então somente as componentes na direção ẑ e integrar sobre todo o hemisfério
superior a força magnética sobre a superfície. Com efeito,

~Fm =
µ0(σωR)2

6

ˆ 2π

0

ˆ π/2

0
sin θ′

(
−4 cos θ′ sin θ′ + sin θ′ cos θ′

)
R2 sin θ′dθ′dφ′ ẑ,

(4.161)

~Fm = −µ0(σωR2)2

2

ˆ 2π

0
dφ′︸ ︷︷ ︸

2π

ˆ π/2

0
sin3 θ′ cos θ′dθ′︸ ︷︷ ︸

1/4

ẑ, (4.162)

~Fm = −µ0π(σωR2)2

4
ẑ . (4.163)

4.3 O potencial escalar magnético associado a ~B

Em muitas situações da magnetostática, a corrente está confinada em
distribuições singulares, isto é, em linhas ou em superfícies idealizadas2. Isto
2A idealização surge do fato de que na natureza não há estruturas perfeitamente bidimensionais
ou unidimensionais. Mesmo que seja necessária alguma consideração microscópica, as estruturas
geométricas tratadas sempre terão algum volume. As distribuições lineares ou superficiais são
idealizações que facilitam o processo de modelagem de um sistema físico.
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quer dizer que não há corrente elétrica em lugar nenhum no espaço, exceto nas
linhas ou superfícies citadas. Como exemplo, considere o problema anterior
da superfície esférica girante com velocidade angular constante. Neste caso
idealizado, só existe corrente na superfície da esfera, ou seja, para r = a.
Para os pontos em que r > R e r < R não há densidade de corrente elétrica.
Isto implica que, de acordo com a lei de Ampère em sua forma diferencial, o
rotacional do campo magnético nos pontos citados deve ser nulo, ou seja,

∇× ~B =~0. (4.164)

Como nos pontos considerados o campo magnético é irrotacional, podemos
usar a mesma ferramenta matemática que usamos para o campo elétrico, ou
seja, de que este é dado por um gradiente de alguma função escalar. Desta
maneira, podemos escrever que

~B = −∇φ, (4.165)

com φ sendo um potencial escalar, que chamaremos de potencial escalar mag-
nético φ. Aplicando esta última equação para divergência de ~B, temos então
uma equação de Laplace para φ, ou seja,

∇ · ~B = 0, (4.166)

−∇ · ∇φ = 0, (4.167)

∇2φ = 0. (4.168)

Podemos então aplicar todas as técnicas desenvolvidas na solução da equação
de Laplace anteriormente.

Exemplo 4.5. Resolva o problema da superfície esférica de raio R com den-
sidade superficial uniforme de carga σ, que gira com velocidade angular
constante ~ω = ωẑ, através do conceito de potencial escalar magnético φ.

Solução: Podemos resolver o problema da superfície esférica com densidade
superficial uniforme de carga σ girante através do conceito de potencial escalar
magnético φ. Para isso, basta partirmos da solução da equação de Laplace em
coordenadas esféricas com simetria azimutal

φ(r, θ) =
∞

∑
l=0

(
Alrl +

Bl

rl+1

)
Pl(cos θ), (4.169)
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e aplicar as condições de contorno para o campo magnético através da superfí-
cie. Primeiramente, note que a densidade superficial de corrente será

~K = σ~v, (4.170)

~K = σ(~ω×~r′), (4.171)

~K = σωR(ẑ× r̂), (4.172)

~K = σωR sin θφ̂. (4.173)

Esta densidade superficial de corrente só existe para pontos exatamente sobre
a esfera girante, ou seja, em r = R. Para pontos com r < R e r > R não há
densidades de correntes, ou seja, podemos dizer que∇× ~B = 0, o que implica
em

~B = −∇φ, (4.174)

~B = −∂φ

∂r
r̂− 1

r
∂φ

∂θ
θ̂, (4.175)

para o caso com simetria azimutal, com r̂ sendo o versor normal à superfície
da esfera e θ̂ sendo o versor tangencial à superfície da esfera.

O potencial escalar magnético φ tem propriedades semelhantes ao po-
tencial eletrostático, como, por exemplo, o fato de ele ser uma função limitada
para todos os pontos em que ele se aplica. Ou seja, para r = 0 e para r → ∞, φ

deve ser uma função finita. Sendo assim, o potencial escalar magnético φ será

φ1(r, θ) =
∞

∑
l=0

Bl

rl+1 Pl(cos θ), (4.176)

para r > R, ou seja, acima da superfície esférica, e

φ2(r, θ) =
∞

∑
l=0

Alrl Pl(cos θ), (4.177)

para r < R, ou seja, abaixo da superfície esférica.
Devemos encontrar quem são os Al e Bl que obedecem às condições de

contorno da magnetostática deduzidas anteriormente, ou seja,
B⊥1 = B⊥2

~B‖1 − ~B‖2 = µ0(~K× n̂),
(4.178)
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compatíveis com as condições nas equações 4.122 e 4.126. Isto quer dizer que
lim
r→R

∂

∂r
φ1 = lim

r→R

∂

∂r
φ2

− lim
r→R

1
r

∂

∂θ
φ1 + lim

r→R

1
r

∂

∂θ
φ2 = µ0σωR sin θ.

(4.179)

A primeira equação deste sistema indica que

∞

∑
l=0

−(l + 1)Bl

Rl+2 Pl(cos θ) =
∞

∑
l=0

lAl Rl−1Pl(cos θ), (4.180)

Bl = −
l

l + 1
R2l+1 Al . (4.181)

A segunda equação do sistema indica que

∂

∂θ

[
∞

∑
l=0

(
− Bl

Rl+2 + Al Rl−1
)

Pl(cos θ)

]
=

∂

∂θ
(−µ0σωR cos θ) . (4.182)

Vamos substituir a equação 4.181 e usar o fato que cos θ = P1(cos θ) na equação
anterior, para mostrar que

∞

∑
l=0

(
lAl Rl−1

l + 1
+ Al Rl−1

)
Pl(cos θ) = −µ0σωRP1(cos θ), (4.183)

∞

∑
l=0

2l + 1
l + 1

Al Rl−1Pl(cos θ) = −µ0σωRP1(cos θ). (4.184)

Podemos usar, agora, a propriedade de ortogonalidade dos polinômios de
Legendre para determinar os coeficientes Al . Concluímos que somente A1 será
diferente de zero e todos os demais Al serão nulos. Isto é,

Al =


0, l 6= 0

−2µ0σωR
3

, l = 1,
(4.185)

e, consequentemente,

Bl =


0, l 6= 0

µ0σωR4

3
, l = 1.

(4.186)
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Isto nos permite escrever as soluções para o potencial escalar magnético φ deste
problema:

φ(r, θ) =


−2µ0σωR

3
r cos θ, r < R

µ0σωR4

3
cos θ

r2 , r > R.

(4.187)

A partir deste potencial escalar, podemos encontrar o campomagnético usando
~B = −∇φ. Para r < R, temos

~B = −∂φ

∂z
ẑ, (4.188)

~B =
∂

∂z

(
2µ0σωR

3
z
)

ẑ, (4.189)

~B =
2µ0σωR

3
ẑ . (4.190)

Para r > R, temos
~B = −∂φ

∂r
r̂− 1

r
∂φ

∂θ
θ̂, (4.191)

~B = − ∂

∂r

(
µ0σωR4

3
cos θ

r2

)
r̂− 1

r
∂

∂θ

(
µ0σωR4

3
cos θ

r2

)
θ̂, (4.192)

~B =
2µ0σωR4

3
cos θ

r3 r̂ +
µ0σωR4

3
sin θ

r3 θ̂, (4.193)

~B =
µ0σωR4

3
1
r3

(
2 cos θ r̂ + sin θ θ̂

)
, (4.194)

sendo estes resultados idênticos aos obtidos via cálculo do potencial vetor
magnético no exemplo anterior.
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5
A expansão multipolar na magne-
tostática

Figura 5.1: Vetores de interesse ~r′, ~r
e ~r para cálculo do potencial vetor
magnético devido a uma distribuição
volumétrica de corrente ~J(~r′) compre-
endida no volume V . Os ângulos θ e φ

são os ângulos esféricos do vetor posi-
ção~r, ao passo que θ′ e φ′ são os ângu-
los esféricos do vetor~r′. γ é o ângulo
entre~r e~r′.
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Assim comofizemos para o poten-
cial escalar eletrostático V(~r), podemos
desenvolver uma expansão em multipo-
los para o potencial vetor magnético ~A.
Como vimos, sabemos que

~A =
µ0

4π

˚
V

~J(~r′)
r dr′ (SI). (5.1)

Vamos recordar que o termo 1/r pode
ser expandido em séries de potências,
procedimento já feito anteriormente.
Para um elemento de volume dτ′, loca-
lizado em ~r′, a distribuição volumétrica
de corrente é~J(~r′), compreendida no vo-
lume V (veja a figura 5.1).

Queremos fazer uma expansão do
potencial magnético para a posição arbi-
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trária~r no espaço. Para r > r′,

1
r =

1
r

∞

∑
l=0

(
r′

r

)l

Pl(cos γ). (5.2)

Substituindo este resultado na integração do potencial vetor magnético ~A, te-
mos

~A =
µ0

4π

˚
V
~J(~r′)

1
r

∞

∑
l=0

(
r′

r

)l

Pl(cos γ)dτ′, (5.3)

~A =
µ0

4πr

[˚
V
~J(~r′)dτ′ +

1
r

˚
V
~J(~r′)r′ cos γdτ′+

1
r2

˚
V
~J(~r′)(r′)2

(
3
2

cos2 γ− 1
2

)
dτ′ + ...

]
,

(5.4)

onde podemos visualizar os termos de monopolo, dipolo e quadrupolo mag-
néticos para o potencial vetor ~A.

5.1 Monopolo magnético

O termo de monopolo magnético ~A0 1 é o primeiro termo da expansão
multipolar obtida na equação anterior, isto é,

~A0 =
µ0

4πr

˚
V
~J(~r′)dτ′. (5.5)

Não é tão difícil perceber que a integração da densidade de corrente ~J(~r′) é
nula para todo volume que contém a corrente elétrica estacionária no espaço.
Isto fica mais fácil de verificar se estivermos tratando com uma corrente linear,
ou seja,

~A0 =
µ0

4πr

˛
C
~I(~r′)dr′, (5.6)

~A0 =
µ0 I
4πr

˛
C

d~r′ = 0. (5.7)

Note que este resultado é nulo pois qualquer integral de deslocamento em um
circuito fechado é nula. Isto tem implicações interessantes do ponto de vista
físico. A expansão multipolar não prevê nenhuma contribuição do termo de

1Usaremos o índice 0 para o monopolo e 1 para o dipolo.
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monopolo, independente da distribuição de corrente estacionária em questão.
Dito de outra forma, não há monopolos magnéticos.

Por completeza, iremos provar também que
˚
V
~J(~r′)dτ′ =~0, (5.8)

generalizando o resultado particular demonstrado. Para isso, considere a iden-
tidade vetorial2:

∇′ · [φ~J(~r′)] = φ∇′ ·~J(~r′) +∇′φ ·~J(~r′). (5.9)

No regime da magnetostática, ∇′ ·~J(~r′) = 0, portanto,

∇ · [φ~J(~r′)] = ∇′φ ·~J(~r′). (5.10)

Vamos escolher uma função φ que seja adequada à demonstração, isto é, φ = x′,
a componente x′ do vetor posição~r′. Neste caso, ∇′φ = x̂, o que implica que

∇ · [x′~J(~r′)] = x̂ ·~J(~r′), (5.11)

∇ · [x′~J(~r′)] = Jx(~r′). (5.12)

Integrando ambos os lados desta equação teremos
˚
V

Jx(~r′)dτ′ =

˚
V
∇ · [x′~J(~r′)]dτ′, (5.13)

˚
V

Jx(~r′)dτ′ =

¨
S

x′~J(~r′) · n̂da′, (5.14)

onde aplicamos o teorema da divergência substituinda a integral de volume
V pela integral de fluxo na superfície S . Como S engloba a distribuição de
corrente~J, o versor n̂ e~J são ortogonais nos limites da distribuição. Logo,

˚
V

Jx(~r′)dτ′ = 0. (5.15)

Comoa integral da componente xde~J se anula sobre todoovolumedadistribui-
ção de corrente, o mesmo ocorre, de forma análogoa, às demais componentes
y e z. Portanto,
2Consulte a identidade (viii) o exercício 2.1, emALVES, TibérioMagnode Lima. Eletromagnetismo
Clássico. Volume I, Eletrostática. 1ª ed. Natal: Editora IFRN, 2023.
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˚
V
~J(~r′)dτ′ =~0. (5.16)

5.2 Dipolo magnético

O termo de dipolo surge como segundo termo na expansão multipolar
para o potencial vetor magnético. Com efeito,

~A1 =
µ0

4πr2

˚
V
~J(~r′)r′ cos γ dτ′, (5.17)

~A1 =
µ0

4πr2

˚
V
~J(~r′)r′(r̂ · r̂′)dτ′, (5.18)

~A1 =
µ0

4πr3

˚
V
~J(~r′)(~r ·~r′)dτ′. (5.19)

Podemos usar aqui a seguinte identidade vetorial3:

(~a ·~c)~b = (~a ·~b)~c +~a× (~b×~c), (5.20)

fazendo simplesmente a associação de~a com~r,~b com~J(~r′) e~c com~r′ temos

~J(~r′)(~r ·~r′) = [~r ·~J(~r′)]~r′ +~r× [~J(~r′)×~r′]. (5.21)

Antes de substituir este resultado na expressão da equação 5.19, vamos escrever
a integral em termos de duas metades, ou seja,

~A1 =
µ0

4πr3

[
1
2

˚
V
~J(~r′)(~r ·~r′)dτ′ +

1
2

˚
V
~J(~r′)(~r ·~r′)dτ′

]
. (5.22)

No segundo termo, vamos substituir a identidade vetorial acima, resultando
em

~A1 =
µ0

4πr3

{
1
2

˚
V
~J(~r′)(~r ·~r′)dτ′ +

1
2

˚
V
[~r ·~J(~r′)]~r′dτ′

+
1
2

˚
V
~r× [~J(~r′)×~r′]dτ′

}
,

(5.23)

3Consulte o exemplo 1.3, em ALVES, Tibério Magno de Lima. Eletromagnetismo Clássico. Volume
I, Eletrostática. 1ª ed. Natal: Editora IFRN, 2023.
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~A1 =
µ0

4πr3

{
−1

2

˚
V
~r× [~r′ ×~J(~r′)]dτ′ +

1
2

˚
V
{~J(~r′)(~r ·~r′) + [~r ·~J(~r′)]~r′}dτ′

}
.

(5.24)
A segunda integral acima é nula. Para detalhes do cálculo, consulte o apêndice
B.3. Portanto,

~A1 =
µ0

4πr3

{
−1

2

˚
V
~r× [~r′ ×~J(~r′)]dτ′

}
. (5.25)

Como a integral é feita nas variáveis das correntes fontes (variáveis com linha),
o vetor posição~r pode ser fatorado da integral sem problemas, ficando apenas

~A1 = − µ0

4πr3~r×
[

1
2

˚
V
~r′ ×~J(~r′)dτ′

]
. (5.26)

A quantidade entre colchetes acima tem papel análogo ao momento de dipolo
elétrico que apresentamos quando estávamos estudando a expansão multipo-
lar em eletrostática. Esta quantidade é definida como momento de dipolo
magnético, ou simplesmente, momento magnético ~m, expresso por

~m ≡ 1
2

˚
V
~r′ ×~J(~r′)dτ′ . (5.27)

Para distribuições superficiais e lineares de corrente elétrica temos, respectiva-
mente,

~m ≡ 1
2

¨
S
~r′ × ~K(~r′)da′ , (5.28)

~m ≡ I
2

˛
C
~r′ × d~r′ . (5.29)

No caso de correntes em linhas, a última integral ainda pode ser reduzida
a um resultado mais simples, isto é,

~m =
I
2

˛
C
~r′ × d~r′. (5.30)

E como a integral

~S =
1
2

˛
C
~r′ × d~r′. (5.31)
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representa ovetor área~S, comaárea compreendidapelo contorno C, omomento
magnético neste caso é simplesmente o produto da intensidade de corrente I
pelo vetor área ~S, ou seja,

~m = I~S. (5.32)

Voltando para o termo de dipolo para o potencial vetor magnético na equação
5.26, já com a definição de momento magnético de dipolo, temos que

~A1 =
µ0

4π

~m×~r
r3 . (5.33)

Este resultado expressa apenas o primeiro termo que pode ser diferente de zero
na expansão multipolar. Temos ainda os termos de ordens superiores, como o
quadrupolo, octopolo e assim por diante. Mas vamos pensar no caso em que
r � r′ na expansãomultipolar, isto é, a posiçãode interesse~r sendomuitomaior
que a posição da distribuição de corrente elétrica. Neste caso, como o termo de
monopolo é sempre nulo, o termo de dipolo será dominante face aos termos de
ordens superiores devido à razão r′/r na expansão rapidamente tender a zero.
Para que o termo de dipolo represente exatamente o potencial vetor magnético,
temos que ter uma corrente infinitesimalmente localizada (que chamamos de
dipolo puro) ou distribuições de correntes específicas que anulam todos os
termos de ordens superiores. É o caso da superfície esférica com densidade
de carga uniforme girando com velocidade angular constante. Vamos recordar
que o resultado que encontramos para o potencial vetor magnético no exterior
da esfera (r > R) é

~A =
µ0σR4

3
(~ω×~r)

r3 . (5.34)

Note que podemos identificar o momento magnético como sendo

~m =
4πσR4

3
~ω. (5.35)

Exemplo 5.1. Encontre o momento magnético da superfície esférica de raio
R, carregada uniformemente com densidade superficial σ, girando com ve-
locidade angular ~ω = ωẑ. Obs: usando os vetores de interesse na figura
4.4.

Solução: A integral para o momento de dipolo ~m, em função densidade su-
perficial de corrente neste caso, conduz aomesmo resultado notado na equação
5.35, ou seja,

~m =
1
2

¨
S
~r′ × ~K(~r′)da′, (5.36)
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~m =
1
2

ˆ 2π

0

ˆ π

0
~r′ × (σ~ω×~r′)R2 sin θ′dθ′dφ′, (5.37)

~m =
R2σω

2

ˆ 2π

0

ˆ π

0
~r′ × (ẑ×~r′) sin θ′dθ′dφ′, (5.38)

onde podemos usar novamente a identidade vetorial da equação 5.20,

~m =
R2σω

2

ˆ 2π

0

ˆ π

0
[(~r′ ·~r′)ẑ− (~r′ · ẑ)~r′] sin θ′dθ′dφ′, (5.39)

~m =
R2σω

2

ˆ 2π

0

ˆ π

0
[R2ẑ− (R2 cos θ′)r̂′] sin θ′dθ′dφ′, (5.40)

~m =
R2σω

2

ˆ 2π

0

ˆ π

0
[(−R2 cos θ′ sin θ′ cos φ′)x̂− (R2 cos θ′ sin θ′ sin φ′)ŷ

+ R2(1− cos2 θ′)ẑ] sin θ′dθ′dφ′.
(5.41)

De todas as componentes acima, somente a componente z não se anula devido
às integrais nas componentes x e y possuírem integração na variável φ′ nula,
ou seja, ˆ 2π

0
cos φ′dφ′ =

ˆ 2π

0
sin φ′dφ′ = 0. (5.42)

Com efeito, o momento magnético para a esfera girante só possui componente
z, e é expresso por

~m =
R2σω

2

ˆ 2π

0

ˆ π

0
R2(1− cos2 θ′)ẑ sin θ′dθ′dφ′, (5.43)

~m =
σωR4

2

ˆ 2π

0
dφ′︸ ︷︷ ︸

2π

ˆ π

0
(1− cos2 θ′) sin θ′dθ′︸ ︷︷ ︸

4/3

ẑ, (5.44)

~m =
4πσR4

3
~ω, (5.45)

como queríamos demonstrar.
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O campo magnético gerado por um dipolo magnético puro

Com posse do termo de dipolo para o potencial vetor magnético, pode-
mos encontrar uma expressão para o campo magnético ~Bdip gerado por este
dipolo. Vamos usar o fato que ~B = ∇ × ~A com ~A sendo o potencial vetor
magnético devido a um momento de dipolo ~m na equação 5.33. Com efeito,

~Bdip = ∇× ~A1, (5.46)

~Bdip =
µ0

4π
∇×

(
~m×~r

r3

)
, (5.47)

onde temos que recorrer à identidade vetorial

∇× (~A× ~B) = (∇ · ~B)~A− (∇ · ~A)~B + (~B · ∇)~A− (~A · ∇)~B. (5.48)

Fazendo a correspondência de ~A = ~m e ~B =
~r
r3 , temos

∇×
(
~m×~r

r3

)
=

[
∇ ·

(
~r
r3

)]
~m−
��

�
��*

0

(∇ · ~m)
~r
r3 +

��
���

��:0[(
~r
r3

)
· ∇
]
~m− (~m · ∇) ~r

r3 ,

(5.49)

∇×
(
~m×~r

r3

)
= 4πδ(~r)~m− (~m · ∇) ~r

r3 . (5.50)

Já calculamos quanto vale∇ ~r
r3 no estudo do campo magnético gerado por um

dipolo elétrico. O resultado foi, incluindo r = 0,

∇ ~r
r3 =

↔
1 − 3r̂ r̂

r3 +
4πδ(~r)

3

↔
1 . (5.51)

Dessa forma,

∇×
(
~m×~r

r3

)
= 4πδ(~r)~m− ~m ·

↔
1 − 3~m · r̂ r̂

r3 − 4πδ(~r)
3

~m ·
↔
1 , (5.52)

∇×
(
~m×~r

r3

)
= 4πδ(~r)~m− ~m− 3(~m · r̂)r̂

r3 − 4πδ(~r)
3

~m, (5.53)

∇×
(
~m×~r

r3

)
=

3(~m · r̂)r̂− ~m
r3 +

8πδ(~r)
3

~m, (5.54)
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permitindo-nos escrever o campo magnético exato gerado por um dipolo puro
localizado na origem do sistema de coordenadas,

~Bdip(~r) =
µ0

4πr3 [3r̂(~m · r̂)− ~m] +
2µ0δ(~r)

3
~m . (5.55)

Se o dipolo puro estiver localizado em uma posição~r′ arbitrária, basta deslo-
carmos o vetor usando o vetor separação~r =~r−~r′, de tal forma que

~Bdip(~r) =
µ0

4πr 3 [3r̂ (~m · r̂ )− ~m] +
2µ0δ(~r )

3
~m . (5.56)

Exemplo 5.2. Encontre o campo magnético, usando a expressão da equa-
ção 5.55, no exterior da esfera girante, com momento magnético dado pela
equação 5.35.

Solução: Basta substituir ~m =
4πσωR4

3
ẑ na equação 5.55. Ou seja,

~Bdip(~r) =
µ0

4πr3 [3r̂(~m · r̂)− ~m], (5.57)

~Bdip(r, θ) =
µ0

4πr3
4πσωa4

3
[3r̂(ẑ · r̂)− ẑ], (5.58)

~Bdip(r, θ) =
µ0σωR4

3
1
r3 [3 cos θr̂− (cos θr̂− sin θθ̂)], (5.59)

~Bdip =
µ0σωR4

3
1
r3

(
2 cos θ r̂ + sin θ θ̂

)
, (5.60)

sendo este resultado idêntico aos obtidos via cálculos do potencial vetor mag-
nético e do potencial escalar magnético. Neste caso, o campo magnético de
dipolo no exterior da esfera representa o campomagnético exato, e concluímos
que todas as contribuições multipolares para ordem superiores são nulas.
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O potencial escalar magnético de dipolo

Vamos recordar que o potencial eletrostático de dipolo elétrico é expresso
através da seguinte expressão: (SI)

1
4πε0

~p · r̂
r2 , (5.61)

sendo ~p o momento de dipolo elétrico puro. De forma análoga, vamos apre-
sentar o potencial escalar magnético de dipolo, como sendo expresso por

µ0

4π

~m · r̂
r2 , (5.62)

sendo ~m o momento de dipolo magnético puro. Recorde que o campo magné-
tico de dipolo foi calculado anteriormente através de (r 6= 0)

~Bdip = − µ0

4π
(~m · ∇) r̂

r2 . (5.63)

Vamos agora lembrar da identidade vetorial,

∇(~C · ~D) = (~C · ∇)~D + (~D · ∇)~C + ~C× (∇× ~D) + ~D× (∇× ~C), (5.64)

fazendo a simples correspondência ~C =
r̂
r2 e ~D = ~m. Com efeito,

∇
(
~m · r̂

r2

)
=
��

�
��
�(

r̂
r2 · ∇

)
~m + (~m · ∇) r̂

r2 +���
��

��r̂
r2 × (∇× ~m) +

���
���

�
~m×

(
∇× r̂

r2

)
,

(5.65)

∇
(
~m · r̂

r2

)
= (~m · ∇) r̂

r2 . (5.66)

Dessa forma, o campomagnético de dipolo pode ser escrito da seguinte forma:

~Bdip = − µ0

4π
(~m · ∇) r̂

r2 = − µ0

4π
∇
(
~m · r̂

r2

)
. (5.67)

~Bdip = −∇
(

µ0

4π

~m · r̂
r2

)
, (5.68)

~Bdip = −∇φdip, (5.69)

onde definimos o potencial escalar de dipolo magnético

φdip ≡
µ0

4π

~m · r̂
r2 . (5.70)
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Para um dipolo em uma posição arbitrária ~r′, a expressão acima ficará em
termos do vetor separação~r , de tal forma que

φdip ≡
µ0

4π

~m · r̂
r 2 . (5.71)

Figura 5.2: Equivalência entre
uma espira e uma coleção de es-
piras infinitesimais de momento de
dipolo infinitesimal d~m.

I
(a)

Uma forma útil de utilizar o resul-
tado para o potencial escalar magnético de
dipolo φdip é quando tratamos com espi-
ras. Podemos associar uma espira qualquer
a um coleção de espiras infinitesimais, cada
uma sendo considerada um dipolo magné-
tico puro. Para entender melhor o que está
sendo proposto, veja a figura 5.72, ao lado.
Note que as correntes adjacentes se cance-
lam para um elemento infinitisemal fora da
borda da espira, ao passo que não se can-
celam nos elementos da borda, de tal ma-
neira que o conjunto equivale perfeitamente
à corrente I da espira, contribuindo comuma
quantidade infinitesimal de potencial escalar
magnético que vale

dφdip ≡
µ0

4π

d~m · r̂
r 2 , (5.72)

com d~m = In̂da sendo um elemento infinitesimal de momento magnético de
dipolo (n̂da é o elemento de área), e ~r sendo a separação entre a posição~r′ do
elemento infinitesimal e a posição~r onde se pretende calcular φ.
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Exemplo 5.3. Determine o campo magnético ~B(r, θ) em uma posição arbitrá-
ria do espaço para uma espira circular percorrida por uma corrente elétrica
I, de raio R, disposta sobre o plano x-y, como ilustra a figura 5.3(a).

Figura 5.3: Em (a), temos uma es-
pira de raio R percorrida uma cor-
rente elétrica I. ~B(r, θ) é o campo
magnético em um ponto arbitrário
do espaço. Em (b), os vetores de in-
teresse para integração do poten-
cial escalar magnético.

x

z

y

r

B(r,  )

I

(a)

x

z

y

r

ŕ
ʹdá

R

I
ʹ

=  d  dʹ ʹʹ

(b)

Solução: A espira de raio R é percorrida
por uma corrente elétrica I sendo que, em
coordenadas cilíndricas, a posição onde que-
remos determinar o potencial escalar mag-
nético é inicialmente no eixo z, ~r = z ẑ.
O elemento de espira se localiza em ~r′ =
ρ′ cos φ′ x̂ + ρ′ sin φ′ ŷ, sendo o vetor separa-
ção ~r = −ρ′ cos φ′ x̂ − ρ′ sin φ′ ŷ + z ẑ, com
módulo r =

√
ρ′2 + z2 (veja a figura 5.3(b)).

O potencial escalar magnético de di-
polo, no eixo z, será calculado integrando
sobre a área circular da espira a expressão
5.72. Com efeito,

φ(z) =
¨
S

µ0

4π

d~m · r̂
r 2 , (5.73)

φ(z) =
ˆ 2π

0

ˆ R

0

µ0

4π

Iẑ ·~r
r 3 ρ′dρ′dφ′, (5.74)

φ(z) =
µ0 Iz
4π

ˆ 2π

0
dφ

ˆ R

0

ρ′dρ′

(ρ′2 + z2)3/2 ,

(5.75)

φ(z) =
µ0 Iz

2
1√

ρ′2 + z2

∣∣∣∣∣
0

R

, (5.76)

φ(z) =
µ0 Iz

2

(
1
|z| −

1√
R2 + z2

)
. (5.77)

Perceba que se calcularmos o campo magnético no eixo z através de ~B(z) =

−∇φ = −∂φ

∂z
ẑ, o resultado será omesmo ja obtido no exemplo 2.4, através da lei

de Biot-Savart (é interessante que o leitor verifique). O desafio agora é calcular
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o campo magnético gerado pela espira circular em uma posição arbitrária do
espaço, ou seja, ~B(r, θ). Vamos proceder de forma similar ao feito com a solução
da equaçãodeLaplace noproblemado anel carregado, escrevendouma solução
particular para o eixo z e comparando com o resultado já conhecido. Como a
corrente na espira é uma distribuição singular de corrente, ou seja, ela é nula
em todos os pontos do espaço, exceto em pontos sobre a espira, temos um caso
em que ∇× ~B = ~0 (para pontos fora da espira). Dessa forma, ~B = −∇φ e
∇ · ~B = −∇ · ∇φ = ∇2φ = 0, e o potencial escalar magnético φ irá obedecer a
uma equação de Laplace. Vamos lembrar que a solução geral para problemas
com simetria esférica e azimutal é

φ(r, θ) = ∑
l=0

(
Alrl +

Bl

rl+1

)
Pl(cos θ). (5.78)

Para que este potencial seja uma função finita, na região com r < R temos que
ter Bl = 0 ∀l, ao passo que para a região r > R temos que ter Al = 0 ∀l. Isto
quer dizer que, para a nossa espira de raio R teremos

φ(r, θ) =


∑∞

l=0 Alrl Pl(cos θ) r < R

∑∞
l=0

Bl

rl+1 Pl(cos θ) r > R.
(5.79)

Se restringirmos nossa solução, pelos menos agora, para pontos no eixo z, com
z > 0, teremos que r = z e θ = 0, teremos que Pl(1) = 1 ∀l. Portanto,

φ(z) =


∑∞

l=0 Alzl z < R

∑∞
l=0

Bl

zl+1 z > R.
(5.80)

Olhando agora para solução do potencial escalar magnético φ(z) da espira
encontrada no eixo z, podemos escrever duas séries de potências, uma para
z > R e outra para z < R. Para z > 0, temos que

φ(z) =
µ0 I
2

(
1− z√

R2 + z2

)
, (5.81)
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onde podemos fatorar R2 ou z2, dependendo da região. Com efeito,

φ(z) =



µ0 I
2

[
1− z

R

(
1 +

z2

R2

)−1/2]
, z < R

µ0 I
2

[
1−

(
1 +

R2

z2

)−1/2]
, z > R.

(5.82)

Usando a expansão em série de potências (consulte a expressão (v) nas séries
de Maclaurin no A),

(1 + x)−1/2 = 1− 1
2

x +
3
8

x2 − 5
16

x3 + ... =
∞

∑
n=0

(−1)n

22n
(2n)!
(n!)2 xn, −1 < x ≤ 1,

(5.83)
teremos que

φ(z) =



µ0 I
2

[
1− z

R
+

1
2

( z
R

)3
− 3

8

( z
R

)5
+ ...

]
, z < R

µ0 I
2

[
1
2

(
R
z

)2
− 3

8

(
R
z

)4
+

5
16

(
R
z

)6
...

]
, z > R.

(5.84)

Podemos usar esta última expressão para encontrar os coeficientes Al e Bl e,
como são constantes, valem também para qualquer ponto do espaço, e assim
encontraremos o potencial escalar magnético para qualquer ponto do espaço.
Para z < R,

φ(z) =
µ0 I
2

[
1− z

R
+

1
2

( z
R

)3
− 3

8

( z
R

)5
+ ...

]
, z < R

φ(z) = A0 + A1z + A2z2 + A3z3 + A4z4 + A5z5...

(5.85)

de onde tiramos que Al para l par, exceto para l = 0, e também que

A0 =
µ0 I
2

, A1 = −µ0 I
2R

, A3 =
µ0 I
4R3 , A5 = − 3µ0 I

16R5 ... (5.86)

Para z > R,
φ(z) =

µ0 I
2

[
1
2

(
R
z

)2
− 3

8

(
R
z

)4
+

5
16

(
R
z

)6
...

]
, z > R

φ(z) =
B0

z
+

B1

z2 +
B2

z3 +
B3

z4 +
B4

z5 +
B5

z6 ...

(5.87)
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de onde tiramos que Bl = 0 para l par, e que

B1 =
µ0 IR2

4
, B3 = −3µ0 IR4

16
, B5 =

5µ0 IR6

32
, ... (5.88)

É desnecessário analisar os coeficientes para o z < 0, pois teríamos os mesmos
valores.

Estamos agora com posse dos coeficientes Al e Bl da solução da equação
de Laplace para o potencial escalar magnético φ(r, θ) do problema para um
ponto arbitrário do espaço. Chegamos então à solução para umponto arbitrário
de posição (r, θ), para r < R,

φ(r, θ) =
µ0 I
2

[
P0(cos θ)−

( r
R

)
P1(cos θ) +

1
2

( r
R

)3
P3(cos θ)

−3
8

( r
R

)5
P5(cos θ) + ...

]
, r < R

(5.89)

e, para r > R,

φ(r, θ) =
µ0 I
2

[
1
2

(
R
r

)2
P1(cos θ)− 3

8

(
R
r

)4
P3(cos θ)

+
5

16

(
R
r

)6
P5(cos θ) + ...

]
, r > R.

(5.90)

ou, em notação de somatório, teremos, para r < R

φ(r, θ) =
µ0 I
2

P0(cos θ)− µ0 I
2

∞

∑
l=0

(−1)l

22l
(2l)!
(l!)2

( r
R

)2l+1
P2l+1(cos θ), r < R

(5.91)
e, para r > R,

φ(r, θ) = −µ0 I
2

∞

∑
l=1

(−1)l

22l
(2l)!
(l!)2

(
R
r

)2l
P2l−1(cos θ), r > R. (5.92)

Para calcularmos o campo magnético da espira em um ponto arbitrário (r, θ),
devemos calcular

~B = −∂φ

∂r
r̂− 1

r
∂φ

∂θ
θ̂ = Br(r, θ)r̂ + Bθ(r, θ)θ̂, (5.93)
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onde definimos as componentes do campo magnético nas direções r̂ e θ̂,

Br(r, θ) ≡ −∂φ

∂r
, Bθ(r, θ) ≡ −1

r
∂φ

∂θ
. (5.94)

Como o cálculo demandará devivadas em relação à θ de polinômios de Legen-
dre de diferentes ordens, vamos usar a seguinte regra da cadeia:

∂

∂θ
=

∂x
∂θ

∂

∂x
, (5.95)

∂

∂θ
= − sin θ

∂

∂x
, (5.96)

com x = cos θ. Com efeito, as componentes Br e Bθ , para o campo magnético,
ficam expressas por, para r < R,

Br(r, θ) =
µ0 I
2R

[
P1(cos θ)− 3

2

( r
R

)2
P3(cos θ) +

15
8

( r
R

)4
P5(cos θ) + ...

]
,

(5.97)

Bθ(r, θ) =
µ0 I
2R

sin θ

{
P0(cos θ)− 1

2

( r
R

)2
[5P2(cos θ) + 1]

+
3
8

( r
R

)4
[9P4(cos θ) + 5P2(cos θ) + 1] + ...

} (5.98)

e, para r > R,

Br(r, θ) =
µ0 IR2

2r3

[
P1(cos θ)− 3

2

(
R
r

)2
P3(cos θ) +

15
8

(
R
r

)4
P5(cos θ) + ...

]
,

(5.99)

Bθ(r, θ) =
µ0 IR2

4r3 sin θ

{
P0(cos θ)− 3

4

(
R
r

)2
[5P2(cos θ) + 1]

+
5
8

(
R
r

)4

[9P4(cos θ) + 5P2(cos θ) + 1] + ...

}
,

(5.100)

sendo estas as componentes do campo magnético gerado pela espira circular
em um ponto arbitrário do espaço e, finalmente, resolvemos o problema.

Podemos fazer uma correspondência interessante com o resultado do
campo magnético da espira circular que acabamos de calcular. Considere que
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estamos analisando o resultado para o campo magnético gerado pela espira
em pontos que r > R, e ainda que são pontos distantes o suficientes da espira
de tal modo que r � R. Neste caso, podemos desprezar os termos de ordens
superiores em r/R e considerar somente os primeiros para Br(r, θ) e Bθ(r, θ).
Com efeito, teremos

Br(r, θ) u µ0 IR2

2
1
r3 cos θ , (5.101)

Bθ(r, θ) u µ0 IR2

4
1
r3 sin θ , (5.102)

de tal forma que o campomagnético aproximado gerado pela espira com r � R
será

~B u µ0

4π

IπR2

r3 (2 cos θ r̂ + sin θ θ̂) . (5.103)

Ora, mas esse é o campomagnético gerado por ummomento dipolo magnético
~m = IπR2ẑ, de tal maneira que podemos dizer que, para pontos com r � R,
o campo gerado pela espira será aproximadamente o campo magnético de um
dipolo. Me refiro como “aproximado” pois só tomamos o primeiro termo
nas expansões em séries das componentes do campo magnético da espira e
desprezamos, assim, os termos de multipolos superiores. No entanto, existe
um procedimento em que a aproximação se torna exata. Se tomarmos o limite
da área da espira para zero, mantendo o produto IA uma quantidade finita,
definiremos o que chamamos de dipolo magnético puro e, neste caso, o campo
magnético da espira será exatamente o campo de um dipolo magnético.

Emanalogia ao que vimos na eletrostática, podemosdizer que a espira de
tamanho finito corresponde a um dipolo magnético físico, ao passo que uma
espira de tamanho infinitesimal corresponde a um dipolo magnético puro.
Na figura 5.4, a seguir, apresentamos as configurações de linhas de campo
magnético da espira (dipolo físico) e para o dipolo magnético puro. Perceba
também, que as equações 5.101 e 5.102 para o campo magnético aproximado
da espira são identicas às obtidas pelo método do potencial vetor magnético,
no exemplo 4.2.
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Figura 5.4: Em (a) temos a configuração de linhas de campomagnético para uma espira
finita com vista no plano que a contém, considerando até 15 termos das expansões nas
equações 5.97, 5.98, 5.99 e 5.100. Em (b) temos a configuração de linhas de campo
magnético de momento de dipolo magnético puro.

B
B

B

r

r

(a)

B

m

(b)
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6
Energia potencial magnetostática
e indutância

No estudo da eletrostática, mostramos que o trabalho realizado para
montar uma configuração de cargas, seja ela contínua ou discreta, pode ser
calculado integrando sobre todo espaço a densidade de energia eletrostática no
campo elétrico, isto é, ue = ε0E2/2. Obviamente, no caso da magnetostática,
a energia de configuração não está associada ao trabalho realizado pela força
magnética, visto que esta de fato não realiza trabalho, como imposto pela lei
de força de Lorentz. Contudo, a força magnética imprime, indiretamente,
outros efeitos ao conteúdo energético de um sistema de correntes, cabendo ao
campo elétrico induzido realizar trabalho. Vamos recordar dos cursos básicos
de física, uma lei fundamental do eletromagnetismo, isto é, a lei de indução
eletromagnética de Faraday,

E = −dΦB
dt

. (SI) (6.1)

Nesta equação, E é a força eletromotriz induzida em um circuito devido a uma
variação temporal do fluxo magnético ΦB, definido como

ΦB =

¨
S
~B · n̂da. (6.2)
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Esta definição do fluxo magnético para uma superfície S implica em uma
das nomenclaturas para o campo magnético ~B, isto é, a densidade de fluxo
magnético. O sinal negativo expressa o fato que a força eletromotriz tem um
efeito que se opõe à variação do fluxo magnético (lei de Lenz).

Figura 6.1: Representação esquemática de
duas espiras C1 e C2, percorridas por cor-
rentes de intensidades I1 e I2, respectiva-
mente, gerando um campo magnetostático
~B no espaço. A espira C1 sofre ação de uma
força externa ~F.

I

B

Bn̂
.

C

FI

.

C

12

1

1
n̂2

2

x

y

z

Considere então duas espiras
C1 e C2, percorridas por correntes
de intensidades I1 e I2, respectiva-
mente, gerando um campo magné-
ticomagnetostático~B no espaço. Ad-
mita que a espira C1 pode ser deslo-
cada pela ação de um agente externo
por uma força ~F (veja a figura 6.1, ao
lado). Quando um agente externo
aplica uma força ~F na espira C1, te-
mos uma situação em que o fluxo
magnético Φ21 (fluxo na espira C1

para o conjunto) varia devido aomo-
vimento da espira em campomagné-
ticonãouniforme, ou seja, surgeuma
força eletromotriz devido ao movi-
mento. O que a experiência mostra é
que a espira C1 irá apresentar resis-
tência ao movimento, portanto, al-

gum trabalho será realizado contra o trabalho realizado pela força ~F, por isso
neste caso dizemos que será estabelecida na espira uma força contra eletro-
motriz. Se multiplicarmos esta força contra eletromotriz pela intensidade de
corrente I1, teremos o trabalho realizado por unidade de tempo sobre as cargas

no circuito em C1, ou seja, a potência dW
dt

.

Com efeito, se a espira for deslocada com velocidade constante, a potên-
cia desenvolvida será

dW
dt

= E1 I1, (6.3)

dW
dt

= −dΦ21

dt
I1, (6.4)
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e considerando uma situação em que a corrente é estacionária1,

dW = −I1dΦ21. (6.5)

Esta última equação sugere que um trabalho infinitesimal devido à força
~F só depende da corrente na espira C1 e da variação do fluxo magnético Φ21

na espira C1, isto é, só depende da configuração do par de espiras considerado,
permitindo-nos escrever uma energia potencial para o sistema. Esta energia
de configuração é definida como energia potencial magnetostática U12, onde
podemos escrever que o trabalho infinitesimal realizado sobre a espira C1 é
dado por

dW = −dU12, (6.6)

implicando em
U21 = I1Φ21. (6.7)

Não é difícil perceber que, como se trata de uma energia de configuração, a
troca de índice leva a um resultado simétrico, ou seja, U21 = U12 = I2Φ12.
Resumindo, a energia potencial magnetostática só depende da configuração
do par de espiras, isto é, suas correntes e fluxos magnéticos, de tal forma que
um trabalho realizado sobre algum dos circuitos muda esta configuração e
consequentemente o valor desta energia.

Para um conjunto de N espiras, a energia total da configuração será dada
pela soma de todos os pares, ou seja,

U =
1
2

N

∑
i=1

N

∑
j=1

IiΦji, (6.8)

com o fator meio sendo colocado para compensar a dupla contagem de um
par de espiras. Perceba que podemos fatorar a i-ésima corrente da soma em j,
escrevendo

U =
1
2

N

∑
i=1

Ii

(
N

∑
j=1

Φji

)
. (6.9)

1Aqui vale uma nota importante: estamos neste ponto do texto no limiar entre a magnetostática
e a eletrodinâmica (campos dinâmicos). Ao deslocar uma espira, em uma região onde atua um
campo magnético, inevitavelmente surgirá uma força eletromotriz devida ao movimento, bem
como o campo magnético gerado pela espira deslocada será variável com tempo. No entanto, na
magnetostática, estamos interessados apenas nos estados estáticos, ou seja, os momentos antes e
depois de a dinâmica ocorrer, e que toda evolução no estágio dinâmico é feita mediante processos
quase-estáticos.
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A quantidade entre parênteses é a soma do fluxo magnético devido a todas
as espiras sobre a i-ésima espira (Φi), inclusive o fluxo magnético devido ao
campo gerado por ela mesma (quando j = i), de tal maneira que

Φi =
N

∑
j=1

Φji, (6.10)

e, consequentemente,

U =
1
2

N

∑
i=1

IiΦi. (6.11)

Por outro lado, o fluxo magnético total na i-ésima espira pode ser escrito como
sendo

Φi =

¨
Si

~B · n̂idai, (6.12)

Φi =

¨
Si

(∇× ~A) · n̂idai, (6.13)

Φi =

˛
Ci

~A · d~ri, (6.14)

onde aplicamos o teorema de Stokes. Substituindo agora a equação 6.14 na
equação 6.11, temos a energia potencial magnetostática com uma integração do
potencial vetor sobre todos os circuitos, ou seja,

U =
1
2

N

∑
i=1

Ii

˛
Ci

~A · d~ri, (6.15)

U =
1
2

N

∑
i=1

˛
Ci

(~Ii · ~A)dri. (6.16)

Para distribuições contínuas de correntes, basta substituirmos a soma em i por
uma integração em~r′, bem como substituirmos ~Iidri por ~K(~r′)da′ ou ~K(~r′)dτ′

para densidades superficiais ou volumétricas de correntes, respectivamente.
Dessa forma, temos

U =
1
2

˚
V
~J(~r′) · ~A(~r′)dτ′, (6.17)

para densidades volumétricas de corrente e

U =
1
2

¨
S
~K(~r′) · ~A(~r′)da′, (6.18)
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para densidades superficiais de corrente. O volume V ou a superfície S devem
ser de tal maneira que englobem toda a distribuição de corrente.

Vamos agora proceder demaneira análoga ao que fizemos com a energia
potencial eletrostática. Recorrendo à equação de Maxwell ∇ × ~B = µ0~J, a
integral para energia potencial magnetostática para densidades volumétricas
de corrente fica da seguinte forma:

U =
1
2

˚
V

1
µ0

(∇× ~B) · ~Adτ. (6.19)

Usando agora a identidade vetorial

∇ · (~B× ~A) = (∇× ~B) · ~A− (∇× ~A) · ~B, (6.20)

temos que

U =
1

2µ0

˚
V
∇ · (~B× ~A)dτ +

1
2µ0

˚
V
(∇× ~A) · ~Bdτ, (6.21)

U =
1

2µ0

‹
S
(~B× ~A) · n̂da +

1
2µ0

˚
V

B2dτ. (SI) (6.22)

Esta última equação indica que, uma vez escolhendo uma superfície S que
englobe toda distribuição de corrente, a energia potencial magnetostática será
resultado de duas integrais. Se a distribuição de corrente for finita de tal modo
que para pontos com r → ∞, tanto o campo magnético ~B como o potencial
vetor magnético ~A tendam a zero, podemos recorrer ao mesmo artifício usado
na eletrostática, e escolher uma superfície esférica de raio r infinito, de tal
maneira que a primeira integral do fluxo de (~B × ~A) se anule. Sendo assim,
restaria-nos calcular somente a segunda integral sobre todo o espaço, ou seja,

U =
1

2µ0

˚
V

B2dτ , (6.23)

e identificamos aqui a densidade de energia no campo magnetostático ~B, no
SI, expressa por um = B2/2µ0, em analogia à densidade de energia no campo
eletrostático. Para encontramos a densidade de energia no sistema CGS, basta
usarmos a relação de transformação entre campos 2.27, de tal forma que, no
vácuo,

um = B2/8π, (6.24)
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o que permite escrever que a energia total será

U =
1

8π

˚
V

B2dτ. (6.25)

Vale aqui ressaltar uma vantagem do sistema CGS em relação ao sistema in-
ternacional. Em muitas situações de interesse do eletromagnetismo clássico,
vamos nos deparar com a necessidade de se calcular a energia em um campo
eletromagnético. Isto que dizer que precisaremos calcular a energia total asso-
ciadas aos dois campos simultaneamente. No SI, teremos que a densidade de
energia uem será

uem =
ε0E2

2
+

B2

2µ0
, (6.26)

ao passo que, no CGS,

uem =
1

8π
(E2 + B2). (6.27)

Perceba que no SI, como as unidades para os campos ~E e ~B são diferentes (N/C
para ~E e T para ~B), os coeficientes ε0 e µ0 devem compensar essa diferença de
unidade de tal forma que a densidade de energia seja em J/m3. Ja no CGS,
como as unidades para os campos ~E e ~B são iguais (Gauss), a soma é direta,
sendo a densidade de energia expressa em erg/cm3.

Voltemos agora nossa atenção para o cálculo do fluxo magnético parti-
cularmente na i-ésima espira, ou seja, a equação 6.10, não nos custando muito
escrever novamente,

Φi =
N

∑
j=1

Φji. (6.28)

O termo Φji expressa o fluxo magnético devido a j-ésima espira sobre a i-ésima
espira. Sendo assim, podemos escrever que

Φji =

¨
Si

~Bji · n̂idai, (6.29)

Φji =

˛
Ci

~Aji(~ri) · d~ri, (6.30)

sendo ~Bji e ~Aji o campo e potencial vetor magnético, respectivamente, devidos
à j-ésima espira sobre a i-ésima espira. Neste momento, temos que notar que
este potencial vetor magnético é dado como função da posição~ri que localiza
um elemento de deslocamento d~ri na espira Ci. No regime magnetostático,
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podemos recorrer à lei de Biot-Savart e escrever este potencial vetor magnético
como se segue:

~Aji(~ri) =
µ0 Ij

4π

˛
Cj

d~rj

r ji
, (6.31)

de tal maneira que o vetor separação entre os elementos de deslocamentos é
~r ji = ~ri −~rj, sendo~ri o vetor que localiza o elemento de deslocamento d~ri na
espira Ci e~rj o vetor que localiza o elemento de deslocamento d~rj na espira Cj

(veja a figura 6.2).

Figura 6.2: Representação esquemá-
tica de duas espiras Ci e Cj, percorridas
por correntes de intensidades Ii e Ij,
respectivamente. ~Aji(~ri) é o potencial
vetormagnéticodevidoà j-ésima espira
sobre a i-ésima espira localizado em~ri,
no deslocamento infinitesimal d~ri. ~r ji

é a posição do deslocamento infinite-
simal d~ri em relação ao deslocamento
infinitesimal d~rj, posicionado em~rj.
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Se substituirmos o potencial vetor
magnético da equação 6.31 na equação
6.30 do fluxo magnético, temos

Φji =

˛
Ci

(
µ0 Ij

4π

˛
Cj

d~rj

r ji

)
· d~ri, (6.32)

Φji = Ij

(
µ0

4π

˛
Ci

˛
Cj

d~rj · d~ri

r ji

)
. (6.33)

Note que o termo entre parênteses nesta
última equação é uma constante prove-
niente da integração que leva em conta a
configuração geométrica das espiras Ci e
Cj, fazendo com que o fluxo magnético
na i-ésima espira devido à j-ésima espira
seja proporcional à intensidade de cor-
rente na j-ésima espira. Esta constante
de proporcionalidade é chamada de co-
eficiente de indução Lij, de tal maneira
que

Φji = Lij Ij, (6.34)

com Lij sendo dado por

Lij =
µ0

4π

˛
Ci

˛
Cj

d~rj · d~ri

r ji
, (6.35)

também conhecida como relação de Neumann. Note que, se trocarmos os índi-
ces, a integral permanece inalterada, sendo portanto o coeficiente de indução
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uma quantidade simétrica, isto é, Lij = Lji. Para a autoindução, temos i = j, ou
seja, Lii que chamaremos apenas de L, definida como sendo a autoindutância,
ou simplesmente indutância. Apenas para diferenciar os vetores na própria
espira, vamos usar~r e~r′, de tal modo que

L =
µ0

4π

˛ ˛
d~r · d~r′
r , (6.36)

com~r =~r−~r′.
Do ponto de vista prático, os dispositivos capazes de armazenar energia

potencialmagnetostática são chamados de indutores. A energia potencialmag-
netostática em um indutor corresponde exatamente ao termo de autoenergia
na expressão da equação 6.11, ou seja,

U =
1
2

LI2 , (6.37)

em analogia à expressão da energia potencial eletrostática de um capacitor
CV2/2. No SI, a análise dimensional irá revelar que a indutância possui uni-
dades de J/A2, definida como 1 Henry (H)2, de tal modo que:

1 H ≡ 1 J/A2. (6.38)

No CGS, temos como unidade para indutância o statHenry (stH), definido
como

1 stH ≡ 1 erg/stA2, (6.39)

1 stH = 1 s2/cm. (6.40)

A transformação para o CGS herda a transformação das intensidades de cor-
rentes IG = ISI

√
4πε0, ou seja,

LG
LSI

= 4πε0 =
1

(2, 998)2 × 1011 stH/H, (6.41)

LG
LSI

u 1
(3, 0)2 × 1011 stH/H. (6.42)

Apesar de nossa abordagem inicial se referir somente a espiras, a indu-
tância pode ser calculada para indutores das mais variadas geometrias, inclu-
sive objetos carregados executando rotação gerando densidades superficiais ou

2Joseph Henry: (1797-1878) cientista estadunidense.
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volumétricas de corrente. Nestes casos, a dificuldade imposta pelas integrações
dos coeficientes da indutância fogem do escopo deste texto. Para darmos uma
amostra de como os coeficientes de indução levam a integrais de difícil solu-
ção, iremos calcular a indutância entre duas espiras coplanares (exemplo 6.3).
Mesmo em geometrias aparentemente simples, os cálculos das integrais de in-
dutância pela relação de Neumann não são nada triviais. No entanto, caso a
geometria do indutor facilite, podemos determinar a indutância de uma forma
mais simples seguindo os seguintes passos:

(I) Calculamos o campo magnético ~B para o indutor percorrido por uma
corrente I.

(II) Determinamos o fluxo total Φ no indutor.

(III) Usamos a expressão L = Φ/I para determinar a indutância.

Exemplo 6.1. Determine a indutância de um solenoide muito longo com
densidade de voltas n, raio R e comprimento l (R � l). Calcule a energia
armazenada no solenoide cilíndrico quando percorrido por uma corrente I.
Para todas as considerações, despreze os efeitos de bordas (veja a figura 6.3).

Figura 6.3: Visão da secção
em um diâmetro do solenoide
em formato cilíndrico. A
curva C é uma amperiana que
será usada para determinar o
campo magnético dentro do
solenoide.

C

l

K=nI Amperiana

R

z

B

Solução: Vamos lançar mão de argumentos de
simetria para chegar à expressão para o campo
magnético dentro e fora do solenoide. Como a
corrente circula na direção φ̂, o campomagnético
deve circular na direções ρ̂ e ẑ, como determina a
lei de Ampére na forma diferencial∇× ~B = µ0~J.
Emprincípio, o campomagnético seria escrito da
seguinte forma:

~B = Bρρ̂ + Bz ẑ (6.43)

No entanto, considerando um solenoide muito
longo, a componente ρ deve ser nula, restando-
nos um campo magnético escrito na forma

~B = Bz ẑ. (6.44)

Como não há corrente nem fora nem dentro do
solenoide, pois toda corrente se encontra na su-
perfície, o rotacional de ~B deve ser nulo nesssas
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regiões, ou seja, ∇× ~B = 0. Isso implica dizer que o campo magnético para o
solenoide longo deve ser uniforme tanto dentro como fora do solenoide. Fora
do solenoide, o campo magnético será nulo, pois o solenoide é muito longo, as
linhas de campo magnético não “escapam” do interior do solenoide, perma-
necendo sempre em seu interior. Usando a geometria proposta proposta na
figura 6.3, ao lado, vamos aplicar a lei de Ampère na forma integral

˛
C
~B · d~r = µ0 Ienc, (6.45)

sendo C uma amperiana retangular de altura l, commetade de sua área interna
e outra metade externa ao solenoide. Sendo assim, a circulação do campo
magnético será diferente de zero no segmento vertical interno ao solenoide. A
corrente encerrada pela amperiana será simplesmente Ienc = Kl = nIl. Com
efeito,

Bzl = µ0nIl, (6.46)

Bz = µ0nI, (6.47)

onde chegamos à expressão para o campo magnético no interior do solenoide
longo,

~B = µ0nIẑ. (6.48)

Após determinar o campo magnético, vamos determinar o fluxo total Φ para o
solenoide. Como o campo magnético é uniforme, o fluxo magnético para cada
volta do enrolamento será simplesmente a intensidade do campo magnético
vezes a área de secção do solenoide, ou seja, BA = µ0nI · πR2. Para todo o
solenoide de N voltas, o fluxo magnético total será

Φ = Nµ0nIπR2, (6.49)

Φ =
µ0πN2 IR2

l
. (6.50)

Com posse do fluxo total Φ, podemos usar agora a definição de indutância
L = Φ/I,

Φ
I
= L =

µ0πN2R2

l
, (6.51)

ou, em termos da densidade de voltas,

L = µ0πn2R2l . (6.52)
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Note que a indutância só depende de fatores geométricos do solenoide. Ela
não depende do campo magnético estabelecido ou da corrente elétrica. Vale
salientar aqui que as expressões acima obtidas para indutância do solenoide
cilíndrico representam um resultado aproximado, tendo em vista todas as
aproximações feitas no cálculo do campo magnético.

A energia magnetostática armazenada no solenoide cilíndrico será cal-
culada pela expressão obtida

U =
1
2

LI2, (6.53)

conduzindo ao seguinte resultado:

U =
µ0πn2R2l I2

2
. (6.54)

É importante mostrar que esse resultado é exatamente igual ao resultado pro-
veniente de outro método de cálculo, através do uso da densidade de energia
magnetostática no campo magnético. Lembremos que a energia armazenada
no campo magnético pode ser obtida via integração em todo o espaço

U =
1

2µ0

˚
V

B2dτ. (6.55)

Desprezando os efeitos de bordas, o campo só existirá dentro do solenoide
cilindrico e será uniforme. A integral acima será simplesmente a densidade de
energia magnetostática vezes o volume do solenoide, isto é,

U =
B2

2µ0
πR2l, (6.56)

U =
(µ0nI)2

2µ0
πR2l, (6.57)

U =
µ0πn2R2l I2

2
. (6.58)
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Exemplo 6.2. Considere dois solenoides cilíndricos coaxiais de raios R1 e
R2, com R2 > R1. O solenoide de raio R1 é muito longo comparado ao
solenoide de raio R2, cujo comprimento é l. O enrolamento no solenoide
de raio R1 possui n1 voltas por unidade de comprimento, ao passo que
o enrolamento no solenoide de raio R2 possui n2 voltas por unidade de
comprimento. Determine o indutância mútua entre os solenoides (veja a
figura 6.4).

Figura 6.4: Solenoides cilín-
dricos coaxiais.

R

l

z

I

I

1

R2

Solução: Para encontrarmos a indutância mú-
tua entre os solenoides, vamos considerar que
uma corrente elétrica, de intensidade I, percorre
o solenoide longo, de tal forma que circula no
sentido anti-horário. Desta forma, já mostramos
no exemplo 6.1 que o campo magnético gerado
por um solenoide longo é uniforme em seu inte-
rior e diretamente proporcional à densidade de
voltas por unidade e à intensidade da corrente
elétrica. Com efeito, o campo magnético gerado
pelo solenoide 1 sobre o solenoide 2 será

~B12 = µ0n1 Iẑ. (6.59)

O fluxo total deste campo sobre o solenoide 2
será

Φ12 =

¨
S2

~B12 · n̂2da2. (6.60)

Como ~B12 é uniforme, o fluxo magnético será
apenas o produto do módulo do campo pela área de secção do solenoide 2
vezes a densidade de voltas n2 vezes o comprimento L. Com efeito,

Φ12 = µ0n1 I · πR2
2n2l, (6.61)

Φ12 = µ0πR2
2n1n2l I. (6.62)

Note que esta equação para o fluxo obedece à equação que já constamos para
um sistema de espiras, isto é,

Φ12 = L12 I1, (6.63)
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atestando que o fluxo magnético realizado pelo solenoide 1 sobre o solenoide
2 é proporcional à intensidade da corrente no solenoide 1. A constante de L12

é a indutânica mútua desejada. Escrita expressamente, a indutância mútua L12

será
L12 = µ0πR2

2n1n2l . (6.64)

Exemplo 6.3. Determine o indutância mútua de um par de espiras circulares
coplanares e concêntricas de raios R1 e R2 (R2 > R1) (veja a figura 6.5).

Figura 6.5: Par de espiras copla-
nares e concêntricas e vetores de
interesse para o cálculo da indu-
tância mútua.

x

y

dr1
r1

dr2

r2

Solução: Os vetores de interesse para o cál-
culo da indutância mútua são:

• ~r1 = R1(cos φ1 x̂ + sin φ1ŷ),

• ~r2 = R2(cos φ2 x̂ + sin φ2ŷ),

• d~r1 = R1dφ1φ̂1,

• d~r2 = R2dφ2φ̂2,

De tal maneira que

d~r1 · d~r2 = R1R2dφ1dφ2φ̂1 · φ̂2, (6.65)

d~r1 · d~r2 = R1R2dφ1dφ2 cos(φ2 − φ1), (6.66)

e, para~r 12 =~r2 −~r1, temos

~r 12 = (R1 cos φ1 − R2 cos φ2)x̂ + (R1 sin φ1 − R2 sin φ2)ŷ, (6.67)

com módulo igual a

r 12 =
√

R2
1 + R2

2 − 2R1R2 cos(φ2 − φ1), (6.68)

Aplicando na relação de Neumann (6.35), temos

L12 =
µ0

4π

ˆ 2π

0

ˆ 2π

0

R1R2dφ1dφ2 cos(φ2 − φ1)√
R2

1 + R2
2 − 2R1R2 cos(φ2 − φ1)

. (6.69)

Perceba que esta integral apresenta um acoplamento entre as variáveis φ1 e
φ2, e podemos recorrer à técnica da matriz Jacobiana para facilitar o cálculo.
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Considere agora as novas variáveis α e β de tal modo que
φ1 =

α− β

2

φ2 =
α + β

2
,

(6.70)

A matriz Jacobiana para este sistema é

J =


∂φ1

∂α

∂φ1

∂β

∂φ2

∂α

∂φ2

∂β

 , (6.71)

J =

1/2 −1/2

1/2 1/2

 , (6.72)

com módulo do determinante |det{J}| = 1/2. Dessa maneira, a integral fica

L12 =
µ0R1R2

4π

ˆ 4π

0

ˆ 2π

−2π

1
2

dαdβ cos β√
R2

1 + R2
2 − 2R1R2 cos β

, (6.73)

L12 =
µ0R1R2

4π

1
2

ˆ 4π

0
dα

ˆ 2π

−2π

dβ cos β√
R2

1 + R2
2 − 2R1R2 cos β

, (6.74)

e, usando o fato que o integrando é uma função par em intervalo simétrico,
temos que

L12 = µ0R1R2

ˆ 2π

0

dβ cos β√
R2

1 + R2
2 − 2R1R2 cos β

. (6.75)

Para resolver essa última integral, vamos usar um parâmetro 0 < k < 1, de tal
maneira que

k2 =
4R1R2

(R1 + R2)2 , (6.76)

e também vamos recorrer à identidade trigonométrica

cos β = 1− 2 sin2
(

β

2

)
. (6.77)

Note que

R2
1 + R2

2 =
4R1R2

k2 − 2R1R2. (6.78)
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Substituindo estas duas últimas equações na integral da equação 6.75, temos

L12 = µ0R1R2

ˆ 2π

0

[
1− 2 sin2

(
β

2

)]
dβ√

4R1R2

k2 − 2R1R2 − 2R1R2 + 4R1R2 sin2
(

β

2

) , (6.79)

L12 = µ0R1R2

ˆ 2π

0

[
2 cos2

(
β

2

)
− 1
]

dβ√
4R1R2

k2 − 4R1R2

[
1− sin2

(
β

2

)] , (6.80)

L12 =
µ0
√

R1R2

2

ˆ 2π

0

k
[

2 cos2
(

β

2

)
− 1
]

dβ√
1− k2 cos2

(
β

2

) . (6.81)

Vamos usar, agora, a transformação de variável β = π + 2φ, de tal modo que

L12 =
µ0
√

R1R2

2

ˆ π/2

−π/2

k
[
2 sin2 φ− 1

]
dφ√

1− k2 sin2 φ
, (6.82)

e por ter um integrando par em intervalo simétrico,

L12 = µ0
√

R1R2

ˆ π/2

0

k
[
2 sin2 φ− 1

]
dφ√

1− k2 sin2 φ
, (6.83)

O termo
√

1− k2 sin2 φ é um indicativo que podemos expressar esta integral
em integrais elípticas. Vamos rearranjar os termos da seguinte maneira:

L12 = µ0
√

R1R2

ˆ π/2

0

[
2k sin2 φ− k +

2
k
− 2

k

]
dφ√

1− k2 sin2 φ
, (6.84)

L12 = µ0
√

R1R2

ˆ π/2

0

[(
2
k
− k
)
− 2

k
(
1− k2 sin2 φ

)]
dφ√

1− k2 sin2 φ
, (6.85)

L12 = µ0
√

R1R2

(2
k
− k
) ˆ π/2

0

dφ√
1− k2 sin2 φ

− 2
k

ˆ π/2

0

√
1− k2 sin2 φ dφ

 ,

(6.86)
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onde chegamos finalmente a um resultado para a indutância mútua entre as
duas espiras, isto é,

L12 =
2µ0
√

R1R2

k

[(
1− k2

2

)
K(k)− E(k)

]
, (6.87)

sendo K(k) e E(k) as integrais elípticas de primeira e segunda espécie, respec-
tivamente. As integrais elípticas são integrais que podem ser resolvidas por
métodos numéricos. Isto mostra que o cálculo de coeficientes de indutância,
mesmo que para geometrias simples, pode conduzir a cálculos complicados.

Para termos uma ideia quantitativa de valores para a indutância mútua
entre as duas espiras, vamos definir um parâmetro x ≡ R1/R2 (adimensional)
sendo a razão entre os raios das espiras. Em termos de x, teremos que

k(x) =

√
4x

(1 + x)2 , (6.88)

e
L12 =

R2

R2

2µ0
√

R1R2

k

{[
1− k(x)2

2

]
K[k(x)]− E[k(x)]

}
, (6.89)

L12

R2
(x) =

2µ0
√

x
k(x)

{[
1− k(x)2

2

]
K[k(x)]− E[k(x)]

}
. (6.90)

Figura 6.6: Par de espiras coplanares e
concêntricas e vetores de interesse para o
cálculo da indutância mútua.

0,83

1,0

2,0

3,0

4,0

5,0

Por exemplo, para x = 0, 5, R2 =

2R1, ou seja, o raio da espira maior
corresponde ao dobro da espira me-
nor. Com ajuda computacional, a ex-
pressão acima pode ser calculada e
assume o seguinte valor:

L12

R2
(0, 5) = 5, 5× 10−7 H/m.

(6.91)
Nestas circunstâncias, para uma es-
pira maior com R2 = 0, 1 m, a indu-
tância será

L12(0, 5) = 5, 5× 10−8 H. (6.92)

A figura 6.6, acima, mostra como L12

R2
(x) aumenta com x, divergindo em x = 1.

Os valores indicados foram:
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• L12

R2
(0, 25) = 0, 1× 4π · 10−7 H/m.

• L12

R2
(0, 5) = 0, 42× 4π · 10−7 H/m.

• L12

R2
(0, 75) = 1, 18× 4π · 10−7 H/m.

• L12

R2
(0, 83) = 1, 62× 4π · 10−7 H/m.

Vamos estudar agora uma aproximação interessante, que servirá para
verificarmos o resultado obtido para indutância mútua das espiras em uma
situação mais simples. A aproximação consiste em considerarmos R2 � R1,
ou seja, a espira de raio menor é muito pequena comparada à espira de raio
maior. Neste caso, se uma corrente elétrica de intensidade I percorrer a espira
de raio R2, o fluxo magnético sobre a espira de raio R1 será, aproximadamente,
devido ao campo magnético no centro da espira de raio R2, que, como já

sabemos, vale µ0 I
2R

.
Para R2 � R1,

k2 ≈ 4R1

R2
� 1. (6.93)

Usando as expansões em séries de potências para as integrais elípticas K(k) e
E(k) (veja no apêndice C), temos

K(k) =
π

2

(
1 +

k2

4
+

9k4

32
+

25k6

256
+ ...

)
, (6.94)

E(k) =
π

2

(
1− k2

4
+

3k4

32
− 5k6

256
+ ...

)
. (6.95)

A expressão entre colchetes da equação 6.87 poderá ser reduzida para[(
1− k2

2

)
K(k)− E(k)

]
≈ πk4

32

(
1 +

3k2

4
− 75k4

128
+ ...

)
. (6.96)

Considerando que k � 1, levaremos em conta apenas o primeiro termo da
expresão acima, o que implica em[(

2
k2 − 1

)
K(k)− 2

k2 E(k)
]
≈ πk4

32
. (6.97)

Com efeito,

L12 ≈
2µ0
√

R1R2

k
πk4

32
, (6.98)
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L12 ≈ µ0
√

R1R2
πk3

16
, (6.99)

L12 ≈ µ0
√

R1R2
π

16
8 3

√
R1

R2
, (6.100)

L12 ≈
µ0πR2

1
2R2

. (6.101)

Perceba que, se multiplicarmos este resultado por uma intensidade de corrente
I, percorrendo a espira de raio maior, a induntância mútua aproximada será
a razão do fluxo magnético sobre a espira menor, devido ao campo gerado na

origem pela espira maior , isto é, µ0 I
2R2

, sobre a área πR2
1 da espira menor.
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Questão I.1. Usando a lei de Ampère na forma integral no CGS, determine o
campo elétrico ~B(ρ), a uma distância ρ de um fio infinito percorrido por uma
corrente elétrica de intensidade I que se encontra isolado no vácuo. Calcule
quanto vale a intensidade do campo magnético em Gauss para uma distância
ρ = 10 cm e uma corrente de intensidade I = 3 × 109 stA. Quanto vale a
intensidade deste campo magnético em Tesla?

Questão I.2. Considere umfio formando dois segmentos semi-infinitos (x ≥ R
e x ≤ −R) e um semicírculo de raio R com centro coincidindo com a origem
de um sistema cartesiano, percorrido por uma corrente elétrica de intensidade
I, como indica a figura 6.7 a seguir.

Figura 6.7: Fio formando dois seg-
mentos semi-infinitos (x ≥ R e
x ≤ −R) e um semicírculo de raio
R com centro coincidindo com a
origem de um sistema cartesiano.

x

z

y

R

P

I

Considerando que o fio se encontra no es-
paço livre (vácuo), no SI, determine:

(a) O campo magnético no ponto P de posi-
ção~r = z ẑ.

(b) Encontre uma expressão para o campo
magnético na origem (z = 0) e calcule
sua intensidade, para uma corrente I =

1 A e R = 0, 10 m.
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Questão I.3. Considere uma esfera maciça de raio R, uniformemente carre-
gada com densidade volumétrica ρ no vácuo. Ela então é posta a girar com
velocidade angular ~ω em torno de um eixo que passa pelo seu centro. Deter-
mine o potencial vetormagnético emumaposição distante r do centro da esfera,
fazendo um ângulo θ com o eixo de rotação, considerando dentro (r ≤ R) e fora
(r ≥ R) da esfera. Com posse o potencial vetor magnético, determine o campo
magnético ~B para pontos fora e dentro da esfera. Determine também a energia
magnetostática deste sistema.

Questão I.4. Considere uma “chapa” condutora de extensão infinita no espaço
livre (vácuo) de espessura H, compreendida entre −H/2 ≤ z ≤ H/2, no
sistema de referência cartesiano, como indica a figura 6.8 a seguir. Por esta
chapa, percorre uma densidade de corrente uniforme~J = Jŷ.

Figura 6.8: Representação finita da “chapa” condutora percorrida por uma densidade
volumétrica de corrente uniforme~J = Jŷ, compreendida entre −H/2 ≤ z ≤ H/2.

x

y

z

H

H/2

-H/2

J

(a) Usando a lei de Ampère na forma integral, determine o campo magnético
~B(z) para as regiões com |z| > H/2 (fora da chapa) e |z| < H/2 (dentro da
chapa).

(b) Determine o campomagnético agora pela lei deGauss na forma diferencial.
Use o fato que campo magnético deve ser finito e contínuo para todas as
regiões do espaço e nulo em z = 0.

Questão I.5. Considere um disco isolante de raio R com centro coincidindo
com a origem de um sistema cartesiano, carregado com densidade superficial
uniforme σ, que se encontra isolado no vácuo, como indica a figura 6.9 a seguir.
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Figura 6.9: Disco isolante de raio
R carregado com densidade su-
perficial uniforme σ girando em
tornodo eixo z comvelocidade an-
gular ~ω.

x

z

y

Determine, no SI:

(a) O momento de dipolo magnético ~m para
disco carregado girante.

(b) O potencial vetor magnético de dipolo
para pontos arbitrários no espaço de lo-
calização (r, θ), com r > R.

(c) O campo magnético de dipolo para pon-
tos no eixo Bdip(z).

(d) Verifique se na aproximação z � R os
resultados para lei de Biot-Savart e de
dipolo magnético coincidem.

Questão I.6. Considere dois fios de comprimento L paralelos e distantes d
um do outro, percorridos por uma corrente elétrica de intensidade I, na con-
figuração do experimento da balança de Ampère, como indica a figura 6.10 a
seguir.

Figura 6.10: Fios finitos parale-
los de comprimento L, compreen-
didos entre z = −L/2 e z = L/2,
percorridos por correntes elétri-
cas de mesmo sentido e intensidade
I.

z

d

L/2

-L/2

I

L/2

-L/2

I

Com base no exposto, calcule:

(a) A intensidade força magnética que atua
nos segmentos sem aproximação para
l � d.

(b) A intensidade força magnética que atua
nos segmentos com aproximação para
l � d.

(c) A diferença percentual entre as intensi-
dades calculadas nos itens a e b conside-
rando L = 0, 50 m e d = 0, 04 m.

Questão I.7. Seja umdipolomagnéticopuro
pontual ~m = mẑ no vácuo localizado na ori-
gem de um sistema de coordenadas cartesi-
ano e no centro de uma superfície esférica
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gaussiana S de raio R. Verifique a equação fundamental da magnetostática
para a superfície gaussiana

‹
S
~B · n̂da = 0. (6.102)

Questão I.8. Considere uma espira quadrada de lado L percorrida por uma
corrente elétrica de intensidade I no vácuo, como representa a figura 6.11 a
seguir.

Figura 6.11: Espira quadrada de lado
L percorrida por corrente de intensi-
dade I. A espira se encontra no plano
x-y compreendida entre −L/2 < x <

L/2 e −L/2 < y < L/2.

x

z

y

L/2

L/2

-L/2
-L/2

I

P

Determine:

(a) No SI, qual a expressão para o campo
magnético no ponto P, localizado no
eixo z (~r = zẑ)?

(b) No SI, qual é o valor da intensidade
do campomagnéticoparao centroda
espira quadrada considerando L =

20 cm e I = 1 A?

(c) O valor do campo calculado no item
b para o sistema CGS?

(d) A intensidadedomomentodedipolo
magnéticodesta espiranoSIpara L =

20 cm e I = 1 A?

Questão I.9. Uma fita condutora muito extensa de espessura L se estende no
plano x-y entre −L/2 < x < L/2 e −∞ < y < +∞, sendo percorrida por uma
densidade superficial de corrente uniforme ~K = Kŷ, como ilustra a figura 6.12
a seguir.

Figura 6.12: Fita condutora muito ex-
tensa percorrida porumadensidade su-
perficialde correnteuniforme ~K = Kŷ.

x

d

y

z

L/2

-L/2K

Determine o campo magnético em um
ponto no eixo z distante d da fita. Mos-
tre que no limite de d � L, o campo
magnético é típico de um fio fino infinito
percorrido por uma corrente elétrica de
intensidade I = KL.
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Questão I.10. Seja um cilindro uniformemente carregado com densidade vo-
lumétrica ρ0 no vácuo, com eixo principal coincidindo com o eixo z de um
sistema cartesiano.

Figura 6.13: Cilindro uniforme-
mente carregado de comprimento
L e raio R rotacionando com velo-
cidade angular ~ω em torno de seu
eixo principal.

x

z

y

R L/2

-L/2

O cilindro possui de raio R e está compreen-
dido entre z = −L/2 e z = L/2, tendo com-
primento L. Este cilindro é posto sob uma ro-
tação de velocidade angular ~ω em torno do
eixo z. Calcule o campomagnético para pon-
tos sobre o eixo z para |z| > L/2 e |z| < L/2,
ou seja, para pontos dentro e fora do cilindro.

Questão I.11. Considere duas espiras circu-
lares de raio R percorridas por uma corrente
elétrica I, ambas circulando no sentido anti-
horário, paralelas ao plano x-y, com os mes-
mos eixos de simetria no eixo z, em z = ±h,
como mostra a figura 6.14 a seguir.

Determine:
Figura 6.14: Par de espiras circu-
lares de raio R percorridas por
umacorrente elétrica I, ambas cir-
culando no sentido anti-horário,
distantes 2h.

x

z

y

-h

R

I

R

I

h

(a) O campomagnético ~B(z) para pontos no
eixo z. Faça um esboço do gráfico de
B(z).

(b) Mostre que, na origem, o campo magné-
tico possui intensidade máxima.

(c) Mostraque, na configuraçãodeHelmholtz
(2h = R), o campomagnético éuniforme
nas proximidades da origem. Dica: Cal-
cule a segunda derivada de B(z) em re-
lação à z.
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Questão I.12. Considere uma bobina de enrolamento toroidal de N voltas,
com secção retangular compreendida entre um raio interno R1, raio externo R2

e altura h percorrida por uma corrente I, como mostra a figura 6.15 a seguir.

Figura 6.15: Três vistas da bobina
de enrolamento toroidal com sec-
ção retangular compreendida en-
tro um raio interno R1, raio ex-
terno R2 e altura h percorrido
por uma corrente I. De cima para
baixo, uma visão em perspectiva, na
secção retangular e na secção cir-
cular da bobina.

R1

R2

I

I

h

I

I

Considerandocoordenadas cilíndricas (ρ, φ, z)
e que o material do núcleo enrolado não é
magnético (considere o vácuo), determine
(no CGS e no SI):

(a) O campo magnético ~B(ρ) no interior da
bobina aumdistância ρdoeixoprincipal.

(b) Uma expressão para energia magnetos-
tática armazenada na bobina.

(c) A indutância da bobina.

(d) Considerando N = 1000 voltas, R1 =

5, 0 cm, R2 = 10, 0 cm, I = 1 A e h =

3, 0 cm, calcule a energia armazenada e a
indutância da bobina.
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Questão I.13. Considere uma coroa cilíndrica isolante muito longa de raio
interno R1 e raio externo R2, carregada com densidade volumétrica de carga
ρ0. Esta coroa é posta sob uma rotação de velocidade ~ω em torno do seu eixo
principal a figura 6.16 a seguir.

Figura 6.16: Coroa cilíndrica
isolante carregada girante.

z

R1

R2

(a)

R1
R2

J

(b)

Considerandoas coordenadas cilíndricas (ρ, φ, z),
determine (no CGS):

(a) A expressão para a densidade volumétrica
de corrente ~J em função de uma distância ρ

do eixo de rotação da coroa.

(b) As expressões para o campo magnético em
todas as regiões do espaço, ou seja, para pon-
tos dentro da cavidade da coroa (ρ < R1),
para pontos dentro da coroa (R1 < ρ < R2) e
para pontos fora da coroa (ρ > R2). Dica:
Use argumentos de simetria e o fato do
campo magnético ser contínuo para distri-
buições volumétricas de correntes.

(c) As expressões para o potencial vetor magné-
tico em todas as regiões do espaço.

(d) A energia magnetostática por comprimento.
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Questão I.14. Considere um cabo coaxial percorrido por uma corrente elétrica
de intensidade I devida a umgerador e que alimenta um resistor. O cabo possui
condutor interno de raio R1 e condutor externo de raio R2, tal como mostra a
figura 6.17 a seguir.

Figura 6.17: Cabo coaxial percor-
rido por uma corrente elétrica de
intensidade I devida a um gerador
e que alimenta um resistor.

z

R1

R2

I I

Considerandocoordenadas cilíndricas (ρ, φ, z)
e que não há nenhummaterial magnético no
cabo (considere o vácuo), determine (no SI):

(a) O campo magnético ~B(ρ) no interior do
cabo entre os condutores a um distância
ρ do eixo principal.

(b) A indutância por unidade de compri-
mento do cabo.

Questão I.15. Um fio condutor cilíndrico
muito longo de R possui uma cavidade tam-
bém cilíndrica de raio Rc, com eixo principal
a uma distância b (b > Rc) do eixo princi-
pal do cilindro, como mostra a figura figura
6.18 a seguir. Umadensidade volumétrica de
corrente elétrica uniforme~J é estabelecida no

cilindro na mesma direção do seu eixo principal. Determine o campo magné-
tico em todos os pontos do espaço, isto é, dentro da cavidade, dentro do fio e
fora dele. Faça um esboço das linhas de campo magnético geradas pelo fio.

Figura 6.18: Fio condutor cilíndrico com cavidade.

R
Rc

J b
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Questão I.16. Determine a expressão para energia magnetostática para a su-
perfície esférica girante do exemplo 4.3.

Questão I.17. Considere uma superfície cilíndrica uniformemente carregada
com densidade superficial σ no vácuo, com eixo principal coincidindo com o
eixo z de um sistema cartesiano, de raio R, de comprimento L� R (aproxima-
ção que representa uma superfície cilíndrica infinita).

Figura 6.19: Superfície cilíndrica
infinita uniformemente carregada
de raio R posta então sob uma ro-
taçãode velocidade ~ω em tornodo
eixo z.

x

z

y

R

Afigura 6.19 a seguir apresenta um corte sec-
cional de comprimento finito desta superfí-
cie. Esta superfície cilíndrica é posta então
sob uma rotação de velocidade ~ω em torno
do eixo z. Encontre o campo elétrico ~B(x)
sobre pontos no eixo x (~r = xx̂) para x > R
(fora da superfície cilíndrica) e para x < R
(dentro da superfície cilíndrica).
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“[...] Um corpo magnetizável deve, portanto, ser
concebido como a união de inúmeras partículas,
dos quais cada um contém uma certa quantidade
de fluxo magnético norte e uma quantidade igual-
mente grande do sul, especificamente, de modo que
eles sejam homogeneamente misturados (o magne-
tismo é latente), ou sofreram uma separação menor
ou maior (o magnetismo é desenvolvido), uma se-
paração, no entanto, que nunca pode envolver um
transbordamento de fluxo de uma partícula para
outra.”

Carl Friedrich Gauss

II
Magnetostática na matéria





7
Magnetização

Toda matéria, seja ela condensada em sólidos e líquidos ou em estado
gasoso, apresenta-se com uma constituição de cargas elétricas positivas (nú-
cleos atômicos) e cargas elétricas negativas (elétrons) formando átomos e/ou
moléculas. O movimento dos elétrons em torno do núcleo devido à força Cou-
lombiana gera o que normalmente denominamos de correntes atômicas. Na
maioria dos materiais, essas “espiras fundamentais” possuem momento de
dipolo magnético que em média se cancelam, fazendo o material não exibir
naturalmente qualquer manifestação magnética. Na presença de um campo
magnético ~B, surge um torque sobre essas espiras fundamentais com expressão
análoga ao torque sobre dipolos elétricos, ou seja,

~N = ~m× ~B. (7.1)

Este torque gira os momentos magnéticos elementares fazendo com que surja
ummomento magnético líquido diferente de zero. Dizemos então que o mate-
rial foi magnetizado e sua magnetização é definida da seguinte forma:

~M ≡ lim
∆V→0

1
∆V ∑

i
~mi, (7.2)

com ∆V sendo um elemento de volume contendo um conjunto de momentos
de dipolo magnéticos ~mi.
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A existência de um momento magnético não nulo de um objeto magne-
tizado gera um campomagnético em seu entorno. A origem deste campo pode
ser atribuída ao que chamamos de correntes de magnetização. Além de tor-
que, um momento magnético sofre uma força quando submetido a um campo
magnético expressa por

~F = ∇(~m · ~B). (7.3)

7.1 Correntes de magnetização

Considere um material magnético com sua magnetização ~M(~r′) especi-
ficada em todo volume. Podemos idealizá-lo como sendo composto por ele-
mentos infinitesimais de volume dτ′ com momento magnético puro ~m. Sendo
a posição do elemento considerado ~r′, o potencial vetor magnético devido a
este momento magnético num ponto de posição~r é dado por

µ0

4π

~m× r̂
r 2 , (7.4)

como~r =~r−~r′ (veja figura 7.1, abaixo).

Figura 7.1: Representação esquemática de um
material magnetizado e as quantidades de inte-
resse para o cálculo do potencial vetor magné-
tico. O objeto delimita uma região de volume V
contornado por uma superfície S .

rr

d

x

z

y
ʹ

ʹ

Objeto magnetizado

Elemento de dipolo

ŕ(  )
Posição onde se 

deseja determinar A(r) M

Para calcularmos o poten-
cial vetormagnético ~A(~r) devido
a todadistribuição, temosque in-
tegrar sobre todo volume V com
~m = ~M(~r′)dτ′, ou seja,

~A(~r) =
µ0

4π

˚
V

~M(~r′)× r̂
r 2 dτ′.

(7.5)
Podemos reescrever o inte-
grando usando o fato que

r̂
r 2 = ∇′

(
1
r

)
, (7.6)

o que conduz a

~A(~r) =
µ0

4π

˚
V
~M(~r′)×∇′

(
1
r

)
dτ′. (7.7)
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Usando a regra do produto para o rotacional, ou seja,

~M(~r′)×∇′
(

1
r

)
=

1
r
[
∇′ × ~M(~r′)

]
−∇′ ×

[
~M(~r′)
r

]
, (7.8)

o potencial vetor magnético pode ser escrito como sendo

~A(~r) =
µ0

4π

{˚
V

1
r
[
∇′ × ~M(~r′)

]
dτ′ −

˚
V
∇′ ×

[
~M(~r′)
r

]
dτ′
}

. (7.9)

Por último, vamos o seguinte teorema do cálculo vetorial:

˚
V
∇×~vdτ = −

‹
S
~v× n̂da (7.10)

na segunda integral para chegar ao seguinte resultado:

~A(~r) =
µ0

4π

{˚
V

1
r
[
∇′ × ~M(~r′)

]
dτ′ +

‹
S

1
r
[
~M(~r′)× n̂da′

]}
, (7.11)

~A(~r) =
µ0

4π

{˚
V

1
r
[
∇′ × ~M(~r′)

]
dτ′ +

‹
S

1
r
[
~M(~r′)× n̂

]
da′
}

. (7.12)

Nesta última integral, percebemos claramente que o potencial vetormag-
nético possui uma contribuição volumétrica e uma contribuição superficial.
Podemos identificar essas contribuições como sendo provenientes de densida-
des volumétricas e superficiais de correntes que denominamos de correntes de
magnetização. São elas~JM e ~KM, calculadas por

~JM = ∇× ~M , (7.13)

~KM = ~M× n̂ . (7.14)

Portanto, para um objeto magnetizado commagnetização ~M definida, o poten-
cial vetor magnético pode ser escrito como

~A(~r) =
µ0

4π

{˚
V

~JM(~r′)
r dτ′ +

‹
S

~KM(~r′)
r da′

}
. (7.15)
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7.2 O campo magnético ~H e densidade de polos
magnéticos

A descrição feita acima apresenta o potencial vetor magnético devido a
um objeto magnetizado com sua natureza atrelada às densidades de correntes
de magnetização volumétricas e superficiais do objeto, também chamadas de
correntes ligadas, pelo fato de a natureza destas correntes estarem associadas
ao comportamento coletivo de momentos magnético atômico. Do ponto de
vista geral, o potencial vetor magnético pode ser visto como oriundo tanto das
correntes demagnetização, como tambémdas correntes livres. Essas correntes
geralmente são provenientes de elétrons de condução motivadas por alguma
diferença de potencial aplicada ou por indução eletromagnética. Sendo assim,
a densidade total de corrente elétrica ~J de um objeto pode ser escrita como a
soma da densidade volumétrica de correntes livres~Jl e densidade volumétrica
de correntes de magnetização~JM, isto é,

~J = ~Jl +~JM. (7.16)

Por outro lado, a lei de Ampère (na magnetostática) nos diz que

∇× ~B = µ0~J = µ0(~Jl +~JM), (7.17)

sendo ~B o campo magnético e µ0 a permeabilidade magnética do espaço livre.
Reescrevendo a equação 7.17 e usando o fato que~JM = ∇× ~M, temos que

∇×
(

~B
µ0
− ~M

)
= ~Jl . (7.18)

Podemos definir uma nova quantidade para o termo entre parênteses na equa-
ção anterior. Chamamos este termo de campo magnético ~H,

~H ≡
~B
µ0
− ~M , (7.19)

o que nos permite escrever a lei de Ampère para o campo ~H da seguinte forma:

∇× ~H = ~Jl . (7.20)
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Na forma integral, a lei de Ampère se torna
˛

C
~H · d~r = Il

enc, (7.21)

sendo Il
enc a corrente livre total que flui através da Amperiana C.
No sistema Gaussiano de unidades, como já visto anteriomente, a lei de

Ampère será expressa pela seguinte equação:

∇× ~B =
4π

c
~J. (7.22)

Convertendo a expressão para a densidade volumétrica de corrente de magne-
tização para o CGS, temos

~Jm =
1
c
∇× ~M, (7.23)

e repetindo o procedimento anterior, temos

∇× c~B
4π

=

(
~Jl +

1
c
∇× ~M

)
, (7.24)

∇×
(

c~B
4π
− 1

c
~M

)
= ~Jl , (7.25)

∇×
(
~B− 4π ~M

)
=

4π

c
~Jl , (7.26)

∇× ~H =
4π

c
~Jl , (7.27)

com ~H sendo definido por

~H ≡ ~B− 4π ~M . (7.28)

Um resultado interessante paramateriais magnetizados, é o caso em que
não há densidades volumétricas de correntes livres, ou seja,~Jl = 0. Isso faz com
que o campo ~H seja irrotacional. Desta forma, tal campo magnético pode ser
escrito como o gradiente de um potencial escalar, digamos ψ, que chamamos
de potencial escalar magnético, com efeito

~H = −∇ψ. (7.29)

Escrevendo o campomagnético em termos do potencial vetormagnético, temos
que

~B(~r) = ∇× ~A, (7.30)
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~B(~r) = ∇×
[

µ0

4π

˚
V

~M(~r′)× r̂
r 2 dτ′

]
, (7.31)

~B(~r) =
µ0

4π

˚
V
∇×

[
~M(~r′)× r̂r 2

]
dτ′, (7.32)

onde temos que recorrer à identidade vetorial

∇× (~C× ~D) = (∇ · ~D)~C− (∇ · ~C)~D + (~D · ∇)~C− (~C · ∇)~D. (7.33)

Com efeito, fazendo a correspondência, ~C = ~M(~r′) e ~D =
r̂
r 2 , temos

∇×
[
~M(~r′)× r̂r 2

]
=

[
∇ ·

( r̂
r 2

)]
︸ ︷︷ ︸

4πδ(~r )

~M(~r′)−���
���:

0
[∇ · ~M(~r′)]

r̂
r 2

+
���

���
��:0( r̂

r 2 · ∇
)

~M(~r′)− [ ~M(~r′) · ∇] r̂r 2 ,

(7.34)

com dois termos que se anulam pelo fato de ∇ atuar apenas em funções que
dependem de~r. Como ~M(~r′) depende apenas de~r′, temos que

∇×
[
~M(~r′)× r̂r 2

]
= 4πδ(~r ) ~M(~r′)− [ ~M(~r′) · ∇] r̂r 2 . (7.35)

Podemos, ainda, usando o fato de ∇ atuar apenas em funções que dependem
de~r, escrever que

∇×
[
~M(~r′)× r̂r 2

]
= 4πδ(~r ) ~M(~r′)−∇

[
~M(~r′) · r̂r 2

]
. (7.36)

Substituindo agora na expressão 7.32, temos que o campo magnético será

~B(~r) =
µ0

4π

{˚
V

4πδ(~r−~r′) ~M(~r′)dτ′ −
˚
V
∇
[
~M(~r′) · r̂r 2

]
dτ′
}

, (7.37)

~B(~r) = µ0M(~r)− µ0∇
{

1
4π

˚
V

[
~M(~r′) · r̂r 2

]
dτ′
}

. (7.38)

Fazendo a correspondência com a expressão ~B = µ0 ~M + µ0~H, temos que ~H =

−∇ψ com

ψ(~r) =
1

4π

˚
V

[
~M(~r′) · r̂r 2

]
dτ′ , (7.39)
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sendo o potencial escalar magnético. Usando agora o fato que r̂r 2 = ∇′
(

1
r

)
,

o potencial escalar magnético será

ψ(~r) =
1

4π

˚
V

[
~M(~r′) · ∇′

(
1
r

)]
dτ′ . (7.40)

Por outro lado, a regra do produto para a divergência garante que

∇′ ·
[
~M(~r′)
r

]
=
∇′ · ~M(~r′)
r + ~M(~r′) · ∇′

(
1
r

)
, (7.41)

~M(~r′) · ∇′
(

1
r

)
= −∇

′ · ~M(~r′)
r +∇′ ·

[
~M(~r′)
r

]
. (7.42)

Substituindo na expressão do potencial escalar magnético da equação 7.39,
temos

ψ(~r) =
1

4π

{
−
˚
V

1
r
[
∇′ · ~M(~r′)

]
dτ′ +

˚
V
∇′ ·

[
~M(~r′)
r

]
dτ′
}

. (7.43)

Usando o teorema da divergência na segunda integral, teremos o seguinte
resultado:

ψ(~r) =
1

4π

[˚
V

−∇′ · ~M(~r′)
r dτ′ +

‹
S

~M(~r′) · n̂
r da′

]
. (7.44)

Este resultado para o potencial escalar magnético é análogo ao resultado para o
potencial eletrostático devido a um objetivo polarizado. A primeira integral se
refere à parcela do potencial escalarmagnético devido à densidade volumétrica
de cargas magnéticas ρM,

ρM = −∇ · ~M(~r) , (7.45)

ao passo que a segunda parcela se refere à densidade superficial de cargas
magnética σM,

σM = ~M(~r) · n̂ , (7.46)

de tal maneira que

ψ(~r) =
1

4π

[˚
V

ρM
r dτ′ +

‹
S

σM
r da′

]
. (7.47)
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É salutar neste momento abordar os modelos do magnetismo do ponto
de vista da origem do campo magnético nos materiais e sua associação com
correntes de magnetização e polos magnéticos. Até o momento, vimos que o
campo magnético ~B é oriundo de correntes elétricas, sejam elas de correntes
livres ou correntes demagnetização (correntes ligadas). Este modelo de descri-
ção da origem do campomagnético é chamado demodelo de Ampère. Muitos
anos antes do estabelecimento de que campos magnéticos são oriundos ape-
nas de correntes elétricas, os físicos utilizavam outro modelo para descrever o
campomagnético, o chamadomodelo deGilbert. Estemodelo consiste basica-
mente em considerar que omagnetismo semanisfesta sempre de forma análoga
ao observado para o dipolo elétrico, atribuindo sempre dois polos magnéticos
(sul e norte) para explicação do campo magnético observado. Durante séculos
este modelo permaneceu vigente, até Ampère mostrar que campos magnéti-
cos são gerados exclusivamente por correntes elétricas. Apesar de o modelo de
Gilbert ser útil para alguns casos, como, por exemplo, a perfeita analogia en-
tre dipolos puros elétricos e magnéticos, ele não traz a verdadeira essência do
comportamento do campo magnético ~B, podendo incorrer, inclusive, a erros
conceituais.

Não se deve confundir aqui a definição de polos magnéticos como sendo
cargas que podem estar isoladas, configurando assim monopolos magnéticos,
o que, de fato, no conteúdo do eletromagnetismo clássico não existe. É im-
portante reforçar que o campo magnético continua sendo solenoidal, isto é,
∇ · ~B = 0, mesmo em situações que envolvam a magnetostática na matéria,
mantendo seu comportamento de linhas de campo circulares fechadas, não
emergindo nem convergindo em carga alguma.

Os polos magnéticos, neste contexto, se referem ao campo magnético
~H, sendo este um campo que, ao contrário de ~B, não é solenoidal. Basta
calcularmos a divergência de ~B na equação ~B = µ0(~H + ~M), ou seja,

��
�*0

∇ · ~B = µ0(∇ · ~H +∇ · ~M), (7.48)

∇ · ~H = −∇ · ~M, (7.49)

para perceber que as densidades de polos magnéticos são as “cargas fontes”
para o campo magnético ~H.

Se usarmos o modelo de Gilbert, os momentos magnéticos elementares
que compõem o material magnetizado são vistos na verdade como pequenos
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ímãs com polos de sinais opostos. A densidade volumétrica ρM de polos
magnéticos surge quando os ímãs elementares adjacentes não têm seus polos
de sinais opostos compensados totalmente. Quando a compensação existe
em todos os pontos do volume do objeto magnetizado, isto implica que a
magnetização é uniforme, restando apenas as polos magnéticos na superfície.

Figura 7.2: Em (a), temos
o ímã cilíndrico unifor-
memente magnetizado ao
longo do eixo z. Em (b),
um solenoide equivalente
ao ímã cilíndrico.

R

H

K  =M
M

M

z

z

(a)

I

Rl

z

I
K=nI

(b)

Para visualizar o exposto acima, considere um
ímã em formato cilíndrico de raio R e altura H, com
magnetização uniforme ~M apontando ao longo do
eixo principal do cilindro (direção z, veja a figura
7.2(a)) isolado no vácuo.

Teremos neste caso somente densidade su-
perficial de corrente superficial ~KM de magnetiza-
ção na superfície lateral do cilindro, pois ~JM =

∇× ~M = 0 (magnetização uniforme). Com efeito,
~KM = ~M × n̂ = Mẑ× ρ̂ = Mφ̂. Do ponto de vista
do campo magnético, a situação é análoga a um so-
lenoide cilíndrico (veja figura 7.2(b)) de tal maneira
que a densidade superficial de corrente do ímã é
equivalente a uma densidade de corrente elétrica do
solenoide dada por ~K = nIφ̂, com n sendo a den-
sidade de voltas do enrolamento (número de voltas
N por comprimento n = N/H) e I a intensidade de
corrente elétrica.

Do ponto de vista do campo magnético ~H,
como neste caso não há correntes livres, sua origem
está atrelada às densidades de polos magnéticos ρM

e σM. Como a magnetização é uniforme, não há
densidade volumétrica de polosmagnéticos, ou seja,
ρM = −∇ · ~M = 0. As fontes de linhas de campo
magnético ~Mdevemestar ligadas àdensidade super-
ficial de polos magnéticos σM que, neste caso, será
σM = ~M · n̂ = Mẑ · ẑ = M para superfície superior
e σM = ~M · n̂ = −Mẑ · ẑ = −M para a superfície
inferior do cilindro (veja a figura 7.2(a)).

A densidade de polos com sinal positivo,
convenciona-se como polo norte, ao passo que a den-
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sidade com sinal negativo, convenciona-se como polo sul. A magnetização é
representada pela coleção de dipolos magnéticos elementares (norte e sul) dis-
tribuída no volume do ímã e, pelo fato de ser uniforme, tem todos seus polos
adjacentes compensados por terem exatamente a mesma intensidade, mas de
sinais opostos. Essa configuração, apresenta compensação no volume do ímã,
não gerando densidade volumétrica de polos magnéticos, mas apresenta po-
los não compensados nas superfícies superior e inferior do ímã. Esses polos
não compensados nas superfícies que são responsáveis pelo comportamento
do campomagnético ~H. Note na figura 7.3(a), que as linhas de campo auxilar ~H
partem do superfície superior (polo norte não compensado), para a superfície
inferior do ímã (polo sul não compensado), em toda extensão do espaço.

Figura 7.3: Em (a), temos os polos magnéticos no volume e nas superfícies do cilindro
bem como as linhas de campo magnético ~H. Em (b), temos a corrente superficial de
magnetização ~KM na superfície lateral do cilindro magnetizado e a configuração de
linhas de campo para o campo magnético ~B.
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Do ponto de vista do campo magnético ~B, sua circulação será motivada
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pela corrente superficial gerada pela magnetização, não emergindo ou conver-
gindo em polo algum. Este campo irá realizar circulações completas em torno
de ~KM (veja a figura 7.3(b)). A menos que se refira apenas à região do espaço
externa ao material magnetizado, onde de fato ~B = µ0~H, tendo eles a mesma
configuração de linhas de campo, dizer que o campo magnético ~B “sai” de um
polo e “entra” em outro não se mostra uma afirmação coerente com a teoria
eletromagnética, pois, como já vimos, campos solenoidais não saem e entram
em lugar algum.

De forma resumida, podemos dizer que o campo magnético ~H é um
campo irrotacional para objetos apenas magnetizados (~Jl = 0, ∇× ~H = 0),
emergindo ou convergindo em polo magnéticos, ao passo que o campomagné-
tico ~B é um campo solenoidal, completando circulações ao redor das correntes
de magnetização.

7.3 Meios magnéticos lineares

Há uma classe de materiais magnéticos que respondem de forma li-
near e isotrópica a campos ~H aplicados. Esses materiais são denominados de
materiais magnéticos lineares e sua magnetização é dada por

~M = χm~H, (7.50)

sendo χm uma constante adimensional denominada de susceptibilidade mag-
nética associada ao material em questão. Nestes tipos de materiais, o campo
magnético pode ser escrito como

~B = µ0(~H + ~M) = µ0~H + µ0χm~H, (7.51)

~B = µ0(~H + ~M) = µ0(1 + χm)~H, (7.52)

~B = µ~H, (7.53)

onde percebemos que o campo magnético também responde de forma linear
com o campo ~H aplicado. A constante µ ≡ µ0(1 + χm) é definida como a per-
meabilidade magnética do meio com µ0 sendo a já conhecida permeabilidade
magnética do espaço livre, de valor 4π × 10−7 N/A2.
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Na tabela 7.1, apresentamos alguns valores típicos para a susceptibili-
dade magnética de alguns materiais.

Tabela 7.1: Susceptibilidade magnética de alguns materiais.

Material χm Tipo de magnetismo

Água −9, 1× 10−6 Diamagnética

Bismuto −1, 6× 10−6 Diamagnética

Chumbo −1, 8× 10−5 Diamagnética

Prata −2, 6× 10−5 Diamagnética

Sódio 7, 2× 10−6 Paramagnética

Alumínio 2, 2× 10−5 Paramagnética

Platina 2, 6× 10−4 Paramagnética

Lítio 1, 4× 10−5 Paramagnética
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7.4 Condições de contorno

Como consequência das equações fundamentais da magnetostática para
o campo magnético, ou seja, ∇× ~B = µ0~J e ∇ · ~B = 0, temos que através de
interfaces

B⊥1 = B⊥2 , (7.54)

~B‖1 − ~B‖2 = µ0~K× n̂, (7.55)

sendo B‖ e B⊥ as componentes paralelas e perpendiculares do campo magné-
tico, respectivamente, calculadas imediatamente acima e abaixo da interface. A
equação 7.55 se refere a uma Amperiana perpendicular à densidade superficial
de corrente. No caso do campo ~H, ∇× ~H = ~Jl e ∇ · ~H = −∇ · ~M.

Considere uma curva Amperiana de formato retangular de largura L
e altura h com metade de sua área acima de uma interface com densidade
superficial de corrente livre ~Kl e a outra metade abaixo desta interface (veja
figura 7.4).

Figura 7.4: Interface com densidade
superficial de corrente livre ~Kl . Uma
curva Amperiana C em formato retan-
gular de largura L para cálculo da
circulação de ~H. Os vetores ~H1 e
~H2 representam os campos ~H imedia-
tamente acima e abaixo da interface,
respectivamente, quando tomamos o li-
mite h→ 0.

H2

H1

n
n
l L

Kl

O versor n̂′ representa a direção
perpendicular à area daAmperiana (tan-
gencial à interface) e o versor n̂ repre-
senta adireçãoperpendicular à interface.
Desta forma, podemos afirmar que

n̂′ = n̂× L̂ (7.56)

com L̂ sendo um versor na direção do
segmento da Amperiana. A densidade
superficial de corrente livre ~Kl que pe-
netra na área retangular da Amperiana
definindo assim uma corrente encerrada
dada por ~Kl · n̂′L. No limite h→ 0, a cir-
culação será dada apenas pelo produto
escalar dos campos ~H1 e ~H2 nos segmen-
tos da Amperiana imediatamente acima
e abaixo da interface, ou seja, aplicando
a equação 7.21, temos

˛
C
~H · d~r = Il

enc, (7.57)
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~H1 ·~L− ~H2 ·~L = (~Kl · n̂′)L. (7.58)

Usando a relação entre os versores da equação 7.56, temos que

~H1 ·~L− ~H2 ·~L = ~Kl · (n̂× L̂)L, (7.59)

(~H1 − ~H2) ·~L = (~Kl × n̂) ·~L, (7.60)

~H‖1 − ~H‖2 = ~Kl × n̂ , (7.61)

com n̂ sendo o versor normal a superfície.
Por outro lado, usando o fato que ∇ · ~H = −∇ · ~M, o teorema de Gauss

garante que ˚
V
(∇ · ~H)dτ =

˚
V
(−∇ · ~M)dτ, (7.62)

‹
S
~H · n̂da = −

‹
S
~M · n̂da. (7.63)

Figura 7.5: Volume escolhido para o
cálculo das integrais das divergências
~H e ~M. Os vetores ~H1 e ~H2 represen-
tam os campos imediatamente acima e
abaixo da interface, respectivamente.

n

A
h

H1

H2

Escolhendo um volume com formato de
uma “caixa de pílulas” de espessura
muito pequena (veja a figura 7.5), a inte-
gral nas superfícies acima e abaixo da in-
terface para ~H e para ~M, no limite h→ 0,
conduz ao seguinte cálculo,

~H1 · n̂A− ~H2 · n̂A = −( ~M1 · n̂A+ ~M2 · n̂A),
(7.64)

H⊥1 − H⊥2 = −
(

M⊥1 −M⊥2
)

. (7.65)

Para meios magnéticos lineares, ~M =

χm~H, o que permite escrever

H⊥1 − H⊥2 = −
(

χm1H⊥1 − χm2H⊥2
)

, (7.66)

H⊥1 + χm1H⊥1 = H⊥2 + χm2H⊥2 , (7.67)
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(1 + χm1)H⊥1 = (1 + χm2)H⊥2 , (7.68)

e se ∇× ~H =~0,

µ1
∂ψ1

∂n
= µ2

∂ψ2

∂n
. (7.69)

Um outro resultado interessante para meios magnéticos lineares e ho-
mogêneos é o fato que a densidade volumétrica de corrente de polarização
depende linearmente da densidade volumétrica de correntes livres, ou seja,

~JM = ∇× ~M = ∇×
(

χm~H
)

, (7.70)

~JM = χm~Jl , (7.71)

Isto indica que, se não há densidade volumétrica de correntes livres, não haverá
também densidade volumétrica de correntes de magnetização, isto é, toda
corrente de magnetização, se houver, será superficial.
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Exemplo 7.1. Encontre o potencial vetor magnético e o campo magnético
produzidos por uma esfera uniformemente magnetizada de raio R dentro e
fora desta esfera.

Solução 1: Para facilitar o cálculo e nossa visualização do problema, vamos
supor que a magnetização da esfera se encontra no plano x-z fazendo um
ângulo θ com o eixo z (veja a figura a 7.6 seguir).

Figura 7.6: Representação es-
quemática de uma esfera uni-
formemente magnetizada. O
vetor magnetização aponta
na direção definida pelo ân-
gulo θ entre ~M e ẑ no plano
x-z.

x

z

y
ŕ

dá
r

ʹ

ʹ

R
M

Sendo assim, a magnetização é escrita como
sendo

~M = M (sin θ x̂ + cos θ ẑ) . (7.72)

O elemento de área em coordenadas esféricas é
dado por da′ = R2 sin θ′dθ′dφ′ com

~r′ = R
[
sin θ′ cos φ′ x̂ + sin θ′ sin φ′ŷ + cos θ′ ẑ

]
.

(7.73)
Escolhendo o vetor posição ~r na direção z, ou
seja, ~r = rẑ, a lei dos cossenos garante que
r =

√
R2 + r2 − 2Rr cos θ′. Calculando as den-

sidades volumétricas e superficiais de corrente
de magnetização, temos

~JM = ∇× ~M = 0, (7.74)

~KM = ~M× n̂ = M (sin θ x̂ + cos θ ẑ)× r̂′, (7.75)

~KM = M (sin θ x̂ + cos θ ẑ)× (sin θ′ cos φ′ x̂ + sin θ′ sin φ′ŷ + cos θ′ ẑ), (7.76)

~KM = M[−(cos θ sin θ′ sin φ′)x̂ + (cos θ sin θ′ cos φ′ − sin θ cos θ′)ŷ

+ (sin θ sin θ′ sin φ′)ẑ].
(7.77)

Note que todos os termos, exceto o termo (− sin θ cos θ′)ŷ, contém sin φ′ ou
cos φ′. Substituindo ~KM na equação 7.15, para calcular o potencial vetor mag-
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néticodoproblema, a integral na coordenada azimutalφ′ anula todos os termos,
exceto o termo citado, visto que

ˆ 2π

0
cos φ′dφ′ =

ˆ 2π

0
sin φ′dφ′ = 0. (7.78)

Desta forma, ficamos apenas com a integral

~A(~r) = − µ0

4π

ˆ 2π

0

ˆ π

0

MR2 sin θ cos θ′ sin θ′dθ′dφ′√
R2 + r2 − 2Rr cos θ′

ŷ, (7.79)

~A(~r) = −µ0MR2 sin θ

2

ˆ π

0

cos θ′ sin θ′dθ′√
R2 + r2 − 2Rr cos θ′

ŷ. (7.80)

Esta integral está resolvida em detalhes no apêndice B.1, e vale

ˆ π

0

cos θ′ sin θ′dθ′√
R2 + r2 − 2Rr cos θ′

=


2r

3R2 , r ≤ R

2R
3r2 , r ≥ R.

(7.81)

Sendo assim, o potencial vetor magnético será expresso por

~A(~r) =


−µ0MR2 sin θ

2
2r

3R2 ŷ, r ≤ R

−µ0MR2 sin θ

2
2R
3r2 ŷ, r ≥ R.

(7.82)

Perceba que −Mr sin θ ŷ = M(sin θ x̂ + cos θ ẑ) × rẑ = ~M ×~r, portanto, o
potencial vetor magnético pode ser escrito de forma geral

~A(~r) =


µ0

3
( ~M×~r), r ≤ R

µ0R3

3
( ~M×~r)

r3 , r ≥ R.

(7.83)

Vamos agora fazer amagnetização apontar na direção ẑ e deixar o vetor posição
~r numa direção arbitrária. Desta forma, ~M = Mẑ e~r = r r̂, ~M×~r = Mr ẑ× r̂ =
Mr sin θ φ̂. O potencial vetor magnético nesta nova configuração fica igual a

~A(~r) =


µ0M

3
r sin θ φ̂, r ≤ R

µ0R3

3
M sin θ

r2 φ̂, r ≥ R.

(7.84)
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Podemos agora calcular o campo magnético através de ~B = ∇× ~A. Em coor-
denadas esféricas, o rotacional de um campo vetorial ~A é dado por

~B =
1

r sin θ

[
∂

∂θ
(Aφ sin θ)− ∂Aθ

∂φ

]
r̂ +

1
r sin θ

[
∂Ar

∂φ
− sin θ

∂

∂r
(rAφ)

]
θ̂

+
1
r

[
∂

∂r
(rAθ)−

∂Ar

∂θ

]
φ̂.

(7.85)
Nosso potencial vetor magnético possui apenas componente Aφ 6= 0, então,

~B =
1

r sin θ

∂

∂θ
(Aφ sin θ)r̂− 1

r
∂

∂r
(rAφ)θ̂. (7.86)

Para r < R,

~B =
1

r sin θ

∂

∂θ

(
µ0M

3
r sin2 θ

)
r̂− 1

r
∂

∂r

(
µ0M

3
r2 sin θ

)
θ̂, (7.87)

~B =
2µ0M

3
(
cos θ r̂− sin θ θ̂

)
, (7.88)

~B =
2µ0

3
~M, (7.89)

ondeusamos o fato que ẑ = cos θ r̂− sin θ θ̂. Istomostra que o campomagnético
no interior da esfera uniformemente magnetizada é uniforme. Para r > R,

~B =
1

r sin θ

∂

∂θ

(
µ0R3

3
M sin2 θ

r2

)
r̂− 1

r
∂

∂r

(
µ0R3

3
M sin θ

r

)
θ̂, (7.90)

~B =
µ0R3M

3
1
r3

(
2 cos θ r̂ + sin θ θ̂

)
. (7.91)

Este último resultado indica que fora da esferamagnetizada o campomagnético
é típico de dipolo magnético puro. Perceba que o momento de dipolo ~m para
a esfera é dado por

~m = ~M
4πR3

3
, (7.92)

e que
sin θ θ̂ = cos θ r̂− ẑ. (7.93)

Desta forma, a equação 7.91 se torna

~B =
µ0

4π

m
r3 (3 cos θ r̂− ẑ) , (7.94)
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~B =
µ0

4π

1
r3 [3(~m · r̂) r̂− ~m] , (7.95)

que é exatamente o campo magnético devido a um dipolo de momento igual a
~m localizado na origem do sistema de coordenadas. Na figura 7.7, são apresen-
tados os gráficos das linhas de campo magnético ~B e ~H dentro e fora da esfera
uniformemente magnetizada.

Figura 7.7: Em (a) e em (b) temos, respecitivamente, as configuração de linhas de campo
magnético fora e dentro da esfera magnetizada. Em (c), temos uma representação
gráfica tridimensional para a densidade superficial de corrente de magnetização (em
KM/M) na superfície da esfera uniformemente magnetizada com código de cores.
Os anéis representam a circulação das correntes de magnetização na superfície com
intensidade mínima nos polos e intensidade máxima na linha equatorial da esfera.

M

H

(a)

M

B

(b)

y

x

z

0

0,25

0,5

0,75

1
K(θ)/M

(c)

Vale reconhecer que o resultado para a esfera uniformemente magne-
tizada é perfeitamente análogo ao caso dinâmico de uma casca esférica com
densidade superficial de carga σ girando com velocidade ~ω em torno de seu
eixo. Considerando ~ω na direção ẑ, a densidade superficial de corrente neste
caso seria igual a

~K = σ~v (7.96)

com ~v sendo a velocidade linear na superfície da esfera girante. Como ~v =

~ω× ~Rr̂ = ωR sin θφ̂, temos que

~K = σωR sin θφ̂. (7.97)

No caso da esfera uniformemente magnetizada, temos que

~KM = M sin θφ̂. (7.98)
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Na figura 7.7(c), temos uma representação gráfica em mapa de cores para a
densidade superficial de corrente de magnetização. Note a maior intensidade
na linha equatorial da esfera e a menor intensidade nos polos

Solução 2: Vamos recorrer agora a outra forma de resolver o exemplo proposto
já assumindo que amagnetização aponta na direção z, ou seja, ~M = M ẑ. Neste
caso, o problema terá simetria azimutal e o potencial escalar magnético será só
função de r e θ, ou seja, ψ = ψ(r, θ). Vamos atribuir o índice 1 ao meio interno
à esfera e o índice 2 ao meio externo à esfera (vácuo). Considerando isto, as
condições de contorno para ψ e ~H serão (com ~Kl = 0, veja a equação 7.65)

lim
r→R

ψ1 = lim
r→R

ψ2, (7.99)

lim
r→R

(H⊥1 − H⊥2 ) = −
(

M⊥1 −M⊥2
)

, (7.100)

lim
r→R

(H⊥1 − H⊥2 ) = −M cos θ, (7.101)

que em termos do potencial escalar magnético será

lim
r→R

(
∂ψ1

∂r
− ∂ψ2

∂r

)
= M cos θ. (7.102)

Note que σM = M cos θ é a densidade superficial de polos magnéticos na es-
fera. Como não há densidade de correntes livres, o potencial escalar magnético
obedece à equação de Laplace, ∇2ψ = 0. Podemos então atacar o problema
através da solução da equação de Laplace em coordenadas esféricas com sime-
tria azimutal,

ψ(r, θ) =
∞

∑
l=0

(
Alrl +

Bl

rl+1

)
Pl(cos θ), (7.103)

Sabendo que o potencial escalar deve ser finito, para r ≤ R, temos que Bl = 0
para todo l, ou seja, para região interna à esfera

ψ1(r, θ) =
∞

∑
l=0

Alrl Pl(cos θ). (7.104)

Para r ≥ R, temos que Bl = 0 para todo l, ou seja, para região interna à esfera

ψ2(r, θ) =
∞

∑
l=0

Bl

rl+1 Pl(cos θ). (7.105)
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Aplicando a condição de continuidade do potencial escalar,

lim
r→R

ψ1 = lim
r→R

ψ2, (7.106)

∞

∑
l=0

Bl

Rl+1 Pl(cos θ) =
∞

∑
l=0

Al Rl Pl(cos θ), (7.107)

Bl = Al R2l+1. (7.108)

Aplicando a equação de descontinuidade da componente normal do campo ~H
através da interface,

lim
r→R

(
∂ψ1

∂r
− ∂ψ2

∂r

)
= M cos θ. (7.109)

∞

∑
l=0

Al lRl−1Pl(cos θ)−
∞

∑
l=0

−(l + 1)Bl

Rl+2 Pl(cos θ) = M cos θ, (7.110)

∞

∑
l=0

Al lRl−1Pl(cos θ)−
∞

∑
l=0
−(l + 1)Al Rl−1Pl(cos θ) = M cos θ, (7.111)

∞

∑
l=0

(2l + 1)Al Rl−1Pl(cos θ) = M cos θ, (7.112)

∞

∑
l=0

(2l + 1)Al Rl−1Pl(cos θ) = MP1(cos θ), (7.113)

o que nos faz concluir que

Al =


0, l 6= 1

M
3

, l = 1.
(7.114)

Portanto, somente A1 = M/3 é o termo não nulo da série do potencial elétrico.
Usando a equação 7.108, temos que

Bl =


0, l 6= 1

MR3

3
, l = 1.

(7.115)

Eletromagnetismo Clássico Volume II



Capítulo 7. Magnetização 170

Logo, a solução para o potencial escalar magnético, via solução da equação de
Laplace, devido a uma esfera uniformemente magnetizada ao longo da direção
z, é

ψ(r, θ) =


M
3

r cos θ, r ≤ R

MR3

3
cos θ

r2 , r ≥ R.

(7.116)

Calculando agora o campo ~H = −∇ψ,

~H(r, θ) =


−M

3
ẑ, r < R

MR3

3
1
r3

[
2 cos θ r̂ + sin θ θ̂

]
, r > R

(7.117)

e usando a relação ~B = µ0(~H + ~M), o campo magnético será

~B(r, θ) =


2µ0M

3
ẑ, r < R

µ0MR3

3
1
r3

[
2 cos θ r̂ + sin θ θ̂

]
, r > R.

(7.118)
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Exemplo 7.2. Uma esfera de raio R dematerialmagnético linear e homogêneo
de permeabilidade magnética µ é colocada em região com campo ~H0 = H0ẑ
inicialmente uniforme. Encontre os campos ~H e ~B dentro e fora da esfera
magnética após a inserção dela no referido campo.

textbfSolução: Como não há densidade volumétrica de correntes livres, temos
que ~Jl = 0. Logo, podemos resolver usando ∇2ψ = 0 através do conceito de
potencial escalar magnético. O problema possui simetria esférica azimutal.
Podemos então usar a solução geral da equação de Laplace

ψ(r, θ) =
∞

∑
l=0

(
Alrl +

Bl

rl+1

)
Pl(cos θ). (7.119)

Os coeficientes Als e Bls são determinados obedecendo às seguintes condições
de contorno:

(i) ψdentro = ψ f ora, em r = R (interface)

(ii) µ0
∂ψ f ora

∂r
= µ

∂ψdentro
∂r

, em r → R (interface)

(iii) ψ f ora → −H0r cos θ, para r � R (potencial escalar magnético de campo
uniforme)

Para fora, o potencial escalar magnético deve ser finito e deve obedecer ao item
(iii), ou seja, todos os Als são nulos, exceto A1 = −H0. Podemos escrever que

ψ f ora(r, θ) = −H0r cos θ +
∞

∑
l=0

Bl

rl+1 Pl(cos θ). (7.120)

Para dentro, o potencial escalar magnético também deve ser finito, o que faz
com que todos os Bls sejam nulos, ou seja,

ψdentro(r, θ) =
∞

∑
l=0

Alrl Pl(cos θ). (7.121)

Aplicando a condição (i), temos
∞

∑
l=0

Al Rl Pl(cos θ) = −H0R cos θ +
∞

∑
l=0

Bl

Rl+1 Pl(cos θ), (7.122)

que conduz às seguintes equações:
Al Rl = −H0R +

Bl

Rl+1 , l = 1

Al Rl =
Bl

Rl+1 , l 6= 1
. (7.123)
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Aplicando a condição (ii), temos

µ
∞

∑
l=0

Al lRl−1Pl(cos θ) = µ0

[
−H0 cos θ −

∞

∑
l=0

(l + 1)
Bl

Rl+2 Pl(cos θ)

]
, (7.124)

que conduz às seguintes equações
µAl lRl−1 = −µ0H0 − µ0(l + 1)

Bl

Rl+2 , l = 1

µAl lRl−1 = −µ0(l + 1)
Bl

Rl+2 , l 6= 1
. (7.125)

Para l 6= 1, temos da condição (i) que Bl = Al R2l+1 e da condição (ii) que

Bl = −µAl lR2l+1

µ0(l + 1)
. Estas equações só são compatíveis se Bl = Al = 0 para

l 6= 1. Para l = 1, resta-nos o seguinte sistema de equações:
A1R = −H0R +

B1

R2

µA1 = −µ0H0 − µ0
2B1

R3

, (7.126)

que possui as seguintes soluções para A1 e B1:

A1 = − 3µ0

µ + 2µ0
H0, (7.127)

B1 =
µ− µ0

µ + 2µ0
R3H0. (7.128)

Podemos agora escrever a solução para o potencial escalar magnético
que obedece a todas as condições de contorno do problema, isto é,

ψ(r, θ) =


−H0r cos θ +

(µ− µ0)R3H0

µ + 2µ0

cos θ

r2 , r ≥ R

− 3µ0H0

µ + 2µ0
r cos θ, r ≤ R

. (7.129)

Calculando agora o campo ~H = −∇ψ,

~H(r, θ) =


H0ẑ +

(µ− µ0)R3H0

µ + 2µ0

1
r3

[
2 cos θ r̂ + sin θ θ̂

]
, r > R

3µ0

µ + 2µ0
H0ẑ, r < R

(7.130)
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e usando as relações ~B = µ0~H para r > R e ~B = µ~H para r < R com B0 = µ0H0,
o campo magnético é dado por

~B(r, θ) =


B0ẑ +

(µ− µ0)R3B0

µ + 2µ0

1
r3

[
2 cos θ r̂ + sin θ θ̂

]
, r > R

3µ

µ + 2µ0
B0ẑ, r < R.

(7.131)

onde percebemos que no interior da esfera magnética o campo ~B é uniforme.
Já no exterior, temos a superposição do campo magnético uniforme aplicado
com um campo magnético típico de dipolo puro. Na figura 7.8, estão apre-
sentados os resultados gráficos para as linhas de campo magnético em várias
configurações diferentes para o valor da permeabilidade relativa µr = µ/µ0.

Figura 7.8: Configuração de linhas de campo magnético para a esfera magnética
posta em campo magnético inicialmente uniforme. Para (a), (b) e (c), temos os casos
com µr = µ/µ0 > 1, configurando o paramagnetismo ou ferromagnetismo para baixos
campos. Para (d), (e) e (f), temos os casos com µr < 1, configurando o diamagnetismo.

(a) µr = 1, 5 (b) µr = 4, 0 (c) µr = 20, 0

(d) µr = 0, 5 (e) µr = 0, 1 (f) µr = 0

Em especial, para materiais que apresentam o valor de µr próximo de zero,
o campo magnético é quase blindado ou totalmente blindado no interior do
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material. Isto acontece no chamado efeito Meissner com supercondutores dia-
magnéticos.

A magnetização adquirida pela esfera é expressa por

~M = χm~H, (7.132)

~M = χm
3µ0

µ + 2µ0
H0ẑ, (7.133)

~M =
3(µ− µ0)

µ + 2µ0
H0ẑ, (7.134)

com densidade superficial de corrente de magnetização

~KM = ~M× r̂, (7.135)

~KM =
3(µ− µ0)

µ + 2µ0
H0ẑ× r̂, (7.136)

~KM =
3(µ− µ0)

µ + 2µ0
H0 sin θ φ̂ . (7.137)

Parte II. Magnetostática na matéria Alves, T. M. L.



8
Energia em materiais magnéticos

Vamos agora abordar os conceitos de energia potencial magnetostática
e força em materiais magnéticos. Recordemos a expressão para a energia
potencial magnetostática de uma configuração volumétrica de correntes~J, isto
é,

Um =
1
2

˚
V
~J(~r) · ~A(~r)dτ, (8.1)

sendo ~A opotencial vetormagnético. Apartir desta última equação,mostramos
que a energia magnetostática pode ser calculada integrando-se a densidade
volumétrica de energia B2/2µ0 sobre todo o espaço, ou seja,

Um =
1

2µ0

˚
V

B2dτ, (8.2)

que continua sendo válida para qualquer sistema magnetostático.
Como já vimos, materiais magnetizados são modelados através da con-

jectura de Ampère apresentando correntes superficiais e volumétricas de mag-
netização. Vamos então calcular, separadamente, as contribuições para energia
magnetostática da densidade volumétrica de correntes livres ~Jl bem como das
densidade volumétrica de correntes (~JM = ∇× ~M) e superficiais (~KM = ~M× n̂)
de magnetização. Portanto, a energia magnetostática de um sistemamagnético
será calculada mediante todas as contribuições,

Um =
1
2

‹
S
~KM · ~Ada +

1
2

˚
V
~JM · ~Adτ +

1
2

˚
V
~Jl · ~Adτ, (8.3)
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Vamos definir as quantidades para energia magnetostática associadas às cor-
rentes livres Uml e correntes de magnetização Umag da seguinte forma:

Uml ≡
1
2

˚
V
~Jl · ~Adτ, (8.4)

Umag ≡
1
2

‹
S
~KM · ~Ada +

1
2

˚
V
~JM · ~Adτ. (8.5)

Vamos calcular primeiro Uml . A lei de Ampère para ~H em um material mag-
netizado finito de volume V permite escrever que

Uml =
1
2

˚
V
(∇× ~H) · ~Adτ. (8.6)

Usando a regra do produto ∇ · (~H × ~A) = ~A · (∇ × ~H) − ~H · (∇ × ~A) na
integral, temos

Uml =
1
2

˚
V
∇ · (~H × ~A)dτ +

1
2

˚
V
~H · (∇× ~A)dτ. (8.7)

Na primeira integral, podemos aplicar o teorema da divergência de Gauss e,
na segunda integral, podemos usar ∇× ~A = ~B, obtendo

Uml =
1
2

‹
S
(~H × ~A) · n̂da +

1
2

˚
V
~H · ~Bdτ, (8.8)

sendo S a superfície que contorna o volume V que contém a distribuição vo-
lumétrica de corrente. Esta nova abordagem permite escolhermos qualquer
superfície S , desde que englobe toda a distribuição de corrente livre. Se esco-
lhermos uma superfície esférica de raio R e tomarmos o limite de R → ∞, o
potencial vetor magnético ~A(∞) se anula. Logo, a energia magnetostática seria
dada apenas pela segunda integral, visto que o integrando da primeira seria
nulo, ou seja,

Uml =
1
2

˚
V
~H · ~Bdτ , (8.9)

com a integral no volume V varrendo todo espaço. Para um meio magnético
linear, ~B = µ~H, de tal maneira que podemos definir a densidade volumétrica
de energia magnetostática um = B2/2µ. Esta última integral calcula a energia
magnetostática associada à distribuição volumétrica de corrente livre.

Vamos calcular agora a Umag. Usando as equações ~KM = ~M × n̂ e
~JM = ∇× ~M e aplicando o teorema da divergência na primeira integral, temos
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Umag =
1
2

‹
S
~KM · ~Ada +

1
2

˚
V
~JM · ~Adτ, (8.10)

Umag =
1
2

‹
S
( ~M× n̂) · ~Ada +

1
2

˚
V
(∇× ~M) · ~Adτ, (8.11)

e usando novamente identidade vetorial ∇ · ( ~M × ~A) = ~A · (∇ × ~M) − ~M ·
(∇× ~A) e ~B = ∇× ~A,

Umag =
1
2

‹
S
( ~M× n̂) · ~Ada +

1
2

˚
V
∇ · ( ~M× ~A)dτ +

1
2

˚
V
~M · ~Bdτ, (8.12)

Umag = −1
2

‹
S
( ~M× ~A) · n̂da+

1
2

˚
V
∇· ( ~M× ~A)dτ+

1
2

˚
V
~M ·~Bdτ, (8.13)

Umag =
���

���
���

��

−1
2

˚
V
∇ · ( ~M× ~A)dτ +

���
���

���
�1

2

˚
V
∇ · ( ~M× ~A)dτ +

1
2

˚
V
~M · ~Bdτ,

(8.14)

Umag =
1
2

˚
V
~M · ~Bdτ , (8.15)

com a integral no volume V varrendo todo o material magnetizado. Esta inte-
gral calcula a energia magnetostática para ummaterial magnetizado associada
às correntes de magnetização.

Até o momento, fizemos uma descrição das energias magnetostáticas
associadas às distribuições de correntes, sejam elas livres ou de magnetiza-
ção. Esta quantidade não pode ser confundida com o trabalho realizado para
se alcançar a configuração de correntes do problema. Não podemos dizer,
por exemplo, que a energia Umag, calculada na equação 8.15, representa o tra-
balho realizado para se magnetizar um objeto a um estado de magnetização
~M submetido a um campo magnético ~B. No processo de magnetização, não
há somente processos termodinâmicos reversíveis, mas também há processos
termodinâmicos irreversíveis. As energias magnetostáticas Uml e Umag, calcu-
ladas anteriormente, são energias potenciais no sentido de que elas dependem
apenas da configuração das distribuições de correntes no espaço, face ao po-
tencial vetor magnético ~A. Apresentamos os cálculos para estas energias e não
entramos em detalhes de como o sistema magnético acessou a configuração de
magnetização.
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Do ponto de vista microscópico, o processo de magnetização em um
material pode estar associado a várias formas de energia que dependem exa-
tamente do processo que foi executado. Apenas para citar uma dessas formas
de energia, temos a energia dispendida em forma de calor quando os dipolos
magnéticos induzidos “se atritam” no material magnético, isto é, no processo
de magnetização, o material magnetizado pode variar sua temperatura. Nos
materiais ferromagnéticos, por exemplo, mesmo após um campo magnético
indutor ser desligado, estes materiais apresentam, em determinada tempera-
tura, o que chamamos de magnetização remanente, permanecendo magneti-
zados de forma espontânea. É o caso da esfera magnetizada uniformemente
do exemplo 7.1. A esfera possui magnetização espontânea, sem a necessidade
da manutenção de um campo magnético externo. Neste caso, para magnetizar
a esfera ferromagnética, o trabalho realizado para se atingir esta configuração
não é igual à energia magnetostática associada às correntes de magnetização
adquiridas pela esfera. Para se ter uma descrição detalhada do trabalho rea-
lizado no processo, devemos estudar o diagrama termodinâmico M-H. Neste
diagrama, para ferromagnetos, percebe-se que não há uma relação unívoca en-
tre o campo magnético ~H e magnetização ~M, isto é, não existe somente um
único estado de magnetização ~M para um campo magnético ~H. Este com-
portamento não unívoco no diagrama M-H mostra que existe uma histerese
magnética.

Para ummaterialmagnético linear, quando submetido a um campomag-
nético ~H, o material irá se comportar de forma unívoca, ou seja, o estado de
magnetização será atingido única e exclusivamente por processos reversíveis.
Consequentemente, o trabalho realizado para magnetizar o material será igual
à energia magnetostática do sistema. Isto acontece em materiais paramagnéti-
cos sob regime de baixos campos. No exemplo 7.2, o trabalho necessário para
magnetizar a esfera de material linear será igual à energia magnetostática de-
vida às correntes de magnetização, e calculada através da equação 8.15, uma
vez que não há cargas livres, neste caso. Para abordarmos de forma quanti-
tativa o cálculo de energia magnetostática em materiais magnetizados, vamos
usar o exemplo a seguir.
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Exemplo 8.1. Calcule a energia magnetostática para esfera ferromagnética
uniformemente magnetizada do exemplo 7.1.

Solução: A energia magnetostática Um pode ser calculada usando a expressão
8.1. Usando o resultado para o campomagnético obtido no exemplo 7.1, temos

B2 =


M2µ2

0R6

32r6

[
4 cos2 θ + sin2 θ

]
, r > R

22M2µ2
0

32 , r < R,
(8.16)

de tal forma que

Um =
1

2µ0

˚
V

B2dτ (8.17)

Um =
1

2µ0

ˆ 2π

0

ˆ π

0

ˆ R

0

22M2µ2
0

32 r2 sin θdrdθdφ

+
1

2µ0

ˆ 2π

0

ˆ π

0

ˆ ∞

R

M2µ2
0R6

32r6

[
4 cos2 θ + sin2 θ

]
r2 sin θdrdθdφ,

(8.18)

Um =
8π

µ0

M2µ2
0

32

ˆ R

0
r2dr +

π

µ0

M2R6µ2
0

32

ˆ π

0

[
3 cos2 θ + 1

]
sin θdθ︸ ︷︷ ︸

4

ˆ ∞

R

dr
r4 dr︸ ︷︷ ︸

1/3R3

,

(8.19)

Um =
8πµ0M2

33R3 +
4πµ0M2

33R3 , (8.20)

Um =
4πµ0M2

9R3 . (8.21)

É importante frisar que, neste caso, o cálculo da energia magnetostática através
da expressão 8.9 Uml resultará em zero. Isto pelo fato de que não há correntes
livres neste caso, mas somente correntes de magnetização. Poderíamos cal-
cular a energia magnetostática de forma mais simples, considerando apenas a
expressão 8.15. Com efeito,

Umag =
1
2

˚
V
~M · ~Bdτ, (8.22)

Umag =
1
2

ˆ 2π

0

ˆ π

0

ˆ R

0
M

2Mµ0

3
r2 sin θdrdθdφ (8.23)
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Umag =
µ0M2

3
4πR3

3
, (8.24)

Umag =
4πµ0M2

9R3 . (8.25)

Outra situação de interesse do ponto de vista energético para materi-
ais magnetizados é mudança de energética devido à inserção de uma material
magnético linear em uma região com campo inicialmente especificado no es-
paço livre, como no exemplo 7.2, em que uma esfera paramagnética (ou dia-
magnética) linear é colocada no vácuo em uma região com campo magnético
inicialmente uniforme. Considere uma região no espaço livre onde atua um
campo magnético ~H0, de tal forma que ~B0 = µ0~H0. Um corpo de susceptibili-
dade homogênea e isotrópica χm e volume V é colocado numa região do espaço
livre e, com efeito do campomagnético aplicado, omaterial estará sujeito agora
a um campo ~H e adquire uma magnetização ~M. Considere também que as
correntes fontes do campo inicial ~H0 permanecem inalteradas. Usando a ex-
pressão 8.9 para a energia magnetostática, a diferença entre as energias antes e
depois da inserção do mesmo será calculada da seguinte forma:

δUml =
1
2

˚
V
~H · ~Bdτ − 1

2

˚
V
~H0 · ~B0dτ, (8.26)

δUml =
1
2

˚
V
(~H · ~B− ~H0 · ~B0)dτ, (8.27)

onde podemos reescrever que

δUml =
1
2

˚
V
(~H0 · ~B− ~H · ~B0)dτ +

1
2

˚
V
(~H − ~H0) · (~B + ~B0)dτ. (8.28)

Mas se não há correntes livres nem antes nem depois da inserção do material,
∇ × (~H − ~H0) = 0, o que nos permite escrever que ~H − ~H0 = −∇ψ, com
ψ sendo um potencial escalar. Se assim se proceder, a seguinte integral da
equação anterior será nula e mostraremos a seguir. Usando a relação vetorial
para a divergência

∇ψ · (~B + ~B0) = ∇ · [ψ(~B + ~B0)]− ψ���
���:

0
∇ · (~B + ~B0), (8.29)

teremos ˚
V
(~H − ~H0) · (~B + ~B0)dτ, (8.30)
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˚
V
∇ψ · (~B + ~B0)dτ, (8.31)

˚
V
∇ · [ψ(~B + ~B0)]dτ, (8.32)

e usando agora o teorema da divergência de Gauss,
‹
S

ψ(~B + ~B0) · n̂da, (8.33)

que se anula, pois a integral sobre todo o espaço leva o valor de ψ a zero para
uma superfície S esférica de raio R→ ∞. Isto implica que a variação de energia
com a inserção do objeto será

δUml =
1
2

˚
V
(~H0 · ~B− ~H · ~B0)dτ. (8.34)

Para um material linear, ~B = µ~H, e usando o fato que, para o espaço livre
(vácuo) ~H0 = ~B0/µ0, temos

δUml =
1
2

˚
V
(µ~H · ~H0 − µ0~H0 · ~H)dτ, (8.35)

δUml =
1
2

˚
V
(µ− µ0)~H · ~H0dτ, (8.36)

δUml =
1
2

˚
V
(µr − 1)µ0~H · ~H0dτ, (8.37)

δUml =
1
2

˚
V

χm~H · µ0~H0dτ, (8.38)

δUml =
1
2

˚
V
~M · ~B0dτ , (8.39)

onde o volume de integração pode ficar restrita somente ao volume do objeto
magnetizado, pois no vácuo, χm = 0.

Exemplo 8.2. Calcule a variaçãode energiamagnetostática depois da inserção
da esfera dematerial linear de raio R e permeabilidademagnética µ, colocada
no vácuo em campo ~H0 uniforme do exemplo 7.2.
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Solução: A variação da energia magnetostática δUml pode ser calculada facil-
mente através da equação 8.39. Neste caso, tanto a magnetização ~M adquirida
pelo objeto, como o campo magnético ~B0 aplicado são uniformes. Com efeito,

δUml =
1
2

˚
V
~M · ~B0dτ, (8.40)

δUml =
3
2
(µ− µ0)H0B0

µ + 2µ0

4πR3

3
, (8.41)

δUml =
2πµ0(µ− µ0)R3H2

0
µ + 2µ0

. (8.42)

Note que, para ummaterial paramagnético µ > µ0, o que implica que a energia
magnetostática é aumentada com a inserção domaterial, sendo que o contrário
acontece com a inserção de um material diamagnético (µ < µ0).
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Questão II.1. Considere um cilindro sólido muito longo (comparado ao seu
raio) de raio R, tendo seu eixo de simetria coincidindo com o eixo cartesiano
z (veja a figura 8.1). Este cilindro está isolado no vácuo e apresenta magneti-
zação permanente e uniforme ao longo de uma direção perpendicular ao eixo
principal do cilindro, de tal maneira que sua polarização é dada por ~M = Mx̂.

Figura 8.1: Representação esque-
mática de um sistema de coorde-
nadas em uma secção transversal
de um cilindro magnético longo
de raio R com magnetização ~M.
As coordenadas assumidas são as
coordenadas cilíndricas polares
(ρ, φ).

x

y

M

R

Determine:

(a) As densidades de correntes superficial
~KM e volumétrica ~JM de magnetização.
Mostre que a corrente total de magneti-
zação é nula.

(b) As densidades volumétrica ρM e super-
ficial σM de polos magnéticos. Mostre
que a quantidade total líquida de polos
magnéticos é nula.

(c) O potencial escalar magnético ψ(ρ, φ)

dentro e fora do cilindro.

(d) O campomagnético ~B(ρ, φ) dentro e fora
do cilindro.

(e) O campo ~H(ρ, φ) dentro e fora do cilin-
dro.

(f) Faça um esboço para todas as quantida-
des calculadas anteriormente (se possí-
vel, com ajuda computacional).
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Questão II.2. Considere um cilindro magnetizado muito longo (comprimento
comparado ao seu raio) de raio R, linear de permeabilidade magnética relativa
µr, posto numa região do vácuo onde um campo uniforme ~H0 = H0 x̂ inicial-
mente atuava, tendo seu eixo de simetria coincidindo com o eixo cartesiano z
(veja a figura 8.2).

Figura 8.2: Secção transversal
de um cilindro magnético linear
longo de raio R, posto numa re-
gião com campo elétrico inicial-
mente uniforme ~H0. As coordena-
das assumidas são as coordenadas
cilíndricas polares (ρ, φ).

x

y

R

0

mr

H

Determine:

(a) O potencial escalar ψ(ρ, φ) dentro e fora
do cilindro, tal que ~H = −∇ψ.

(b) O campo ~H(ρ, φ) dentro e fora do cilin-
dro e sua magnetização.

(c) O campomagnético ~B(ρ, φ) dentro e fora
do cilindro.

(d) As densidades de correntes superficial
~KM e volumétrica~JM de magnetização.

(e) As densidades volumétrica ρM e super-
ficial σM de polos magnéticos.

(f) Faça um esboço para todas as quantida-
des calculadas anteriormente (se possí-
vel, com ajuda computacional).
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Questão II.3. Umacoroamagnética cilíndricamuito longa (comprimentomuito
maior que seus raios), de raio interno R e raio externo 2R, tem seu eixo de si-
metria coincidindo com o eixo z cartesiano. Esta coroa está imersa no vácuo
e apresenta magnetização permanente e uniforme ao longo da direção ŷ dada
por ~M = Mŷ.

Figura 8.3: Secção transversal
de uma coroa cilíndrica magné-
tica longa, com magnetização uni-
forme ~M = Mŷ. As coordenadas
assumidas são as coordenadas ci-
líndricas polares (ρ, φ).

y

M
R

2R

x

Determine:

(a) As densidades de correntes superficial
~KM e volumétrica~JM de magnetização.

(b) As densidades volumétrica ρM e super-
ficial σM de polos magnéticos.

(c) O potencial escalar ψ(ρ, φ) dentro e fora
do cilindro, tal que ~H = −∇ψ.

(d) O campomagnético ~B(ρ, φ) dentro e fora
do cilindro.

(e) Faça um esboço para todas as quantida-
des calculadas anteriormente (se possí-
vel, com ajuda computacional).

Questão II.4. Um meio magnético linear, de permeabilidade magnética µ,
possui uma cavidade esférica vazia (vácuo) de raio R. Um campo ~H = H0ẑ é
então aplicado no referido meio (veja a figura 8.4).

Figura 8.4: Secção transversal de
uma cavidade esférica em um meio
magnético. As coordenadas assu-
midas são as coordenadas esféri-
cas (r, θ).

zH

qR

0

m0

r

m

Determine:

(a) Encontre o potencial escalar ψ(ρ, φ) den-
tro e fora do cilindro, tal que ~H = −∇ψ.

(b) Determine o campo magnético ~B(ρ, φ)

dentro e fora do cilindro.

(c) Encontre as magnetizações no líquido e
na esfera.

(d) Determineasdensidadesde correntes su-
perficial ~KM e volumétrica~JM demagne-
tização.

(e) Determineasdensidadesvolumétrica ρM

e superficial σM de polos magnéticos.

Eletromagnetismo Clássico Volume II



Lista de questões II 186

Questão II.5. Uma coroa magnética esférica de material linear com perme-
abilidade magnética µ possui raio interno R e raio externo 2R. Esta coroa é
então imersa no vácuo numa região com campo inicialmente uniforme dado
por ~H0 = H0ẑ, como indica a figura 8.5.

Figura 8.5: Secção transversal de
uma coroa esférica no vácuo sub-
metida a um campo inicialmente
uniforme ~H0 = H0 ẑ. As coordena-
das assumidas são as coordenadas
esféricas (r, θ).

z
H

q

R

2R
r0

Determine:

(a) Opotencial escalarψ associadoao campo
~H em todo espaço, tal que ~H = −∇ψ.

(b) O campo ~H em todo espaço.

(c) A magnetização ~M na coroa.

(d) O campo magnético ~B em todo espaço.

(e) As densidades de correntes superficial
~KM e volumétrica~JM de magnetização.

(f) As densidades volumétrica ρM e super-
ficial σM de polos magnéticos.

(g) Faça um esboço para todas as quantida-
des calculadas anteriormente (se possí-
vel, com ajuda computacional).

Parte II. Magnetostática na matéria Alves, T. M. L.
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A
Séries de Taylor

A.1 Séries de potências

Algumas séries de Maclaurin úteis:

(i) (1 + x)−1 = 1− x + x2 − x3 + x4 − ... (|x| < 1).

(ii) (1 + x)−2 = 1− 2x + 3x2 − 4x3 + 5x4 − ... (|x| < 1).

(iii) (1 + x)−3 = 1− 3x + 6x2 − 10x3 + 15x4 − ... (|x| < 1).

(iv) (1 + x)1/2 = 1 +
1
2

x− 1
8

x2 +
1

16
x3 − 5

128
x4 + ... (−1 < x ≤ 1).

(v) (1 + x)−1/2 = 1− 1
2

x +
3
8

x2 − 5
16

x3 +
35

128
x4 − ... (−1 < x ≤ 1).

(vi) (1 + x)3/2 = 1 +
3
2

x +
3
8

x2 − 1
16

x3 +
3

128
x4 + ... (−1 < x ≤ 1).

(vii) (1 + x)−3/2 = 1− 3
2

x +
15
8

x2 − 35
16

x3 +
315
128

x4 − ... (−1 < x ≤ 1).

(viii) ex = 1 + x +
x2

2!
+

x3

3!
+

x4

4!
+ ... (−∞ < x < ∞).

(ix) ax = 1 + x ln a +
(x ln a)2

2!
+

(x ln a)3

3!
+

(x ln a)4

4!
+ ... (−∞ < x < ∞).

(x) ln(1 + x) = x− x2

2
+

x3

3
− x4

4
+ ... (−1 < x ≤ 1).
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(xi) 1
2

ln
(

1 + x
1− x

)
= x +

x3

3
+

x5

5
+

x7

7
+ ... (−1 < x < 1).

(xii) tan x = x +
x3

3
+

2x5

15
+

17x7

315
+ ...

(
|x| < π

2

)
.

(xiii) sec x = 1 +
x2

2
+

5x4

24
+

61x6

720
+ ...

(
|x| < π

2

)
.

(xiv) arcsin x = x +
x3

6
+

3x5

40
+

5x7

112
+ ... (|x| < 1).

(xv) arccos x =
π

2
− x− x3

6
− 3x5

40
− 5x7

112
+ ... (|x| < 1).
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B
Integrais úteis

B.1 Integral I

I ≡
ˆ π

0

cos θ′ sin θ′dθ′√
R2 + z2 − 2Rz cos θ′

. (B.1)

Usando a substituição u = z2 + R2 − 2Rz cos θ′, temos que sin θ′dθ′ = du/2Rz

e cos θ′ =
z2 + R2 − u

2zR
. Portanto, a integral fica

ˆ π

0

cos θ′ sin θ′dθ′√
R2 + z2 − 2Rz cos θ′

=
1

(2zR)2

ˆ (R+z)2

(R−z)2

[
(z2 + R2)

u
1
2

− u
1
2

]
du. (B.2)

=
1

(2zR)2

(z2 + R2)
u−

1
2+1

− 1
2 + 1

∣∣∣∣∣
(R+z)2

(R−z)2

− u
1
2+1

1
2 + 1

∣∣∣∣∣
(R+z)2

(R−z)2

 , (B.3)

=
1

(2zR)2

[
2(z2 + R2)(|R + z| − |R− z|)− 2

3
(|R + z|3 − |R− z|3)

]
. (B.4)
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Para z > R, |R + z| = R + z e |R− z| = z− R. Dessa forma,ˆ π

0

cos θ′ sin θ′dθ′√
R2 + z2 − 2Rz cos θ′

=
1

(2zR)2

{
2(z2 + R2)(R +���z− z + R)

−2
3
[(z + R)3 − (z− R)3]

}
,

(B.5)

=
1

(2zR)2

{
4(Rz2 + R3)

−2
3
[��z3 + 3z2R +��

�3zR2 + R3 − ��z3 + 3z2R−���3zR2 + R3]

}
,

(B.6)

=
1

(2zR)2

{
4(Rz2 + R3)− 4

3
[3z2R + R3]

}
, (B.7)

=
1

(2zR)2
4
3

{
�
��3Rz2 + 3R3 −���3z2R− R3

}
=

8R3

12z2R2 , (B.8)

ˆ π

0

cos θ′ sin θ′dθ′√
R2 + z2 − 2Rz cos θ′

=
2R
3z2 , z > R. (B.9)

Para z < R, |R + z| = R + z e |R− z| = R− z. Dessa forma,ˆ π

0

cos θ′ sin θ′dθ′√
R2 + z2 − 2Rz cos θ′

=
1

(2zR)2

{
2(z2 + R2)(z +���R− R + z)

−2
3
[(z + R)3 − (R− z)3]

}
,

(B.10)

=
1

(2zR)2

{
4(z3 + zR2)

−2
3
[z3 +��

�3z2R + 3zR2 +��R3 −��R3 + 3R2z−���3Rz2 + z3]

}
,

(B.11)

=
1

(2zR)2

{
4(z3 + zR2)− 4

3
[3R2z + R3]

}
, (B.12)

=
1

(2zR)2
4
3

{
��
�3zR2 + 3z3 −���3R2z− z3

}
=

8z3

12z2R2 , (B.13)

ˆ π

0

cos θ′ sin θ′dθ′√
R2 + z2 − 2Rz cos θ′

=
2z

3R2 , z < R. (B.14)

De forma resumida, teremos:

I ≡
ˆ π

0

cos θ′ sin θ′dθ′√
R2 + z2 − 2Rz cos θ′

=


2z

3R2 , z ≤ R

2R
3z2 , z ≥ R.

(B.15)
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B.2 Integral II

I I ≡
ˆ π

0

sin3 θ′dθ′

(R2 + z2 − 2Rz cos θ′)
3
2

(B.16)

Por substituição u = z2 + R2 − 2Rz cos θ′, de tal forma que sin θ′dθ′ = du/2Rz
e

cos2 θ′ =
(z2 + R2)2 − 2(z2 + R2)u + u2

4z2R2 . (B.17)

Com efeito, usando sin2 θ′ = 1− cos2 θ′,

I I =
ˆ π

0

sin θ′dθ′

(R2 + z2 − 2Rz cos θ′)
3
2
−
ˆ π

0

cos2 θ′ sin θ′dθ′

(R2 + z2 − 2Rz cos θ′)
3
2

, (B.18)

=
1

2zR

ˆ (R+z)2

(R−z)2
u−

3
2 du− (R2 + z2)2

8R3z3

ˆ (R+z)2

(R−z)2
u−

3
2 du+

(R2 + z2)

4R3z3

ˆ (R+z)2

(R−z)2
u1− 3

2 du− 1
8R3z3

ˆ (R+z)2

(R−z)2
u2− 3

2 du,

(B.19)

=
1

2zR
u−

3
2+1

− 3
2 + 1

∣∣∣∣∣
(R+z)2

(R−z)2

− (R2 + z2)2

8R3z3
u−

3
2+1

− 3
2 + 1

∣∣∣∣∣
(R+z)2

(R−z)2

+

(R2 + z2)

4R3z3
u−

1
2+1

− 1
2 + 1

∣∣∣∣∣
(R+z)2

(R−z)2

− 1
8R3z3

u
1
2+1

1
2 + 1

∣∣∣∣∣
(R+z)2

(R−z)2

,

(B.20)

= − 1
zR

1√
u

∣∣∣∣(R+z)2

(R−z)2
+

(R2 + z2)2

4R3z3
1√
u

∣∣∣∣(R+z)2

(R−z)2
+

(R2 + z2)

2R3z3

√
u
∣∣(R+z)2

(R−z)2

− 1
12R3z3 u

3
2

∣∣∣(R+z)2

(R−z)2
,

(B.21)

=

[
(R2 + z2)2

4R3z3 − 1
zR

]
1√
u

∣∣∣∣(R+z)2

(R−z)2
+

(R2 + z2)

2R3z3

√
u
∣∣(R+z)2

(R−z)2 −
1

12R3z3 u
3
2

∣∣∣(R+z)2

(R−z)2
,

(B.22)

=

[
R4 + z4 + 2z2R2 − 4z2R2

4R3z3

] (
1

|z + R| −
1

|z− R|

)
+

(R2 + z2)

2R3z3 (|z + R| − |z− R|)− 1
12R3z3

(
|z + R|3 − |z− R|3

)
,

(B.23)
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=
(z2 − R2)2

4R3z3

(
1

|z + R| −
1

|z− R|

)
+

(R2 + z2)

2R3z3 (|z + R| − |z− R|)

− 1
12R3z3

(
|z + R|3 − |z− R|3

)
.

(B.24)

Para z > R, |z + R| = z + R e |z− R| = z− R. Dessa forma,

I I =
(z2 − R2)2

4R3z3

(
1

z + R
− 1

z− R

)
+

(R2 + z2)

2R3z3 (z + R− z + R)

− 1
12R3z3

[
(z + R)3 − (z− R)3

]
,

(B.25)

=
(z2 − R2)2

4R3z3

(
z− R− z− R

z2 − R2

)
+

(R2 + z2)

2R3z3 (2R)− 1
12R3z3

[
2R3 + 6Rz2

]
,

(B.26)

=
(z2 − R2)

4R3z3 (−2R) +
(R2 + z2)

2R3z3 (2R)− 1
12R3z3

[
2R3 + 6Rz2

]
, (B.27)

=
−6R(z2 − R2) + 12R(R2 + z2)− 2R3 − 6Rz2

12R3z3 , (B.28)

=
−6Rz2 + 6R3 + 12R3 + 12Rz2 − 2R3 − 6Rz2

12R3z3 , (B.29)

=
16R3

12R3z3 =
4

3z3 . (B.30)

Para −R < z < R, |z + R| = z + R e |z− R| = R− z. Dessa forma,

I I =
(z2 − R2)2

4R3z3

(
1

z + R
− 1

R− z

)
+

(R2 + z2)

2R3z3 (z + R− R + z)

− 1
12R3z3

[
(z + R)3 − (R− z)3

]
,

(B.31)

=
(z2 − R2)2

4R3z3

(
z− R + z + R

z2 − R2

)
+

(R2 + z2)

2R3z3 (2z)− 1
12R3z3

[
2z3 + 6R2z

]
,

(B.32)

=
(z2 − R2)

4R3z3 (2z) +
(R2 + z2)

2R3z3 (2z)− 1
12R3z3

[
2z3 + 6R2z

]
, (B.33)
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=
6z(z2 − R2) + 12z(R2 + z2)− 2z3 − 6R2z

12R3z3 , (B.34)

=
6z3 − 6zR2 + 12zR2 + 12z3 − 2z3 − 6R2z

12R3z3 , (B.35)

=
16z3

12R3z3 =
4

3R3 . (B.36)

Para z < −R, |z + R| = −(z + R) e |z− R| = −(z− R). Dessa forma,

I I =
(z2 − R2)2

4R3z3

(
− 1

z + R
+

1
z− R

)
+

(R2 + z2)

2R3z3 [−(z + R) + (z− R)]

− 1
12R3z3

[
−(z + R)3 + (z− R)3

]
,

(B.37)
onde podemos fatorar -1 da expressão,

= −1
{
(z2 − R2)2

4R3z3

(
1

z + R
− 1

z− R

)
+

(R2 + z2)

2R3z3 [(z + R)− (z− R)]

− 1
12R3z3

[
(z + R)3 − (z− R)3

]}
,

(B.38)
resultando na expresão oposta para o caso com z > R,

− 16R3

12R3z3 = − 4
3z3 . (B.39)

De forma resumida, a solução da integral será

I I ≡
ˆ π

0

sin3 θ′dθ′

(R2 + z2 − 2Rz cos θ′)
3
2
=



4
3z3 , z ≥ R

4
3R3 , −R ≤ z ≤ R,

− 4
3z3 , z ≤ −R.

(B.40)
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B.3 Integral III

˚
V
{~J(~r′)(~r ·~r′) + [~r ·~J(~r′)]~r′}dτ′ =~0 . (B.41)

Chamemos a integral~a e façamos o produto escalar com outro vetor~b,

~a ·~b =

˚
V
{~J(~r′)(~r ·~r′) + [~r ·~J(~r′)]~r′}dτ′ ·~b, (B.42)

~a ·~b =

˚
V
{[~J(~r′) ·~b](~r ·~r′) + [~r ·~J(~r′)](~r′ ·~b)}dτ′, (B.43)

~a ·~b =

˚
V
{[~J(~r′) · ∇′(~b ·~r′)](~r ·~r′) + [~J(~r′) · ∇′(~r ·~r′)](~r′ ·~b)}dτ′, (B.44)

~a ·~b =

˚
V
~J(~r′) · [∇′(~b ·~r′)(~r ·~r′) +∇′(~r ·~r′)(~r′ ·~b)]dτ′, (B.45)

~a ·~b =

˚
V
~J(~r′) · ∇′[(~b ·~r′)(~r ·~r′) + (~r ·~r′)(~r′ ·~b)]dτ′, (B.46)

Definiremos agora um escalar φ(~r′) ≡ (~b ·~r′)(~r ·~r′) + (~r ·~r′)(~r′ ·~b). Teremos
que a divergência será

∇′ · [~J(~r′)φ(~r′)] = [���
��:0

∇′ ·~J(~r′)]φ(~r′) +~J(~r′) · ∇′φ(~r′), (B.47)

∇′ · [~J(~r′)φ(~r′)] = ~J(~r′) · ∇′φ(~r′), (B.48)

onde usamos o fato que∇′ ·~J(~r′) = 0namagnetostática. Dessa forma, o cálculo
de~a ·~b conduz a

~a ·~b =

˚
V
~J(~r′) · ∇′[(~b ·~r′)(~r ·~r′) + (~r ·~r′)(~r′ ·~b)]dτ′, (B.49)

~a ·~b =

˚
V
~J(~r′) · ∇′φ(~r′)dτ′, (B.50)

~a ·~b =

˚
V
∇′ · [~J(~r′)φ(~r′)]dτ′, (B.51)
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~a ·~b =

‹
S

φ(~r′)~J(~r′) · n̂da′ = 0, (B.52)

com S sendo a superfície que contém toda densidade ~J e, no contorno, temos
que~J · n̂da′ = 0, sendo~J tangente à superfície S . A conclusão é que se~a ·~b = 0,
para qualquer~b, então~a = 0, e a integral é nula.
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B.4 Integrais dadas para as listas de questões

Considerando a, b, c e k constantes reais:

(i)
ˆ

udu
(u2 + a2)3/2 = − 1√

u2 + a2
+ k

(ii)
ˆ

u2du
(u2 + a2)3/2 = − u√

u2 + a2
+ ln

(
u +

√
u2 + a2

)
+ k

(iii)
ˆ

du√
u2 + a2

= ln
(

u +
√

u2 + a2
)
+ k

(iv)
ˆ

du
(u2 + a2)3/2 =

u
a2
√

u2 + a2
+ k

(v)
ˆ

udu
(u2 + a2)1/2 =

√
u2 + a2 + k

(vi)
ˆ

udu√
au2 + bu + c

=

√
au2 + bu + c

a

− b
2a
√

a
ln
[
2
√

a
√

au2 + bu + c + 2au + b
]
+ k

(vii)
ˆ 2π

0

dφ

a + b cos φ
=

2π√
a2 − b2

para a > b.
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C
Integrais Elípticas

C.1 Definições

As integrais elípticas de primeiro tipo (K(k)) e segundo tipo (E(k)) são
definidas da seguinte forma:

K(k) ≡
ˆ π/2

0

dβ√
1− k2 sin2(β)

, (C.1)

E(k) ≡
ˆ π/2

0

√
1− k2 sin2(β) dβ, (C.2)

para 0 ≤ k < 1. Essas integrais não possuem funções elementares como
solução, sendo geralmente resolvidas por métodos numéricos.

C.2 Séries de potências para K(k) e E(k)

Uma outra alternativa para se resolver as integrais elípticas é expandir o
integrando em séries de potências em k. Usando as expansões

(1− x2)−1/2 = 1 +
1
2

x2 +
3
8

x4 +
5
16

x6 +
35

128
x8 + ... (C.3)
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e
(1− x2)1/2 = 1− 1

2
x2 − 1

8
x4 − 1

16
x6 − 5

128
x8 − ... (C.4)

teremos que os integrandos serão expressos por:
1√

1− k2 sin2(β)
= 1 +

1
2

k2 sin2(β) +
3
8

k4 sin4(β) +
5

16
k6 sin6(β)

+
35

128
k8 sin8(β)− ...

(C.5)

e √
1− k2 sin2(β) = 1− 1

2
k2 sin2(β)− 1

8
k4 sin4(β)− 1

16
k6 sin6(β)

− 5
128

k8 sin8(β)− ...
(C.6)

Perceba que para integrar essas expansões, precisaremos integrar de forma
recorrente potências pares de sin(β). Vamos então recorrer à seguinte integral:

ˆ π

0
sinn θdθ =

n− 1
n

ˆ π

0
sinn−2 θdθ. (C.7)

Com efeito, ˆ π

0
sin2 θdθ =

π

2
, (C.8)

ˆ π

0
sin4 θdθ =

4− 1
4

ˆ π

0
sin2 θdθ =

3π

8
, (C.9)

ˆ π

0
sin6 θdθ =

6− 1
6

ˆ π

0
sin4 θdθ =

5π

16
, (C.10)

ˆ π

0
sin8 θdθ =

8− 1
8

ˆ π

0
sin6 θdθ =

35π

128
. (C.11)

Usando o fato que
ˆ π/2

0
sinn(β)dβ =

1
2

ˆ π

0
sinn(β)dβ, para n par, (C.12)

teremos os seguintes resultados para as integrações termo a termo:
ˆ π/2

0

dβ√
1− k2 sin2(β)

=

ˆ π/2

0
dβ +

1
4

k2
ˆ π

0
sin2(β)dβ

+
3

16
k4
ˆ π

0
sin4(β)dβ +

5
32

k6
ˆ π

0
sin6(β)dβ

+
35
256

k8
ˆ π

0
sin8(β)dβ− ...

(C.13)
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K(k) =
π

2
+

π

8
k2 +

9π

128
k4 +

25π

512
k6 +

1225π

32768
k8 + ... (C.14)

e também,
ˆ π/2

0

√
1− k2 sin2(β)dβ =

ˆ π/2

0
dβ− 1

4
k2
ˆ π

0
sin2(β)dβ

− 1
16

k4
ˆ π

0
sin4(β)dβ− 1

32
k6
ˆ π

0
sin6(β)dβ

− 5
256

k8
ˆ π

0
sin8(β)dβ + ...

(C.15)

E(k) =
π

2
− π

8
k2 − 3π

128
k4 − 5π

512
k6 − 175π

32768
k8 − ... (C.16)
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