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PREFACIO

Neste segundo volume, iremos abordar a magnetostatica, tanto no vacuo
como na matéria. A obra estd dividida em duas partes, sendo elas:

e Parte I Magnetostatica no vadcuo: Comecamos com as defini¢cées de den-
sidades de correntes elétricas, equagdo da continuidade e conservagdo
da carga. Em seguida, apresentamos os fundamentos experiementais da
magnetostatica (correntes elétricas estaciondrias), isto é, as leis de forga
de Ampere, Lorentz e Biot-Savart, como uma preparagdo para o estudo
para o estudo das equagdes fundamentais. Ainda no estudo da magne-
totdtica no vacuo, sdo apresentados os métodos avangados de obtencdo
do campo magnético através de potenciais magnéticos escalar e vetorial
e da expansdo em multipolos da magnetostatica. Por fim, apresentamos
o estudo da energia magnetostatica e do conceito de indutancia.

e Parte IT Magnetostatica na matéria: Um estudo do fen6meno da mag-
netizagdo e do campo magnético H. Detalhamos o que sdo correntes
de magnetizagdo, susceptibilidade, permeabilidade magnética e materi-
ais magnéticos lineares, além de abordar também a energia nos materiais
magnéticos. As condigdes de contorno sdo recalculadas para interfaces
entre meios magnéticos.

Como no primeiro volume, nos apéndices, sdo apresentados contetidos adici-
onais ao texto que auxiliam o leitor nos métodos matematicos empregados.
Este volume II mantém a mesma énfase nos pormenores matematicos
empregados no volume I, abordando em detalhes problemas mais avancados do
eletromagnetismo, fazendo uso de ferramentas computacionais para exibigdo
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de graficos das linhas de campo magnético, com o objetivo de fornecer uma
visualizagdo geométrica precisa dos conceitos que sdo abordados.

Deixo aqui, mais uma vez, os agradecimentos a todos meus alunos da
licenciatura em Fisica do IFRN Campus Natal Central e ao corpo docente do
Mestrado Nacional Profissional em Ensino de Fisica (MNPEF) do IFRN. Por
fim, agradego a Editora IFRN pela oportunidade e colabaracdo de toda sua
equipe na publicacdo deste trabalho.

Natal, abril de 2024
Tibério M. L. Alves!

nstituto Federal de Educacdo, Ciéncia e Tecnologia do Rio Grande do Norte
Campus Natal Central
Endereco: Avenida Senador Salgado Filho, n® 1559, Tirol - Natal-RN
E-mail: tiberio.lima@ifrn.edu.br
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NA SUPERFICIE DA ESFERA UNIFORMEMENTE MAGNETIZADA COM CODIGO
DE CORES. OS ANEIS REPRESENTAM A CIRCULACAO DAS CORRENTES DE
MAGNETIZACAO NA SUPERFICIE COM INTENSIDADE M{NIMA NOS POLOS E
INTENSIDADE MAXIMA NA LINHA EQUATORIAL DA ESFERA.

CONFIGURACAO DE LINHAS DE CAMPO MAGNETICO PARA A ESFERA MAG-
NETICA POSTA EM CAMPO MAGNETICO INICIALMENTE UNIFORME. PARA
(a), (8) E (C), TEMOS OS CASOS COM iy = 4/} > 1, CONFIGURANDO O
PARAMAGNETISMO OU FERROMAGNETISMO PARA BAIXOS CAMPOS. PARA
(D), (E) E (F), TEMOS OS CASOS COM }; < 1, CONFIGURANDO O DIAMAG-

NETISMO.

REPRESENTACAO ESQUEMATICA DE UM SISTEMA DE COORDENADAS EM
UMA SECCAO TRANSVERSAL DE UM CILINDRO MAGNETICO LONGO DE
RAIO R COM MAGNETIZAGAO M. As COORDENADAS ASSUMIDAS SAO AS
COORDENADAS CILINDRICAS POLARES (0, ¢).

SECCAO TRANSVERSAL DE UM CILINDRO MAGNETICO LINEAR LONGO DE
RAIO R, POSTO NUMA REGIAO COM CAMPO ELETRICO INICIALMENTE
UNIFORME Hj. AS COORDENADAS ASSUMIDAS SAO AS COORDENADAS
CILINDRICAS POLARES (0, ).

SECCAO TRANSVERSAL DE UMA COROA CILINDRICA MAGNETICA LONGA,
COM MAGNETIZAGAO UNIFORME M = M. AS COORDENADAS ASSUMI-
DAS SAO AS COORDENADAS CILINDRICAS POLARES (0, ). .

SECCAO TRANSVERSAL DE UMA CAVIDADE ESFERICA EM UM MEIO MAGNE-
TICO. AS COORDENADAS ASSUMIDAS SAO AS COORDENADAS ESFERICAS
(r,0).

SECCAO TRANSVERSAL DE UMA COROA ESFERICA NO VACUO SUBMETIDA
A UM CAMPO INICIALMENTE UNIFORME Hy = Hp2. As COORDENADAS
ASSUMIDAS SAO AS COORDENADAS ESFERICAS (7, 6).
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MAGNETOSTATICA NO VACUO

“A INVESTIGACAO EXPERIMENTAL PELA QUAL AMPERE ES-
TABELECEU A LEI DA ACAO MECANICA ENTRE AS CORRENTES
ELETRICAS £ UMA DAS CONQUISTAS MAIS BRILHANTES DA
citNcia. O TODO, TEORIA E EXPERIENCIA, PARECE TER
SALTADO, TOTALMENTE AMADURECIDO E FORTEFICADO, DO

CEREBRO DO NEWTON DA ELETRICIDADE.”

James CLERK MAXWELL






DENSIDADES DE CORRENTE ELETRICA

1.1 INTRODUCAO

Podemos introduzir a magnetostatica fazendo uma analogia interessante
com a eletrostdtica. Quando abordamos a eletrostética, o problema fundamen-
tal era encontrar qual o campo elétrico E em todas as regides do espaco devido
a uma distribuicdo estatica de cargas p. A conclusdo que chegamos foi que o
campo elétrico era governado por duas equagdes fundamentais, a saber,

V.E:eﬂo' V - E = 4rp,
(SI) (CGS) (1.1)

V x E =0. VxE=0.
Vimos que o fato de o campo elétrico ser irrotacional, implica que E= -VV,
sendo V o potencial elétrico, e que V2V = —p/e), de onde surge a equagio

de Laplace e todas as técnicas abordadas para sua solugdo. E importante notar
que nossa abordagem teve como ponto de partida uma lei experimental que
desse suporte a teoria da eletrostatica que foi desenvolvida e aplicada em vérios
problemas de interesse da fisica. A lei a qual estamos nos referindo é a lei de
Coulomb.

Na magnetostatica, o problema central se resume em determinarmos o
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campo magnético B!, em todas as regides do espaco, devido a uma densidade
de corrente elétrica estaciondria, que iremos definir adiante. Assim como na
eletrostatica, nosso ponto de partida também serd baseado em comprovagdes
experimentais. A Lei de forca de Ampere, a Lei de Biot-Savart e a lei de forca
de Lorentz sdo as comprovagdes que precisamos para chegarmos as equagdes
fundamentais da magnetostdtica. Antes de apresentarmos estas leis experi-
mentais que governam o campo magnético e forca magnética sobre as cargas
se movendo sob acdo deste campo, vamos definir o que sdo correntes elétri-
cas e suas densidades, bem como apresentar sua lei de conservagdo através da
equacdo da continuidade, e através dela definir nosso regime de estudo nesta
parte, isto é, a magnetostatica no vacuo.

1.2 CORRENTES E DENSIDADES DE CORRENTES

A definicdo clédssica de corrente elétrica é simplesmente a quantidade de
carga que flui através de uma area de seccdo transversal por unidade de tempo.
Sua unidade no sistema internacional é o Ampeére, onde

1A=1C/s. (1.2)

No volume I, vimos que a unidade no sistema gaussiano para a carga é o
statcoulomb (stC), ou unidade eletrostatica (esu, da sigla para o inglés). Como
a unidade para o tempo é a mesma no SI e no CGS, teremos que a conversao
de valores para intensidade de corrente elétrica entre os sistemas seréd feita da
seguinte forma:

Ig 1 2,998x10%esu/s _ 3,00 x 107 stA (0:9)
Is;  ane, 1A = 1A 3

Sendo 1 esu/s = 1 stA, onde definimos o statampeére como uma unidade de
corrente elétrica no sistema CGS. Vale ressaltar novamente algo importante
quando se trata dos sistemas SI e CGS. O ampere é uma unidade fundamental
do sistema internacional, ao passo que, no sistema CGS, ndo. No sistema CGS,

Muitas vezes chamado de indugdo magnética ou até mesmo de densidade de fluxo magnético,
dependendo da escolha que o autor possa fazer. Veremos que, fisicamente, o sistema CGS fornece
uma unificagdo de unidades para os campos no eletromagnetismo, sendo mais apropriado o uso
do termo campo magnético no nosso contexto.

PARrTE I. MAGNETOSTATICA NO VACUO Arves, T. M. L.
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3/2

lesu = cm gl/zs_l, portanto,

3/2 1/2572,

1stA=1lesu/s =cm (1.4)

sendo a unidade de corrente elétrica em termos das unidades fundamentais no
sistema CGS.

A definigdo corrente elétrica a partir de portadores de carga com movi-
mento devido a uma diferenca de potencial deve ser a maneira mais comum de
se apresentar este conceito. No entanto, vamos comegar apresentando outras
formas de se ter uma corrente elétrica. Imagine uma carga distribuida em um
fio, com densidade linear A, e este fio se deslocando na mesma dire¢do em que
se encontra este fio com velocidade v. Este movimento gera uma intensidade
de corrente que sera

I = Av. (1.5)

Neste contexto, a corrente elétrica é um vetor, que é escrito da seguinte forma:
I =AU (1.6)

Uma corrente elétrica pode se distribuir também em superficies e vo-
lumes. A densidade superficial de corrente K ¢ a medida da corrente por
unidade de comprimento perpendicular ao fluxo. Em termos diferenciais, uma
quantidade infinitesimal de corrente dT distribuida numa largura de compri-
mento dl; (perpendicular ao fluxo) define a densidade superficial de corrente
K da seguinte forma:

K= ;TIL (1.7)
Uma distribuigdo superficial de carga ¢ mével também define uma densidade
superficial de corrente. Se 7 é a velocidade da distribuigdo de carga, a densidade
superficial de corrente serd dada por

<y

K=o (1.8)

De maneira analoga, uma distribui¢do volumétrica de corrente | é a
medida da corrente por unidade de 4rea transversal ao fluxo, podendo ser
escrita da seguinte maneira:

-

d
ETTR (1.9)

J

-
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Para uma densidade de carga mével com velocidade @, a densidade volumétrica

de corrente neste caso é dada por

—

(1.10)

I
)
S

ExempLo 1.1. Uma corrente I flui por um fio de raio R. (a) Se ela estiver dis-

tribuida uniformemente na superficie, qual a densidade de corrente K? (b)

Se ela estiver distribuida de forma que a corrente volumétrica seja inversa-

mente proporcional a distancia do eixo, quanto vale J? (veja a figura a

seguir)

FIGURA 1.1: REPRESENTACAO VETORIAL
DAS DENSIDADES SUPERFICIAL (A ESQUERDA)
E VOLUMETRICA (A DIREITA) PARA UMA COR-
RENTE | DISTRIBUfDA NA SUPERFICIE E NO

VOLUME DE UM CILINDRO DE RAIO R, RES-

SoLugio: (a) Na figura temos um
corte seccional de fio de raio R tendo
seu eixo principal coincidindo com o eixo
z. Em coordenadas cilindricas, se a cor-
rente I flui no sentido positivo de z, o
comprimento infinitesimal perpendicu-

PECTIVAMENTE.
lar ao fluxo é dl; = Rd¢. A corrente
Z total I é dada pela seguinte integral:
J
@W I= | Kdl,. (1.11)
AR
N
Como K é uniforme, temos que
’ # [=K / dl,, (1.12)
R R .
27
= K/ ad¢, (1.13)
0
I =27nRK, (1.14)
o que conduz a
I
K= ﬁ (1.15)
ou
K= ii (1.16)
- 2nR7( '
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ou seja, a corrente se distribui uniformemente pela circunferéncia do cilindro.
(b) Para que | seja inversamente proporcional a distancia ao eixo, temos que

P
J==, (1.17)

P

sendo B uma constante. A integral para a corrente:

I:/ Jda,, (1.18)

2w prR
1= [ [ pdods, (1.19)

o Jo

I= / Jda, =2nRp, (1.20)

I . . o
0 que nos dd o valor de g = AR Sendo assim, a densidade volumétrica de
corrente é dada por

I
J= 2rap’ (1.21)
ou
J= ! 2 (1.22)
- 2map” | '

Exempro 1.2. Um cilindro macico de raio R e altura H gira em torno de seu
eixo com uma velocidade angular @. Determine a densidade de corrente
e corrente total (a) se a superficie lateral estiver carregada com distribui¢do
uniforme o de carga elétrica, e (b) se o cilindro estiver carregado com uma
densidade volumétrica pg uniforme (veja a figura 1.2} a seguir).

SovrugAo: (a) Na figura[1.2} & esquerda, temos uma superficie cilindrica de raio
R e altura H com seu eixo principal coincidindo com o eixo cartesiano z. Em
coordenadas cilindricas, uma posicdo na superficie serd 7 = Rp + zZ. Sendo
@ = wZ, a velocidade linear na superficie do cilindro serd

U= X7, (1.23)
U= wzx (Rp+2z2), (1.24)
7 = wR¢. (1.25)
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~ Dessa forma, a densidade superficial de
FIGURA 1.2: REPRESENTACAO VETORIAL DA

DENSIDADE SUPERFICIAL (A ESQUERDA) E corrente sera

VOLUMETRICA (A DIREITA) PARA, RESPECTI- 74 -
( ) ¢ K =07, (1.26)
VAMENTE, UMA DENSIDADE SUPERFICIAL ("
DISTRIBUIDA NA SUPERFICIE E UMA DENSI-
Z = A~
DADE VOLUMETRICA () DE UM CILINDRO DE K= O'wR(P' (1'27)

RAIO R GIRANDO COM VELOCIDADE ANGU- . o .
w O comprimento infinitesimal perpendi-
LAR W.

cular ao fluxo da corrente é dl| = dz.

@ @ . .
Sendo assim, a corrente total que fui atra-
R — .
------------------ ; vés da altura H do cilindro sera

< R P | H

K L I= / Kdl,, (1.28)

a r Tz—j O

x I =KH, (1.29)

[(—ookl (30

(b) Na figura[1.2] a direita, temos o caso do cilindro com densidade volumétrica
po- Neste caso, o raio serd varidvel, de tal forma que uma posigdo no interior
do cilindro serd 7 = pp + zZ. Dessa forma, a velocidade linear para um ponto

no cilindro sera

T=0w X7, (1.31)
¥ = wi x (pp +22), (1.32)
7= wpé. (133)

Sendo assim, a densidade volumétrica de corrente serd

] = pod, (1.34)

J = powpé. (1.35)
A area infinitesimal perpendicular ao fluxo da corrente é da; = dpdz. Sendo
assim, a corrente total que flui através da seccdo retangular de raio R e altura

I://]dal, (1.36)

PARrTE I. MAGNETOSTATICA NO VACUO Arves, T. M. L.
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H /R
I :/ / powpdpdz, (1.37)
0 0
R H
I :pow/ pdp/ dz, (1.38)
0 0
powHR?
I= — ! (1.39)

1.3 EQUACAO DA CONTINUIDADE E CONSERVACAO DA

CARGA ELETRICA

Antes de desenvolvermos uma abordagem que possa determinar o campo
magnético gerado por correntes, vamos obter uma equagdo que governe o fluxo
de corrente no espago e obedeca ao principio da conservacao da carga elétrica.
A quantidade de corrente I que flui através de uma superficie S é calculada
pela seguinte integral:

I= /S J - fida, (1.40)

sendo | a densidade volumétrica de cor-
. Ficura 1.3: REPRESENTAgAO VETORIAL DA
rente. Por outro lado, a quantidade de ) -
DENSIDADE DE CORRENTE VOLUMETIRCA ],

carga que flui, por unidade tempo (cor- .
UM VOLUME V) FECHADO POR UMA SUPERFI-

rente) do volume V' encerrado por S (fi- cie S. O FLUXO DE | SOBRE A SUPERFICIE S

gura|1.3), € dada pela seguinte derivada  gpprespnta O TRANSPORTE DE CARGA ELE-

temporal: TRICA, POR UNIDADE, ATRAVES DA SUPERFI-

i—? = —%/// pdT. (1.41) -

Aplicando o teorema da divergéncia de
Gauss na equagio e combinando
com a equagao|[i.41} temos:

//Sf.ﬁda://vv-fdr, (1.42)
JL7-aa =~ [ ode. G
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//V V- Jdt = //V —%dr, (1.44)

- dp
V~]—|—§—O. (1.45)

Esta tdltima equagédo é chamada de equagdo da continuidade e expressa que a
taxa de variagdo explicita com o tempo de uma densidade volumétrica de carga
p é igual ao oposto da divergéncia da densidade volumétrica de corrente. Em
outras palavras, esta equacdo expressa a conservagdo de carga pontualmente.
Ou seja, a variagdo temporal da densidade volumétrica de corrente em um
ponto deve ser igual ao oposto do fluxo de corrente por unidade de volume
neste ponto, isto é, a divergéncia de J.

Existe um tipo de corrente elétrica que, apesar de constituir cargas em
movimento, a densidade de carga p ndo depende explicitamente do tempo.
Como exemplos, leve em conta a superficie cilindrica ou o volume cilindrico
apresentado anteriormente. As cargas ndo se acumulam em ponto nenhum,
ou seja, a densidade de carga ndo muda com o tempo em ponto algum. Desta

. 9p
forma, para esses tipos de correntes, temos que = = 0, e a chamamos de
correntes estaciondrias. Usando a equacdo da continuidade, podemos entdo

afirmar que, no regime estaciondrio,

V-J=o0. (1.46)

Podemos entdo dizer que na eletrostatica temos que J =0, ou seja, cargas
em repouso. Neste caso, 0os campos elétricos gerados sdo eletrostdticos, isto
é, ndo variam com o tempo, e obedecem as leis e equac¢Ses fundamentais que
ja estudamos. Para correntes estaciondrias, ou seja, V - J = 0, temos campos
magnéticos constantes, definindo entdo o regime da magnetostatica.

PARrTE I. MAGNETOSTATICA NO VACUO Arves, T. M. L.



LEIS EXPERIMENTAIS DA

MAGNETOSTATICA

2.1 A LEI DE FORCA DE AMPERE

O trabalho experimental e tedrico feito por André-Marie Ampeére cons-
titui um parcela consideravel do conhecimento que foi construido na teoria do
eletromagnetismo classico. Iremos abordar mais sobre suas diversas contri-
bui¢bes em textos posteriores. Por enquanto, vamos apresentar aqui um dos
experimentos mais importantes para a compreensdo da forga magnética sobre
correntes elétricas percorridas por fios finos paralelos. O experimento ficou co-
nhecido como a balan¢a de Ampére, sendo apresentado no ano de 1820, para
Academia de Ciéncias de Paris, e se propunha a medir a forca de interagdo
magnética entre dois segmentos de fio de comprimento /, percorridos por cor-
rentes elétricas de intensidade I; e I, separados por uma distancia d, como
ilustra a figura[z.1} a seguir.



CAPITULO 2. LEIS EXPERIMENTAIS DA MAGNETOSTATICA 34

FIGURA 2.1: REPRESENTACAO ES-
QUEMATICA DOS SEGMENTOS DE
FIOS NA BALANCA DE AMPERE.
A ESQUERDA, TEMOS AS CORREN-
TES NO MESMO SENTIDO, GERANDO
UMA FORCA MAGNETICA DE ATRA-
cAo. A DIREITA, TEMOS AS COR-
RENTES EM SENTIDOS OPOSTOS, GE-
RANDO UMA FORCA MAGNETICA
DE REPULSAO ENTRE OS SEGMEN-
TOS DE FIOS. AS INTENSIDADES DE
CORRENTES SAO I1 E Ip, Os FIOS
SAO PARALELOS COM SEPARAGCAO
d,E fm E A FORCA MAGNETICA EN-

TRE OS FIOS.

ew
oml
T—
gy
oml

=

E £

d  d

A experiéncia mostra, de forma aproxi-
mativa com! > d, ou seja, com fios muito longos
comparados a distancia de separacdo, que a in-
tensidade forca magnética por unidade de com-
primento, digamos F;, /I, é diretamente propor-
cional ao produto das intensidades de corrente
elétrica e inversamente proporcional a distadncia
de separacdo entre os fios. Podemos escrever,
entdo, que

(2.1)

O fator 2 foi colocado somente por convenién-
cia (veremos mais adiante) e k, é a chamada
constante de forca magnética, que depende, a
principio, do meio e das unidades consideradas
nas medidas. Se considerarmos o vdcuo, temos
novamente uma situacdo similar a apresentada
no estudo da lei de Coumlomb. Uma intensi-
dade de corrente I; = I = 1 A, separada de
d = 1 m, ndo reproduz uma forga por unidade
de comprimento igual a 1 N/m. No vacuo, o va-
lor encontrado pela experimentagdo neste caso
serd de, aproximadamente, 2 X 10~7 N/m. Com

isso, concluimos que nossa constante de proporcionalidade serd

ky =1x1077 N/AZ.

(2.2)

E comum definir esta constante k,, em termos da permeabilidade magnética

do vacuo iy, isto €,

com

o = 471 x 1077 N/ A2,

km

Ho
47_[/ (23)

(2.4)

O fator 47 surge na integral de uma superficie esférica de raio unitério.

Vamos analisar o que acontece se convertermos a unidade da corrente
elétrica de Ampére para statAmpére, usando a equacdo de relagdo algo

PARTE I. MAGNETOSTATICA NO VACUO

Arves, T. M. L.



CaPfTULO 2. LEIS EXPERIMENTAIS DA MAGNETOSTATICA 35

similar ao que fizemos com a carga elétrica na lei de Coulomb. Com efeito,

F VAamregli/4megl
Tm == 2k7n 0 1d 0 2, (2.5)
Fu  km LIy
sendo L
Km _ Ho =
k. 1,7 760 = Ho€o- (2.7)

Apesar de parecer prematuro, é oportuno aqui antecipar que essas constantes
fundamentais que descrevem os fenémenos elétricos e magnéticos no vacuo,
isto é, eg e jip, estdo intimamente ligadas, e essa ligacdo se torna evidente quando
encontramos uma equacio de onda eletromagnética para os campos E e B,
como veremos no estudo da eletrodindmica, e mostraremos que a propagagdo
desta referida onda se d4, no vacuo, a uma velocidade c expressa por

1
fio€o

(SI) (2.8)

CcC =

Se procedermos com a substitui¢do dos valores de experimentais para essas
constantes (no SI), encontraremos que

c=2,99792456 x 108 m/s.  (SI) (2.9)

O exposto acima também permite escrever que, combinando as equages[2.7]e

5.8

k 1
k—m =3 (2.10)
e

Agora fica claro o porqué de colocarmos um fator 2 na lei de forca de Ampere,
do contrério terfamos um fator adicional nesta tltima equagéo.
Demonstramos a validade da equagao .10 para o SI, mas mostraremos
sua generalidade mais adiante. Este resultado indica que uma escolha de uni-
dades, mediante uma escolha de constante de forga, seja elétrica ou magnética,
determina automaticamente o padrdo para outra constante através da veloci-
dade da luz no véacuo, independentemente do sistema de unidades escolhido.
Esta interdependéncia estd ligada diretamente as defini¢des da carga elétrica,
para lei de for¢a de Coulomb, e para corrente elétrica, na lei de for¢a de Ampeére.
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Como as defini¢des carga e corrente estdo interligadas, inevitavelmente k, e ky,
também estardo. Por exemplo, no SI,

1
ke - 47‘[6()’
(SD) (2.11)
= &
i = 4
ao passo que, no CGS,
ke=1,
1 (CGS) (2.12)
kg = =

A lei de forca de Ampere, no sistema CGS, ficaria entdo escrita da se-
guinte forma:

an o 2 IlIz
=572 (G (2.13)

2.2 LE1 DE FORCA DE LORENTZ

Uma outra lei do eletromagnetismo que se baseia em evidéncias expe-
rimentais é a chamada lei de forca de Lorentz, que descreve como o campo
magnético exerce forca sobre cargas elétricas em movimento. A lei de forca de
Lorentz, no SI, possui a seguinte expressao:

F=q(E+7xB), (S (2.14)

sendo g o valor da carga elétrica da particula, 7 sua velocidade, B e E sendo,
respectivamente, o campo magnético e o campo elétrico atuantes sobre a carga.
Uma simples anélise dimensional na parte magnética da for¢a de Lorentz revela

S o
, ou, usando a defini¢ao

que o campo magnético, no SI, terd unidades de Cm

do Ampere, o Esta unidade recebeu o nome de Tesla, em homenagem ao
fisico Nikola Tesla, e é definida da seguinte forma:
N
1T=1——. .
Am (2.15)

Ao apresentar inicialmente a forca de Lorentz, ndo fizemos uma defi-
nicdo apropriada do campo magnético B. Vamos construir o conceito deste
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campo de forma gradual, visto que ele ndo é tdo simples de definir como o
campo eletrostético, como fizemos no contexto da lei de Coulomb. Vamos de-
finir inicialmente a intensidade de campo magnético a partir da lei de forca de
Ampeére como sendo uma quantidade proporcional a razdo da forga por com-
primento que atua em um segmento do fio pela intensidade corrente que passa
por este fio. Para entender melhor, considere primeiro que um elemento de
carga dq = Adl se desloca no fio a uma velocidade 7. A intensidade da forca
magnética dF,, experimentada para este elemento, para um campo magnético
B perpendicular ao fio, sera

dF,, = dquB, (2.16)

dF,, = AvBdl, (2.17)

de tal forma que, usando Av = I, a forca magnética por comprimento e por

intensidade de corrente sera
 1dF,

ST

No contexto da lei de forca de Ampeére para uma mesma intensidade de corrente

(2.18)

I nos dois segmentos de fios, a intensidade de campo magnético, no sistema
internacional, sera definida por

Fu = kaai. (2.19)

BET 7

—~ =

O fator « serve para adequarmos a nossa conveniéncia para escolher um sistema
de unidades, de tal forma que, para o SI,

I
Bs; = ka“SI%r (2.20)
e para o CGS,
206(3 IG
BG = CT?’ (2.21)

onde os indices SI referem-se aos valores no sistema SI e os indices G referem-se
aos valores no sistema CGS. Dividindo os valores das intensidades do campo
magnético nos diferentes sistemas, temos

Bsi _ . 2%s1 s
- m

Be e 1o’ (2.22)
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e usando as equagdes|.3le

B

Xas|
4 — .
5.~ C g VA0, (2.23)

e agora usando (€0 = 1/poc?)

Bsi 210 1 agp

OSL_ 2P0y =L )

Bc 4 Hoc? ag’ (224)
Bsi _ st [ Ho (2.25)

B G QG 4’
Temos agora algumas escolhas para fazer sobre os coeficientes ag agy. Se
quisermos que a conversdo entre as intensidades dos campos dependa somente

de &,teremos ue
47 9

nsy 1
_— -, . 6
2c c (2.26)

Dessa forma, a conversdo entre campos magnéticos serd feita através de

Bsi _ 1o
B \ar (2.27)

A escolha de ag; e o dependerd diretamente da escolha que faremos para a lei
de Faraday, como veremos em textos futuros. No momento, vamos apresentar
uma escolha conveniente fazendo ag; = 1 e, consequentemente, ag = c. Isto
conduz ao resultado ja conhecido para intensidade do campo magnético gerado
por um fio longo no vacuo, no contexto da lei de forca de Ampere, sendo no SI

_ ol
B = xd’ (2.28)
e no CGS,
B = %é (2.29)

Usando a relagao e as relagdes qs; = v/4megqc e Es = Eg//4mey, a lei
de forga de Lorentz ficard, no CGS, da seguinte maneira:

F = qs1Es; + qs19 x Bsy, (2.30)

=

Eg - = [Ho
+ \/4mepqsT X B —, 2.31
T VAmeoqg G\ 4 (2.31)
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F = gcEg + /et x Bg, (2.32)
F=qf+%5xB|  (cGs) (2.33)

A analise dimensional desta expressdo indica algo muito ttil no sistema CGS de
unidades. Note que na expressdo para forca magnética, a razdo v/c é adimen-
sional, ficando a forga magnética com unidades de gB, totalmente equivalente
a parte elétrica da forca, com unidades de gE, indicando que, no CGS, o campo
elétrico E e o campo magnético B possuem a mesma unidade de campo, ou
seja, o Gauss (G). Vamos fazer um exemplo para encontrarmos o equivalente
Gaussiano para a unidade Tesla no SL

ExempLo 2.1. Usando uma carga pontual 4 = 1 A, movendo-se com uma
velocidade v = 1 m/s, sujeita a um campo magnético perpendicular a veloci-
dade de intensidade B = 1 T, encontre a intensidade deste campo magnético
para no sistema CGS.

Sorucgio: No 5, a intensidade da for¢a magnética serd

Fy = quB, (2:34)

IN=1C- 2By, (235)

sendo Bg; = 1 T. Para encontrar Bg, ou seja, a intensidade deste campo no CGS
equivalente a Bs; = 1 T, devemos rescrever esta tiltima equagdo no CGS, de tal

forma que
F, = gZ)B, (2.36)
105 ding = 23X 10%esu  10%cm 2.37)
~ 3x10%cm/s s cr 37
10° dina = 10 esu - Bg, (2.38)
Bg = 10* dina/esu. (2.39)

Recordando que a unidade 1 dina/esu = 1 G, teremos que

1T=10'G) (240)
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2.2.1 DINAMICA DA PARTICULA CARREGADA

Vamos agora estudar a dindmica de uma particula carregada q se mo-
vendo em uma campo magnético B. Nesta primeira abordagem, nédo iremos
levar em consideragdo os efeitos relativisticos, ou seja, v < ¢, e também ndo
iremos abordar os efeitos de indugdo eletromagnética, ficando para um outro
momento. Neste momento, iremos estudar uma situagdo mais simplificada
para termos um entendimento inicial, sendo ainda vantajoso, para compre-
ensdo da dindmica de particulas sob acdo da forca de Lorentz. Trata-se do
movimento de uma particula carregada sujeita a agdo de um campo magnético
uniforme.

ExempLo 2.2. Determine a trajetéria de uma carga pontual de valor positivo
q sujeita a um campo magnético uniforme B = By (By > 0) partindo de
uma posicao inicial 7(0) = xo% e com velocidade inicial definida por 7(0) =
voyY + 0022 (voy > 0). Vejaa figura a seguir.

FIGURA 2.2: REPRESENTACAO GEOME- SOLUGAO: A equacio da dindmica de New-

TRICA DE UMA CARGA PONTUAL DE va-  tON para o problema é:

LOR POSITIVO { SUJEITA A UM CAMPO - 5 B
. B A mr = gou X 2.41
MAGNETICO UNIFORME B = BpZ (By > q ’ (2.41)
0) PARTINDO DE UMA POSIGAO INICIAL
7(0) = xpf E COM VELOCIDADE INI- ) -
©) 0 mrF = g7 x B, (2.42)

CIAL DEFINIDA POR ¥(0) = 0o, +
002 (on > 0).

mx% + mij§ + mzz = q(x% + y§ + 22) X ByZ,
Z

(2.43)
mix + mijj + mzz = qBoyX — qBox7. (2.44)
Esta ultima equagdo gera o seguinte sistema
o de equacdes diferenciais:
7 /,ZJO/ y B
0 I, . _9Bo,
X va ! = m Y
j= —qBo ¥ (2.45)
m
Z=0
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A equagdo para coordenada z é simples de resolver, bastando integrar duas
vezes, o que conduz a solugdo

z(t) = at+ b, (2.46)

isto é, 0 movimento na coordenada z é uniforme.
Para encontrarmos x(t) e y(f), vamos usar uma fungéo solugdo auxiliar
que possa ser escrita como se segue:

G(t) = x(t) +iy(). (2.47)

Multiplicando a segunda equacédo do sistema [2.45| pela unidade imaginaria i
somando com a primeira, temos a seguinte equagao:

. .. qBo. .qBo
¥+iij = P (2.48)
.. .qB .
P4+ zqm—o(x +iy) = 0. (2.49)
Usando agora a identidade temos:
E4iwd =0, (2.50)

B . . . )
sendo w = qm—o. A solugdo desta tiltima equagdo é simples de ser obtida através

da seguinte equacao caracteristica:

AA+iw) =0, (2.51)
com solugdes Ay = 0 e Ay = —iw. Portanto, a solugdo para ¢(t) é dada por
E(t) = A+ Be i, (2.52)

Por estarmos trabalhando no campo dos complexos para funcao ¢, seria um erro
assumir que as constantes A e B sdo reais. Vamos assumir que sdo niimeros
complexos que, de forma conveniente, sio dados por A = Ay +iA, e B =
Re™, com R e —¢ sendo o médulo e o argumento de B, respectivamente.
Dessa maneira, nossa solugao para ¢ fica

E(t) = Ax +iAy + Re7/(@H9), (2.53)

G(t) = Ax + Reos(wt + ¢) + i[Ay — Rsin(wt + ¢)], (2.54)

ELETROMAGNETISMO CLASSICO VoruMme II



CAPITULO 2. LEIS EXPERIMENTAIS DA MAGNETOSTATICA 42

de onde concluimos que as solugdes x(t) e y(t) para dindmica da particula em
questdo sao
x(t) = Ax + Rcos(wt + ¢) (2.55)

y(t) = Ay — Rsin(wt + ¢). (2.56)

Perceba que estas equacdes obedecem a uma equagdo geral de uma circunfe-
réncia no plano x-y com raio R e centro em (Ay, Ay), ou seja,

(x—Ax)? + (y— Ay)° = R (2.57)

Como a solugdo para componente z da posicdo da particula descreve um movi-
mento uniforme, concluimos que a trajetéria da particula carregada no campo
magnético uniforme é uma helicoide.

Aplicando agora as condigdes inicias temos

x(0) = Ay + Rcos(¢) = xo, (2.58)
y(0) = Ay — Rsin(¢) =0, (2:59)
z(0) =b =0, (2.60)

#(0) = —wRsin(¢) =0, (2.61)
7(0) = —wR cos(¢) = vgy, (2.62)
2(0) = a = vy, (2.63)

A solugdo para z(t) é simplesmente z(t) = vt (movimento uniforme). A
equagdo indica que sin¢ = 0 o conduz a condigdo ¢ = n7r com n sendo
inteiro. Ja a equagéoindica que cos ¢ = —1, uma vez que R > 0 e vy, > 0.
Portanto, temos:

Ay =x9+R (2.64)

Ay =0. (2.65)
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Nossa solugéo para trajetéria da particula de carga g > 0 no campo magnético
uniforme informado é

‘?(t) = x0 + R(1 — coswt) £ + Rsinwt J + vo,t Z|. (2.66)

Para melhor visualizacdo desta trajetéria, um grafico com estas equagées para-
métricas foi gerado e apresentado na figura

Uma constatagdo interessante para
L. . FiGura 2.3: HELICOIDE DESCRITA PELA
a forca magnética é que a mesma nunca .
. . . PARTICULA CARREGADA SE MOVENDO EM
realiza trabalho. Considere a velocidade ,

CAMPO MAGNETICO UNIFORME.

da particula a partir da equagédo da traje-

toria em[2.66} ou seja,
. Z
U=7=wRsinwtx+ wR cos wt i+ vy, 2.

(2.67)

Calculando seu médulo ao quadrado, te-
mos

v* = W?R? + 03, (2.68)

o que indica que a energia cinética per-
manece constante. Como o teorema

trabalho-energia cinética assegura que a
variagdo da energia cinética é igual ao
trabalho realizado pela forca resultante,
concluimos que a for¢a magnética nao
realiza trabalho. Apesar de a nossa de-

dugéo ser especifica para o movimento
de uma carga sob agdo de um campo magnético uniforme, este resultado é
geral.

2.3 LE1 DE BIOoT-SAVART

Continuando com a nossa necessidade de embasar nosso estudo em
comprovagdes experimentais, vamos apresentar agora a Lei de Biot-Savart.
Em 1820, Hans Christian Oersted demonstrou que agulhas de bussola intera-
gem com fios condutores percorridos por corrente elétrica. O torque, experi-
mentado pela agulha da bussola que gira no experimento de Oersted, é mais
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uma evidéncia de um campo magnético como o agente causador do efeito. No

mesmo ano de 1820, Jean-Baptiste Biot e Félix Savart apresentaram um trabalho

experimental a Academia Francesa de Ciéncias, em que fizeram a associa¢do

entre o periodo de oscilacdo de agulhas magnéticas sujeitas ao campo mag-

nético B a forga magnética que atua nas agulhas de bussolas, proveniente do

campo magnético gerado por fios condutores percorridos por corrente elétrica.

FIGURA 2.4: REPRESENTACAO GEOME-
TRICA DOS VETORES DE INTERESSE PARA
CALCULO DO CAMPO MAGNETICO B EM
UMA POSICAO 7 DEVIDO A UMA LI-
NHA DE CORRENTE ELETRICA DE INTEN-

SIDADE 1.

dar

\

=l
<

Em um segundo experimento, as
constatagdes permitiram descrever o campo
magnético gerado por um fio percorrido por
uma corrente elétrica. Transcrevendo os re-
sultados de Biot-Savart para uma notagdo
mais moderna em termos de célculo veto-
rial, dado um fio C percorrido por um cor-
rente elétrica de intensidade I especificada, o
campo magnético numa posicao 7 arbitraria
no espago serd calculado através da seguinte
integral de linha (sistema internacional):

=, Ix 3%
B(7) = 10 /C “dr (2.60)

sendo dr’ um elemento de comprimento do
fio, posicionado em 7 (veja a figuralz.4). Para
distribui¢bes superficiais e volumétricas de
corrente elétrica, vamos fazer as correspon-

déncias Idr' — Rda' e Idr' — Jdt', de tal maneira que, respectivamente,

S R()x %
B(7) = 12 //S K{F) > 2 22 da' |, (2.70)
S T(7) x %
B(¥) = Z—f{ //V J(7) x 2 22 at’ | (2.71)
No sistema CGS, teremos
- Is; x &
Bsi(7) = Z%/Ciyﬂ dr’, (2.72)

[Ho 5
47TBG(r)

B y0\/4m—:0/ TG X %dr’
N 47 C 2? ’

(2.73)
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- 471 47T€q) Ic x %

Bo(r) = || SR [ 22 P = )
o1 [Igx2
Bg(7) = E/C’Tdr/' (2.75)

de tal maneira que a a lei de Biot-Savart no sistema Gaussiano sera

E(?):l/ DX 2 g
CJc ¢

(2.76)

Para os casos com densidades superficiais e volumétricas de corrente, o fator

1/c surge da mesma forma.

EXEMPLO 2.3. Seja um fio fino de comprimento L sobre o eixo z, compreendido

entre —L/2 < z < L/2, percorrido por uma corrente de intensidade I, como

indica a figura Considere agora, um ponto P localizado em uma posicado

arbitraria (p,z). Os angulos a; e &y sdo os dngulos limites para o fio.

Considerando os versores p, (/3 e Z em coordena-

das cilindricas p e z, determine o campo magné-

tico B no ponto P através da lei de Biot-Savart.

As relagées trigonométricas importantes sdo
z—L/2

sinw; = , 2.
1 L) (2.77)

sinay = z+L/2 ’ (2.78)
p%+ (z+ L/2)?

Y
coswy = , 2.
1 EENEENY (2.79)

cosay = P . (2.80)

p?+ (z+L/2)?
Sorucio: Escolhendo as coordenadas cilindri-
cas (o, ¢, z), a posigdo do elemento infinitesimal
de corrente d7' = dz'2 é ¥ = z/2. A posicdo em
que iremos determinar o campo magnético é 7 =

Ficura 2.5: Fio rINITO DE
COMPRIMENTO L PERCORRIDO POR
CORRENTE DE INTENSIDADE [ E
OS VETORES DE INTERESSE PARA O
CALCULO DO CAMPO MAGNETICO

VIA LEI DE BIOT-SAVART.

L2 \“/z
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pp +z2. Destaforma, 2 =7—7 = pp+ (z—2)2,
com 2z = /p? + (z — z’)2. Aplicando na lei de Biot-Savart, temos:

e 3 L/2 3,15 A N2
3(7):&1/’17 ?z:Lol/ dz'z x [pp + (z Z)Z]/ (2.81)
47 (2 4t —L/2 [p2+(Z—Z/)2]3/2
=, I [t2 dz'¢
B(7) = Zi/ paz g 3727 (2.82)
RSV YR

onde podemos aplicar a substitui¢do trigonométrica z — z’ = p tan«, ou seja,

= ol /”‘1sec20cdocA_ uol /"‘17 A

B(7) = amp |, seda $= amp |, cos adug, (2.83)
B ‘uol . s ~
B(7) = rﬂp(smaz sinwq)¢ (2.84)

ou, em termos das coordenadas cilindricas,

. mol z+L/2 z—L/2 o
B - o7 — . .
)=t [\/p2+(z+L/2)2 \/pz—l—(z—L/Z)Z] ¢ (2.85)

; ; Caso o fio seja infinito, os angu-
FiGuRra 2.6: GRAFICOS PARA OS CAMPOS MAGNETICO

los extremos serdo oy = —7m/2
GERADO POR UM FIO MUITO LONGO (L. — 00) E UM FIO

FINITO (L = 0,1 M), NO PLANO X — y(z = 0), AMBOs e az = 7/2, 0 que conduz ao

PERCORRIDOS POR UMA CORRENTE ELETRICA DE 1 A. campo magnetlco gerado porum

fio muito longo percorrido por
uma corrente elétrica I, dado por

B) = 2”73;43 L (2.86)

Perceba que a diregdo ¢ indica

que este campo magnético terd

B(p,0) (x107°T)

-1 uma configuracdo de linhas de

- campo circulares com centro no

z=0m fio.

-3

0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 03 0,35 0,4

p(m)
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ExemrpLo 2.4. Determine, no sistema internacional, o campo magnético ge-
rado por uma espira circular de raio R em um ponto acima de seu centro a
uma distancia z, no eixo de simetria, quando percorrida por uma intensidade
de corrente I (veja a figura[2.7). Calcule, especificamente, a intensidade do
campo no centro da espira. Quanto vale essa intensidade se a corrente elé-
trica paral =2 A e R = 0,05 m? Compare com a intensidade minima do
campo magnético gerado pela terra na sua superficie By = 2,5 x 107° T, e
determine também quanto vale esse campo em unidades Gaussianas.

SorugAo: Usando I = I¢ e escolhendo as
- . L FIGURA 2.7: ESPIRA CIRCULAR PER-
coordenadas cilindricas (p, ¢,z), a posi¢do )
CORRIDA POR CORRENTE ELETRICA E VE-

do elemento infinitesimal de comprimento
dr' = Rd¢’ é ¥ = Rp. A posigio em

TORES DE INTERESSE PARA O CALCULO

DO CAMPO MAGNETICO.
que iremos determinar o campo magnético é

7 = zZ. Desta forma, o vetor separacdo sera >
%2 =7—7 = z£ — Rp. Aplicando na lei de
Biot-Savart, temos: ]

= o Ho TX 2 ’ 7

B(z) = E/C ) ar’, (2.87) r A

I
Blz) = Mol [ 9% 2, (2.88) d‘l’\
4t fo 28 T ’ N Y

 aa

27 I 5 A
Bz = Gt [T RLDXEZID) (o)

Y (R2 +22)>/?
§(2>_;mIR/2”d '(z0 + R2) (2.90)
A (R2 4 22)%2 o ¢ (=0 ' 9

Alintegralnadiregdo p = cos ¢'% + sin ¢’ é nula pois f027r cosp'dgp’ = fom sing’d¢p’ =
0, sobrando somente a componente z para o campo magnético, ou seja,

. B VOI RZ 27T .,
B(z) =~ (R 122772 Jo d¢’z, (2.91)
= Hol R? .
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F1GURA 2.8: GRAFICOS DO CAMPO MAGNE-

TICO AO LONGO DO EIXO DA ESPIRA PARA

DIFERENTES VALORES DE R, NO VACUO, COM
I=2A.

B(z) (x107° T) B(z) (x107° T)

B(z) (X107°T)

35

3
25

2
15
1
05
0

4
3,5
3
2,5
2
1,5
1
0,5
0

0,4-0,3—0,2-0,1 0
z(m)

—R=0,10m

01 02 03 04

04-0,3-02-01 0 01 02 03 04
z(m)

—R=0,20m

V4
B
U/I
0,4-0,3-0,2-0,1 0 01 02 03 04
z(m)

Para o campo magnético no centro da
espira, temos z = 0, o que conduz ao
seguinte resultado:

- I,
B(0) = ]/2%2 . (2.93)

Usando I =2 A e R = 0,05 m, teremos
a intensidade do campo no centro da es-

pira
47-1077 2 N A
B(0) =2,513 x 10° T. (2.95)

Comparando com a intensidade do
campo magnético terrestre, teremos

B(0) 2,513x107° ~10
Br  2,5x105 — 7

(2.96)

Isto quer dizer que esta espira gera um
campo magnético no seu centro de in-
tensidade equivalente a intensidade mi-
nima do campo magnético terrestre. No
CGS, este campo tem intensidades em
Gauss calculada simplesmente multipli-
cando seu valor por 10%, como ja mostra-
mos anteriormente. Com efeito,

B(0) = 0,2513 G. (2.97)
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Exempro 2.5. Considere um disco isolante fino de raio R e com densidade
carga uniforme ¢, girante em torno do eixo principal de simetria com veloci-

dade @. (veja a figura2.g).

(a) Calcule o campo magnético no eixo de rotagdo do disco a uma distancia
z do seu centro.

(b) Calcule o campo magnético no centro do disco.

Sorugio: Em coordenadas cilindricas (p, ¢, z):
FiGura 2.9: Disco FINO UNIFOR-

— A = — )

o W=wz, K = ow X r/_ MEMENTE CARREGADO GIRANDO EM
I A = 12 TORNO DO SEU EIXO E OS VETORES DE

INTERESSE PARA CALCULO DO CAMPO

= z ! / / / P
o 7=2zZ,da" =r'd¢'dr. MAGNETICO.

°
~
N
|
N
N
+
ﬁ\
N

Aplicando na lei de Biot-Savart, temos:

N
= Vf{//sK(rz;(zda’, (2.98)

B( 2 owr 4) X [z2 — 7P| S
/ / + 232 r'ar'dg’, X
(2:99)

72

27T 12 3%
E( o(rw/ / zr 4>><z r <p><pd 'ag, (2.100)

[22 + 12]3/2

27
= OU'CU p _|_ r / ,
P = / / [22 + 172] 3/2 dr'd¢’, (2.101)

A integral na direcdo p é nula. Com efeito, a integral serd

27T /3
=\ Hoow dr’ 5
B(z) = et d¢’ / 25 2P 2. (2.102)
Usando uma substituicio u = z% + 2, du = 2r'dr’,

R 0(76(] z24+R? u—szLlA
B(z) — tow / u3/2> 2, (2.103)
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o poow [ (2R
B(z) = / u= 2y — 2/ u=32du (2.104)
4 z2 z2
. oo [ w1/ 2R 43 |
B(z) = 2, (2.105)
4 -1/2+1 2 —3/2+1
- OO’(U 24R2 , 17 R
B(z) = 2 +2z° — Z, 2.106
=15 (aaE ™ 2 ] ) (2106
2, R2 42 2.2
S poow (z*+R*+2z" |z|°+z ) .
B(z) = — Z, 2.10
&= (- @107
2 2
B(z) = F2¥ (22 R P+ ) (2.108)
2 \Vz2Z+R? 2|
Para z > 0, |z| = z. Portanto,
o 222 4+ R?
B(z) = Hoow ( Z Z ) (2.109)
2 \Vz2Z+R?
" foow [ 2z% + R? ) .
B(z) = —2z | 2. 2.110
#="2 (m (2110
Paraz < 0, |z| = —z. Portanto,
. 252 1 R2 202
B(z) = o7 ( ZZ+ >~ (z2) 42 )2, (2.111)
2 Vz2+R -z
2, p2
- Hoow (22 + R ) R
B(z) = +2z ) Z. 2.112
O Ve (112)
De forma resumida,
2, p2
Hoow (22 +R 5 ) .
—2z)2 z2>0
= ) 2 \Vz22+R? B
B(z) = y 5 (2.113)
o (248 Y,
2 V72 + R2 -
Para z = 0 (centro do disco),
= R
B(z) = yoazw 2 (2.114)

A figura a seguir, apresenta o resultado gréafico para a componente B(z)
do campo magnético ao longo do eixo do disco carregado girante com R = 0, 1
m,c=1uCew =2m10° Hz.
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FIGURA 2.10: GRAFICO PARA A COMPONENTE B(z) DO CAMPO MAGNETICO AO LONGO DO EIXO

DO DISCO CARREGADO GIRANTE.

20
R=0,1m —w=2710° Hz
0= 2
16! 1 puC/ m |
= _
T 12 £ ]
(@]
—
X
= s —
)
~M
4, N
%5 -0 0 0,25 0,5
z(m)
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ExempLo 2.6. Considere um solenoide cilindro com enrolamento composto
por N voltas de comprimento [ percorrido por uma corrente I. Calcule o
campo magnético no eixo de simetria do solenoide a uma distancia z do seu
centro. Para isso, use a geometria indicada pela figura[2.11} com o solenoide
compreendido entre —//2 < z < [/2 e centro na origem do sistema de
coordenadas.

SorugAo: Em coordenadas cilindricas (p, ¢, z), a
FIGURA 2.11: SOLENOIDE CILIN- . e j J

posicdo do elemento infinitesimal de drea é 7/ =
DRO PERCORRIDO POR CORRENTE

DE INTENSIDADE | E OS VETORES
DE INTERESSE PARA CALCULO DO
CAMPO MAGNETICO NO EIXO PRIN-

CIPAL DO SOLENOIDE.

Rp +z'2 e o elemento de drea é da’ = Rdz'd¢’.
A posicdo em que iremos determinar o campo
magnético é 7 = zZ. Desta forma, o vetor sepa-

-

ragdo serd z = 7 —

7 = —Rp+ (z—2')2, com

2 = \/R?+ (z—2/)2. A densidade superficial

Z . .
- de corrente sera a corrente total que flui no sole-
B noide por comprimento perpendicular ao fluxo.
7 Como a corrente circula no solenoide, a corrente
I R ird fluir na diregdo ¢. Para N voltas, teremos

uma corrente total igual a NI, de tal maneira que
a corrente por comprimento / no solenoide sera
N1/1,ouseja, a densidade superficial de corrente
sera

K =nl, (2.115)
¢ 5

com n = N/I sendo a densidade de voltas no

solenoide. Aplicando na lei de Biot-Savart (no

SI), temos:

B(") // da’, (2.116)

B( (V2 i X [-Rp+ (2~ )]
/ /l/z t(z— 2232 RdZ'd¢’, (2.117)

. I
onI 2n 1/2 R4>><p+( 2V x 2 o

/ /1/2 + (z —2/)2]3/2 Rdz'd¢’, (2.118)

B( P‘O”I et Rz+ 2')p
/ /1/2 R2 + ) ]3/2Rd Z'dg’. (2.119)
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Nesta tiltima equagao, a integral na dire¢do p é nula, pois p = cos ¢'% + sin @'y,
e as integrais em ¢’ fozn cosp'dy’ = 2” sing’d¢’ = 0. Isso mostra que a
simetria do problema indica que no eixo do solenoide o campo magnético s6

possui componente na dire¢do 2. Com efeito, a integral serd

. ;l/lOT’lIRz 271' 1/2 dz/ .
B(z) = I ey P i 7 2. (2.120)

Usando uma substituicdo u = z — z/, teremos

B(z) = M /ZH/2 du 2= ponIR? " ZH/zﬁ (2.121)
2 —1/2 [R2+u?]3/2 2 R2Vu? 4+ R?|,_1,2 Y
o I 2 —1/2
B(z) = il et l - 2l z (2.122)
2 |\ /(z+1/2)2+R2  /(z—1/2)2+R2

O resultado para o campo magnético no centro do solenoide é obtido fazendo
z = 0. Com efeito,

. 1/2 .
B(O) = ]/l()nl m zZ | (2.123)

Uma analise grafica do campo magnético para o solenoide é feita na figuralz.12}

FiGURA 2.12: GRAFICO PARA A COMPONENTE B(2z) DO CAMPO MAGNETICO AO LONGO DO EIXO DO
SOLENOIDE. NESTE GRAFICO, APRESENTAMOS OS RESULTADOS PARA TRES SOLENOIDES DE MESMO
RAIO R = 0,05 m, com coMPRIMENTO | = 0,4m,[ = 0,8mEel =1,6 mcomI =1AE
n = 1000 voLras/m.
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Perceba que o campo magnético tem intensidade maxima no centro (z = 0) dos
solenoides indo para zero rapidamente quando z — £co. O solenoide que pos-
sui a razdo R/l menor apresenta uma menor variacdo do campo no interior.
Para o solenoide com R/I ~ 0, o campo é aproximadamente uniforme. Para
o um solenoide com R > I (solenoide muito curto), o campo magnético tem

comportamento similar ao campo gerado por uma espira de mesmo raio.

Exemrpro 2.7. Considere uma superficie esférica de raio R carregada com den-
sidade superficial uniforme o, que gira a uma velocidade angular constante
w em torno de um eixo que passa pelo seu centro (veja a figura [2.13). Deter-
mine o campo magnético no eixo de rotagdo da esfera a uma distancia z do
seu centro.

Em coordenadas esféricas e cilindricas,
F1GURA 2.13: SUPERFICIE ESFERICA DE RAIO . .
os vetores e quantidades de interesse
R CARREGADA COM DENSIDADE SUPERFICIAL . L.
para o célculo do campo magnético no
UNIFORME O E VETORES DE INTERESSE PARA

0 CALCULO DO CAMPO MAGNETICO NO EIxo ~ S1XO de rotagao da esfera serao:

DE ROTAGAO.

o V=122
= A
e 7 = R7
o da’ = R?sin6'do'dg’
00 =00 X7 =cwRZ X ?
cwRsin6'¢

R
K

- P

—7 =z —R¢

[}
I
~!

e 22 =R?>+2z>—2Rzcost’
o 7 =cosb'z2+sintp

e 0 =cost/'p—sinf'z

Aplicando na lei de Biot-Savart,

N
B(7) = Z—;_)[//S Mda’, (2.124)

23

27T T : 15 S Py
= o cwRsin®'¢p x [z2—R?F| . ., .,
B(z) = 477 /0 /0 (R% 4 z2 — 2Rz cos 6/)3/2R sin¢'do"de’, (2.125)
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-
= Oaa)R3 2 z¢xz R x 7] VI
Ba) = / / (RZ+ 22— 2Rzcos @ 32 S0 0009, (2126)
o OawR3 27 (z—Rcosb)p+Rsinb'2 ., , .,
B(z) = / / RE+ 22— 2Rzcos 02 sin“0'de’d¢’.  (2.127)
3 r2n i pnls
yOUwR (z—Rcosb)p+Rsinb'2 ., , .,
B(z) / / RE+ 22— 2Rzcos 072 sin“0'de’d¢’.  (2.128)
A integral na direcdo p é nula, pois
p = cos¢d'% +sin¢'y, (2.129)
27 27
/0 cos¢'dp’ = /0 sing’dg’ = 0. (2.130)
Com efeito,
4 r2m pm !
- HoowR / / sin® 0'de’d¢’ 5
B(z) = F—— .
2) R2? + 22 — 2Rz cos 9’)3/2 (2.131)
- foowR* / sin® ¢'dg’ .
B(z) = . .
(2) 2 0o (R%242z2—2Rzcos 9’)3/2Z (2.132)
" poowR* /” sin® 0'd¢’
B(z) = . .
(2) 2 0o (R24z2—2Rzcos 9’)3/22 (2.133)
Usando a substituigdo u = R? +z2 — 2Rz cos ¢/, (veja a integral resolvida em
B-2)
i z>R
323’ -
/" sin® 0'd¢’ B 4 R<»<R (2.134)
o (R2422—-2Rzcos6)3/2 | 3R¥ 2= 134
4
=IO
4
2ugocwR Ls/ 2] > R
B(z) = 3 K (2.135)
2upocwR
5 |z| <R.
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FiGURA 2.14: GRAFICO PARA O CAMPO MAGNE-

TICO GERADO PELA SUPERFICIE ESFERICA CONDU-

TORA GIRANTE NO EIXO DE ROTAQAO.

V=10°V
w =27-10° Hz

6’ T .‘_"% -

(o]

B(z) (x10710T)
Iy

N

—R=0im|

—=0,5 —0,25 0
z(m)

0,25

0,5

Em termos no potencial V na super-
ficie da esfera, teremos que

1 Q 1 OR
= = = ==, (2.136
4meg R 4meg R2 (2:136)
oR eV
V= ?O — 0 = T, (2137)
1
usando ppeg = 2
2WR3V 1
T3 o H=R
B(z) = o
w
32 lz] <R,
(2.138)

A andlise gréfica revela que o campo magnético no eixo de rotacdo e no interior

da superfifice esférica é uniforme. Veremos que esste resultado se mantém

para qualquer ponto no interior da superficie esférica, e ndo somente no eixo

de rotagéo.
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Exemrro 2.8. Considere uma esfera macica carregada de raio R com densi-
dade volumétrica uniforme p,, que gira a uma velocidade angular constante
w em torno de um eixo que passa pelo seu centro (veja a figura abaixo). De-
termine o campo magnético no eixo de rotagdo da esfera a uma distancia z
do seu centro.

Em coordenadas esféricas e cilindricas,
. . Ficura 2.15: ESrera MAcICA DE RAIO R
os vetores e quantidades de interesse j
. L. CARREGADA COM DENSIDADE VOLUMETRICA
para o célculo do campo magnético no

UNIFORME pv E VETORES DE INTERESSE PARA

eixo de rotacdo da esfera serdo:

O CALCULO DO CAMPO MAGNETICO.

o dt' =1?sin0'do'dp’

o =0T =00 X7 =cwr'sx?
] = owr'sin®'$
- = < A /A

o 2 =77 =221

o 22 =12422_2¢zcosd

e 7 =cos0'2+sinb'p

e 0 =cost'p—sint'z

Aplicando na lei de Biot-Savart,

(7) // I0) (2.139)

27 /A /2N
-» wr'sin@' ¢ x [zz2 — ' .
/ / Prv/z . .’Zbr = (Eos 9/)3/l 2 sin@'dr'de’dg’, (2.140)

P 0

~
27 /3 14 2
B(z) = ]/lopvw / / / [2r 4) X217 x 7] sin? @'dr'de'd¢’, (2.141)

(r'2 + 22 — 2r'z cos 0')3/2

VOPWR3 2 B(z—71'cos®)p+rtsing's 5 .,
B(z) = / [r2 + 22 — 2r'z cos 0']3/2 sin @ drdedg,

(2.142)
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3 p2m R p13( / Na e
- .“OPz;WR (z—7"cos®)p+r*sin0'z ., , , .,
B(z) = / / / 72 22— 2r'zcos P2 O 0'dr'de’dg’,

(2.143)
A integral na diregdo p é nula, pois
p = cos¢'% +sin¢’y, (2.144)
27
/(; cos¢'dp’ =0, (2.145)
27
/0 sing’dg’ = 0. (2.146)
Com efeito,
27 ! 10/
- yopvw 1" sin3 0'dr' do’d¢’ 5
Blz) = / / (r'2 4 z2 — 2r'z cos 9’)3/2 (2:147)
B( ‘uopvw '+ sin® 0'dr’ do’ .
/ / / (r'2 + 22 — 2r'z cos 0/)3/2 = (2.148)
R 14 i3 0l 3.0 109/
= Hopow [T r"* sin® 6'dr'do .
B(z) = 2 /o /0 (r'2 4 z2 — 2r'z cos 9’)3/22' (2149)
R T i3 0! 30/
- _ HoPow 14 sin® 6'd6 .
B(z) = T/O 4 [/0 (12 4+ 22 — 2r'z cos 0/)3/2 ar’z. (2150)
Usaremos entdo o resultado ja conhecido,
4 /
T sin3 0'do’ _ @/ r <z (2 L 1)
o (2422 —2r'zcos0')3/2 | 4 . 15
S 3 I 2 z,
31’3

Paraz > R, aintegral sera feita somente para expressdo com v’ < z. Com efeito,

R
= 4
B(z) = VOF;UCU /0 r'4§dr’2, (2.152)
N B 2140va r/4+1 .
(Z) - 323 4+ 1 0 Z, (2153)
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- ZyopvaS
B(z) = ————2 2.1
(z) 153 (2.154)

Para 0 < z < R, aintegral ser4 feita para expressdo com r’ < z,para0 < ' < z,

e seré feita para expressdo com >z, paraz < r’" < R. Com efeito,

B _ Hopow fad o R/44 AR
B(z)—zl/or gdr—i—/z r 3730[;’ z,

—=

B(z) =

B(z

-

B

z R
141

+
o 141

ZVOPU(U l p/A+l P
3 z3 441 ’

4

_ 2pppow 22 R2_227
) = 3 [5+ 5 z,

2 2
(Z) = 7,”0PUWR (1 — 3z > 2,

3 5R2

2100pwR?
1523 7

2 2
W(l_?’z>, _R<z<R

2u00pwR®

53 z < —R.

1oQuwR®
107tz3 7

HoQuw <1 322

47tR

noQwR>
107tz3 7

(2.155)

(2.156)

(2.157)

(2.158)

(2.159)

(2.160)

Na figura um grafico para o campo magnético gerado pela esfera girante

maciga é apresentado.
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FIGURA 2.16: GRAFICO PARA O CAMPO MAGNETICO GERADO PELA ESFERA GIRANTE MACIGA,

UNIFORMENTE CARREGADA, NO EIXO DE ROTAQAO.

60 Q =102C_ ‘ __fR = 20 ‘km
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@
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N
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As EQUAQG)ES FUNDAMENTAIS DA MAG-

NETOSTATICA

3.1 A DIVERGENCIA DE B

Nossa fundamentagdo para obtencdo das equagdes fundamentais da mag-
netostética no vacuo seré feita a partir da lei experimental de Biot-Savart que,
para uma densidade volumétrica de corrente J(7'), determina que 0 campo
magnético numa posi¢do 7 serd expresso pela seguinte integral:

7) // 1) x5 (3.1)

A partir desta constatacdo experimental basica, vamos calcular quanto vale a
divergéncia do campo magnético B diretamente, ou seja,

V.-B(F) = // I7) x 2 (3.2)

Como B é funcio de 7, o operador nabla depende somente de 7. Portanto, nabla
comuta com a operacdo da integral, visto que esta é feita em termos da posigdo

vn - v [ } ac. 33)

7, com efeito,
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A divergéncia do termo entre parénteses na tltima equacgéo € aplicacdo de uma
das regras do produto para divergente. Regra essa definida, por exemplo, para
campos A e C, da seguinte forma (veja o exemplo 2.1 do volume I):

V- (AxC)=(VxA).-C—A-(VxC). (3-4)

Aplicando a regra citada, temos que
=, ? 5 o 2
V10 x| = 19700 =100 [vx (35)] 69

O primeiro é nulo, visto que ] é fungdo apenas de 7' e o operador V depende
apenas de 7. O rotacional no segundo termo da regra do produto é também
nulo (veja o exercico 2.1 do volume I), ou seja,

A

2
V x [)&2] =0. (3.6)
Logo, o divergente do campo magnético é nulo, ou seja,
V-B=0| (37)

Para compreendermos melhor o significado da equagao vamos recorrer ao
teorema de Gauss do calculo vetorial, que determina que qualquer integral da
divergéncia de um campo vetorial num volume fechado V é igual ao fluxo deste
campo vetorial através da superficie S que encerra o volume V, ou seja,

// V- Bdt = # B - da. (3.8)
1% S

Usando a equagédo temos a conclusdo direta que

# B-fda = 0. (3.9)
S

Fazendo uma analogia com a lei de Gauss da eletrostética, expressa pela equa-
cao

# E-nda = M, (3.10)

S €0

podemos dizer que o fluxo do campo elétrico numa superficie fechada é uma
medida da carga fonte de linhas de campo encerrada por esta superficie. No
caso do campo magnético, o fluxo sobre uma superficie fechada é sempre nulo,
indicando que ndo ha fontes de linhas de campo para o campo magnético.
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Como veremos na préxima subsecdo, o campo magnético ndo flui de fonte al-
guma, mas sim circula em torno das correntes elétricas geradoras do campo
magnético. Devido a esta caracteristica, campos vetoriais cujo a divergente é
zero recebem a denominacdo de campos solenoidais.

-

3.2 A LEI DE AMPERE E O ROTACIONAL DE B

Vamos recordar, dos cursos de fisica basica, a lei de Ampére! em sua
forma integral, expressa por

515 B-d7 = polene, (SI) 55 B-d7 = 47”16,16, (CGS). (3.11)
C C

onde a circulagio do campo magnético B em um caminho fechado C é uma
medida da corrente elétrica encerrada que flui por uma superficie S que tem
o caminho C como contorno. Por outro lado, o teorema fundamental para o
rotacional, diga-se o teorema de Stokes, garante que a circulagdo de um campo
vetorial qualquer em um caminho fechado C éigual ao fluxo do rotacional deste
campo em qualquer superficie S que tenha C como contorno. A equagdo que
define este teorema € a seguinte:

?éﬁ-d?z //S(V x B) - ada. (3.12)

A corrente encerrada L, que flui através da superficie S pode ser escrita como
uma integra¢do de uma densidade volumétrica de corrente | fluindo sobre esta

Lonc = //S J - fda. (3-13)

Combinando as duas tltimas equacées, podemos afirmar que

yéB’-d?: //S(v x B) - fida = //Syofﬁda, (3.14)

1Esta lei, amplamente divulgada em livros didaticos como a lei circuital de Ampere, ndo teve sua

superficie, com efeito,

proposicdo nesta terminologia e notacdo do calculo vetorial feita pelo préprio Ampeére, apesar de
sua teoria conduzir ao mesmo resultado. Iremos manter essa denominacdo por se tratar de algo
amplamente aplicado.
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0 que nos permite concluir que

= -

V x B = uoJ | (3.15)

Esta tltima equagio indica que o rotacional de B, e portanto sua circu-
lagdo por unidade de drea em um certo ponto do espaco, é uma medida da
densidade de corrente elétrica neste ponto, indicando que o campo magné-
tico tende a circular correntes elétricas. Dizemos que a equagdo3.15/é a forma
diferencial da lei de Ampére. As equagdes[3.7|e constituem as equagoes
fundamentais da magnetostatica do vacuo. Vale salientar que nossa demons-
tragdo ndo constitui uma deducdo da lei de Ampeére, mas apenas sua reescrita
na forma diferencial a partir da sua forma integral com uso do teorema de Sto-
kes. A dedugédo formal da lei de Ampeére é feita através do célculo direto do
rotacional de B na lei de Biot-Savart na equagio assim como fizemos o cél-
culo direto do divergente de B para provar que V - B = 0. Com efeito, vamos
aplicar o rotacional no campo magnético dado pela lei de Biot-Savart, isto €,

= = 2
VxB?:m// V x [J(#) x — | dt. 16
7 =2 [ v |1 x4, (316)
Perceba que o operador V comuta com a integracdo pois ele atua somente
nas varidveis sem linha, ao passo a integragdo ¢ feita nas varidveis com linha.

Temos, assim, o rotacional de um produto vetorial, onde podemos recorrer a
seguinte identidade vetorial (veja o erxercico 2.1 do volume I):

Vx(AxB)=A(V-B)—B(V-A)+(B-V)A—(A-V)B. (3.17)
Fazendo a correspondéncia A = Je B = 2 temos
2 2 =, 2 2 o 2
v [17)x 5] =10 (v %) - H1v- 100+ (5

@) V]
3

.18)
No primeiro termo, podemos usar a relacdo para a delta de Dirac,
2 -
V- <¢2> =47(%). (3.19)

O segundo e terceiro termos sdo nulos pois o operador V atua nas varidveis sem
linha, mas | (?’ ) 86 depende de variaveis sem linha. Dessa forma, o rotacional
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do produto vetorial serd

=

Vo |J) x S| = s - 7) - [77) 9y Gao)

Substituindo essa expressdo no célculo do rotacional de B(7), temos

VXB(?):Z—:T//VT(7/)4H5(7— - /// 77 - iz I (321)

Mostraremos agora que a segunda integral da equacéo anterior é nula. Para

isso, considere a inversdo de variaveis do operador V, fazendo V = —V’, ou
seja,

T(# 2 T+ "

7)Y = =[1(7) - V'), (322)

Esta dltima equagao representa a aplicagdo de J(7') - V' em todas as compo-
2
nentes do vetor — 2 . Isto quer dizer que, em coordenadas cartesianas,

10)-9) 5 =06) 91 (35) #+06)91(5) 9

+#)- V] <¢>z

22

(3-23)

Considere agora a identidade vetorial

V' (9A) = (V- A) + (A- V)¢, (3:24)
sendo ¢ um campo escalar. Vamos fazer a correspondéncia A = J(7') e escolher

uma das componentes escalares de —; dlgamos a componente x, para fazer a
%

~

A . z . . C 1
correspondéncia ¢ = (@2> . Dessa forma, a identidade vetorial fica
X

S (=) (E), e

O primeiro termo desta tiltima equacéo é nulo, pois estamos na magnetostdtica,
entdo V' - ] = 0, 0 que nos permite escrever que

v [(;)xm} — )V (;) (3.26)

Fazendo a integracdo do segundo termo da equacéo na componente x, e
usando esta tltima equagdo, temos

- ///V J#)-V] <;)xd’r’, (3-27)
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%///vv/. K;)xf(?’)} it (329)

Aplicando o teorema da divergéncia de Gauss, temos que

sendo V qualquer volume que compreenda toda a corrente e S a superficie

N

fronteira do volume V. Esta integral é independente da escolha da superficie
S, desde que ela englobe toda a distribui¢do de corrente. Vamos escolher
uma superficie que englobe toda a distribui¢do de corrente e se estenda até
os pontos de retorno do vetor T, ou seja, os pontos em que Té tangente a
superficie S. Dessa maneira, J(7') - da' =0 para todos os pontos na superficie,
e consequentemente toda integral de superficie da equacdo anterior. O mesmo
se repete para as demais componentes, verificando que a segunda integral da
equagao[3.21)¢é nula. Sendo assim, o rotacional do campo magnético sera

v x B(F) = o // [ 10~ 7)a, (3.31)

(VxB=pw]} @D (332)

onde usamos a propriedade de filtro da delta de Dirac, e mostramos a lei de
Ampére na forma diferencial a partir da lei de Biot-Savart.

No sistemas Gaussiano, usando as relagdes de transformacdo entre os
sistemas, teremos

V x4/ i%ﬁc = pov/4meo)c, (3.33)

V x Bg = 47T\/]40€0TG, (3-34)
- 47 -
V xB= — T} (CGS) (3-35)
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ExempLo 3.1. Considere um fio cilindrico e maci¢o muito longo de raio R com
seu eixo coincidindo com o eixo z cartesiano (veja a figura[3.1). No volume
deste cilindro, é estabelecida uma densidade volumétrica de corrente elétrica,
dada por J = J2 com ] sendo uma constante. Determine o campo magnético
B para pontos internos (o > R) e para pontos externos ao cilindro (o < R).

FiGura 3.1: EM (A), TEMOS A REPRESENTACAO DE UM CORTE TRANSVERSAL DE UM CILINDRO
LONGO DE RAIO R E O VETOR DENSIDADE VOLUMETRICA DE CORRENTE ELETRICA |. EM (B), A

CURVA TRACEJADA REPRESENTA A AMPERIANA CIRCULAR DE RAIO p cOM 0 > REEM () p < R.

Z

(@)

SoLugAo: Vamos aplicar alei de Ampere em sua forma integral para determinar
o campo magnético devido a corrente no cilindro. Devido a simetria cilindrica
da distribuicdo de corrente elétrica, ou seja, com Tna direcdo Z, podemos inferir
que o campo magnético circula a corrente na diregao azimutal ¢, ou seja, que
B= B(p)¢. Inicialmente, tracemos uma amperiana que acompanha a simetria
azimutal do campo magnético (curva tracejada na figura [3.1), ou seja, uma
circunferéncia de raio p > R. Um deslocamento infinitesimal nesta curva é
dado por d7 = pd¢¢d. Toda corrente encerrada que flui pela curva amperiana
é a corrente total no cilindro visto que p > R, ou seja, leyc = | 7R2. A lei de
Ampere, neste caso, fica (no SI):

fé E A7 = ,uolenc/ (336)

27
/0 B()§ - pddpp = noJ R?, (3:37)
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27
Blolp | o= Mol TR?, (3.38)
LS
Ble) =5, (339)
5 poJR* . . .
portanto, para p > R, B = qu Para p < R, a amperiana possui um

raio menor que o raio do cilindro. Logo, a corrente encerrada que flui pela
amperiana deve ser calculada na superficie definida pela drea circular de drea
7p2. Ou seja, a lei de Ampére neste caso fica

51?3 B - d7 = polenc, (3-40)
B(p)27p = po] 7tp?, (3.41)
B(p) = 1P, (3.42)
portanto, parap < R, B= FOT]pé A solugdo para o campo magnético dentro e
fora do fio sera )
R,
Vozfp $, o<R
B(p) = : (3-43)
VOIP(IA)’ p < R

2

3.3 ANALOGIA COM A ELETROSTATICA

Vamos agora tentar fazer o primeiro elo entre os comportamentos dos
campos eletrostaticos e magnetostéticos através de suas suas equagdes funda-
mentais. Na eletrostética, as equagdes fundamentais sdo, na forma integral,

# E.-fda = qél, # E-fda = 47 qenc,
S 0 (SI) S

551?01?:0. 561?01?:0.
C C
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e, na forma diferencial,

€0 (sI)
V x

V x E =0.

<

P (cas) (3.45)

Na magnetostética, as equagdes fundamentais sdo, na forma integral,

#Fﬁdﬂzo, #E-ﬁda:o.

Lo L . 4
% B.-dl = Holenc, 55 B-dl = jlenc/
C C [s

e, na forma diferencial,

(CGS) (3-46)

(SI) . 4x. (CGS) (3-47)

V-B=0, V-B=0,
V x B = uJ. VXB:T]

Campos eletrostaticos possuem divergéncia em pontos onde hd cargas,
representadas pela densidade volumétrica de carga p. As cargas elétricas sao
vistas como fontes de linhas de campo, podendo emergir (cargas positivas) ou
imergir (cargas negativas) delas. Além disso, as linhas de campo eletrostatico
saem das cargas positivas e chegam nas cargas negativas sem realizar circula-
¢des. Essa circulagdo nula do campo eletrostatico permite defini-lo como um
campo irrotacional e conservativo. J4 os campos magnetostaticos circulam
em torno das correntes elétricas, representadas pela densidade volumétrica de
corrente T Além disso, as linhas de campo magnetostético realizam essas cir-
cula¢des sem divergéncia, isto €, elas ndo surgem ou somem em ponto algum
do espaco. Este comportamento circular do campo magnético implica na nao
existéncia de monopolos magnéticos, isto é, ndo existe algo andlogo ao mono-
polo elétrico no magnetismo, como mostraremos em mais detalhes no estudo
da expansdo em multipolos magnetostaticos mais adiante.
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POTENCIAIS MAGNETICOS

4.1 O POTENCIAL VETOR MAGNETICO

No contexto da eletrostatica, mostramos que a equagdo fundamental
para o campo elétrico V x E = 0 conduz a defini¢io de um potencial escalar
V, de tal maneira que E = —VV. Chamamos o campo eletrostatico de irrota-
cional, tendo em vista que seu rotacional é nulo, implicando também em um
comportamento conservativo para forca eletrostatica. Como vimos no capitulo
anterior, as equag¢des fundamentais da magnetostatica sdo

V-B=0,
(4.1)

- -

VXB:]J()].

Note que, diferentemente do campo elétrico, o campo magnetostatico B possui
sua divergéncia nula ao invés do rotacional. Chamamos estes campos de so-
lenoidais. Podemos usar um argumento similar ao que usamos para o campo
elétrico, e assumir que o campo magnético é escrito como sendo

B=VxA4, (4.2)

0 que nos permite aproveitar o fato de que o divergente de qualquer rotacional
de uma fungéo vetorial A (nos pontos em que esta seja diferenciavel) é sempre
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nulo. Chamamos a quantidade A de potencial vetor magnético, tendo este
na magnetostatica status andlogo ao potencial escalar eletrostatico V. Podemos
verificar isso facilmente em coordenadas cartesianas, de tal modo que

. 0B, 9B, 0B
VoB=5 W—Faz'

(4.3)

=9 (A, A, 9 (A, A, 3 (A, DA,
V'Bax(ay _E)Z')+Eiy(az_8x Tz \or "oy ) U

RN R
B /&/ Xy dx0z /aﬁaz 29 ox z0x  9Zoy’ (4-5)

V-B=V-(VxA)=0. (4.6)

Dessa forma,

Para deduzirmos a expressao para o potencial vetor magnético, vamos
recorrer a propria lei de Biot-Savart. Para distribuigdes volumétricas de cor-
rente, a lei de Biot-Savart determina que o campo magnético serd calculado
pela seguite integral:

B(r) = 12 // s Wdr’ . (4.7)
Vamos usar a relagio 5 =~V (z) ¢ a identidade
x(¢C) =V x C+¢VxC, (4.8)
amp—Lecio)
v V f')] =V () <1+ () weT a
Com efeito,
B =10 ///V {7(?’) <V (i)] i, (4.10)
5 =12 [ v (5) <70 v, 411)
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B(F) = g///vw [](:)] i, (1.12)
B(7) = Vx [ﬁ J/ i ]f)dr'] , (4.13)

AF) = i‘% // s @m’ (4.14)

O campo magnético B ndo muda por uma transformagio de calibre,

A— A4V, (4.15)

sendo ¢ um campo escalar diferencidvel. Com efeito,

V(pA) = V><A+WO (4.16)
Aplicando B = V x A na lei de Ampere!,
Vx B = o], (4.17)
Vx(Vx A) = uo], (4.18)
V(V-A) = V2 A = po]. (4-19)

Podemos escolher um ¢ que faca V - A = 0. Teremos entio uma equagdo de
Poisson para magnetostatica,

VA = —po] | (4.20)

Em uma analise paralela a eletrostatica, podemos escrever o potencial vetor A
como uma solugdo integral para equacdo de Poisson. Consequentemente,

2y, P o1 () ,
VeV = o « V(7)) = Trey //V ¢ ar'. (4.21)
Fazendo as devidas correspondéncias,
— e 1 ) =,
Vi) = A, o, p(F) = () (422)

!Consulte o exercicio 2.1, em ALVES, Tibério Magno de Lima. Eletromagnetismo Classico. Volume
I, Eletrostética. 1* ed. Natal: Editora IFRN, 2023.
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Para linhas e superficies teremos, respectivamente

T HO T(;/) '

A(7) = E//v =, 4T} (4.23)
- I [d7
Ar) =L ; —~\ (4.24)

7= _ HO IZ(?/) !
A7) = H//STM . (4.25)

ExempLO 4.1. Determine o potencial vetor magnético A no ponto P bem como

0 campo magnético B, através de B = V x A, para a geometria do problema
do fio finito no exemplo resolvido anteriormente.

Ficura 4.1: Fio FINITO DE
COMPRIMENTO L PERCORRIDO POR
CORRENTE DE INTENSIDADE | E
OS VETORES DE INTERESSE PARA O
CALCULO DO CAMPO MAGNETICO

VIA LEI DE BIOT-SAVART.

Sorucio: Temos uma corrente linear localizada
e recorreremos a equagao para calcular o
potencial vetor magnético, ou seja,

. I [dF
A- % /C — (4.26)

Usando os vetores de interesse ja apresentados
no exemplo|2.3} teremos

L/2 /
e 01 dz R
A= FoZ / B T TV (4.27)
4 Jory2 \/p?+ (z - 2/)
Considerando a mudanca de varidvel u = z — 2/,
o resultado para a integral conduz ao seguinte

potencial vetor magnético (consulte as integrais

dadas em[B.4):

N I z+L/2 du .
A= HZ / —, (4.28)
4 Joors2 /P2 +u
+L/2
7 _ Mol ( /.2 2) : 5
A="—1Inlu+/u*+p z2,  (4.29)
4 z2—L/2

7 _ Mol
A_47'c

In

z+L/24++/(z+L/2)2+p?

z—L/24+/(z—L/2)? + p?

Z| (4.30)
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Vamos agora determinar o campo magnético B através do rotacional
do potencial vetor magnético A. Em coordenadas cilindricas, o rotacional
completo é

- 10A; 0Agp) . 0A, 0A;\, 19 0A,7 .
vxA= (G5 ) o (5 ) o [ ean 5
(4.31)
Note que o potencial vetor magnético encontrado sé possui componente na

diregdo Z, ou seja, A, e esta componente s6 depende das varidveis z e p. Sendo
assim, todos os termos se anulam, exceto

2 0A; .,
VxA=-— 3 ¢. (4.32)
Calculando agora a derivada temos
0A: ol | pl(z+L/22+p* "2 p[(z—L/2)*+p?] V2
do 4 |z+L/2+\/(z+L/2)2+p? z—L/2++/(z—L/2)2+ p?

(4.33)
Usando as defini¢des de a1 e ap, e as relagdes trigonométricas expressas nas

equagdes e podemos escrever que
L/2—2z

tana; = —L/2—z=ptana;, (4-34)

L/24z
tana, =

—L/2+4+z=ptanay, (4.35)

_ P 2 2 _
cosay = L o) — \/p?+(L/2—2)%? = psecuay, (4.36)
_ P /2 2 _
Ny = — +(L/2+2z)% = . .
COS iy L) 0>+ ( ) psecay (4-37)

Substituindo estas expressdes na equagao teremos

0A; ol COS o _ CoSs a1 (4.38)
do  4mp |tanap +seca, —tanag +seca |’ 43
J0A ol [ cos?ay cos?

az:i‘{ e .1], (4-39)

0 o |1+sinay 1+ sinag

J0A ol [1—sina, 1—sin’a
= f— 21| (4.40)

0 o | 1+sinay 1+ sinag
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d0A; _ mol (1—sina2)W_ (1 —sinay) (1 f=strrag

= p 41

dp  4mp 1 sttty 1 £ sty (4-41)
FIGURA 4.2: REPRESENTACAO DO POTEN- 0A; ol , . .

CIAL VETOR MAGNETICO A (VETORES EM do  4mp (sinay —sinaz),  (442)

CINZA) E DO CAMPO MAGNETICO B (VETOR

0 que nos permite escrever o campo mag-
EM PRETO) PARA O FIO RETO DE COMPRI- .
nético,
MENTO L PERCORRIDO POR UMA CORRENTE

ELETRICA DE INTENSIDADE [.

= N

_ Bl i
—4np(smaz sinay)dl,  (4.43)

resultado este obtido anteriormente pela
7 lei de Biot-Savart. Na figura[4.2|ao lado,
‘ /' temos uma representacdo dos campos A

e B. Perceba que, como B=Vx A, 0

e T campo magnético B “se enrosca” no po-

tencial vetor A. As equipotenciais para
o vetor A sdo superficie cilindricas.
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ExempLo 4.2. No exemplo calculamos o campo magnético no eixo de

simetria de uma espira circular (eixo z). Considere agora a mesma espira

circular raio R percorrida por uma corrente elétrica de intensidade I no

sentido anti-horaraio do plano x-y. Determine o potencial vetor magnético A

para qualquer ponto do espaco (7,0, ¢) em coordenadas esféricas. Deduza

uma expressdo para o potencial vetor magnético A para as apréximacgdes

r > R (pontos muito distantes da espira) e r < R (pontos muito préximos a

origem da espira) bem como o campo magnético B aproximado.

SorugAo: Vamos comegar descrevendo,
em detalhes, os vetores de interesse para

o célculo de A.

o 7 =rsinfcos¢ £ +rsinfsing j+
rcos@ Z. Posicdo onde se deseja

calcular A.

e 7 = Rcos¢’' £+ Rsin¢’ §j. Posigdo
do elemento de comprimento para

integragao.

o dF' = Rd¢'¢’ = Rd¢p'[—sin¢'s +
Rcos ¢'y]. Deslocamento infinite-

simal para integracao.

e 2 = 7— 7. Separagdo entre o ele-
mento de comprimento da espira e
o ponto onde se pretende calcular

A.
o« 2= (F—7) (F—7)
2= R4 —2F 7

FI1GURA 4.3: ESPIRA CIRCULAR PERCORRIDA
POR UM CORRENTE ELETRICA DE INTENSI-
DADE | E VETORES DE INTERESSE PARA O CAL-
CULO DO POTENCIAL VETOR MAGNETICO A

EM UMA POSICAO ARBITRARIA 7 NO ESPACO.

v4

2% = R? 4+ r> — 2Rr cos 7. Médulo da separagdo dado pela lei dos cosse-

nos no tridngulo formado entre os vetores 7, 7' e %.

Os versores 7 e # sdo, respectivamente, escritos por

7 =sinfcos¢ £+ rsinfsing § +rcosf 2z, (4-44)

# = cos¢’ £ +sing’ 7. (4.45)
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Calculando cosy = # - #, temos

cosy = (sinfcos¢ £ +sinfsing J +cosf 2) - (cos¢’ £+sing’ ) (4.46)

cos y = sinf cos ¢’ cos ¢ + sin fsin ¢’ sin ¢. (4.47)

Podemos usar a relacdo trigonométrica para o cosseno da diferenca, de tal
forma que:

cosy = sinfcos(p — ¢'), (4.48)
0 que nos permite escrever que:

2* = R®*+r* —2Rrsinfcos(¢p — ¢'). (4.49)

Com posse de todos os vetores e quantidades de interesse para integracdo do
potencial vetor magnético, podemos proceder agora ao calculo. Com efeito,

-, ]/101 ar
AT =3 | (4.50)
Hhol [—sin¢’% + cos ¢’ Rd¢’

Am = 4t Jo \/R2 + 12 —2Rrsinfcos(¢p — ¢ (45)

Vamos usar uma substitui¢do que facilite a integragdo e, a0 mesmo tempo, traga
sentido fisico. Fazendo a substitui¢do ¢’ = ¢ + 2a, temos que

sing’ = sin(¢ + 2a) = sin(¢) cos(2a) + cos(¢) sin(2a), (4.52)

cos ¢’ = cos(¢ + 2a) = cos(¢p) cos(2a) — sin(¢) sin(2a), (4-53)

cos(¢p — @) = cos(2a). (4.54)

Consequentemente, a integral substituida serd expressa por

Ay = IR | / 772 [sin(¢) cos(24) + cos(¢) sin(2a)]da
27 —/2 V/RZ + 12 — 2Rrsinf cos(2a) (455)
N /”4’/2 [cos(¢p) cos(2a) — sin(¢p) sin(2a)]da . 22

—¢/2 V/R? + 12 — 2Rrsin 0 cos(2x)

Algumas consideragdes importantes podem facilitar o desenvolvimento da in-
tegral acima. Primeiro, note que todos os termos dos integrandos possuem
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sin(2a) ou cos(2&), ou seja, fungdes com periodo igual a 77. Como a integral
varia de —¢/2 a 7T — ¢/2, isto €, sobre todo o periodo do integrando, ndo im-
porta o quanto seja a defasagem de ¢/2. A independéncia de ¢ corrobora com
0 que ja sabemos a priori sobre o resultado, ou seja, o potencial vetor magnético
A possui simetria azimutal. Isto nos permite substituir os limites da integracao
para 0 e 7. Segundo, como sin(2«) é uma fung¢do impar em torno de 77/2 no
periodo 77, todas as integrais com este termo serdo nulas. Com efeito, a integral
podera ser reescrita como sendo

A( VOIR / [sin(¢) cos(2a)]da R
V/R? + 12 — 2Rrsin 0 cos(2x) (4.56)
45
/ [cos(¢) cos(2a)]du R
VR2+7r2—2Rr sin9cos(21x)y '
¢
VOIR / cos(2a)da . o 5
= - + !
\/R2 + 12 — 2Rrsin 0 cos(2u) [=sin(@)2 + cos(9)]
(4.57)

cos(2a)dn .
/ \/R2 + 12 —2Rrsin@ cos(th)] P (458)

Faremos agora a substituicdo 2« = 2 + 7, de tal forma que

cos(2a) = cos(2B + 1r) = — cos(2B). (4-59)

A(F) = ”OIRl

Com efeito, temos

o oIR
Ay =B

/2 —cos(2p)d A
—n/2 \/RZ + 12+ 2Rrsin 0 cos(2p)
Esta integral possui um integrando par em um intervalo simétrico em torno de
B = 0. Podemos escrever que o resultado sera duas vezes a integracgdo entre 0
emn/2,

o oIR
Ay = B=

/2 —cos(2B)dp A
0 /R2+12+2Rrsinfcos(2B) 4 461)

Usando agora a relagio trigonométrica cos(2f) = 1 — 2sin?(B), a integral serd
expressa por

~ /2 —[1 — 2sin?
A7) = BoIR / 22 (p)idp b (462)
\/Rz+r2+2Rrsin9—4Rrsin95in2(ﬁ)
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Vamos definir agora um pardmetro algébrico k que facilite a escrita da integral
acima em termos de uma integral ja conhecida, de tal forma que

4Rrsin 6

2 _ 2
¥ = Ryt areme 0K <t (4:63)
Usando esta defini¢do na integral, teremos
/o IR /2 [—1+2sin*(B)JdB | .
Al = = . / | BB\ 5, (o)
7TV R= + 7%+ 2Rrsin6 |Jo 1— k2sin?(B)
o /2
AP = —= P‘gIR _ _/ 9B
7TV R? + 1%+ 2Rrsin 6 0 1—k2sin?(B)
(4.65)
42 /”/2 L1+ Rsin(B)ldp | 5
2 7
k= Jo 1 — ksin?(B)
- /2
A) = — folR___ <k22—1>/ SR
TV R* + 14 + 2Rrsin 6 0 1— K2sin2(B) (4.66)
2 (/2 R
——2/ 1—kzsin2(ﬁ) dg| ¢,
k> Jo
- 1uoIR [(2 ) 2 ] .
A7) = — —1|K(k) — sE(k)|¢| 6
0 = VRS Pt akrsind L\ k) = gE®| ¢ (4-67)

sendo as fungdes K (k) e E(k) as famosas fungdes elipticas de primeira e segunda
espécie, respectivamente (consulte o apéndice[C),

B /2 d,B
AR A T

/2
E(k) = /O 1 —k2sin?(B) dB. (4.69)

A equagdo que representa nosso resultado para o potencial vetor

(4.68)

magnético em uma posi¢do arbitrdria do espaco, é um resultado geral. No
entanto, carrega suas dificulades algébricas e de célculo inerentes as integrais
elipticas. Nao hd uma solugao fechada expressa por meio de fung¢des elementa-
res para esses tipos de integrais. O calculo do campo magnético exato, usando
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a equagdo pode ser feito através de B = Vx A, que, em coordenadas
esféricas, fica expresso por

.1 Ja Ag 1 [94, d
Bim {BG(A(PSIHG) 84)}r+rsin9 [84) sta (rA(P)]G
170 A, ] -
(4-70)

Como o potencial vetor magnético, neste caso, s6 possui compenente na dire¢do
¢, ou seja, Ay, temos que

1 d 1 d
e {BQ(A‘P sm())} P [sm@a (rA(P)] 0. (4.71)

Fica claro que as derivadas de Ay, em termos das variaveis r e §, deman-

E:

dam um custo algébrico e de calculo consideravel, uma vez que o pardmetro k,
nas fungdes elipticas, é fungdo das duas varidveis. Devido a inviabilidade deste
calculo, iremos, pelo menos agora, calcular uma expressdo aproximada para o
campo magnético gerado pela espira, mas que terd conexdo com o método de
célculo que esturemos no préximo capitulo, diga-se a expansdo multipolar na
magnetostatica. A aproximagdo consiste considerarmos r >> R, ou seja, para
pontos distantes da espira, e também para R > r, isto é, para pontos muito
préximo ao centro da espira. Com efeito, para v > R,

VR2+ 72+ 2Rrsinf ~ r, (4.72)

e, consequentemente,
4R sinf

r

K* ~

< 1. (4-73)

Isto nos permite escrever uma série de poténcias para as integrais elipticas K(k)
e E(k).

s k> 9k* 25k
0 k2 3k* 5k
A expressdo entre colchetes da equagio[4.67] podera ser reduzida para
2 2 w (., 3kt 25k°
Kkzl) K(k)sz(k)} ~ 16 (k +432+...). (4.76)
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Considerando que k < 1, iremos considerar apenas o primeiro termos da

expresdo acima, o que implica em
2 2 7k
[(kz - 1) K(k) — sz(k)] ~ 16 (4.77)

Usando a aproximagéo na equagéo[4.77]e a paroximagio na equacio[4.73na ex-
pressdo do potencial vetor magnético em[4.67} teremos a seguinte aproximacéo

para A,
% . HoIR 7T 4Rsinf .
AlF) ~ nr 16 r ! (4.78)
T HortR?I sin @ .
7)== ¥ (479)
A(F) ~ Pomsind 5| (4.80)
4 72

A quantidade m = 7R?I é a intensidade do momento dipolo magnético da
espira (7R? é a drea da espira), e trataremos em mais detalhes sobre esse assunto
quando estudarmos a exnpansdo em multipolos da magnetostatica. Com esta
expressdo mais sucinta e aproximada, podemos calcular o campo magnético
aproximado. Com efeito, o campo magnético aproximado gerado pela espira,
para (r >> R), serd expresso por

= 1 0 [pm sin0) . 19 [pomsin®) 4

B= rsin @ 00 ( ar 2 ) T rar\an » 0, (481)
= Hom 1 . . ~
BNH;’T‘ (2cosB?+sinB ), r>R (4.82)

Para R > r, isto é, para pontos préximos ao centro da espira circular,
teremos que

V/RZ+ 72+ 2Rrsinf ~ R, (4.83)
e, consequentemente,
4rsin 6
il j;“ < 1. (4.84)

Usando a aproximagio na equagéo[4.77]e a aproximacio na equacéo[4.84]na ex-
pressao do potencial vetor magnético em[4.67} teremos a seguinte aproximagao
para A,
-, IR 7t 4rsinf .
e
nmR 16 R

(4.85)

PARrTE I. MAGNETOSTATICA NO VACUO Arves, T. M. L.



CaPfTuLo 4. POTENCIAIS MAGNETICOS 83

A7) ~ V%r&n9¢. (4.86)

Com efeito, o campo magnético aproximado gerado pela espira, para (R >> ),
Serd expresso por

5 1 8 ]/101 .2 ” 1 8 }401
B_rsin9£ <4Rrsm 07 ~5 \ar” Zsin@ ) 6, (4.87)
B~ LI(ZCOSGT’—ZSH’IGG) (4.88)
4R ’
2
= I =
B~ ZL (cos® # —sin6 6), (4.89)
Balols psyl (4-90)
2R ™

O campo magnético no entorno do centro da espira é, aproximadamente, uni-
forme. Note também que o resultado acima é o valor do campo magnético
exato atuante no centro da espira.
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ExempLo 4.3. Considere uma superficie esférica de raio R, uniformemente

carregada com densidade superficial ¢, que gira a uma velocidade angular

constante w em torno de uma eixo que passa pelo seu centro (veja a figura

. Determine o potencial vetor magnético Ae campo magnético B dentro

e fora da esfera numa posigdo a uma distancia r do centro da esfera fazendo

um angulo 6 com o eixo de rotacao.

FiGURA 4.4: Em (A), UMA SUPERFICIE
ESFERICA COM DENSIDADE UNIFORME (¥
DE CARGA GIRANDO COM VELOCIDADE
ANGULAR (0 EM UM EIXO QUE PASSA
PELO SEU CENTRO. EM (B), UM SISTEMA
DE REFERENCIA EM QUE (J FAZ UM AN-
GULO 0 COM O EIXO Z, ESTANDO NO
PLANO Z-X, BEM COMO OS VETORES DE

INTERESSE PARA O CALCULO DE A.

SorLugAo: Em uma primeira visdo da solu-
¢do do problema, poderiamos imaginar que
seria mais adequado fazer o eixo de rotagdo
coincidir com o eixo z cartesiano e calcular
o potencial vetor magnético em uma posi¢do
arbitrdria do espago 7. Essa estratégia con-
duz a uma integral complexa de se resolver
diretamente, na verdade, muito mais dificil
do que a integral que iremos propor e calcu-
lar aqui.

Para facilitar o calculo e nossa visu-
alizagdo do problema, vamos supor que a
velocidade angular da esfera se encontra no
plano x-z fazendo um angulo 6 com o eixo z,
e a posi¢do 7 onde iremos determinar o po-
tencal vetor magnético fique no eixo z, como
ilustra a figura a [4.4{b). Como o problema
tem simetria azimutal, o que importa é cal-
cularmos o potencial vetor A numa posi¢io
a um distdncia r do o centro da esfera fa-
zendo um angulo 6 com o eixo de rotagdo.
De acordo com a geometria proposta, a velo-
cidade angular é escrita como sendo

W =w(sinf £ +cosf 2). (4.91)

Oelemento de drea em coordenadas esféricas

é dado por da’ = R?sin 0'd0’d¢’ com

7 = R [sinf’ cos ¢'% + sin 6’ sin 'y + cos 0'Z] .
(4.92)
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Escolhendo o vetor posi¢do 7 na dire¢do z, ou seja, 7 = rZ, a lei dos cossenos

garante que 2 = VR? +12 —2Rrcos®’. Como a esfera gira com velocidade
@, a velocidade de um ponto na superficie serd 7 = @& x 7. Isto define uma
densidade superficial de corrente expressa por

= —

K=00=0dx7, (4-93)
K = ocwR (sinf £ + cos 2) x (sin® cos ¢’z + sinf’ sin @' + cos8'2), (4.94)

K = 0wR [—(cosBsin @’ sin¢’)% + (cosfsin @’ cos ¢’ — sinf cos ')y
oy (495)
+(sinfsin 6’ sin¢’)z] .

Note que todos os termos, exceto o termo (—sinfcos ')y, contém sin¢’ ou
cos ¢'. Substituindo K na expressdo do potencial vetor magnético,

77 _ Mo K(7/) /
A( ) - E //S da 4 (496)

2

as integrais na coordenada azimutal ¢’ se anulam em todos os termos, exceto o
termo citado, visto que

27T
/0 cos¢'dp’ =0, (4.97)

27T
/ sing’dg’ = 0. (4-98)
0
Desta forma, ficamos apenas com a integral

27T 7T 3 ! o ! 30! A4/

- ocwR’sin B cos B’ sin0'do’d¢’ |

A( )=——V°/ / — 2y, (4-99)
4 Jo o VRZ + 12 —2Rrcos@’

_ poowR3sing [T cosf’sin@'de’
2 0 VRET 12 _2Rrcos

A integral na variavel 6 pode ser resolvida usando a substituicdo u = r? +

A(F) = (4.100)

R? —2Rrcos . O desenvolvimento completo da integral pode ser consultado
no apéndice B.1](trocando z por r). O resultado é

r R
7 cos ' sin 0'de’ ) 3R’ r= (4.101)
0 VRZ++2—2Rrcosb’ 2R r>R .
32" T
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permitindo-nos escrever o potencial vetor magnético como

_ poowR3sinf 2r

2 aral TSR
A7) = (4.102)
00wR3sin6 2R
_%B?y, r Z R.

Perceba que —wrsinf § = w(sin® £+ cosf 2) x rZ = & X ¥, portanto, o
potencial vetor magnético pode reescrito da seguinte forma,

R
%(—wrsine 7), r<R
A7) = \ _ (4.103)
yoc;R (—wrrs31n9 y), P> R

que nos permite escrever de forma mais geral

"OgR(a; x7), r<R
A7) = ) (4.104)
W @x7) g

Vamos agora fazer a velocidade angular apontar na dire¢do £ e deixar
o vetor posi¢do 7 numa direcdo arbitrdria. Desta forma, & = wZe? =717,
@ X7 =wrzxf=wrsin §. A densidade de corrente superficial é expressa
agora por K = cwasin 943 e o potencial vetor magnético nesta nova configuragao
fica igual a

R A
%rw sinf ¢, r<R
A7) = \ (4.105)
HooR* wsinf
3 2 ¢, r>R

No plano equatorial da esfera, 6 = 7v/2, teremos o resultado particular

yOgRrw $, r<R
A(?) = \ (4.106)
()O'R [CUN
]/l 3 1’7 4), r Z R.
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Podemos agora calcular o campo magnético através de B = V x A. Em
coordenadas esféricas, o rotacional de um campo vetorial A é dado por

5 1 ] . 0Ag ] 1 0A, 0
B—m ae(Aq)smH)—agb}r " [34) smGa (rA¢)]9
1[0 A 4
(4.107)
Nosso potencial vetor magnético possui apenas componente Ay # 0, entéo,
= 1 9 10
B = Tsnd 30 (Apsind)? — ’j(rA¢)9 (4.108)
Parar < R,
= 1 9 (moRw . ,,\, 10 (pooRw , . A
B= rsin989< 3 sin 9>r rar< 3 7 sin@ ) 6, (4.109)
2
= 2ugoR p
B = % (cos 7 —sin6 0), (4.110)
B= @ @, (4.111)

onde usamos o fato que Z = cos 6 7 —sin 8 0. Isto mostra que o campo magnético
no interior da superficie esférica girante uniformemente carregada é uniforme.
Para r > R, temos

= 1 0 (uoR*wsin?0 19 HooR* wsin 6 4
b= rsinf 00 ( 3 r2 P or 3 r o, (4112)
B= VOW;R ! (2cosf 7 +sin6 f). (4.113)

Este ultimo resultado indica que fora da esfera girante o campo magnético é
tipico de dipolo magnético puro, como mostraremos mais adiante no estudo
da expansao multipolar de A. De forma resumida,

2 R
#030 wzZ, r <R
B(7) = (4.114)
R 1
% (2cos6 7+ sinb 9) > R.
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Resultados graficos para o potencial vetor magnético e para o campo

magnético sdo apresentados na figura

FiGura 4.5: EM (A), TEMOS O GRAFICO DO CAMPO VETORIAL (VETORES EM PRETO) PARA O
POTENCIAL VETOR MAGNETICO NO PLANO EQUATORIAL (PLANO X-/), OU SEJA, PARA 0 = 71/2.
E EVIDENTE QUE A CIRCULA NA DIRECAO ¢ (CIRCUNFERENCIAS TRACEJADAS), AUMENTANDO
LINEARMENTE EM FUNCAO DE 7' DENTRO DA ESFERA E DIMINUINDO COM 1/7% FORA DA ESFERA.
EMm (B), TEMOS A CONFIGURACAO DE LINHAS DE CAMPO MAGNETICO DENTRO E FORA DA ESFERA
(LINHAS TRACEJADAS VERMELHAS), E A CONFIGURACAO DE LINHAS DE CAMPO PARA O POTENCIAL
VETOR MAGNETICO (LINHAS TRACEJADAS PRETAS) SOBRE A ESFERA. NOTE QUE A GIRA NA DIRECAO

¢, AO PASSO QUE B CIRCULA NAS DIREGOES 7 E 0.

\\nnn@
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A \\\\\\\
s\ \\\\
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N
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A,

b

_—
=3
=
&
‘\
:

PARrTE I. MAGNETOSTATICA NO VACUO Arves, T. M. L.



CAPITULO 4. POTENCIAIS MAGNETICOS 89

4.2 CONDI(;6ES DE CONTORNO NA MAGNETOSTATICA

Vamos agora aplicar as equagdes
V x B = ygJ e V- B = 0 para obter as
condi¢coes de contorno através de inter-

FIGURA 4.6: INTERFACE COM DENSIDADE
SUPERFICIAL DE CORRENTE K UMA cuRrva
AMPERIANA C EM FORMATO RETANGULAR
faces com densidade superficiais de cor- | oo CALCULO DA CIRCU-
rente elétrica K. Na forma integral, as AcAo DE B. Os vETORES By E By REPRE-

equagdes para 0 campo magnetostatico  senTam 0s CAMPOS MAGNETICOS IMEDIA-

o
B sdo TAMENTE ACIMA E ABAIXO DA INTERFACE,

- RESPECTIVAMENTE.
# B-fida =0, (4.115)
S

ég -d? = polenc. (4.116)

Considere uma curva Amperiana de for-
mato retangular de largura L e altura h
com metade de sua drea acima de uma
interface com densidade superficial de

corrente K e a outra metade abaixo desta
interface (veja figura [4.6).

O versor 7’ representa a dire¢do perpendicular a drea da Amperiana
(paralela a interface) e o versor 7 representa a diregdo perpendicular & interface.
Desta forma, podemos afirmar que

Al=naxl (4.117)

com [ sendo um versor na direcdo do segmento da Amperiana. A densidade de
corrente K que penetra na drea retangular da Amperiana define uma corrente
encerrada dada por K - 2’ L. No limite da largura / tendendo a zero, a circulagio
serd dada apenas pelo produto escalar dos campos magnéticos By e By nos

segmentos da Amperiana acima e abaixo na interface, ou seja,

%: B-di = tolenc, (4.118)

Bi-L—By-L=pp(K-')L. (4.119)
Usando a relagdo entre os versores da equagdo[4.117, temos que

= a

By-L—By-L=pK-(nxL)L, (4.120)
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-

(Bi—By)-L=puo(Kxn)-L, (4.121)

E! — Bﬂ = uo(K x ), (4.122)

onde chegamos a nossa primeira condi¢do de contorno para magnetostatica.

Escolhendo agora um volume com
FIGURA 4.7: VOLUME ESCOLHIDO PARA O B .

i o = formato de paralelepipedo com Gaussi-
CALcULO DO FLUXO DE B. Os VETORES Bj E

2 . ana de area de superficie A e espessura
B2 REPRESENTAM OS CAMPOS MAGNETICOS

IMEDIATAMENTE ACIMA E ABAIXO DA INTER- h com mEtade dO VOlume acima € me-

FACE, RESPECTIVAMENTE. tade do volume abaixo da interface (veja
a figura [g.7). No limite # — 0, o fluxo
do campo magnético B na superficie es-
colhida se anula nas laterais do volume,
mas € diferente de zero nas superficies
acima e abaixo da interface.

Portanto,

// B-ada =0, (4.123)
S

By -nA—B, A =0, (4.124)

Bi —By =0, (4.125)

Bf =By (4.126)

onde denotamos por B! a componente normal a superficie do campo magnético
B. Nossa segunda condigio de contorno encontrada implica que a componente
normal de B ao longo de interfaces ¢ continua.

Para o potencial vetor magnético, como V - A = 0, temos a mesma
condicdo de contorno para a componente normal do campo magnético, ou seja,

Af = Ay (4.127)

A circulagdo de A na Amperiana da ﬁguraresulta em

ygcﬁ~d?:/fs(Vxﬁ)~ﬁda:/[S§~ﬁda. (4.128)
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No limite i — 0, a drea S da Amperiana torna-se nula, e o fluxo de B seranulo,

ou seja,
A-L—A,- L=0, (4.129)
A! — A! =0, (4.130)
A! = A!. (4.131)

Se tanto as componentes tangenciais e normais do vetor A sdo continuas, logo,
o potencial vetor magnético serd continuo, ou seja,

Ar= Ay, (4-132)

comportamento também atribuido ao potencial escalar eletrostatico V através
de interfaces. O potencial vetor magnético também apresenta descontinuidade
normal de sua derivada, proveniente da equagéo ou seja,

0A; 9A, .
o on —uoK. (4.133)

De maneira andloga ao que
FiGURA 4.8: PLANO CONDUTOR INFINITO PER-

acontece com o campo elétrico E so-
CORIDDO POR UMA DENSIDADE DE CORRENTE SU-

bre uma superficie carregada, uma rermiciaL K = K§.
vez que o campo elétrico é desconti-
nuo devido a densidade superficial

. = —
de carga, o campo magnético B sobre B,

uma interface com densidade super- £

y
ficial K de corrente também serd des- / / ]
X

continuo. Antes de demonstrarmos
a equagdo para o campo magnético o

sobre um elemento de corrente elétrica superficial, vamos calcular o campo
magnético gerado por um plano infinito, percorrido por uma densidade su-
perficial de corrente K. A figura 4.8/ mostra um plano condutor se estendendo
infinitamente no plano x-y, percorrido por uma densidade de corrente K = K.

A estrutura para o campo magnético gerado sera de tal forma que

B(z) = “hot 220 (4.134)
Bot, z<0, '
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com By sendo uma constante, isto é, 0 campo magnético serd uniforme acima
e abaixo da superficie e apontard em sentidos opostos. Vamos denominar o
campo magnético imediatamente acima do plano (z > 0) de Bucima = —Bot e
o campo magnético imediatamente abaixo do plano (z < 0) de Eacima = Byt
sendo By uma constante. Podemos entdo escerver que, neste caso, Eﬂbuim =
fB'acim. A condicdo de contorno garante que o campo magnético acima
do plano serd

Eacima - (7B'acima) = VO(K X ﬁ)/ (4'135)
- 1 S
Bacima = EVO(K X Tl), (4.136)

e que o campo magnético abaixo do plano sera

_Eabaixo - Eabaixo = Ho (K x 1), (4.137)

-

1
Bapaixo = _EVO(K X f1). (4.138)

. Nossa estratégia agora sera simi-
FIGURA 4.9: SEPARACAO DAS CONTRIBUI- . . , L.
B i liar ao feito no célculo do campo elétrico
GOES DO CAMPO MAGNETICO SOBRE UMA SU- L.
] sobre uma superficie carregada com den-
PERFICIE CONDUTORA PERCORRIDA POR UMA

sidade superficial o de carga, como des-

DENSIDADE DE CORRENTE SUPERFICIAL.

crito no capitulo 5 do volume I. Naquela
ocasido, consideramos um disco como
elemento de carga ao qual queriamos de-
terminar o campo. Vamos agora conside-
rar uma pequena “chapa” na superficie,
de tal modo que o campo magnético so-
bre esta chapa é o campo magnético do
restante da distribui¢do, que denotare-
mos por Esup (vejaa ﬁgura. E impor-
tante frisar que Esup é continuo, logo o
campo magnético imediatamente acima
da superficie, serd proveniente da super-

posicao dos campos devidos ao restante
da superfice (Bs,p) e do campo mag-
nético, imediatamente acima, devido a
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chapa. Com efeito, definindo como B; o campo magnético imediatamente
acima da superficie, teremos:

- - 1 S
By = Bsup + 5}40(1( X 71), (4~139)

ao passo que o campo magnético imediatamente abaixo, definindo-o como By,

teremos: 1
B, = Esup — E‘uo(lz X ). (4.140)
Somando as duas tltimas equagdes, chegamos a conclusdo que o campo mag-

nético Bs;,p sobre um elemento da superficie de corrente serd a média da des-
continuidade dos campos magnéticos limitrofes na superficie, isto é,

—_

Esup = E(El + EZ) - (4.141)

ExempLo 4.4. Verifique as condiges de contorno das equagdes|[q.122]e
para o problema da superficie esférica girante. Mostre que os dois hemisférios

da superficie esférica se atraem mutuamente com uma forca de intensidade
T
#?T (cwR?)2.

SoLucgAo: Vamos escrever as componentes tangenciais e perpendiculares do
campo magnético magnético B, imediatamente acima e abaixo da superficie
esférica. Acima da superficie esférica (indice 1), ou seja, para r > R temos

= R* 1 "
B= %7—3 (2cos6 #+sinf 0). (4.142)
No limite de r — R,
= HowoR .. A
By = =——— (2cos 6 # +sin6 0), (4.143)

com a componente tangencial sera (diregdo 0)

- R A
B! = % sin6 6, (4.144)

ao passo que a componente normal sera (diregdo 7)

31 _ 2upwoR

B3 3 cos 0 7. (4.145)
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Abaixo da superficie esférica (indice 2), ou seja, para r < R temos, no limite de

r — R,
= 21o0Rw
By = ——

3

com a componente tangencial sera (diregdo )

(cosf 7 —sin6 9). (4.146)

— 2ug0Rw "
I = —VOT sin 4, (4.147)

ao passo que a componente normal serd (diregdo 7)

- 2upocR
By = P‘og w

Nota-se, claramente, que a componente normal é continua, ou seja,

cos@ 7. (4.148)

Bi = B;. (4.149)

A descontinuidade da componente tangencial também é verificada, isto €,

]_5"! - B)g = M sinf 6 — (Z]JOng sin 6 é) , (4.150)
E! — Eg = powoRsin0 0, (4.151)

E! - Hﬂ = powoRsin (¢ x 7), (4-152)

B — B) = po(R x ). (4.153)

Calculando agora a forga sobre o hemisfério superior, vamos comegar
escrevendo a forga de Lorentz para um elemento de drea da’ da corrente elétrica
superficial. A for¢a de Lorentz sobre este elemento é

dE, = 07 x Esupda’, (4.154)

sendo By, 0 campo magnético sobre o elemento de corrente na superficie da
esfera, calculado pela condigdo de contorno

= Bi+B,  2upoR R .
Boup = =2 o0 ZIRW - BOYTR Gne 0, (4.155)
2 3 6
- By + B R R
Bsup = 1_; 2 = VOU6 w(4cos 0 #—sing’) 0. (4.156)
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A velocidade linear é 7 = @ x 7 = wRsin 0@, de tal maneira que a forca no
elemento de érea sera

dF, = cwRsin0'$ x @(4 cos@' 7 —sinf') 8| da’, (4.157)
2 in P!
dEy = M [4cos  x # —sin6' § x 0] da, (4.158)
o Rw)?sin 6’ A
dF, = M (4cost’ 6 +sin6’ 7)da’, (4.159)

Vamos recordar agora os versores esféricos em coordenadas cartesianas,

0 = cos b’ cos¢’ £+ cost sing’ J —sin6’ 2

(4.160)

? =sin# cos¢’ £ + sinf’ sin¢’ § + cos @’ 2.
Quando substituirmos esses versores na expressdo para integracdo da forga
sobre o hemisfério, a integragdo na varidvel ¢’ ird anular as componentes nas
direcdes £ e 7, como ja é de se esperar pela simetria esférica. Vamos usar
entdo somente as componentes na direcdo Z e integrar sobre todo o hemisfério
superior a for¢ca magnética sobre a superficie. Com efeito,

=

R)2 27 /2
Fn = w / / sin®’ (—4cos®’ sinf’ + sinf’ cos §') R%sin0'do’d¢'z,
o Jo

(4.161)
2\2 p2m /2
Fyn = —HO(UZ]R)/O d(p’/o sin® @’ cos 0'de’ 2, (4.162)
2 1/4
- m(cwR?)? |
E, = _% 5 (4.163)

4.3 O POTENCIAL ESCALAR MAGNETICO ASSOCIADO A B

Em muitas situacdes da magnetostatica, a corrente estd confinada em
distribui¢oes singulares, isto €, em linhas ou em superficies idealizadas?. Isto

2A idealizacdo surge do fato de que na natureza nado hé estruturas perfeitamente bidimensionais
ou unidimensionais. Mesmo que seja necessaria alguma consideragdo microscépica, as estruturas
geomeétricas tratadas sempre terdo algum volume. As distribui¢ées lineares ou superficiais sdo
idealiza¢bes que facilitam o processo de modelagem de um sistema fisico.
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quer dizer que ndo ha corrente elétrica em lugar nenhum no espaco, exceto nas
linhas ou superficies citadas. Como exemplo, considere o problema anterior
da superficie esférica girante com velocidade angular constante. Neste caso
idealizado, s6 existe corrente na superficie da esfera, ou seja, para r = a.
Para os pontos em que ¥ > R e r < R ndo ha densidade de corrente elétrica.
Isto implica que, de acordo com a lei de Ampére em sua forma diferencial, o
rotacional do campo magnético nos pontos citados deve ser nulo, ou seja,

V x B=0. (4.164)

Como nos pontos considerados o campo magnético € irrotacional, podemos
usar a mesma ferramenta matemaética que usamos para o campo elétrico, ou
seja, de que este é dado por um gradiente de alguma funcdo escalar. Desta
maneira, podemos escrever que

B=-V¢, (4.165)

com ¢ sendo um potencial escalar, que chamaremos de potencial escalar mag-
nético ¢. Aplicando esta tltima equacdo para divergéncia de B, temos entéo
uma equacao de Laplace para ¢, ou seja,

V-B=0, (4.166)
—-V-V¢ =0, (4.167)
V2p = 0. (4.168)

Podemos entdo aplicar todas as técnicas desenvolvidas na solucdo da equagdo
de Laplace anteriormente.

ExempLO 4.5. Resolva o problema da superficie esférica de raio R com den-
sidade superficial uniforme de carga o, que gira com velocidade angular
constante @ = wZ, através do conceito de potencial escalar magnético ¢.

Sorucgio: Podemos resolver o problema da superficie esférica com densidade
superficial uniforme de carga ¢ girante através do conceito de potencial escalar
magnético ¢. Para isso, basta partirmos da solugdo da equagdo de Laplace em
coordenadas esféricas com simetria azimutal

[e9)

¢(r,0) =) (Alrl + rlB+11> Py(cosb), (4.169)

I=0
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e aplicar as condig¢oes de contorno para o campo magnético através da superfi-
cie. Primeiramente, note que a densidade superficial de corrente serd

K =07, (4.170)
R=0c(@x7), (4.171)
K =owR(2 x #), (4.172)
K = cwRsin 6. (4-173)

Esta densidade superficial de corrente s6 existe para pontos exatamente sobre
a esfera girante, ou seja, em r = R. Para pontos com 7 < Rer > R ndo ha
densidades de correntes, ou seja, podemos dizer que V x B = 0, o que implica

em
B=-V¢, (4-174)
= 0P, 109¢,
B = 5 T 7ae” (4-175)

para o caso com simetria azimutal, com 7 sendo o versor normal a superficie
da esfera e f sendo o versor tangencial a superficie da esfera.

O potencial escalar magnético ¢ tem propriedades semelhantes ao po-
tencial eletrostatico, como, por exemplo, o fato de ele ser uma funcao limitada
para todos os pontos em que ele se aplica. Ou seja, parar = 0 e parar — oo, ¢
deve ser uma funcédo finita. Sendo assim, o potencial escalar magnético ¢ serd

[e9)

$1(r,0) = Z %P](COS@), (4.176)
1=0

parar > R, ou seja, acima da superficie esférica, e

¢o(r,0) = Y Air'Py(cos6), (4-177)
1=0

para r < R, ou seja, abaixo da superficie esférica.
Devemos encontrar quem sdo os A; e B; que obedecem as condigdes de
contorno da magnetostatica deduzidas anteriormente, ou seja,
1 _ gl
Bi =55
(4.178)

gl _ gl

B} — B, = po(

=i

X 1),
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compativeis com as condi¢des nas equagdes |4.122|el4.126 Isto quer dizer que

0
li =
mlla ar(P rgIIl{ Br(l)z
(4.179)
— lim 13 + hm 19 ocwRsin 6.
o A T
A primeira equagdo deste sistema indica que
0o l =+ 1 [P 6 00 A lelp . .
Z’ RI+2 1 (cos Z I 1 (cos @), (4.180)
Bl — ! R21+1A (4181)

ES
A segunda equacdo do sistema indica que

[e9)

0 B -1 0
30 L;O ( 2 + AR ) Py(cos 9)] 30 (—poowR cos ) . (4.182)

Vamos substituir a equagéoe usar o fato que cos 6 = P (cos 0) na equagdo
anterior, para mostrar que

0 lAlRl 1 -1
Z + AR Py(cos8) = —ugowRP;(cosb), (4.183)
21 +1
Z ll—tl AR'71P(cos 0) = —poowRP; (cos6). (4.184)

Podemos usar, agora, a propriedade de ortogonalidade dos polinémios de
Legendre para determinar os coeficientes A;. Concluimos que somente A; serd
diferente de zero e todos os demais A; serdo nulos. Isto é,

0, 1 #0
A= 18
I 200 wR (4.185)
T A7 l - ]-/
3
e, consequentemente,
0, 1 £0
B, = (4.186)
poowR* o1
3 Lo
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Isto nos permite escrever as solugdes para o potencial escalar magnético ¢ deste

problema:
—Mr cosf, r <R
¢(r,0) = s (4.187)
HoowRicos . g

A partir deste potencial escalar, podemos encontrar o campo magnético usando
B = —V¢. Parar < R, temos

. 0,
B= —5, % (4.188)
= 0 (2upocwR "\
B= Py (3z> Z, (4.189)
= 2upowR
B=H2 (4.190)

Para r > R, temos

= —gr 790" (4.191)
B 2”0§”R4 0205 4 Fo7 K “n%, (4.193)
B= %WRAL% (2cosf 7 +sin6 ) | (4.194)

sendo estes resultados idénticos aos obtidos via cdlculo do potencial vetor
magnético no exemplo anterior.
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A EXPANSAO MULTIPOLAR NA MAGNE-

TOSTATICA

Assim como fizemos para o poten-
cial escalar eletrostatico V(¥), podemos
desenvolver uma expansdo em multipo-
los para o potencial vetor magnético A.
Como vimos, sabemos que

A= i‘i // s L;)dr’ Sh.  (5.1)

7T

Vamos recordar que o termo 1/ 2 pode
ser expandido em séries de poténcias,
procedimento ja feito anteriormente.
Para um elemento de volume dt’, loca-
lizado em 7, a distribui¢do volumétrica
de corrente é J(7'), compreendida no vo-

lume V (veja a figurals.1).

Queremos fazer uma expanséo do
potencial magnético para a posigdo arbi-

FIGURA 5.1: VETORES DE INTERESSE 7, 7
E % PARA CALCULO DO POTENCIAL VETOR
MAGNETICO DEVIDO A UMA DISTRIBUICAO
VOLUMETRICA DE CORRENTE ] (7') COMPRE-
ENDIDA NO VOLUME V. Os ANGULOS 0 E ¢
SAO OS ANGULOS ESFERICOS DO VETOR POSI-
CAO 7, AO PASSO QUE 0 & (p/ SAO OS ANGU-
LOS ESFERICOS DO VETOR 7. Y £ O ANGULO

ENTRETE 7.

Z
.
0/7
L dr' V
— J(?)
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traria 7 no espaco. Parar > r,

L1 () e os

Substituindo este resultado na integracdo do potencial vetor magnético A, te-

. 1) 1 !
A=i‘—§//vf<* FE (%) pteosa 63

4m U/] )dt' + = //] )7 cos ydt' + »
72/// ) (2c05'y )dT+}

onde podemos visualizar os termos de monopolo, dipolo e quadrupolo mag-

mos

néticos para o potencial vetor A.

5.1 MONOPOLO MAGNETICO

O termo de monopolo magnético Ap' é o primeiro termo da expansdo
multipolar obtida na equacao anterior, isto é,

= L) 55)

Nao ¢ tao dificil perceber que a integracdo da densidade de corrente J(7') é
nula para todo volume que contém a corrente elétrica estacionaria no espago.

Isto fica mais facil de verificar se estivermos tratando com uma corrente linear,

ou seja,
o Mo L7y g,
Ay = oo fé I(7)dr', (5.6)
i I [ .
=B far =0 (57)

Note que este resultado é nulo pois qualquer integral de deslocamento em um
circuito fechado é nula. Isto tem implicacdes interessantes do ponto de vista
fisico. A expansdo multipolar ndo prevé nenhuma contribui¢do do termo de

1Usaremos o indice o para o monopolo e 1 para o dipolo.
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monopolo, independente da distribui¢do de corrente estacionaria em questao.
Dito de outra forma, ndo ha monopolos magnéticos.
Por completeza, iremos provar também que

// [T =5, (5.9)

generalizando o resultado particular demonstrado. Para isso, considere a iden-
tidade vetorial?:

V- [pI7)] = ¢V T ) + Ve J(7), (59)
No regime da magnetostética, V' - J(#') = 0, portanto,
V(9] = V' J(7). (5.10)

Vamos escolher uma fungéo ¢ que seja adequada a demonstragéo, isto é, ¢ = x’,
a componente x’ do vetor posicdo 7. Neste caso, V'¢p = £, 0 que implica que

V[T =%-T(7), (5.11)
V- X TF)] = (7). (5.12)

Integrando ambos os lados desta equagéo teremos

// (Pt = // |V W (5.13)
// V]x(?”)df’= //S XJ(7) - ada’, (5.14)

onde aplicamos o teorema da divergéncia substituinda a integral de volume
V pela integral de fluxo na superficie S. Como & engloba a distribuicdo de
corrente J, 0 versor 7 e | sdo ortogonais nos limites da distribuicao. Logo,

/I @i =0 (5.15)

Como aintegral da componente x de | se anula sobre todo o volume da distribui-
¢do de corrente, 0 mesmo ocorre, de forma anédlogoa, as demais componentes
y e z. Portanto,

2Consulte a identidade (viii) o exercicio 2.1, em ALVES, Tibério Magno de Lima. Eletromagnetismo
Cléssico. Volume I, Eletrostética. 1% ed. Natal: Editora IFRN, 2023.
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// J(#)ar = (5.16)

ol

5.2 DIPOLO MAGNETICO

O termo de dipolo surge como segundo termo na expansdo multipolar
para o potencial vetor magnético. Com efeito,

A 471;’2// ] )¥' cosy dT/, (5.17)

A= 4m2/// @) (7-#)dT, (5.18)
= 47rr3/// #)(7-7)d (5.19)

Podemos usar aqui a seguinte identidade vetorial®:

(@-C)b= (@ -b)c+dx (bx7), (5.20)
fazendo simplesmente a associagdo de @ com 7, b com J(7') e € com 7 temos
J@#)F-7)=[F- J@)F +7x [J(F) x 7). (5.21)

Antes de substituir este resultado na expressdo da equagao vamos escrever
a integral em termos de duas metades, ou seja,

A= [ // )+ 5 [ j T(?’)(?T/)dr’] (5.22)

No segundo termo, vamos substituir a identidade vetorial acima, resultando

4m3{ // TPt + 5 /// B (5-23)
/// 7| ]dT}

3Consulte o exemplo 1.3, em ALVES, Tibério Magno de Lima. Eletromagnetismo Cléssico. Volume
I, Eletrostética. 1° ed. Natal: Editora IFRN, 2023.

em

Ay
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Ay =

4m3 {—///rx 7 xJ )]dr’+;//v{f(?’)(?.?’)+[7.f(7/)]7/}dfx}'

(5:24)
A segunda integral acima é nula. Para detalhes do célculo, consulte o apéndice

[B-3} Portanto,
e {_/ﬂ P 7 x J())dt } (5.25)

Como a integral é feita nas varidveis das correntes fontes (varidveis com linha),

Ay =

o vetor posi¢do 7 pode ser fatorado da integral sem problemas, ficando apenas

A== L[ 7 < Teae). (5.26)

A quantidade entre colchetes acima tem papel andlogo ao momento de dipolo

elétrico que apresentamos quando estdvamos estudando a expansdo multipo-
lar em eletrostatica. Esta quantidade é definida como momento de dipolo

magnético, ou simplesmente, momento magnético 17, expresso por

= % ///v 7 x J(7)dt | (5.27)

Para distribui¢des superficiais e lineares de corrente elétrica temos, respectiva-

mente,
=l // 7 x R(7)da' (5.28)
2 )]s
- I —f —f
m= 7 oxdr | (5.29)
2 Je

No caso de correntes em linhas, a tiltima integral ainda pode ser reduzida
a um resultado mais simples, isto €,

= i %?’ x d7’. (5-30)
E como a integral

|

S = 5 yé?’ x d7. (5.31)
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representa o vetor drea S, com a drea compreendida pelo contorno C, o momento
magnético neste caso é simplesmente o produto da intensidade de corrente I
pelo vetor area §, ou seja,

i = 1IS. (5.32)
Voltando para o termo de dipolo para o potencial vetor magnético na equagdo
ja com a definicdo de momento magnético de dipolo, temos que

- ywﬁx?
A =2 . .
1= 3 (5.33)

Este resultado expressa apenas o primeiro termo que pode ser diferente de zero

na expansdo multipolar. Temos ainda os termos de ordens superiores, como o
quadrupolo, octopolo e assim por diante. Mas vamos pensar no caso em que
r > r' naexpansdo multipolar, isto é, a posi¢do de interesse 7 sendo muito maior
que a posigdo da distribuigdo de corrente elétrica. Neste caso, como o termo de
monopolo é sempre nulo, o termo de dipolo serd dominante face aos termos de
ordens superiores devido a razdo ' /r na expansédo rapidamente tender a zero.
Para que o termo de dipolo represente exatamente o potencial vetor magnético,
temos que ter uma corrente infinitesimalmente localizada (que chamamos de
dipolo puro) ou distribui¢des de correntes especificas que anulam todos os
termos de ordens superiores. E o caso da superficie esférica com densidade
de carga uniforme girando com velocidade angular constante. Vamos recordar
que o resultado que encontramos para o potencial vetor magnético no exterior

da esfera (r > R) é

- oR* (@0 x 7
A= VOT(;,% (5-34)

Note que podemos identificar o momento magnético como sendo

S 470RY

m=—a—0u. (5.35)

ExempLo 5.1. Encontre o momento magnético da superficie esférica de raio
R, carregada uniformemente com densidade superficial o, girando com ve-
locidade angular @ = wZ. Obs: usando os vetores de interesse na figura

4-44

Sorucio: A integral para o momento de dipolo 7, em fungdo densidade su-
perficial de corrente neste caso, conduz ao mesmo resultado notado na equagéo

[5-35} ou seja,
1 "
n== // 7 x K(7)dd', (5.36)
2Jls
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= __1 2 ﬂa/ = O NP2 il 30! 34
m= 3 7 x (0@ x 7 )R sin'd6’'d¢’, (5-37)
0 0
27
i = Riow / / 7 x (2% 7)sin0'do'dg’, (5.38)
onde podemos usar novamente a identidade vetorial da equacdo
2 27T T
P o / / (7 -7)2 — (F - 2)7] sin 0/d6/dgy, (5:39)
o Jo
2 2
= R ;fw / / [R?2 — (R% cos 0')#'] sin 0'd6’d¢’, (5-40)
0 0
R20w 27
= / / R?cos ' sin 6’ cos ') — (R?cos @’ sin @’ sin¢') 7

+ R%(1 — cos®6')2] sin 6'de’dg’.
(5-41)
De todas as componentes acima, somente a componente z ndo se anula devido
as integrais nas componentes x e y possuirem integragdo na varidvel ¢’ nula,
ou seja,

27 27
/ cos¢'dgp’ = / sin¢’dg’ = 0. (5-42)
0 0

Com efeito, 0 momento magnético para a esfera girante s6 possui componente
z, € € expresso por

Rz 27 7T
i = K0 / / R2(1— cos? ')z sin 0/d0dg, (5.43)
o Jo
4 27 T
= (m;R / d(p’/ (1 —cos?8)sin'de’ 2, (5-44)
0 0
27 4/3
. 4moR*
il =~ (5.45)

como queriamos demonstrar.
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O cAMPO MAGNETICO GERADO POR UM DIPOLO MAGNETICO PURO

Com posse do termo de dipolo para o potencial vetor magnético, pode-
mos encontrar uma expressdo para 0 campo magnético Edip gerado por este
dipolo. Vamos usar o fato que B = V x A com A sendo o potencial vetor
magnético devido a um momento de dipolo 7 na equagao|[s.33} Com efeito,

By = V x Ay, (5.46)
= _ Mo mxT7
Bgip = EV X ( 3 ) (5-47)
onde temos que recorrer a identidade vetorial
Vx(AxB)=(V-B)YA—(V-A)B+(B-V)A—(A-V)B. (5.48)
Fazendo a correspondéncia de A=ieB = rg , temos
S = 0 . 0 -
m X7 7 S 7 - . 7
o (532) - [r- (2)] n-twrF (Bt
(5-49)
mx7 o . 7
V X ( 3 ) = 47t (7)in — (m-V)r—3. (5.50)

7 .
Ja calculamos quanto vale V— no estudo do campo magnético gerado por um
dipolo elétrico. O resultado foi, incluindo r = 0,

4
o137  4ms(F)e

Vr—B =03 + 3 1. (5.51)
Dessa forma,
1.3 4726(7)
mx7 o M1 —=3m-?PP o(¥) , <
V x ( 3 ) =4ré(F)m — 3 —— 1, (5.52)
mx7 o, m=3(m-?)?  4mé(7)
Vx( 3 ):471(5(1’)m— 3 — =g M, (5-53)

= : 3 + m, (5.54)
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permitindo-nos escrever o campo magnético exato gerado por um dipolo puro
localizado na origem do sistema de coordenadas,

- o 2upd(7)
Ba?) = 2 (37 -7) — i) + 2000 g | (555

Se o dipolo puro estiver localizado em uma posigdo 7 arbitraria, basta deslo-
carmos o vetor usando o vetor separacdo z = 7 — 7, de tal forma que

(5-56)

Buip(7) = L 33 - 2) — ] + T

Exemrro 5.2. Encontre o campo magnético, usando a expressdo da equa-
¢do no exterior da esfera girante, com momento magnético dado pela
equagao|s.35

SoLrucgAo: Basta substituir 71 = %2 na equacdo|s.55 Ou seja,
Biip(F) = 4523 [3#(ri - ) — 1], (5:57)
Bup(r0) = 2577 fr(2.) - 1), (559)
Edip(r, ) = M%[B cos 07 — (cos 07 — sin 60)], (5.59)
Edip = M% (2cosf 7 +sin6 9) | (5.60)

sendo este resultado idéntico aos obtidos via calculos do potencial vetor mag-
nético e do potencial escalar magnético. Neste caso, o campo magnético de
dipolo no exterior da esfera representa o campo magnético exato, e concluimos
que todas as contribui¢des multipolares para ordem superiores sdo nulas.
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O POTENCIAL ESCALAR MAGNETICO DE DIPOLO

Vamos recordar que o potencial eletrostatico de dipolo elétrico é expresso
através da seguinte expressdo: (SI)
1 p-7
dmey 12

=i

, (5-61)

sendo ¢ o momento de dipolo elétrico puro. De forma andloga, vamos apre-
sentar o potencial escalar magnético de dipolo, como sendo expresso por

Hom (5.62)

sendo 71 o momento de dipolo magnético puro. Recorde que o campo magné-
tico de dipolo foi calculado anteriormente através de (r # 0)
= o Ho , - 7
Bgip = _E(m : V)rj- (5.63)
Vamos agora lembrar da identidade vetorial,
V(C-D)=(C-V)D+(D-V)C+Cx (VxD)+Dx(VxC), (564

A

. A R roo= _, .
fazendo a simples correspondéncia C = — e D = 7. Com efeito,

2
m-f 7 L P _— £
(5.65)
m-f ., 7
Dessa forma, o campo magnético de dipolo pode ser escrito da seguinte forma:
By = — 10 (i v) L = Mg (T
Bdlp = T 4x (1 V)T‘z 47_[V ( 2 ) : (5.67)
= o Ho m- 7
Biip = =V <47r 2 ) ’ (568)
Biip = =V aip, (5.69)
onde definimos o potencial escalar de dipolo magnético
_ Hom-?
Paip = 47 | (5.70)
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Para um dipolo em uma posi¢do arbitraria 7/, a expressdo acima ficard em

termos do vetor separacdo #, de tal forma que

(Pdip = E 22

7“1/1011_”’1'%

(5.71)

Uma forma ttil de utilizar o resul-
tado para o potencial escalar magnético de
dipolo ¢4, € quando tratamos com espi-
ras. Podemos associar uma espira qualquer
a um colegdo de espiras infinitesimais, cada
uma sendo considerada um dipolo magné-
tico puro. Para entender melhor o que estd
sendo proposto, veja a figura ao lado.
Note que as correntes adjacentes se cance-
lam para um elemento infinitisemal fora da
borda da espira, ao passo que ndo se can-
celam nos elementos da borda, de tal ma-
neira que o conjunto equivale perfeitamente
a corrente I da espira, contribuindo com uma
quantidade infinitesimal de potencial escalar
magnético que vale

]/lodn_i%

d‘Pdip = E zz ’ (572)

FiGUura 5.2: EQUIVALENCIA ENTRE
UMA ESPIRA E UMA COLECAO DE ES-
PIRAS INFINITESIMAIS DE MOMENTO DE

DIPOLO INFINITESIMAL d77.

(@

com dim = Ifida sendo um elemento infinitesimal de momento magnético de

dipolo (ida é o elemento de érea), e Z sendo a separagdo entre a posicdo 7 do

elemento infinitesimal e a posigdo 7 onde se pretende calcular ¢.
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ExempLo 5.3. Determine o campo magnético B(r,0) em uma posicao arbitra-
ria do espago para uma espira circular percorrida por uma corrente elétrica
I, de raio R, disposta sobre o plano x-y, como ilustra a figura|[5.3(a).

SoLugAo: A espira de raio R é percorrida
FiGura 5.3: EM (A), TEMOS UMA Es- L.
por uma corrente elétrica I sendo que, em
PIRA DE RAIO R PERCORRIDA UMA COR- . L
’ = . coordenadas cilindricas, a posi¢do onde que-
RENTE ELETRICA I. B(7,0) £ 0 campo

MAGNETICO EM UM PONTO ARBITRARIo  T€MOS determinar o potencial escalar mag-

DO EsPACO. EM (B), 0s vETORES DEIN-  N€ticO € inicialmente no eixo z, ¥ = z Z.
TERESSE PARA INTEGRACAO Do poten- O elemento de espira se localiza em 7 =
CIAL ESCALAR MAGNETICO. o' cos¢’ £+ p’sin¢’ J, sendo o vetor separa-
¢do 2 = —p'cos¢’ £ —p'sing’ J + z 2, com
“ modulo 2z = /p’? + 22 (veja a figura b)).
B(r,6) O potencial escalar magnético de di-
9 7 polo, no eixo z, serd calculado integrando
‘ sobre a drea circular da espira a expressdo
R 7 Com efeito,
. ¢(Z) - /S E iz ’ (573)
(@)
2 rR 5.3
v4 — HolZ2-2 ..
¢(z) /0 Tl dp’d¢’, (5.74)
]
ve 27 R 144/
N\ 5 _ Holz / J / pdp
z (P(Z) 4 0 (P 0 (plz +ZZ)3/(2/ )
575
R [\,
AT 0
I\ TN idm Yy (2) = polz 1 (5.76)
7 da=pdpdg Plz) =75 o 22| 57
X

®) Cmelz (1 1
P(z) = - <|z| - \/m) . (5-77)

Perceba que se calcularmos o campo magnético no eixo z através de B(z) =

99

—V¢ = —==Z, oresultado serd o mesmo ja obtido no exemplofz.4} através da lei
de Biot-Savart (é interessante que o leitor verifique). O desafio agora é calcular
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0 campo magnético gerado pela espira circular em uma posi¢do arbitraria do
espaco, ou seja, B(r,8). Vamos proceder de forma similar ao feito com a solucio
daequagdo de Laplace no problema do anel carregado, escrevendo uma solugdo
particular para o eixo z e comparando com o resultado ja conhecido. Como a
corrente na espira é uma distribui¢do singular de corrente, ou seja, ela é nula
em todos os pontos do espago, exceto em pontos sobre a espira, temos um caso
em que V x B = 0 (para pontos fora da espira). Dessa forma, B = —V¢ e
V-B=—-V-V¢ = V2 =0, e o potencial escalar magnético ¢ ird obedecer a
uma equacgdo de Laplace. Vamos lembrar que a solucado geral para problemas
com simetria esférica e azimutal é

¢(r,0) = Z <Alrl + rﬁ:l) P;(cos6). (5.78)

=0

Para que este potencial seja uma funcdo finita, na regido com r < R temos que
ter By = 0 VI, ao passo que para a regido r > R temos que ter A; = 0 VI. Isto
quer dizer que, para a nossa espira de raio R teremos

Y720 Air'Py(cos®) r <R

¢(r,0) = 5 (5:79)
Yiso rl%Pl(cos 6) r>R

Se restringirmos nossa solugao, pelos menos agora, para pontos no eixo z, com
z > 0, teremos que r = z e § = 0, teremos que P;(1) = 1 VI. Portanto,

Y oAZh z<R
¢(z) = (5.80)

B
o0
Yizo 1 2> KR

Olhando agora para solucdo do potencial escalar magnético ¢(z) da espira
encontrada no eixo z, podemos escrever duas séries de poténcias, uma para
z > Reoutra para z < R. Para z > 0, temos que

o ]/101 z
P(z) = o (1 - \/m) , (5.81)
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onde podemos fatorar R? ou z2, dependendo da regido. Com efeito,
pol

. Z2 —-1/2
> R <1 + RZ> ] , z<R
P(z) = ) (5.82)
2N\ —1/2
”201[<1+1§2) ] z>R

Usando a expansdo em série de poténcias (consulte a expressdo (v) nas séries
de Maclaurin no[A),

_ 13 5 ® (—1)" (2n)!
1/2 _ 2 3 _
(1+4x) _1—§x+§x T +..._n;) I (n!)zx", -1<x<1,
(5-83)
teremos que
pol Iy 2 Lzy3 32)®
2 {1 rta(x) —5(R) ++| 2<kr
$(z) = (5:84)
ol |1 /RN? 3 /R\' 5 (RN | o
2 |2 \z 8\z 16\z) 7|’ '

Podemos usar esta tltima expressdo para encontrar os coeficientes A; e B; e,
como sdo constantes, valem também para qualquer ponto do espaco, e assim
encontraremos o potencial escalar magnético para qualquer ponto do espago.
Paraz < R,

R O O

(5.85)
¢(z) = Ag + A1z + Az + Asz® + Agz* + AsZ...
de onde tiramos que A; para [ par, exceto para | = 0, e também que
_ Hol _ Mol _ Mol _ 3ol
AO—T, Al__ﬁl 3T 4R35 T T1eRS (5.86)
Paraz > R,
2 4 6
wol |1 (R 3 (R 5 (R
= 15l7) —<l=) t3(5) ~ R
P2 =" 2(2 s\z) T16\2 rEZ
(5.87)
By By By B3 By Bs
9(2) = : TRt E T AT T
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de onde tiramos que B; = 0 para [ par, e que
2 4 6
uolIR By — 3uplR Bs — 5ugIR

Bi="—"—" 16 ' 32

(5.88)

E desnecessario analisar os coeficientes para o z < 0, pois terifamos os mesmos
valores.

Estamos agora com posse dos coeficientes A; e B; da solugdo da equacdo
de Laplace para o potencial escalar magnético ¢(r,6) do problema para um
ponto arbitrario do espaco. Chegamos entdo a solugdo para um ponto arbitrario
de posicdo (r,0), parar < R,

$(r,0) = %OI |:P0(COSQ) - (%) Py(cos0) + % (%)3P3(c0s9) 0
5.09

e, parar > R,

(5.90)

ou, em notac¢do de somatério, teremos, parar < R

(r,0) = %OIP()(COSG) Hol i (221) ()) (—)ZZH Pyiq(cosf), r <R

(5.91)
e, parar > R,

21
¢(r,0) = —%l; (221) ()) () Py _1(cosB), r>R. (5.92)

Para calcularmos o campo magnético da espira em um ponto arbitrario (r,6),
devemos calcular

.9 5 j
B——22:_1%4_ (1 0)i+By(r,0)0, (5.93)
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onde definimos as componentes do campo magnético nas diregdes 7 e 6,
d
B,(r,0) = —a—(f , By(r,0) =—-=—. (5.94)
Como o célculo demandara devivadas em relacdo a 6 de polindmios de Legen-
dre de diferentes ordens, vamos usar a seguinte regra da cadeia:

oo on
90 90 ox’ 595

d . d

50 smGa, (5.96)

com x = cos . Com efeito, as componentes B, e By, para o campo magnético,
ficam expressas por, parar < R,

_ pol 3y 15y
B(r,0) = 7R [P1(c039) 5 (R) Ps3(cosf) + g (R) Ps5(cos0) + ...|,
(5.97)
_ ol _ Ly
By(r,0) = 7R sinf < Py(cos0) 5 \R [5P(cos ) + 1]
. (598
+ 3 (E) [9P4(cos ) + 5P, (cos @) + 1] + }
e, parar > R,
B VOIRZ _§ E 2 E B 4
B,(r,0) = 3 lPl(COSQ) A P3(cos0) + g\ 7 Ps(cosf) +...|,
(5:99)
2 2
By(r,0) = yiﬁj sin 0 {PO(COSG) - Z (1:> [5P(cos ) +1]
. (5.100)
5 (R
+ sl [9P4(cos0) +5P,(cos @) +1] + ... »,

sendo estas as componentes do campo magnético gerado pela espira circular

em um ponto arbitrdrio do espago e, finalmente, resolvemos o problema.
Podemos fazer uma correspondéncia interessante com o resultado do

campo magnético da espira circular que acabamos de calcular. Considere que
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estamos analisando o resultado para o campo magnético gerado pela espira
em pontos que r > R, e ainda que sdo pontos distantes o suficientes da espira
de tal modo que r > R. Neste caso, podemos desprezar os termos de ordens
superiores em /R e considerar somente os primeiros para B,(r,0) e By(7,0).
Com efeito, teremos

IR? 1
B,(r,0) = ﬂoz r—3c059 ’ (5.101)
By(r G)NMlsinG (5.102)
9 7 _— 4 ”3 4 5'

de tal forma que o campo magnético aproximado gerado pela espiracomr > R
serd

E%&InRz

. (2cos @ # 4 sinf 0) | (5.103)

Ora, mas esse é o campo magnético gerado por um momento dipolo magnético
it = I7tR?2, de tal maneira que podemos dizer que, para pontos com r > R,
o campo gerado pela espira serd aproximadamente o campo magnético de um
dipolo. Me refiro como “aproximado” pois s6 tomamos o primeiro termo
nas expansdes em séries das componentes do campo magnético da espira e
desprezamos, assim, os termos de multipolos superiores. No entanto, existe
um procedimento em que a aproximagdo se torna exata. Se tomarmos o limite
da édrea da espira para zero, mantendo o produto /A uma quantidade finita,
definiremos o que chamamos de dipolo magnético puro e, neste caso, o campo
magnético da espira serd exatamente o campo de um dipolo magnético.

Em analogia ao que vimos na eletrostética, podemos dizer que a espira de
tamanho finito corresponde a um dipolo magnético fisico, ao passo que uma
espira de tamanho infinitesimal corresponde a um dipolo magnético puro.
Na figura a seguir, apresentamos as configura¢des de linhas de campo
magnético da espira (dipolo fisico) e para o dipolo magnético puro. Perceba

também, que as equagdes [5.101] e [5.102] para o campo magnético aproximado
da espira sdo identicas as obtidas pelo método do potencial vetor magnético,

no exemplo
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Ficura 5.4: Em (A) TEMOS A CONFIGURAQAO DE LINHAS DE CAMPO MAGNETICO PARA UMA ESPIRA

FINITA COM VISTA NO PLANO QUE A CONT]:ZM, CONSIDERANDO ATE 15 TERMOS DAS EXPANSOES NAS

EQUACOES @ @ @ E EM (B) TEMOS A CONFIGURAGAO DE LINHAS DE CAMPO

MAGNETICO DE MOMENTO DE DIPOLO MAGNETICO PURO.

@) (b)
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ENERGIA POTENCIAL MAGNETOSTATICA

E INDUTANCIA

No estudo da eletrostatica, mostramos que o trabalho realizado para
montar uma configuracdo de cargas, seja ela continua ou discreta, pode ser
calculado integrando sobre todo espaco a densidade de energia eletrostatica no
campo elétrico, isto é, u, = €oE?/2. Obviamente, no caso da magnetostatica,
a energia de configuracdo ndo esta associada ao trabalho realizado pela forca
magnética, visto que esta de fato ndo realiza trabalho, como imposto pela lei
de forca de Lorentz. Contudo, a forca magnética imprime, indiretamente,
outros efeitos ao contetido energético de um sistema de correntes, cabendo ao
campo elétrico induzido realizar trabalho. Vamos recordar dos cursos bésicos
de fisica, uma lei fundamental do eletromagnetismo, isto é, a lei de indugao
eletromagnética de Faraday,

&= —%. (8D (6.1)
Nesta equacao, £ é a forga eletromotriz induzida em um circuito devido a uma
variagdo temporal do fluxo magnético ®p, definido como

dp = //S B - ada. (6.2)
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Esta definicdo do fluxo magnético para uma superficie S implica em uma
das nomenclaturas para o campo magnético B, isto ¢, a densidade de fluxo
magnético. O sinal negativo expressa o fato que a forga eletromotriz tem um
efeito que se opde & variacdo do fluxo magnético (lei de Lenz).

Considere entdo duas espiras
FIGURA 6.1: REPRESENTACAO ESQUEMATICA DE .

C;1 e Gy, percorridas por correntes
puas ESPIRAS C1 E Cp, PERCORRIDAS POR COR-

de intensidades I; e I, respectiva-
RENTES DE INTENSIDADES Il E 12, RESPECTIVA-

MENTE, GERANDO UM CAMPO MAGNETOSTATICO mente’ gerando um CampO magne_

B No Espaco. A Espira Cp SOFRE ACAO DEUMA  t1CO Magnetostatico Bnoespago. Ad-
FORCA EXTERNA F. mita que a espira C; pode ser deslo-

cada pela acdo de um agente externo
por uma forca F (veja a figura ao
lado). Quando um agente externo
aplica uma forca F na espira Cj, te-
mos uma situagdo em que o fluxo
magnético P, (fluxo na espira C;
para o conjunto) varia devido ao mo-

+ vimento da espira em campo magné-
/ Y ticondo uniforme, ou seja, surge uma

b

forca eletromotriz devido ao movi-

mento. O que a experiéncia mostra é
que a espira C; ird apresentar resis-
téncia ao movimento, portanto, al-
gum trabalho serd realizado contra o trabalho realizado pela forca ﬁ, por isso
neste caso dizemos que serd estabelecida na espira uma forca contra eletro-
motriz. Se multiplicarmos esta forca contra eletromotriz pela intensidade de
corrente [;, teremos o trabalho realizado por unidade de tempo sobre as cargas

- : L. dW
no circuito em Cy, ou seja, a poténcia TR

Com efeito, se a espira for deslocada com velocidade constante, a potén-
cia desenvolvida sera

AW
AW ddy
T a v (6.4)
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e considerando uma situagdo em que a corrente € estaciondrial,
AW = *Ildcbzl. (6.5)

Esta tiltima equagdo sugere que um trabalho infinitesimal devido a forga
F s6 depende da corrente na espira C; e da variacao do fluxo magnético ®,;
na espira C, isto é, s6 depende da configura¢do do par de espiras considerado,
permitindo-nos escrever uma energia potencial para o sistema. Esta energia
de configuracdo é definida como energia potencial magnetostatica U;,, onde
podemos escrever que o trabalho infinitesimal realizado sobre a espira C; é
dado por
AW = —dlyy, (6.6)

implicando em
Uz = [Py (6.7)

Nao ¢ dificil perceber que, como se trata de uma energia de configuracdo, a
troca de indice leva a um resultado simétrico, ou seja, Upy; = Ujp = LP1p.
Resumindo, a energia potencial magnetostatica sé depende da configuragao
do par de espiras, isto €, suas correntes e fluxos magnéticos, de tal forma que
um trabalho realizado sobre algum dos circuitos muda esta configuragdo e
consequentemente o valor desta energia.

Para um conjunto de N espiras, a energia total da configuragdo serd dada
pela soma de todos os pares, ou seja,

U=

ZZﬁ@ﬁ (6.8)

i=1j=1

N =

N
=1

com o fator meio sendo colocado para compensar a dupla contagem de um
par de espiras. Perceba que podemos fatorar a i-ésima corrente da soma em j,

escrevendo
1N N
u:igb 2¢ﬁ. (6.9)
i= j=

1Aqui vale uma nota importante: estamos neste ponto do texto no limiar entre a magnetostatica

e a eletrodinamica (campos dindmicos). Ao deslocar uma espira, em uma regido onde atua um
campo magnético, inevitavelmente surgird uma forga eletromotriz devida ao movimento, bem
como o campo magnético gerado pela espira deslocada serd varidvel com tempo. No entanto, na
magnetostética, estamos interessados apenas nos estados estaticos, ou seja, 0s momentos antes e
depois de a dindmica ocorrer, e que toda evolugdo no estagio dinamico é feita mediante processos
quase-estaticos.
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A quantidade entre parénteses é a soma do fluxo magnético devido a todas
as espiras sobre a i-ésima espira (®;), inclusive o fluxo magnético devido ao
campo gerado por ela mesma (quando j = i), de tal maneira que

N
q)i = Z cDji/ (6.10)
e, consequentemente,
1N
=5 Y ;. (6.11)
i=1

Por outro lado, o fluxo magnético total na i-ésima espira pode ser escrito como

CDZ‘ = // E . ﬁidlli, (6.12)
Si
P, = // (V X A) 'ﬁl’dﬁli, (6.13)
Si

P, = yg A . d?i/ (6.14)
Ci

sendo

onde aplicamos o teorema de Stokes. Substituindo agora a equacdo na
equagaol6.11} temos a energia potencial magnetostatica com uma integracéo do
potencial vetor sobre todos os circuitos, ou seja,

1Y -
= 5 Z I,’fé A- d7i/ (6.15)
i=1 i

N
_ 1 Zyﬁ (4, A)dr. (6.16)

Para distribui¢des continuas de correntes, basta substituirmos a soma em i por
uma integracio em 7, bem como substituirmos Lidr; por K(7')da’ ou K(7')dt’
para densidades superficiais ou volumétricas de correntes, respectivamente.

1 TroIN R /
_ 5//y;(?) A, (6.17)

para densidades volumétricas de corrente e

// () - A®)da (6.18)
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para densidades superficiais de corrente. O volume V ou a superficie S devem
ser de tal maneira que englobem toda a distribui¢do de corrente.

Vamos agora proceder de maneira andloga ao que fizemos com a energia
potencial eletrostatica. Recorrendo & equacdo de Maxwell V x B = ‘uOT, a
integral para energia potencial magnetostatica para densidades volumétricas
de corrente fica da seguinte forma:

_ ;///V Vlo(v x B) - Adr. (6:19)

Usando agora a identidade vetorial

= —

V.-(BxA)=(VxB)-A—(VxA)-B, (6.20)

temos que

V- _)>< dT+—// V><A BdT 6.21
2#0// 2ug (6.21)

3.7 2
u= 2}[0 (B x A) - nda+2 o /// Bdt. (ST) (6.22)

Esta dltima equacgdo indica que, uma vez escolhendo uma superficie S que
englobe toda distribuicdo de corrente, a energia potencial magnetostatica serd
resultado de duas integrais. Se a distribuicdo de corrente for finita de tal modo
que para pontos com ¥ — oo, tanto o campo magnético B como o potencial
vetor magnético A tendam a zero, podemos recorrer ao mesmo artificio usado
na eletrostatica, e escolher uma superficie esférica de raio r infinito, de tal
maneira que a primeira integral do fluxo de (B x A) se anule. Sendo assim,
restaria-nos calcular somente a segunda integral sobre todo o espaco, ou seja,

= Z:KJ///VBZdT (6.23)

e identificamos aqui a densidade de energia no campo magnetostatico B, no

SI, expressa por uy, = B?/2, em analogia a densidade de energia no campo
eletrostatico. Para encontramos a densidade de energia no sistema CGS, basta
usarmos a relagdo de transformacado entre campos de tal forma que, no
Vacuo,

m = B?/8m, (6.24)
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0 que permite escrever que a energia total serd

u= 8L7r ///V B?dt. (6.25)

Vale aqui ressaltar uma vantagem do sistema CGS em relagdo ao sistema in-
ternacional. Em muitas situa¢des de interesse do eletromagnetismo classico,
vamos nos deparar com a necessidade de se calcular a energia em um campo
eletromagnético. Isto que dizer que precisaremos calcular a energia total asso-
ciadas aos dois campos simultaneamente. No SI, teremos que a densidade de
energia iy, sera

_ eE?  B?
tem = — 20’ (6.26)
ao passo que, no CGS,
1
Uom = —n(EZ + B?). (6.27)

Perceba que no SI, como as unidades para os campos E e B sio diferentes (N/C
para EeT para E), os coeficientes €y e /9 devem compensar essa diferenca de
unidade de tal forma que a densidade de energia seja em J/m>. Ja no CGS,
como as unidades para os campos E e B sio iguais (Gauss), a soma é direta,
sendo a densidade de energia expressa em erg/cm?3.

Voltemos agora nossa atengdo para o calculo do fluxo magnético parti-
cularmente na i-ésima espira, ou seja, a equagao ndo nos custando muito
escrever novamente,

M=

®; =
1

]

O termo ®;; expressa o fluxo magnético devido a j-ésima espira sobre a i-ésima
espira. Sendo assim, podemos escrever que

D) 2//5 Bj; - iyda;, (6.29)

CD]'i = fé A]l(7l) . d?i/ (630)

sendo B ji € A ji © campo e potencial vetor magnético, respectivamente, devidos
a j-ésima espira sobre a i-ésima espira. Neste momento, temos que notar que
este potencial vetor magnético é dado como fungao da posicao 7; que localiza
um elemento de deslocamento d7; na espira C;. No regime magnetostético,
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podemos recorrer a lei de Biot-Savart e escrever este potencial vetor magnético

L w7
A7) = 10 yﬁc al} (6.31)
]

COmo se segue:

E . i]'i ’

de tal maneira que o vetor separagdo entre os elementos de deslocamentos é
¢ji = 7; —7j, sendo 7; o vetor que localiza o elemento de deslocamento d7; na
espira C; e 7; o vetor que localiza o elemento de deslocamento d7; na espira C;
(veja a figura[6.2)).

Se substituirmos o potencial vetor
magnético da equagdo na equacao
do fluxo magnético, temos

FIGURA 6.2: REPRESENTACAO ESQUEMA-
TICA DE DUAS ESPIRAS C; E C j, PERCORRIDAS

POR CORRENTES DE INTENSIDADES [; E Ij,

- RESPECTIVAMENTE. A ;;(7;) £ O POTENCIAL
Ho I j d?’] . A .
D = yrs —= | -d7;, (6.32) VETORMAGNETICO DEVIDO A j-ESIMA ESPIRA
i 7T . 2ii ., -
Ci G SOBRE A i-ESIMA ESPIRA LOCALIZADO EM 7,

NO DESLOCAMENTO INFINITESIMAL d7;. Zj;
d? . d? E A POSIGAO DO DESLOCAMENTO INFINITE-
Ho jo el - N
D = I yp ¢ 75 — | (6.33)  sIMAL dF; EM RELACAO AO DESLOCAMENTO
Gi /G 1t INFINITESIMAL d?j, POSICIONADO EM ?j.
Note que o termo entre parénteses nesta
dltima equacdo é uma constante prove- z
niente da integracdo que leva em conta a I
configuragdo geométrica das espiras C; e
Cj, fazendo com que o fluxo magnético C;

na i-ésima espira devido a j-ésima espira

seja proporcional a intensidade de cor-

[
<3|
=

rente na j-ésima espira. Esta constante
de proporcionalidade é chamada de co-
eficiente de induc¢io Ll-j, de tal maneira
que

Lj=12 == .
Y 47T ygi éj 2ji ’ (6 35)

também conhecida como relagdo de Neumann. Note que, se trocarmos os indi-

= Lijlj, (6.34)

com L;; sendo dado por

ces, a integral permanece inalterada, sendo portanto o coeficiente de indugdo
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uma quantidade simétrica, isto €, Lij=Lj. Paraa autoindugdo, temos i = j, ou
seja, L;; que chamaremos apenas de L, definida como sendo a autoindutancia,
ou simplesmente indutincia. Apenas para diferenciar os vetores na prépria
espira, vamos usar 7 e 7, de tal modo que

a7 - d7'
sz—i%ﬁ]g p (6.36)

Do ponto de vista pratico, os dispositivos capazes de armazenar energia

comz=7—7.

potencial magnetostatica sdo chamados de indutores. A energia potencial mag-
netostatica em um indutor corresponde exatamente ao termo de autoenergia
na expressao da equagao ou seja,

1
U= EL12 i (6.37)

em analogia a expressdo da energia potencial eletrostdtica de um capacitor
CV?2/2. No SI, a andlise dimensional ir4 revelar que a indutancia possui uni-
dades de J/A?, definida como 1 Henry (H)?, de tal modo que:

1H=1]/A% (6.38)

No CGS, temos como unidade para indutincia o statHenry (stH), definido
como
1stH=1 erg/stAz, (6.39)

1stH=1s%/cm. (6.40)

A transformacdo para o CGS herda a transformagdo das intensidades de cor-
rentes I = Ig;\/47T€p, ou seja,
Lg 1
== —4mey = ———— stH/H, 6.
Ls 70 = (3,998)2 < 101 *H/ (64

Lo 1

Apesar de nossa abordagem inicial se referir somente a espiras, a indu-
tancia pode ser calculada para indutores das mais variadas geometrias, inclu-
sive objetos carregados executando rotagdo gerando densidades superficiais ou

2Joseph Henry: (1797-1878) cientista estadunidense.
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volumétricas de corrente. Nestes casos, a dificuldade imposta pelas integracdes
dos coeficientes da indutdncia fogem do escopo deste texto. Para darmos uma
amostra de como os coeficientes de inducdo levam a integrais de dificil solu-
¢do, iremos calcular a indutancia entre duas espiras coplanares (exemplo [6.3).
Mesmo em geometrias aparentemente simples, os calculos das integrais de in-
dutancia pela relagdo de Neumann nédo sdo nada triviais. No entanto, caso a
geometria do indutor facilite, podemos determinar a indutancia de uma forma
mais simples seguindo os seguintes passos:

(I) Calculamos o campo magnético B para o indutor percorrido por uma
corrente I.
(II) Determinamos o fluxo total ® no indutor.

(OI) Usamos a expressdo L = ®/I para determinar a indutancia.

ExempLO 6.1. Determine a indutancia de um solenoide muito longo com
densidade de voltas 7, raio R e comprimento / (R < [). Calcule a energia
armazenada no solenoide cilindrico quando percorrido por uma corrente I.
Para todas as consideracdes, despreze os efeitos de bordas (veja a figural6.3).

SoLrugAo: Vamos lancar mdo de argumentos de
. . R N FIGURrA 6.3: VIsAo DA SECCAO
simetria para chegar a expressdo para o campo .
EM UM DIAMETRO DO SOLENOIDE

magnético dentro e fora do solenoide. Como a p
EM FORMATO CILINDRICO. A

corrente circula na diregao ¢, 0 campo magnético . ;rua C ¢ UMA AMPERIANA QUE

deve circular na dire¢oes p e £, como determinaa  gpri ysapa PARA DETERMINAR O

leide Ampére na forma diferencial V xB= ]/l()] CAMPO MAGNETICO DENTRO DO
Em principio, o campo magnético seria escritoda  soLENOIDE.

seguinte forma: z
- A~ .

. K=nI¢ Amperiana

B =Byp+ B:Z (6.43)

No entanto, considerando um solenoide muito

longo, a componente p deve ser nula, restando- ‘

nos um campo magnético escrito na forma LA LAl

B = B.2. (6.44)

Como ndo hé corrente nem fora nem dentro do

solenoide, pois toda corrente se encontra na su-

perficie, o rotacional de B deve ser nulo nesssas R
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regides, ou seja, V X B = 0. Isso implica dizer que o campo magnético para o
solenoide longo deve ser uniforme tanto dentro como fora do solenoide. Fora
do solenoide, o campo magnético sera nulo, pois o solenoide é muito longo, as
linhas de campo magnético ndo “escapam” do interior do solenoide, perma-
necendo sempre em seu interior. Usando a geometria proposta proposta na
figura6.3} ao lado, vamos aplicar a lei de Ampere na forma integral

-¢C E 7 = ,uOIenc/ (645)

sendo C uma amperiana retangular de altura /, com metade de sua area interna
e outra metade externa ao solenoide. Sendo assim, a circulagdo do campo
magnético serd diferente de zero no segmento vertical interno ao solenoide. A
corrente encerrada pela amperiana sera simplesmente I, = KI = nll. Com
efeito,

B;l = yonll, (6.46)

Bz = ponl, (6-47)
onde chegamos a expressao para o campo magnético no interior do solenoide
longo,

B = ponlz. (6.48)

Ap6s determinar o campo magnético, vamos determinar o fluxo total ® para o
solenoide. Como o campo magnético é uniforme, o fluxo magnético para cada
volta do enrolamento serd simplesmente a intensidade do campo magnético
vezes a area de seccdo do solenoide, ou seja, BA = pgnl - mR?. Para todo o
solenoide de N voltas, o fluxo magnético total serd

® = NugnlnR?, (6.49)
21R2
o - LTNIR (650

Com posse do fluxo total ®, podemos usar agora a defini¢do de indutancia
L=®/],

d 2R?
Q _; _ MoTNR® i (6.51)
I !
ou, em termos da densidade de voltas,
L= yonanzl . (6.52)
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Note que a indutancia s6 depende de fatores geométricos do solenoide. Ela
ndo depende do campo magnético estabelecido ou da corrente elétrica. Vale
salientar aqui que as expressdes acima obtidas para indutdncia do solenoide
cilindrico representam um resultado aproximado, tendo em vista todas as
aproximagdes feitas no cdlculo do campo magnético.

A energia magnetostatica armazenada no solenoide cilindrico serd cal-

culada pela expressdo obtida

1

u= ELIZ, (6.53)
conduzindo ao seguinte resultado:
2R2112
otn“R=11
=R (6:54)

E importante mostrar que esse resultado é exatamente igual ao resultado pro-
veniente de outro método de calculo, através do uso da densidade de energia
magnetostdtica no campo magnético. Lembremos que a energia armazenada
no campo magnético pode ser obtida via integragdo em todo o espago

= 0 /// B%dt. (6.55)

Desprezando os efeitos de bordas, o campo s6 existird dentro do solenoide
cilindrico e serd uniforme. A integral acima serd simplesmente a densidade de
energia magnetostética vezes o volume do solenoide, isto é,

BZ
u=— 270 7R, (6.56)
2
U= (V;)ZOI)NRZZ’ 6.57)
n?R211%
U= P‘Of : (6.58)

ELETROMAGNETISMO CLASSICO VoruMme II



CAPiTULO 6. ENERGIA POTENCIAL MAGNETOSTATICA E INDUTANCIA 130

Exempro 6.2. Considere dois solenoides cilindricos coaxiais de raios R; e
Ry, com Ry > Rj. O solenoide de raio R; é muito longo comparado ao

solenoide de raio Ry, cujo comprimento é [. O enrolamento no solenoide

de raio Ry possui n; voltas por unidade de comprimento, ao passo que

o enrolamento no solenoide de raio R possui 1, voltas por unidade de

comprimento. Determine o indutidncia mutua entre os solenoides (veja a

figura[6.4).

FIGURA 6.4: SOLENOIDES CILIN-

DRICOS COAXIAIS.

4

-

.

\:\E\\l

[

7

/
il

\

o

SorucgAo: Para encontrarmos a indutdncia mu-
tua entre os solenoides, vamos considerar que
uma corrente elétrica, de intensidade I, percorre
o solenoide longo, de tal forma que circula no
sentido anti-horario. Desta forma, j4 mostramos
no exemplo [6.1] que o campo magnético gerado
por um solenoide longo é uniforme em seu inte-
rior e diretamente proporcional & densidade de
voltas por unidade e a intensidade da corrente
elétrica. Com efeito, o campo magnético gerado
pelo solenoide 1 sobre o solenoide 2 serd

Bip = pom I2. (6.59)

O fluxo total deste campo sobre o solenoide 2

@12 = // Elz . ﬁzdﬂz. (6.60)
S

Como Bjp é uniforme, o fluxo magnético serd

sera

apenas o produto do médulo do campo pela drea de seccdo do solenoide 2

vezes a densidade de voltas 1, vezes o comprimento L. Com efeito,

D1y = ponql - nR%nzl, (6.61)

@12 = ]le?TR%Tllnle. (662)

Note que esta equagdo para o fluxo obedece a equagdo que ja constamos para

um sistema de espiras, isto é,

D1y = Loy, (6.63)
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atestando que o fluxo magnético realizado pelo solenoide 1 sobre o solenoide
2 é proporcional a intensidade da corrente no solenoide 1. A constante de L,
é a indutanica muitua desejada. Escrita expressamente, a indutancia mutua Ly
serd

L1y = porR3ninyl | (6.64)

ExempLO 6.3. Determine o indutancia mtitua de um par de espiras circulares
coplanares e concéntricas de raios Ry e Ry (R > Rj) (veja a figura 6.5).

SorucgAo: Os vetores de interesse para o cél-
. . . N FiGURA 6.5: PAR DE ESPIRAS COPLA-
culo da indutancia mutua sdo: R

NARES E CONCENTRICAS E VETORES DE

— ~ . ~ INTERESSE PARA O CALCULO DA INDU-
e 71 = Ry(cos 1% + sin 7)),

TANCIA MUTUA.
e 7 = Rp(cos % + sin o)),

R Yy
- 2 2
o 47y = Rodrpr, g7 A dr.
2 i
De tal maneira que P )

dry - dfy = RyRodprdgody - o, (6.65) \J X

dry -dry = RlRZd(Pld(PZ COS((PQ — (Pl), (6.66)

e, para z1p = 7 — 77, temos
212 = (Rycos ¢ — Ry cos¢p) % + (Ry singy — Ry sing)7, (6.67)

com moédulo igual a

21p = \/R% + R% —2R1Ry COS(¢2 — 471), (6.68)

Aplicando na relagdo de Neumann (6.35), temos

Ly = Ho /27[ /27[ RiRydp1d ¢ COS(QDZ — 471) (6.60)
4o Jo R+ R — 2Ry Ry cos(¢ — )

Perceba que esta integral apresenta um acoplamento entre as varidveis ¢; e
¢2, e podemos recorrer a técnica da matriz Jacobiana para facilitar o célculo.
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Considere agora as novas variaveis « e  de tal modo que

lx j—
$1=— P
(6.70)
o+
2= ﬁ,
A matriz Jacobiana para este sistema é
91 o
dn  df
J= ’ (6.71)
9 O
do  df
1/2 -1/2
J= , (6.72)
1/2  1/2
com moédulo do determinante | det{]}| = 1/2. Dessa maneira, a integral fica
RiRy [47 (71 dwadp cos
Li, = }404711 2 / / 2T o peosp , (6.73)
0 J-2w2, [R2 4 RZ—2RyR; cos b
]/loRle 1 /47( /27[ dﬁ Ccos ﬁ
Lip = - :
12 i 2 ), de | , (6.74)

2n \/R% + R2 — 2Ry R, cos B

e, usando o fato que o integrando é uma fungdo par em intervalo simétrico,
temos que

27 dp cos
Lip = HOR1R2/ peosp . (6.75)
0 \/R3+RZ—2RyR; cos b

Para resolver essa tltima integral, vamos usar um pardmetro 0 < k < 1, de tal
maneira que

4R1R
=, 6.76
(R1 + Rp)? (©70)
e também vamos recorrer a identidade trigonométrica
cosf=1-— 2sin? (5) . (6.77)
Note que
4R1R
R?+R3 = k12 2 _2RiR,. (6.78)
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Substituindo estas duas tiltimas equagdes na integral da equagao temos

o [1—25m (ﬂ)]dﬁ
2= JoRiRs | — . (6.79)
% — 2RyR; — 2R{ Ry + 4R Ry sin? (ﬁ)

o {ZCOSZ (i) - 1} ap
1= V0R1R2/0 R : , (6.80)

1182 .2

\/k2 — 4R Ry [1 — sin <2>}
k {2(:052 (ﬁ) - 1} ap
27

L, = Hov §1R2 / 2 . (6.81)

1 — k2 cos? (g)

Vamos usar, agora, a transformacao de varidvel § = 7t + 2¢, de tal modo que

\/R R, [™?k[2 —1]d
Ly, = FV 122 / sin¢ ~ 1] dy (6.82)
7/2 /1 —K2sin? ¢
e por ter um integrando par em intervalo simétrico,
/2 k[2sin?p—1]d
L1z = pov Rle/ ¢ ?, (6.83)

1—k2sin? ¢

O termo /1 — k2sin” ¢ é um indicativo que podemos expressar esta integral

em integrais elipticas. Vamos rearranjar os termos da seguinte maneira:

[2ksin2cp—k+ % - ﬂ d¢

/2
L = joV/RiRs | i (6.84)
2 2 .
/2 [(k —k) —Z (1 —kzsngb)} de
Lip = pov Rle/O (6.85)

\/1—k2sin? ¢ ,

/2
k/ 1 — k2 sin? 4)014)}

(6.86)

1-— k2 sin?

L1z = pov/RiRz [( >/n/2
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onde chegamos finalmente a um resultado para a indutancia mdtua entre as
duas espiras, isto €,

Ly = Hoviike (1- 'i) () - E(6)] | (687)

sendo K(k) e E(k) as integrais elipticas de primeira e segunda espécie, respec-
tivamente. As integrais elipticas sdo integrais que podem ser resolvidas por
métodos numéricos. Isto mostra que o cdlculo de coeficientes de indutancia,
mesmo que para geometrias simples, pode conduzir a cdlculos complicados.

Para termos uma ideia quantitativa de valores para a indutancia mutua
entre as duas espiras, vamos definir um parametro x = R;/R; (adimensional)
sendo a razdo entre os raios das espiras. Em termos de x, teremos que

k(x) = | — (6.88)

Ly = % L\f{m { [1 _ k(;ﬂ K[k(x)] - E[k(x)}}, (6.89)

Lia, . 2uoyx k(x)2
= 2 [ D k) - ekl || (690)

Por exemplo, para x = 0,5, Ry, =
FIGURA 6.6: PAR DE ESPIRAS COPLANARES E . . i .
. 2Ry, ou seja, o raio da espira maior
CONCENTRICAS E VETORES DE INTERESSE PARA O .

" " . corresponde ao dobro da espira me-
CALCULO DA INDUTANCIA MUTUA.

nor. Com ajuda computacional, a ex-

50 pressdo acima pode ser calculada e

E 40 assume o seguinte valor:

T

7 @(0 5)=5,5x 1077 H/m

o 3,0 R 7 i .

= 2

5 (6.91)
x 20 Nestas circunstancias, para uma es-
NE 10 pira maior com Ry = 0,1 m, a indu-
e tancia serd

0

0 025 05 075 0831  1,,(0,5)=55x10"°H. (6.92)

X

) . L . .
A flgura acima, mostra como % (x) aumenta com x, divergindoem x = 1.

2
Os valores indicados foram:
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L1y

. R2(025)—01><47r 107 H/m.
. ?{122(0 5) =0,42 x 47-1077 H/m.
. ?{122(0 75) = 1,18 x 477-10~7 H/m.
. 1;22(0 83) = 1,62 x 47-10~7 H/m.

Vamos estudar agora uma aproximacdo interessante, que servira para
verificarmos o resultado obtido para indutancia mutua das espiras em uma
situagdo mais simples. A aproximacdo consiste em considerarmos Ry >> Rj,
ou seja, a espira de raio menor é muito pequena comparada a espira de raio
maior. Neste caso, se uma corrente elétrica de intensidade I percorrer a espira
de raio Ry, o fluxo magnético sobre a espira de raio R; serd, aproximadamente,
devido ao campo magnético no centro da espira de raio Ry, que, como ja
sabemos, vale tol

Para R, > Rl,

R SUPY (6.93)
Ry
Usando as expansdes em séries de poténcias para as integrais elipticas K(k) e
E(k) (veja no apéndice [C), temos

i k2 9k* | 25k°
m k2 3k*  5k°
A expressdo entre colchetes da equacio|6.87] podera ser reduzida para
k2 ikt 3k 75k

Considerando que k < 1, levaremos em conta apenas o primeiro termo da
expresdo acima, o que implica em

[(kzz - 1) K(k) — kzzE(k)} At 7;—];4 (6.97)

Com efeito,

2 \/R R, mk*
Lip ~ P20 (6.98)
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k3
Lip =~ o/ RlRZFI (6.99)

/R
le ~ oV R1R2%8 Y Rfl/ (6.100)
2

2
~ yoan

L
12 2R,

(6.101)

Perceba que, se multiplicarmos este resultado por uma intensidade de corrente
I, percorrendo a espira de raio maior, a induntancia muatua aproximada sera

a razdo do fluxo magnético sobre a espira menor, devido ao campo gerado na
pol

origem pela espira maior , isto é, Ry
2

sobre a drea 71R? da espira menor.

PARrTE I. MAGNETOSTATICA NO VACUO Arves, T. M. L.



LiSTA DE QUESTOES 1

QuesTio L1. Usando a lei de Ampeére na forma integral no CGS, determine o
campo elétrico B(p), a uma distancia p de um fio infinito percorrido por uma
corrente elétrica de intensidade I que se encontra isolado no vacuo. Calcule
quanto vale a intensidade do campo magnético em Gauss para uma distancia
p = 10 cm e uma corrente de intensidade I = 3 X 10° stA. Quanto vale a
intensidade deste campo magnético em Tesla?

QuesTAo I.2. Considere um fio formando dois segmentos semi-infinitos (x > R
e x < —R) e um semicirculo de raio R com centro coincidindo com a origem
de um sistema cartesiano, percorrido por uma corrente elétrica de intensidade

I, como indica a figura[6.7)a seguir.

F1GURA 6.7: F10 FORMANDO DOIS SEG-
Considerando que o fio se encontra no es- MenTOS SEMI-INFINITOS (X > R E
pago livre (vacuo), no SI, determine: x < —R) E UM SEMICIRCULO DE RAIO
R cOM CENTRO COINCIDINDO COM A
(a) O Campo magnético no pOIltO P de pOSi_ ORIGEM DE UM SISTEMA CARTESIANO.
gdo? =1z 2.
(b) Encontre uma expressdo para o campo z
magnético na origem (z = 0) e calcule
sua intensidade, para uma corrente I = R

1AeR=0,10m.
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QuesTtio 1.3. Considere uma esfera macica de raio R, uniformemente carre-
gada com densidade volumétrica p no vacuo. Ela entdo é posta a girar com
velocidade angular @ em torno de um eixo que passa pelo seu centro. Deter-
mine o potencial vetor magnético em uma posicdo distante r do centro da esfera,
fazendo um angulo § com o eixo de rotagdo, considerando dentro (r < R) e fora
(r > R) da esfera. Com posse o potencial vetor magnético, determine o campo
magnético B para pontos fora e dentro da esfera. Determine também a energia
magnetostatica deste sistema.

QuesTtio I.4. Considere uma “chapa” condutora de extensdo infinita no espaco
livre (vdcuo) de espessura H, compreendida entre —H/2 < z < H/2, no
sistema de referéncia cartesiano, como indica a figura a seguir. Por esta
chapa, percorre uma densidade de corrente uniforme | = J7.

FiGura 6.8: REPRESENTA(;‘AO FINITA DA “CHAPA” CONDUTORA PERCORRIDA POR UMA DENSIDADE

VOLUMETRICA DE CORRENTE UNIFORME | = [}, COMPREENDIDA ENTRE —H /2 <z < H/2.

H/2

! -H/2

y

;7 I

(a) Usando a lei de Ampere na forma integral, determine o campo magnético
B(z) para as regides com |z| > H /2 (fora da chapa) e |z| < H/2 (dentro da
chapa).

(b) Determine o campo magnético agora pela lei de Gauss na forma diferencial.
Use o fato que campo magnético deve ser finito e continuo para todas as
regides do espaco e nulo em z = 0.

QuesTtio L.5. Considere um disco isolante de raio R com centro coincidindo
com a origem de um sistema cartesiano, carregado com densidade superficial
uniforme ¢, que se encontra isolado no véacuo, como indica a figura[6.9|a seguir.
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Determine, no SI:

(a) O momento de dipolo magnético 77 para
disco carregado girante.

(b) O potencial vetor magnético de dipolo
para pontos arbitrdrios no espago de lo-
calizacdo (r,0), com r > R.

(c) O campo magnético de dipolo para pon-
tos no eixo Byjp(z).

(d) Verifique se na aproximagdo z > R os
resultados para lei de Biot-Savart e de
dipolo magnético coincidem.

FIGURA 6.9: DiscO ISOLANTE DE RAIO
R CARREGADO COM DENSIDADE SU-
PERFICIAL UNIFORME 0 GIRANDO EM
TORNO DO EIXO Z COM VELOCIDADE AN-

GULAR (.

N1

QuesTtio 1.6. Considere dois fios de comprimento L paralelos e distantes d

um do outro, percorridos por uma corrente elétrica de intensidade I, na con-

figuracdo do experimento da balanca de Ampére, como indica a figura a

seguir.
Com base no exposto, calcule:

(a) A intensidade forca magnética que atua
nos segmentos sem aproximacdo para
I>d.

(b) A intensidade forca magnética que atua
nos segmentos com aproximagdo para
[>d.

(c) A diferenga percentual entre as intensi-
dades calculadas nos itens a e b conside-
randoL = 0,50 med = 0,04 m.

QuesTAo L.7. Seja um dipolo magnético puro
pontual 71 = mZ no vécuo localizado na ori-
gem de um sistema de coordenadas cartesi-
ano e no centro de uma superficie esférica

FiGura 6.10: F1os FINITOS PARALE-
LOS DE COMPRIMENTO L, COMPREEN-
DIDOS ENTRE Z = —L/2E2z = L/2,
PERCORRIDOS POR CORRENTES ELETRI-
CAS DE MESMO SENTIDO E INTENSIDADE
I.

Z
L/2 L/2
4
-L/2 -L/2
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gaussiana S de raio R. Verifique a equagdo fundamental da magnetostatica
para a superficie gaussiana

# B-ada=0. (6.102)
S

QuesTio I.8. Considere uma espira quadrada de lado L percorrida por uma
corrente elétrica de intensidade I no vacuo, como representa a figura a
seguir.

Determine:
FIGURA 6.11: ESPIRA QUADRADA DE LADO

L PERCORRIDA POR CORRENTE DE INTENSI- (a) No SL qual a expresséo para o campo

DADE I. A ESPIRA SE ENCONTRA NO PLANO magnético no ponto P, localizado no
X-Y COMPREENDIDA ENTRE —L/2 < x <

L/2e—L/2<y<L/2

eixo z (¥ = zZ)?

(b) No SI, qual é o valor da intensidade
do campo magnético para o centro da
espira quadrada considerando L =
20cmel =1A?

() O valor do campo calculado no item

I _-L/2

b para o sistema CGS?

-L/2

L2 1 (d) Aintensidade do momento dedipolo

N / 1.2 magnético desta espiranoSlparaL =
20cmel =1A?

QuesTtio I.9. Uma fita condutora muito extensa de espessura L se estende no
plano x-y entre —L/2 < x < L/2 e —co < y < 409, sendo percorrida por uma
densidade superficial de corrente uniforme K = K}, como ilustra a figura
a seguir.

FIGURA 6.12: FiTA CONDUTORA MUITO EX-  Determine o campo magnético em um
TENSA PERCORRIDA POR UMA DENSIDADESU-  PONnto no eixo z distante d da fita. Mos-

PERFICIAL DE CORRENTE UNIFORME K = K. tre que no limite de d > L, o campo
magnético é tipico de um fio fino infinito
z percorrido por uma corrente elétrica de

intensidade I = KL.

PARrTE I. MAGNETOSTATICA NO VACUO Arves, T. M. L.
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QuesTio L.10. Seja um cilindro uniformemente carregado com densidade vo-

lumétrica pp no vacuo, com eixo principal coincidindo com o eixo z de um

sistema cartesiano.

O cilindro possui de raio R e estd compreen-
didoentrez = —L/2ez = L/2, tendo com-
primento L. Este cilindro é posto sob uma ro-
tagdo de velocidade angular & em torno do
eixo z. Calcule o campo magnético para pon-
tos sobre o eixo z para |z| > L/2e|z| < L/2,
ou seja, para pontos dentro e fora do cilindro.

QuesTAo I.11. Considere duas espiras circu-
lares de raio R percorridas por uma corrente
elétrica I, ambas circulando no sentido anti-
horério, paralelas ao plano x-y, com os mes-
mos eixos de simetria no eixo z, em z = =£h,

como mostra a figura a seguir.

Determine:

(a) O campo magnético B(z) para pontos no
eixo z. Faca um esbogo do grafico de
B(z).

(b) Mostre que, na origem, o campo magné-
tico possui intensidade maxima.

(c) Mostra que, na configura¢do de Helmholtz
(2h = R), 0o campo magnético é uniforme
nas proximidades da origem. Dica: Cal-
cule a segunda derivada de B(z) em re-
lagdo a z.

Ficura 6.13: CILINDRO UNIFORME-
MENTE CARREGADO DE COMPRIMENTO
L E RAIO R ROTACIONANDO COM VELO-

CIDADE ANGULAR (J EM TORNO DE SEU

EIXO PRINCIPAL.

FIGURA 6.14: PAR DE ESPIRAS CIRCU-
LARES DE RAIO R PERCORRIDAS POR
UMA CORRENTE ELETRICA [, AMBAS CIR-
CULANDO NO SENTIDO ANTI-HORARIO,

DISTANTES 2/1.
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QuesTtio L.12. Considere uma bobina de enrolamento toroidal de N voltas,

com secgdo retangular compreendida entre um raio interno Ry, raio externo Ry

e altura h percorrida por uma corrente I, como mostra a figura a seguir.

FIGURA 6.15: TRES VISTAS DA BOBINA
DE ENROLAMENTO TOROIDAL COM SEC-
CAO RETANGULAR COMPREENDIDA EN-
TRO UM RAIO INTERNO Rj, RAIO EX-
TERNO Ry E ALTURA N PERCORRIDO
POR UMA CORRENTE I. DE CIMA PARA
BAIXO, UMA VISAO EM PERSPECTIVA, NA
SECGAO RETANGULAR E NA SECCAO CIR-

CULAR DA BOBINA.

-

Considerando coordenadas cilindricas (p, ¢, z)
e que o material do nicleo enrolado nao é
magnético (considere o vacuo), determine
(no CGS e no SI):

(a) O campo magnético B(p) no interior da
bobina a um distancia p do eixo principal.

(b) Uma expressdo para energia magnetos-
tatica armazenada na bobina.

(¢) A indutancia da bobina.

(d) Considerando N = 1000 voltas, R; =
5,0cm, R, = 10,0cm, I = 1Aeh =
3,0 cm, calcule a energia armazenada e a
indutancia da bobina.

PARrTE I. MAGNETOSTATICA NO VACUO Arves, T. M. L.
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QuesTtio 1.13. Considere uma coroa cilindrica isolante muito longa de raio

interno R; e raio externo Ry, carregada com densidade volumétrica de carga

po- Esta coroa é posta sob uma rotagao de velocidade & em torno do seu eixo

principal a figura a seguir.

Considerando as coordenadas cilindricas (0, ¢, z), Figura 6.16: COROA CILINDRICA
determine (no CGS):

(a)

(b)

(©

A expressdo para a densidade volumétrica
de corrente | em fungdo de uma distancia p
do eixo de rotacdo da coroa.

As expressdes para 0 campo magnético em
todas as regides do espaco, ou seja, para pon-
tos dentro da cavidade da coroa (p < Ry),
para pontos dentro da coroa (R; < p < Rp) e
para pontos fora da coroa (0 > Rj). Dica:
Use argumentos de simetria e o fato do
campo magnético ser continuo para distri-
buicées volumétricas de correntes.

As expressdes para o potencial vetor magné-
tico em todas as regides do espaco.

(d) A energia magnetostatica por comprimento.

ISOLANTE CARREGADA GIRANTE.

V4
W
>

(b)
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Questio I.14. Considere um cabo coaxial percorrido por uma corrente elétrica

deintensidade I devida a um gerador e que alimenta um resistor. O cabo possui

condutor interno de raio Ry e condutor externo de raio Rj, tal como mostra a

figura a seguir.

FiGuURA 6.17: CABO COAXIAL PERCOR-

RIDO POR UMA CORRENTE ELETRICA DE
INTENSIDADE | DEVIDA A UM GERADOR

E QUE ALIMENTA UM RESISTOR.

Considerando coordenadas cilindricas (p, ¢, z)
e que ndo ha nenhum material magnético no
cabo (considere o vacuo), determine (no SI):

(a) O campo magnético B(p) no interior do
cabo entre os condutores a um distancia
p do eixo principal.

(b) A indutancia por unidade de compri-
mento do cabo.

QuestAo L.15. Um fio condutor cilindrico
muito longo de R possui uma cavidade tam-
bém cilindrica de raio R, com eixo principal
a uma distancia b (b > R.) do eixo princi-
pal do cilindro, como mostra a figura figura
[b-18]a seguir. Uma densidade volumétrica de
corrente elétrica uniforme Té estabelecida no

cilindro na mesma dire¢do do seu eixo principal. Determine o campo magné-

tico em todos os pontos do espago, isto é, dentro da cavidade, dentro do fio e

fora dele. Faca um esboc¢o das linhas de campo magnético geradas pelo fio.

FiGuRA 6.18: F10 CONDUTOR CILINDRICO COM CAVIDADE.

e
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QuesTtAo I.16. Determine a expressdo para energia magnetostatica para a su-

perficie esférica girante do exemplo

QuesTio L.17. Considere uma superficie cilindrica uniformemente carregada

com densidade superficial o no vacuo, com eixo principal coincidindo com o

eixo z de um sistema cartesiano, de raio R, de comprimento L > R (aproxima-

¢do que representa uma superficie cilindrica infinita).

A figura[6.19|a seguir apresenta um corte sec-
cional de comprimento finito desta superfi-
cie. Esta superficie cilindrica é posta entdo
sob uma rotagdo de velocidade @ em torno
do eixo z. Encontre o campo elétrico B(x)
sobre pontos no eixo x (¥ = x%) para x > R
(fora da superficie cilindrica) e para x < R
(dentro da superficie cilindrica).

FIGURA 6.19: SUPERFICIE CILINDRICA
INFINITA UNIFORMEMENTE CARREGADA
DE RAIO R POSTA ENTAO SOB UMA RO-

TAGAO DE VELOCIDADE (J EM TORNO DO

EIXO Z.
V4
W
R - >
=
o
y
X,
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MAGNETOSTATICA NA MATERIA

“[...] UM CORPO MAGNETIZAVEL DEVE, PORTANTO, SER
CONCEBIDO COMO A UNIAO DE INUMERAS PARTICULAS,
DOS QUAIS CADA UM CONTEM UMA CERTA QUANTIDADE
DE FLUXO MAGNETICO NORTE E UMA QUANTIDADE IGUAL-
MENTE GRANDE DO SUL, ESPECIFICAMENTE, DE MODO QUE
ELES SEJAM HOMOGENEAMENTE MISTURADOS (O MAGNE-
TISMO E LATENTE), OU SOFRERAM UMA SEPARAGCAO MENOR
OU MAIOR (O MAGNETISMO E DESENVOLVIDO), UMA SE-
PARACAO, NO ENTANTO, QUE NUNCA PODE ENVOLVER UM
TRANSBORDAMENTO DE FLUXO DE UMA PARTICULA PARA

OUTRA.”

CARrL FriepricH GAuss






MAGNETIZACAO

Toda matéria, seja ela condensada em sélidos e liquidos ou em estado
gasoso, apresenta-se com uma constituicdo de cargas elétricas positivas (nu-
cleos atobmicos) e cargas elétricas negativas (elétrons) formando dtomos e/ou
moléculas. O movimento dos elétrons em torno do ntcleo devido a forca Cou-
lombiana gera o que normalmente denominamos de correntes atdmicas. Na
maioria dos materiais, essas “espiras fundamentais” possuem momento de
dipolo magnético que em média se cancelam, fazendo o material ndo exibir
naturalmente qualquer manifestagdo magnética. Na presenca de um campo
magnético B, surge um torque sobre essas espiras fundamentais com expressdo
analoga ao torque sobre dipolos elétricos, ou seja,

N = it x B. (7.1)

Este torque gira os momentos magnéticos elementares fazendo com que surja
um momento magnético liquido diferente de zero. Dizemos entdo que o mate-
rial foi magnetizado e sua magnetizacao é definida da seguinte forma:

M= AV%O AV Zm” 72)

com AV sendo um elemento de volume contendo um conjunto de momentos
de dipolo magnéticos ;.
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A existéncia de um momento magnético ndo nulo de um objeto magne-
tizado gera um campo magnético em seu entorno. A origem deste campo pode
ser atribuida ao que chamamos de correntes de magnetizagao. Além de tor-
que, um momento magnético sofre uma for¢a quando submetido a um campo
magnético expressa por

F = V(i - B). (7.3)

7.1 CORRENTES DE MAGNETIZA(;RO

Considere um material magnético com sua magnetizacao M(7') especi-
ficada em todo volume. Podemos idealizé-lo como sendo composto por ele-
mentos infinitesimais de volume dt’ com momento magnético puro 7. Sendo
a posigdo do elemento considerado 7/, o potencial vetor magnético devido a
este momento magnético num ponto de posicao 7 é dado por

]/loﬂ_iX%
41 22

, (7-4)

como % = 7 — 7 (veja figura[;.1] abaixo).

- - Para calcularmos o poten-
FIGURA 7.1: REPRESENTACAO ESQUEMATICA DE UM . I .
cial vetor magnético A(7) devido
MATERIAL MAGNETIZADO E AS QUANTIDADES DE INTE- . ) .o .

. . atodadistribuigdo, temos que in-
RESSE PARA O CALCULO DO POTENCIAL VETOR MAGNE-

Tico. O OBJETO DELIMITA UMA REGIAO DE VOLUME 1% tegrar sobre todo VOlume V com

> M7 / ;
CONTORNADO POR UMA SUPERFICIE S. i = M(7")dt’, ou seja,
1 (= ~
2 HO MP)x 2,
. Ay =1 I 2 X2 g0
Objeto magnetizado 47 v 2
Posigdo onde se R v \ (75)
. i 9 )
deseja determinar A(r) M@) . dr Podemos reescrever o inte-
5 oat

‘ grando usando o fato que
Elemento de dipolo

7 3 1
7 — =V () , (7.6)
y Kz 2

o que conduz a

o _, 1
AF) = Z‘TOI // M) < V! (i) dr'. (7.7)
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Usando a regra do produto para o rotacional, ou seja,

M) x V/ (i) = [V < da)] - v [M

o potencial vetor magnético pode ser escrito como sendo

(7) {/// V' x M()] //v’ [q )]dr'}. (7.9)

Por dltimo, vamos o seguinte teorema do célculo vetorial:

// Vxﬁdrzfﬁgﬁxﬁda (7.10)
v S

na segunda integral para chegar ao seguinte resultado:

#) {/// )} dt’ + ﬁé % [1\71(17") X ﬁda’} } , (7.11)
#) {//] " x M(7 #’)} dt’ + ﬁé% {]\71(7’) X ﬁ} da’} . (712)

Nesta tiltima integral, percebemos claramente que o potencial vetor mag-
nético possui uma contribuicdo volumétrica e uma contribuicdo superficial.
Podemos identificar essas contribui¢des como sendo provenientes de densida-
des volumétricas e superficiais de correntes que denominamos de correntes de
magnetizacdo. Sao elas TM e KM, calculadas por

Ju=VxM| (7.13)

Ky=Mxnl| (7.14)

Portanto, para um objeto magnetizado com magnetizacio M definida, o poten-
cial vetor magnético pode ser escrito como

A7) = i% {//V Li? )dT/ + #é LM)&(? )da’} ' (7.15)
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7.2 O cAMPO MAGNETICO H E DENSIDADE DE POLOS

MAGNETICOS

A descrigdo feita acima apresenta o potencial vetor magnético devido a
um objeto magnetizado com sua natureza atrelada as densidades de correntes
de magnetizagdo volumétricas e superficiais do objeto, também chamadas de
correntes ligadas, pelo fato de a natureza destas correntes estarem associadas
ao comportamento coletivo de momentos magnético atdmico. Do ponto de
vista geral, o potencial vetor magnético pode ser visto como oriundo tanto das
correntes de magnetizagdo, como também das correntes livres. Essas correntes
geralmente sdo provenientes de elétrons de conducdo motivadas por alguma
diferenca de potencial aplicada ou por indugéo eletromagnética. Sendo assim,
a densidade total de corrente elétrica | de um objeto pode ser escrita como a
soma da densidade volumétrica de correntes livres Tl e densidade volumétrica
de correntes de magnetizacdo TM, isto €,

- -

J=Ti+Tm (7:16)
Por outro lado, a lei de Ampére (na magnetostatica) nos diz que
V x B = pof = po(Ji + Im), (7.17)

sendo B 0 campo magnético e jio a permeabilidade magnética do espaco livre.
Reescrevendo a equagéoe usando o fato que Tv = V x M, temos que

V x (B — M) =T. (7.18)
Ho

Podemos definir uma nova quantidade para o termo entre parénteses na equa-
¢do anterior. Chamamos este termo de campo magnético H,

H

S|

- M % (719)

0 que nos permite escrever a lei de Ampere para o campo H da seguinte forma:

VxH=]| (7.20)
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Na forma integral, a lei de Ampere se torna

-
H-df = 1,,, (7.21)
C
sendo I}, a corrente livre total que flui através da Amperiana C.
No sistema Gaussiano de unidades, como ja visto anteriomente, a lei de
Ampere serd expressa pela seguinte equagdo:

V xB= %f (7.22)

Convertendo a expressdo para a densidade volumétrica de corrente de magne-
tizacdo para o CGS, temos

- 1 -
Jm = EV X M, (7.23)
e repetindo o procedimento anterior, temos
CE - 1 —
VX4:7T_(]I+CVXM>’ (724)
¢cB 1, -
V x (4” - cM> = (7.25)
v x (B—4nit) = 27, (7.26)
c
I
VxH= 7]1, (7.27)

com H sendo definido por

H=B—-4nM| (7.28)

Um resultado interessante para materiais magnetizados, é o caso em que
ndo ha densidades volumétricas de correntes livres, ou seja, T, = 0. Isso faz com
que o campo H seja irrotacional. Desta forma, tal campo magnético pode ser
escrito como o gradiente de um potencial escalar, digamos 1, que chamamos
de potencial escalar magnético, com efeito

H=-Vy. (7.29)

Escrevendo o campo magnético em termos do potencial vetor magnético, temos
que
B(F) =V x 4, (7.30)
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B(F) =V x li‘fr ///V M(ri)zx%dr’], (7.31)
P =12 // |V [M(?’) x :2} dv’, (7:32)

onde temos que recorrer a identidade vetorial

—

Vx(CxD)=(V-D)C—(V-C)D+ (D-V)C - (C-V)D. (7.33)

Com efeito, fazendo a correspondéncia, C = M(7) D= 5, temos
S 2] 2\ =, . Y
VX M(?’)X; — V ; M(T’)— > 7’];
~———
4é(7) (7:34)

com dois termos que se anulam pelo fato de V atuar apenas em fungdes que
dependem de 7. Como M (') depende apenas de 7, temos que

(7) x :2} = 475(2)M(7) — [M(7) - V]%.

V x {M (7.35)

Podemos, ainda, usando o fato de V atuar apenas em fun¢des que dependem
de 7, escrever que

~

f’”} = 476(3)M(7) — V[M(V)-:;] (7.36)

V x {M(?’) X

Substituindo agora na expressao|7.32} temos que o campo magnético serd

B(7) = ﬁ{///vzm(?— #)dr —/// { }d'r } (737)
B(7) = noM(7) ﬂoV{M /// [ }df} (7:38)

Fazendo a correspondéncia com a expressao B = oM + poH, temos que H =

—V1 com
v = g JJ] (#1635 av'} 739
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. - 2 1
sendo o potencial escalar magnético. Usando agora o fato que 2= \% < ) ,

o potencial escalar magnético sera

P(7) = %///V [A?I(?/)-v/ (i)} dt' | (7.40)

Por outro lado, a regra do produto para a divergéncia garante que

V,_[Mﬂ v z( )+M<7'>'V'<i>' (r41)
M(#) -V’ (i) = —WWLV’- lM(;/)] : (7.42)

Substituindo na expressdo do potencial escalar magnético da equagao [7.39}
temos

lP(?’)=41n{///vi[V M dr+///v’[ ﬂ]dr} (7:43)

Usando o teorema da divergéncia na segunda integral, teremos o seguinte

P(7) = 4"[// V,ﬂq #M ] (7-44)

Este resultado para o potencial escalar magnético é andlogo ao resultado para o

resultado:

potencial eletrostatico devido a um objetivo polarizado. A primeira integral se
refere a parcela do potencial escalar magnético devido a densidade volumétrica
de cargas magnéticas py,

om=—V-M(7))| (7.45)

ao passo que a segunda parcela se refere a densidade superficial de cargas
magnética oy,

—

om = M(7) -7} (7.46)

() = 471{// PM g +# d}. (7.47)
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E salutar neste momento abordar os modelos do magnetismo do ponto
de vista da origem do campo magnético nos materiais e sua associagdo com
correntes de magnetizagdo e polos magnéticos. Até o momento, vimos que o
campo magnético B ¢é oriundo de correntes elétricas, sejam elas de correntes
livres ou correntes de magnetizagdo (correntes ligadas). Este modelo de descri-
¢do da origem do campo magnético é chamado de modelo de Ampére. Muitos
anos antes do estabelecimento de que campos magnéticos sdo oriundos ape-
nas de correntes elétricas, os fisicos utilizavam outro modelo para descrever o
campo magnético, o chamado modelo de Gilbert. Este modelo consiste basica-
mente em considerar que o magnetismo se manisfesta sempre de forma andloga
ao observado para o dipolo elétrico, atribuindo sempre dois polos magnéticos
(sul e norte) para explicagdo do campo magnético observado. Durante séculos
este modelo permaneceu vigente, até Ampére mostrar que campos magnéti-
cos sdo gerados exclusivamente por correntes elétricas. Apesar de o modelo de
Gilbert ser ttil para alguns casos, como, por exemplo, a perfeita analogia en-
tre dipolos puros elétricos e magnéticos, ele ndo traz a verdadeira esséncia do
comportamento do campo magnético B, podendo incorrer, inclusive, a erros
conceituais.

Nao se deve confundir aqui a defini¢do de polos magnéticos como sendo
cargas que podem estar isoladas, configurando assim monopolos magnéticos,
o que, de fato, no contetido do eletromagnetismo cldssico ndo existe. E im-
portante reforgar que o campo magnético continua sendo solenoidal, isto é,
V- B = 0, mesmo em situacdes que envolvam a magnetostatica na matéria,
mantendo seu comportamento de linhas de campo circulares fechadas, néo
emergindo nem convergindo em carga alguma.

Os polos magnéticos, neste contexto, se referem ao campo magnético
H, sendo este um campo que, ao contrdrio de E, ndo é solenoidal. Basta
calcularmos a divergéncia de B na equacdo B = po(H + M), ou seja,

0
VB = (V- H+ V- H), (7.48)

V-H=-V-M, (7.49)
para perceber que as densidades de polos magnéticos sdo as “cargas fontes”
para o campo magnético H.

Se usarmos o modelo de Gilbert, os momentos magnéticos elementares
que compdem o material magnetizado sdo vistos na verdade como pequenos
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imds com polos de sinais opostos. A densidade volumétrica p)s; de polos

magnéticos surge quando os iméas elementares adjacentes ndo tém seus polos

de sinais opostos compensados totalmente. Quando a compensacdo existe

em todos os pontos do volume do objeto magnetizado, isto implica que a

magnetizagdo é uniforme, restando apenas as polos magnéticos na superficie.

Para visualizar o exposto acima, considere um
ima em formato cilindrico de raio R e altura H, com
magnetizacdo uniforme M apontando ao longo do
eixo principal do cilindro (dire¢do z, veja a figura
[7.2((a)) isolado no vécuo.

Teremos neste caso somente densidade su-
perficial de corrente superficial Ky; de magnetiza-
cdo na superficie lateral do cilindro, pois [y =
V x M = 0 (magnetizagio uniforme). Com efeito,
Ry = Mxn = Mzxp= Mp. Do ponto de vista
do campo magnético, a situagdo é andloga a um so-
lenoide cilindrico (veja figura[7.2[b)) de tal maneira
que a densidade superficial de corrente do ima é
equivalente a uma densidade de corrente elétrica do
solenoide dada por K = nl$, com n sendo a den-
sidade de voltas do enrolamento (ntiimero de voltas
N por comprimento n = N/H) e I a intensidade de
corrente elétrica.

Do ponto de vista do campo magnético H,
como neste caso ndo ha correntes livres, sua origem
estd atrelada as densidades de polos magnéticos pys
e op. Como a magnetizagdo é uniforme, ndo ha
densidade volumétrica de polos magnéticos, ou seja,
pm = —V -M = 0. As fontes de linhas de campo
magnético M devem estar ligadas 4 densidade super-
ficial de polos magnéticos op; que, neste caso, serd
om=M-i=Mz-2=M para superficie superior
eoy=M-n=-Mz2-2=-M para a superficie
inferior do cilindro (veja a figura a)).

A densidade de polos com sinal positivo,
convenciona-se como polo norte, ao passo que a den-

Ficura 7.2: Em (a), TEMOS
o IMA CILINDRICO UNIFOR-
MEMENTE MAGNETIZADO AO
LONGO DO EIXO z. EM (B),
UM SOLENOIDE EQUIVALENTE

AO IMA CILINDRICO.

z

ENL
Il
=

>

K=nI$
(b)
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sidade com sinal negativo, convenciona-se como polo sul. A magnetizagdo é
representada pela colecdo de dipolos magnéticos elementares (norte e sul) dis-
tribuida no volume do im4 e, pelo fato de ser uniforme, tem todos seus polos
adjacentes compensados por terem exatamente a mesma intensidade, mas de

sinais opostos. Essa configuragdo, apresenta compensag¢ao no volume do ima,

ndo gerando densidade volumétrica de polos magnéticos, mas apresenta po-

los ndo compensados nas superficies superior e inferior do ima. Esses polos
ndo compensados nas superficies que sdo responsaveis pelo comportamento
do campo magnético H. Note na figuraa), que as linhas de campo auxilar H
partem do superficie superior (polo norte ndo compensado), para a superficie
inferior do ima (polo sul ndo compensado), em toda extensdo do espaco.

FiGura 7.3: EM (A), TEMOS Os POLOS MAGNETICOS NO VOLUME E NAS SUPERFICIES DO CILINDRO

BEM COMO AS LINHAS DE CAMPO MAGNETICO H. Em (B), TEMOS A CORRENTE SUPERFICIAL DE

MAGNETIZAQAO KM NA SUPERFICIE LATERAL DO CILINDRO MAGNETIZADO E A CONFIGURAQAO DE

-
LINHAS DE CAMPO PARA O CAMPO MAGNETICO B.
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(b)

Do ponto de vista do campo magnético B, sua circulacdo serd motivada
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pela corrente superficial gerada pela magnetizacdo, ndo emergindo ou conver-
gindo em polo algum. Este campo ird realizar circula¢des completas em torno
de Ky (veja a figura b)). A menos que se refira apenas a regido do espago
externa ao material magnetizado, onde de fato B = ‘uonI , tendo eles a mesma
configuragio de linhas de campo, dizer que o campo magnético B “sai” de um
polo e “entra” em outro ndo se mostra uma afirmacdo coerente com a teoria
eletromagnética, pois, como ja vimos, campos solenoidais ndo saem e entram
em lugar algum.

De forma resumida, podemos dizer que o campo magnético H é um
campo irrotacional para objetos apenas magnetizados (J; = 0, V x H = 0),
emergindo ou convergindo em polo magnéticos, ao passo que o campo magné-
tico B é um campo solenoidal, completando circulacdes ao redor das correntes
de magnetizagdo.

7.3 MEIOS MAGNETICOS LINEARES

H4 uma classe de materiais magnéticos que respondem de forma li-
near e isotrépica a campos H aplicados. Esses materiais sdo denominados de
materiais magnéticos lineares e sua magnetizacdo é dada por

sendo x; uma constante adimensional denominada de susceptibilidade mag-
nética associada ao material em questdo. Nestes tipos de materiais, o campo
magnético pode ser escrito como

B = yo(H + M) = poH + poxmH, (7.51)
B =po(H+ M) = puo(1+ xm)H, (7.52)
B =uH, (7.53)

onde percebemos que o campo magnético também responde de forma linear
com o campo H aplicado. A constante y = po(1 + x) é definida como a per-
meabilidade magnética do meio com o sendo a ja conhecida permeabilidade
magnética do espago livre, de valor 47t x 1077 N/ A2.
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Na tabela apresentamos alguns valores tipicos para a susceptibili-

dade magnética de alguns materiais.

TABELA 7.1: SUSCEPTIBILIDADE MAGNETICA DE ALGUNS MATERIAIS.

Material Xm Tipo de magnetismo
Agua —9,1x107° Diamagnética
Bismuto | —1,6 x 10° Diamagnética
Chumbo | —1,8 x 107> Diamagnética
Prata —2,6 x 107> Diamagnética
Sédio 7,2 x 107 Paramagnética
Aluminio | 2,2 x 1075 Paramagnética
Platina 2,6 x 1074 Paramagnética
Litio 1,4x107° Paramagnética
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7.4 CONDICOES DE CONTORNO

Como consequéncia das equag¢des fundamentais da magnetostética para

0 campo magnético, ou seja, V x B = ygJ e V- B = 0, temos que através de
interfaces

Bi = By, (7.54)

Bl ~B) = mk x, (755)
sendo Bl e Bt as componentes paralelas e perpendiculares do campo magné-
tico, respectivamente, calculadas imediatamente acima e abaixo da interface. A
equagaoly.55|se refere a uma Amperiana perpendicular a densidade superficial
de corrente. No caso do campo H,V x H=J;eV-H= —V - M.

Considere uma curva Amperiana de formato retangular de largura L
e altura & com metade de sua 4rea acima de uma interface com densidade
superficial de corrente livre K; e a outra metade abaixo desta interface (veja

figura[7.4).

O versor 7’ representa a dire¢do

. N . Ficura 7-4: INTERFACE COM DENSIDADE
perpendicular a area da Amperiana (tan- S
SUPERFICIAL DE CORRENTE LIVRE K;. Uma

gencial a interface) e o versor 71 repre-
CURVA AMPERIANA C EM FORMATO RETAN-

senta a diregdo perpendicularainterface. ¢ b LARGURA L PARA CALCULO DA

Desta forma, pOdemOS afirmar que CIRCULACAO DE H. Os vETORES FIl E
, . _, ., i
A =axl (7.56) Hj, REPRESENTAM 0OS CAMPOS H IMEDIA:

TAMENTE ACIMA E ABAIXO DA INTERFACE,
com L sendo um versor na diregdo do RESPECTIVAMENTE, QUANDO TOMAMOS O LI-

segmento da Amperiana. A densidade wre h — 0.
superficial de corrente livre K; que pe-
netra na area retangular da Amperiana
definindo assim uma corrente encerrada
dada por K; - #’L. No limite i — 0, a cir-
culagdo serd dada apenas pelo produto
escalar dos campos Hj e Hp nos segmen-
tos da Amperiana imediatamente acima
e abaixo da interface, ou seja, aplicando

a equagao temos

encs (757)
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Usando a relacgdo entre os versores da equacdo temos que

H -L-H,-L=K - (Ax L)L, (7-59)
(Hi—Hy) L= (K x#)-L, (7.60)
A - A =& x#l, (7.61)

com 7 sendo o versor normal a superficie.
Por outro lado, usando o fato que V- H = —V - M, o teorema de Gauss

///v(v'ﬁ)dT:///v(_v'M)dT, (7.62)
#sﬁ’ﬁda T #SM fda. (7.63)

Escolhendo um volume com formato de

garante que

FiGURA 7.5: VOLUME ESCOLHIDO PARA O " , .
) . uma “caixa de pilulas” de espessura
CALCULO DAS INTEGRAIS DAS DIVERGENCIAS

- o - - muito pequena (veja a figura|7.5), a inte-
H e M. Os verores Hj E Hy REPRESEN- peq (vej & ’

TAM OS CAMPOS IMEDIATAMENTE ACIMA E  STal1as supezf1c1es ac1ﬂma e abaixo dain-
ABAIXO DA INTERFACE, RESPECTIVAMENTE. terface para H e para M, no limite h — 0,

conduz ao seguinte célculo,

—

Hy-7A—Hy A = —(M;-nA+ M, -nA),
(7.64)

Hi —Hy = — (M{ - M3 )| (765

Para meios magnéticos lineares, M =
XxmH, 0 que permite escrever

Hi" —Hy = — (XmH% —xmzHé) , (7.66)

Hi" + xmHi" = Hy" + xm2Hs, (7.67)

PARrTE II. MAGNETOSTATICA NA MATERIA Arves, T. M. L.



CaPfTULO 7. MAGNETIZAGAO 163

(1+xm)Hi" = (1+ xm2)Hz, (7.68)
eseV x H= 0,
P Iy
le = W2 Pl (7.69)

Um outro resultado interessante para meios magnéticos lineares e ho-
mogéneos é o fato que a densidade volumétrica de corrente de polarizagdo
depende linearmente da densidade volumétrica de correntes livres, ou seja,

Tm =V x M=V x ()(mljl) , (7.70)

Tv = Xmlis (7.71)

Isto indica que, se ndo ha densidade volumétrica de correntes livres, ndo havera
também densidade volumétrica de correntes de magnetizagdo, isto é, toda
corrente de magnetizagdo, se houver, sera superficial.
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ExempLo 7.1. Encontre o potencial vetor magnético e o campo magnético
produzidos por uma esfera uniformemente magnetizada de raio R dentro e
fora desta esfera.

SoLugio 1: Para facilitar o calculo e nossa visualizagdo do problema, vamos
supor que a magnetizacdo da esfera se encontra no plano x-z fazendo um
angulo 6 com o eixo z (veja a figura a[7.6|seguir).

Sendo assim, a magnetizagdo é escrita como

F1GURA 7.6: REPRESENTAGAO ES-
j sendo
QUEMATICA DE UMA ESFERA UNI-

FORMEMENTE MAGNETIZADA. O
VETOR MAGNETIZA(;.&O APONTA

M = M (sinf £ + cos6 2). (7.72)

NA DIRE(;AO DEFINIDA PELO AN-

GuLo 6 ENTRE M E Z NO PLANO O elemento de drea em coordenadas esféricas é

ez dado por da’ = R?sin 0'd6'd¢’ com
Z
7 = R [sinf’ cos ¢'% + sin b’ sin 'y + cos 0'2] .
7\z (7.73)
da’ Escolhendo o vetor posi¢do 7 na diregdo z, ou
. 0’ seja, 7 = rZ, a lei dos cossenos garante que
M. s 2 = VR2+ 12 —2Rrcos@. Calculando as den-

sidades volumétricas e superficiais de corrente

]/ de magnetizacdo, temos

M=V xM=0, (7.74)

Ryi=M x it = M (sin6 £ + cos 0 2) x 7, (7.75)

Ry = M (sin6 £ +cosf 2) x (sin6 cos¢'% + sin @' sin @'y + cos 0'2), (7.76)

Ry = M[—(cos@sin @’ sin¢’)% + (cossin 6 cos ¢’ — sinf cos0')7

+ (sinfsin @’ sin ¢’)z]. 7:77)

Note que todos os termos, exceto o termo (—sinf cos6’)y, contém sin¢’ ou
cos¢’. Substituindo Kj; na equagéo para calcular o potencial vetor mag-

PARrTE II. MAGNETOSTATICA NA MATERIA Arves, T. M. L.



CaPfTULO 7. MAGNETIZAGAO 165

nético do problema, a integral na coordenada azimutal ¢’ anula todos os termos,
exceto o termo citado, visto que

271 27
/ cos¢'dgp’ = / sin¢’dg’ = 0. (7.78)
0 0
Desta forma, ficamos apenas com a integral
21 e 2 i ! <in A7 A0 At
- 0 MR?*sinf cos 8 sin0'do’'de’ .
A7) = _&/ —— 4 (7:79)
a Jo  Jo V/R2 4+ 12 — 2Rr cos ¢’
= MR2sinf [T cos ' sin8'de’ R
A = -1 / 5. (780
2 0 VR2+7r2—2Rrcost
Esta integral est4 resolvida em detalhes no apéndice e vale
2r
™ cos® sin6'de’ 3pzr TSR
— =19 R (7.81)
0 VR2+7r2—2Rrcosf’ s
, r>R.
3r2
Sendo assim, o potencial vetor magnético serd expresso por
HoMR?sin@ 2r
B e e e <R
B 2 3R TS
A(r) = (7.82)
HoMR?sinf 2R
gt 2T e > R.
2 320 =R

Perceba que —Mrsin@ § = M(sin6 £ + cos6 2) x r2 = M x 7, portanto, o
potencial vetor magnético pode ser escrito de forma geral

Ko pixr), r<r

3
A(7F) = R (7:83)
VOSR (Mr: LR

Vamos agora fazer a magnetizagdo apontar na diregdo Z e deixar o vetor posigdo
7numa dire¢éo arbitraria. Desta forma, M = MZe?=r?, M x7= MrZ x? =
Mrsin6 ¢. O potencial vetor magnético nesta nova configuracéo fica igual a

V%MrsinGcf), r<R
A7) = , (7.84)
uoR> Msin@
3 ) ¢, r>R.
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Podemos agora calcular o campo magnético através de B = V x A. Em coor-
denadas esféricas, o rotacional de um campo vetorial A é dado por

= 1 0 0Ay 1 0A, . .0 A
b= sind 89(A¢ sin6) - ¢ ] rsin 0 [ ¢ sinf 5 (rA‘P)} 6
1[0 0A,
+ - [a?‘ (TAQ) 20 .
(7.85)
Nosso potencial vetor magnético possui apenas componente Ay # 0, entdo,
o 1 9 10 A
B= 5830 (Apsinf)? — ;a—(rA(p)G. (7.86)
Parar < R,
3 1 d ]/loM .2 . 10 }lo . A
B_rsinGBG ( 3 7 sin 9>r pEw ( 3 r?sin6 ) 6, (7.87)
< 2ugM 5
B= ‘u% (cos@ 7 —sin6 6), (7.88)
. 2up -
B=L0 (7.89)

onde usamos o fato que Z = cos 6 7 — sin 6 6. Isto mostra que o campo magnético
no interior da esfera uniformemente magnetizada é uniforme. Parar > R,

= 1 9 [(uR*Msin?0\ . 109 [uR®Msin6) ,
B_rsin989< 3 r2 a3 r b, (7:90)
3
B:VOI;M%(ZCOSQ?—FSinQé). (7.91)

Este tltimo resultado indica que fora da esfera magnetizada o campo magnético
é tipico de dipolo magnético puro. Perceba que o momento de dipolo 7 para
a esfera é dado por

. 47‘L'R3
=M= (7.92)
e que
sinf § = cos 7 — 2. (7.93)
Desta forma, a equagdo se torna
=t 5 (3cosO7—2), (7.94)

4t 13
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FoMod i s o
B= 5 B0-7)7 -, (7.95)

que é exatamente o campo magnético devido a um dipolo de momento igual a
it localizado na origem do sistema de coordenadas. Na figura[7.7] sdo apresen-
tados os graficos das linhas de campo magnético B e H dentro e fora da esfera
uniformemente magnetizada.

FiGura 7.7: EM (A) E EM (B) TEMOS, RESPECITIVAMENTE, AS CONFIGURACAO DE LINHAS DE CAMPO
MAGNETICO FORA E DENTRO DA ESFERA MAGNETIZADA. EM (C), TEMOS UMA REPRESENTAGCAO
GRAFICA TRIDIMENSIONAL PARA A DENSIDADE SUPERFICIAL DE CORRENTE DE MAGNETIZAGAO (EM
Kpi/ M) NA SUPERFICIE DA ESFERA UNIFORMEMENTE MAGNETIZADA COM CODIGO DE CORES.
Os ANEIS REPRESENTAM A CIRCULAGCAO DAS CORRENTES DE MAGNETIZAGAO NA SUPERFICIE COM

INTENSIDADE MINIMA NOS POLOS E INTENSIDADE MAXIMA NA LINHA EQUATORIAL DA ESFERA.

(a) (b) (©

Vale reconhecer que o resultado para a esfera uniformemente magne-
tizada é perfeitamente andlogo ao caso dindmico de uma casca esférica com
densidade superficial de carga ¢ girando com velocidade @ em torno de seu
eixo. Considerando @ na direcdo Z, a densidade superficial de corrente neste
caso seria igual a

K =07 (7.96)

com ¥ sendo a velocidade linear na superficie da esfera girante. Como 7 =
@ x R# = wRsin 0@, temos que

K = cwRsin 6. (7.97)
No caso da esfera uniformemente magnetizada, temos que

Rp = Msin 6. (7.98)
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Na figura [7.7(c), temos uma representagdo grafica em mapa de cores para a
densidade superficial de corrente de magnetizagdo. Note a maior intensidade
na linha equatorial da esfera e a menor intensidade nos polos

SoLugAo 2: Vamos recorrer agora a outra forma de resolver o exemplo proposto
jé assumindo que a magnetizagdo aponta na dire¢do z, ou seja, M = M 2. Neste
caso, o problema tera simetria azimutal e o potencial escalar magnético sera s6
fungdo de r e 0, ou seja, = (r,0). Vamos atribuir o indice 1 ao meio interno
a esfera e o indice 2 ao meio externo a esfera (vacuo). Considerando isto, as
condi¢des de contorno para ¢ e H serdo (com K; = 0, veja a equaqao

i o .
lim 1y = Lim 9, (7.99)
lim (Hi — Hy) = — (1\/11L - MZL) , (7.100)
r—R

lim (H{ — Hy) = —Mcos¥, (7.101)

r—R

que em termos do potencial escalar magnético serd

alpl all)z
lim (| == — == | = Mcos#. .102
r—R ( or or (7:102)
Note que oy = Mcos@ é a densidade superficial de polos magnéticos na es-
fera. Como nédo ha densidade de correntes livres, o potencial escalar magnético
obedece a equacdo de Laplace, V?¢ = 0. Podemos entio atacar o problema
através da solugdo da equagdo de Laplace em coordenadas esféricas com sime-

tria azimutal,
o

Y(r,0) = Z (Alrl + TZBJ:1> Py(cos®), (7.103)

=0
Sabendo que o potencial escalar deve ser finito, para r < R, temos que B; =0
para todo /, ou seja, para regido interna a esfera

¥1(r,0) = Y A’ Pi(cos). (7.104)
=0
Para r > R, temos que B; = 0 para todo /, ou seja, para regido interna a esfera

[e9)

B
Po(r,0) =) 7rl+ll P(cos9). (7.105)
1=0
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Aplicando a condigdo de continuidade do potencial escalar,

lim g1 = lim g, (7.106)

Z Rl+1 P(cosf) = Y AR'P(cosb), (7.107)
=0

B, = A;R¥H1, (7.108)

Aplicando a equacio de descontinuidade da componente normal do campo H
através da interface,

rgR (aal‘l? - agf) = Mcos#f. (7.109)
i AIR71P(cosb) — i %PZ(COS 6) = Mcos®, (7.110)
1=0 =0
i AIR'1Py(cos §) — i —(I+1)A;R""1P)(cos8) = Mcos®, (7.111)
1=0 1=0
i 21+ 1)A;R'"=1P(cos 8) = M cos ¥, (7.112)
i(Zl +1)A;R"1P(cos ) = MP;(cosb), (7.113)

I=0

o que nos faz concluir que

0, | #£1
A = 11
I M . (7.114)
3’

Portanto, somente A; = M/3 é o termo ndo nulo da série do potencial elétrico.
Usando a equagéo|7.108} temos que

0, 1 #£1

B, = 3 (7.115)
MR, _

3
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Logo, a solucdo para o potencial escalar magnético, via solucdo da equagédo de

Laplace, devido a uma esfera uniformemente magnetizada ao longo da diregdo

2

z, 6

%rcos@, r<R

v = MR3 cos 0
S 2 r > R.
Calculando agora o campo H = —V,
. —%2, r <R
H(r,0) =
MTR?j% [2cos07+sinff], r>R

e usando a relacdo B = po(H + M), o campo magnético serd

2;¢0M2 r <R
- 3 ’
B(r,0) =
3
VOZ\;IR %3 [2cosf#+sinfd], r>R.

(7.116)

(7.117)

(7.118)
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ExempLo 7.2. Uma esfera deraio R de material magnético linear e homogéneo
de permeabilidade magnética y é colocada em regido com campo Hy = Hy?
inicialmente uniforme. Encontre os campos H e B dentro e fora da esfera
magnética ap6s a inser¢do dela no referido campo.

textbfSorucao: Como nédo ha densidade volumétrica de correntes livres, temos
que J; = 0. Logo, podemos resolver usando V2i = 0 através do conceito de
potencial escalar magnético. O problema possui simetria esférica azimutal.
Podemos entdo usar a solugdo geral da equagédo de Laplace

[0 9)

P(r,0) =) <A1r + Erl) Py(cos9). (7.119)

1=0
Os coeficientes A;s e B;s sdo determinados obedecendo as seguintes condigdes
de contorno:

@ Yaentro = Yfora, €M T = R (interface)

i al/’fgm alpd@ntra .
(i) po FP U 3 em r — R (interface)

(iii) ¥rora = —Horcos6, para r > R (potencial escalar magnético de campo

uniforme)

Para fora, o potencial escalar magnético deve ser finito e deve obedecer ao item
(iif), ou seja, todos o0s A;s sdo nulos, exceto A; = —Hy. Podemos escrever que

$ora(r,0) = —Hor cos 0 + Z l+1 (cosB). (7.120)

Para dentro, o potencial escalar magnético também deve ser finito, o que faz
com que todos os B;s sejam nulos, ou seja,

wdentro T, 9 Z Aﬂ’ Pl cos 9) (7.121)
=0

Aplicando a condicdo (i), temos

e
2 AR'P;(cos0) = —HyR cos 6 + Z l+1 Py(cosB), (7.122)
=0
que conduz as seguintes equagdes:
B
AR = —HoR+ —, 1=1
g R (7.123)
AR = ——, 1 #1

RI+17
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Aplicando a condigdo (ii), temos

o0 B 00 B
‘ul;JAllRl 'Py(cos8) = pg | —Hpcos — E)(l + 1)R17_f_2P1(C059) , (7.124)

que conduz as seguintes equagdes
_ B,
]/lAllRl 1 :7VOHO*VO(Z+1)W, I=1

B (7-125)
yAﬂwflz—ﬂML+nﬁﬁ3,z¢1

Para | # 1, temos da condic¢do (i) que B; = A;R¥*1 e da condigdo (ii) que
L A IR2+1

po(l+1)
| # 1. Paral = 1, resta-nos o seguinte sistema de equagoes:

] = . Estas equag6es s6 sdo compativeis se B} = A; = 0 para

B
AR = —HyR + —

R2
, (7.126)
2B
pAr = —poHo — 1401731
que possui as seguintes solugdes para A; e B:
3o
A= — H,, 12
1 1+ 20 0 (7-127)
H—Ho p3
By = ———R’H,. 128
T AL (7.128)

Podemos agora escrever a solucdo para o potencial escalar magnético
que obedece a todas as condi¢des de contorno do problema, isto €,

_ 3
—Hyrcos6 + (= 11o)R°Hy Coig, r >R
U+ 2ug r
¥(r,0) = : (7.129)
— StoHo rcosf, r <R
1=+ 2po
Calculando agora o campo H = —V,
_ 3 .
) Hﬁ—%W;[ZCOSQ?—I—SinQQ}, r >R
H(r,0) = (7.130)
3Ho .
Hyz, r<R
p+2up "

PARrTE II. MAGNETOSTATICA NA MATERIA Arves, T. M. L.



CaPfTULO 7. MAGNETIZAGAO 173

e usando as relagoes B= yoﬁ parar > Re B= yﬁ parar < Rcom By = pgHp,
0 campo magnético é dado por

., (H—=pn)R%By 1
B()Z + ]/l T 2}10 73
B(r,0) = (7.131)
3y
1=+ 2uo

[2cos€?+sin6é] , r>R

A

Byz, r <R

onde percebemos que no interior da esfera magnética o campo B é uniforme.
Ja no exterior, temos a superposi¢do do campo magnético uniforme aplicado
com um campo magnético tipico de dipolo puro. Na figura estdo apre-
sentados os resultados gréficos para as linhas de campo magnético em varias
configuragdes diferentes para o valor da permeabilidade relativa y, = p/ po.

FiGUrA 7.8: CONFIGURACAO DE LINHAS DE CAMPO MAGNETICO PARA A ESFERA MAGNETICA
POSTA EM CAMPO MAGNETICO INICIALMENTE UNIFORME. PARA (a), (B) E (C), TEMOS OS CASOS
COM yy = M/} > 1, CONFIGURANDO O PARAMAGNETISMO OU FERROMAGNETISMO PARA BAIXOS

campros. Para (D), (E) E (F), TEMOS 0s CASOS COM }; < 1, CONFIGURANDO O DIAMAGNETISMO.

@ ur=15 (b) ur =4,0 (c) ur =20,0

(d) ur =0,5 @ ur =01 ®) pur=0

Em especial, para materiais que apresentam o valor de y, préximo de zero,
o campo magnético é quase blindado ou totalmente blindado no interior do
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material. Isto acontece no chamado efeito Meissner com supercondutores dia-

magnéticos.

A magnetizacdo adquirida pela esfera é expressa por

M = XWIHI
~ 3o .
M = Hyz,
me + 2000 0

w3 o) s
o+ 2o

com densidade superficial de corrente de magnetizagdo

7

IZM:MXf,

Ry = 2B 1) sy,
o+ 240

e _B3p—po) .o
Ky = ————*Hpsinf ¢ |
M P 0 ¢

(7.132)

(7.133)

(7.134)

(7.135)

(7.136)

(7.137)
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ENERGIA EM MATERIAIS MAGNETICOS

Vamos agora abordar os conceitos de energia potencial magnetostatica
e for¢a em materiais magnéticos. Recordemos a expressdo para a energia
potencial magnetostatica de uma configuracdo volumétrica de correntes J, isto

// ] (7) - A(7) (8.1)

sendo A o potencial vetor magnético. A partir desta tiltima equagao, mostramos

é

que a energia magnetostatica pode ser calculada integrando-se a densidade
volumétrica de energia B2 /2y sobre todo o espaco, ou seja,

Uy, = /// B%dt, (8.2)

que continua sendo vélida para qualquer sistema magnetostatico.

Como ja vimos, materiais magnetizados sdo modelados através da con-
jectura de Ampére apresentando correntes superficiais e volumétricas de mag-
netiza¢do. Vamos entdo calcular, separadamente, as contribui¢des para energia
magnetostética da densidade volumétrica de correntes livres J; bem como das
densidade volumétrica de correntes (J; = V x M) e superficiais Ky = M x 1)
de magnetizacdo. Portanto, a energia magnetostatica de um sistema magnético
sera calculada mediante todas as contribuicGes,

UWZZE#IZMAWJF}// TM'AdT+1// J - Adr, (8:3)
2 /s 2 y 2 1%
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Vamos definir as quantidades para energia magnetostatica associadas as cor-
rentes livres U, e correntes de magnetizacao Uy,,¢ da seguinte forma:

1 - -
Uy = 5 // (- Aa, (8.4)

1 I 1 S
Upnag = 5&ééKM-Ada—i—E//V]Mm‘lalr. (8.5)

Vamos calcular primeiro U,,;. A lei de Ampére para H em um material mag-
netizado finito de volume V permite escrever que

U,y = % ///v (V x H) - Adr. (8.6)

—

Usando a regra do produto V- (H x A) = A-(V x H)—H-(V x A) na
integral, temos

uml:%//VV~(ﬁxA)dr+%//VH-(VXA)dr. (8.7)

Na primeira integral, podemos aplicar o teorema da divergéncia de Gauss e,
na segunda integral, podemos usar V x A = B, obtendo

Umlzl#(ﬁxff)-ﬁda—i—l// f - Bdr, (8.8)
2 Jls 2 1%

sendo S a superficie que contorna o volume V que contém a distribui¢do vo-
lumétrica de corrente. Esta nova abordagem permite escolhermos qualquer
superficie S, desde que englobe toda a distribuigdo de corrente livre. Se esco-
lhermos uma superficie esférica de raio R e tomarmos o limite de R — oo, 0
potencial vetor magnético A (co) se anula. Logo, a energia magnetostatica seria
dada apenas pela segunda integral, visto que o integrando da primeira seria

Uml:%//vﬁ-ﬁdr, (8.9)

com a integral no volume V varrendo todo espago. Para um meio magnético

nulo, ou seja,

linear, B = uH, de tal maneira que podemos definir a densidade volumétrica
de energia magnetostatica u,, = B?/2u. Esta tltima integral calcula a energia
magnetostatica associada a distribui¢do volumétrica de corrente livre.

Vamos calcular agora a Upug. Usando as equagdes Ry = Mxne
Jm = V x M e aplicando o teorema da divergéncia na primeira integral, temos
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1 . 1 - o
Umag = 5 #SKM - Ada + 5 //V Jm - Adr, (8.10)
Upmag = # (M X 1) cAda+ = /// Adr, (8.11)

e usando novamente identidade vetorial V- (M x A) = A-(V x M) — M -
(VxA)eB=V x4,

Upiag = %#( x ) - Ada + = // V- (Mx A)dt + = //VAZ -Bdt, (8.12)
T | I 1 L
Upag = _E#(MXA)-nda—f—E// V~(M><A)d'c+§// M- Bdt, (8.13)
s 12 1%
1 o 1 - 1 -
Upag = — = x A)dt + 5 YV AMx A)dt + 3 M - Bdr,
2 12
(8.14)

1 -

com a integral no volume V varrendo todo o material magnetizado. Esta inte-

gral calcula a energia magnetostatica para um material magnetizado associada
as correntes de magnetizagao.

Até o momento, fizemos uma descricdo das energias magnetostéticas
associadas as distribui¢des de correntes, sejam elas livres ou de magnetiza-
¢do. Esta quantidade ndo pode ser confundida com o trabalho realizado para
se alcangar a configuracdo de correntes do problema. N&o podemos dizer,
por exemplo, que a energia Uyqg, calculada na equagado representa o tra-
balho realizado para se magnetizar um objeto a um estado de magnetizacdo
M submetido a um campo magnético B. No processo de magnetizacdo, ndo
ha somente processos termodindmicos reversiveis, mas também ha processos
termodinamicos irreversiveis. As energias magnetostaticas U,,; € Upqg, calcu-
ladas anteriormente, sdo energias potenciais no sentido de que elas dependem
apenas da configuragdo das distribui¢des de correntes no espaco, face ao po-
tencial vetor magnético A. Apresentamos os calculos para estas energias e nao
entramos em detalhes de como o sistema magnético acessou a configuragdo de
magnetizagao.
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Do ponto de vista microscépico, o processo de magnetizacdo em um
material pode estar associado a vérias formas de energia que dependem exa-
tamente do processo que foi executado. Apenas para citar uma dessas formas
de energia, temos a energia dispendida em forma de calor quando os dipolos
magnéticos induzidos “se atritam” no material magnético, isto é, no processo
de magnetizagdo, o material magnetizado pode variar sua temperatura. Nos
materiais ferromagnéticos, por exemplo, mesmo apds um campo magnético
indutor ser desligado, estes materiais apresentam, em determinada tempera-
tura, o que chamamos de magnetizacao remanente, permanecendo magneti-
zados de forma espontanea. E o caso da esfera magnetizada uniformemente
do exemplo A esfera possui magnetizagdo espontdnea, sem a necessidade
da manutencdo de um campo magnético externo. Neste caso, para magnetizar
a esfera ferromagnética, o trabalho realizado para se atingir esta configuracao
ndo € igual a energia magnetostética associada as correntes de magnetizagdo
adquiridas pela esfera. Para se ter uma descrigdo detalhada do trabalho rea-
lizado no processo, devemos estudar o diagrama termodindmico M-H. Neste
diagrama, para ferromagnetos, percebe-se que ndo hd uma relacdo univoca en-
tre o campo magnético He magnetizagdo M, isto é, ndo existe somente um
Unico estado de magnetizagao M para um campo magnético H. Este com-
portamento ndo univoco no diagrama M-H mostra que existe uma histerese
magnética.

Para um material magnético linear, quando submetido a um campo mag-
nético H, o material ird se comportar de forma univoca, ou seja, o estado de
magnetizagdo sera atingido tinica e exclusivamente por processos reversiveis.
Consequentemente, o trabalho realizado para magnetizar o material serd igual
a energia magnetostética do sistema. Isto acontece em materiais paramagnéti-
cos sob regime de baixos campos. No exemplo o trabalho necessério para
magnetizar a esfera de material linear serd igual a energia magnetostatica de-
vida as correntes de magnetizagdo, e calculada através da equagdo uma
vez que nédo hd cargas livres, neste caso. Para abordarmos de forma quanti-
tativa o cédlculo de energia magnetostdtica em materiais magnetizados, vamos
usar o exemplo a seguir.
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Exemrro 8.1. Calcule a energia magnetostatica para esfera ferromagnética
uniformemente magnetizada do exemplo

SoLugAo: A energia magnetostética U, pode ser calculada usando a expressao
Usando o resultado para o campo magnético obtido no exemplo temos

M2 2R6
) 35706[4c0529+sin29}, r>R
B2 — 7 2022 (8.16)
TO, r < R,

de tal forma que

Uy = 2;0 ///V B2%dt (8.17)

2n R 221
Uy, = 2#0 / / =102 5in 0drdod¢

27 M2
P‘o 2 2 2
2Mo / / 26 4cos 6 4 sin 9} r* sin 0drd0de,

(8.18)

MZ 2 R M2R6 00
u, = ?‘0/ 2dr+ ”O/ [3cosze+1}sin9d9/ %dr,
0 0 R

po 32 po 3
4 1/3R3
(8.19)
8muoM?  AmpgM?
U, = PR3 PRE (8.20)
_ AmpgM?
Um = W 8 (8.21)

E importante frisar que, neste caso, o cdlculo da energia magnetostatica através
da expressdo (8.9 U,,,; resultard em zero. Isto pelo fato de que nédo ha correntes
livres neste caso, mas somente correntes de magnetizagdo. Poderiamos cal-
cular a energia magnetostatica de forma mais simples, considerando apenas a
expressao Com efeito,

Umag = %//V M - Bdr, (8.22)

2 2M #0 2
Umag = M sin 0drdfd¢ (8.23)
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M? 47tR3
Upiag = 7”03 = (8.24)
4710 M2

Outra situagdo de interesse do ponto de vista energético para materi-
ais magnetizados é mudanca de energética devido a inser¢do de uma material
magnético linear em uma regido com campo inicialmente especificado no es-
pago livre, como no exemplo em que uma esfera paramagnética (ou dia-
magnética) linear é colocada no vdcuo em uma regido com campo magnético
inicialmente uniforme. Considere uma regido no espago livre onde atua um
campo magnético Hy, de tal forma que By = poHy. Um corpo de susceptibili-
dade homogénea e isotrépica ), e volume V é colocado numa regido do espago
livre e, com efeito do campo magnético aplicado, o material estara sujeito agora
a um campo H e adquire uma magnetizagio M. Considere também que as
correntes fontes do campo inicial Hy permanecem inalteradas. Usando a ex-
pressao[8.g|para a energia magnetostatica, a diferenca entre as energias antes e
depois da insercdo do mesmo sera calculada da seguinte forma:

oy, = %w H - Bdt — % // ﬁo . godT, (8.26)
% v

U,y = % ///v (H-B - Hy- By)dr, (8:27)

onde podemos reescrever que

U = 7 ///v (Ho-B— - Bo)dr + ///V (H - Hp)- (B+Bo)dr.  (828)

Mas se ndo ha correntes livres nem antes nem depois da insercdo do material,
V x(H—-Hy) =0,0 que nos permite escrever que H—Hy = —Vy, com
P sendo um potencial escalar. Se assim se proceder, a seguinte integral da
equagdo anterior serd nula e mostraremos a seguir. Usando a relagdo vetorial
para a divergéncia

V- (B+Bo) = V- [p(B+Bo)] — wV (B=TFy), (8.29)

///V(I:f — Hy) - (B + By)dr, (8.30)
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// V- (B+ By)dt (8.31)
1%
//v V- [$(B+ By)ldr, (8.32)
e usando agora o teorema da divergéncia de Gauss
#S (B + By) - fida, (8.33)

que se anula, pois a integral sobre todo o espago leva o valor de ¢ a zero para

uma superficie S esférica de raio R — co. Isto implica que a variacao de energia
com a insercao do objeto sera

U, = - /// (Hy-B — H - By)dr. (8.34)

Para um material linear, B = yH, e usando o fato que, para o espaco livre
(vacuo) Hy = B/ g, temos

1 - .
(SUml = E //V(]/lH : HO — ]/loHo . H)dT,

(8.35)

Uy = 5 [[] (= ) - For (8.:36)
o, = /// -1) yOH Hodr, (8.37)
U, = %///meljl . yoﬁodr, (8.38)
oU,, = % // VM-EOdT, (8.39)

onde o volume de integragdo pode ficar restrita somente ao volume do objeto
magnetizado, pois no vacuo, x,; =0

Exemrro 8.2. Calcule a variacdo de energia magnetostatica depois da insercao

da esfera de material linear de raio R e permeabilidade magnética y, colocada
no vacuo em campo Hy uniforme do exemplo
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SoLugio: A variagdo da energia magnetostatica dU,,; pode ser calculada facil-
mente através da equagdo Neste caso, tanto a magnetizagdo M adquirida
pelo objeto, como o campo magnético By aplicado sdo uniformes. Com efeito,

U, = % // s M - Bydr, (8.40)
_ 3(p—po)HoBy 4nR3
Ut = 5 200 3 (8.41)
 2mpo(p — po)R°HE
U, = o . (8.42)

Note que, para um material paramagnético y > jig, 0 que implica que a energia
magnetostatica é aumentada com a inser¢do do material, sendo que o contrario

acontece com a inser¢do de um material diamagnético (4 < pup).
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QuesTio II.1. Considere um cilindro sélido muito longo (comparado ao seu

raio) de raio R, tendo seu eixo de simetria coincidindo com o eixo cartesiano

z (veja a figura[8.1). Este cilindro esta isolado no vacuo e apresenta magneti-

zagdo permanente e uniforme ao longo de uma dire¢do perpendicular ao eixo

principal do cilindro, de tal maneira que sua polarizacio é dada por M = M.

Determine:

(a) As densidades de correntes superficial
KM e volumétrica TM de magnetizagdo.
Mostre que a corrente total de magneti-
zacdo é nula.

(b) As densidades volumétrica pys e super-
ficial o) de polos magnéticos. Mostre
que a quantidade total liquida de polos
magnéticos é nula.

(c) O potencial escalar magnético P(p, $)
dentro e fora do cilindro.

(d) O campo magnético B(p, ¢) dentro e fora
do cilindro.

(e) O campo H(p,¢) dentro e fora do cilin-
dro.

(f) Faga um esbogo para todas as quantida-
des calculadas anteriormente (se possi-
vel, com ajuda computacional).

FiGURA 8.1: REPRESENTACAO ESQUE-
MATICA DE UM SISTEMA DE COORDE-
NADAS EM UMA SECCAO TRANSVERSAL
DE UM CILINDRO MAGNETICO LONGO
DE RAIO R COM MAGNETIZACAO M.
AS COORDENADAS ASSUMIDAS SAO AS

COORDENADAS CILINDRICAS POLARES

(0, ¢)-

0
pats
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Questio II.2. Considere um cilindro magnetizado muito longo (comprimento
comparado ao seu raio) de raio R, linear de permeabilidade magnética relativa
Uy, posto numa regido do vacuo onde um campo uniforme ﬁo = HjX inicial-
mente atuava, tendo seu eixo de simetria coincidindo com o eixo cartesiano z

(veja a figura 8.2).

- Determine:
FiGURA 8.2: SECCAO TRANSVERSAL

DE UM CILINDRO MAGNETICO LINEAR  (a) O potencial escalar ¢(p, ¢) dentro e fora

LONGO DE RAIO R, POSTO NUMA RE- do cilindro, tal que H= —Vi
, .
GIAO COM CAMPO ELETRICO INICIAL-

(b) O campo H(p,¢) dentro e fora do cilin-

MENTE UNIFORME H(. As COORDENA-

DAS ASSUMIDAS SAO AS COORDENADAS dro e sua magnetizagao.

CILINDRICAS POLARES (0, ). (c) O campo magnético B(p, ¢) dentro e fora
y do cilindro.
ﬁo (d) As densidades de correntes superficial
— K M € volumétrica TM de magnetizacao.

(e) As densidades volumétrica py e super-

S\

ficial o1 de polos magnéticos.

(f) Faca um esbogo para todas as quantida-
des calculadas anteriormente (se possi-
vel, com ajuda computacional).
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Questio I1.3. Uma coroa magnética cilindrica muito longa (comprimento muito
maior que seus raios), de raio interno R e raio externo 2R, tem seu eixo de si-
metria coincidindo com o eixo z cartesiano. Esta coroa estd imersa no vacuo
e apresenta magnetizagdo permanente e uniforme ao longo da direcédo i dada
por M = Mj.

Determine:

(a) As densidades de correntes superficial
K M € volumétrica TM de magnetizacdo.

FiGURA 8.3: SECCAO TRANSVERSAL
DE UMA COROA CILINDRICA MAGNE-
TICA LONGA, COM MAGNETIZACAO UNI-

FORME M = Mj. As COORDENADAS

(b) As densidades volumétrica py; e super- ~ASSUMIDAS SAO AS COORDENADAS CI-

. s Ly LINDRICAS POLARES , .
ficial o1 de polos magnéticos. (0:¢)

(c) O potencial escalar i(p, ¢) dentro e fora Y
do cilindro, tal que H = — V.

(d) O campo magnético B(p, ¢) dentro e fora
do cilindro. (P

(e) Faga um esbogo para todas as quantida-
des calculadas anteriormente (se possi- A_/I’T
vel, com ajuda computacional).

QuesTio II.4. Um meio magnético linear, de permeabilidade magnética p,
possui uma cavidade esférica vazia (vdcuo) de raio R. Um campo H= Hyz é
entdo aplicado no referido meio (veja a figura (8.4]).

Determine: -
FiGURA 8.4: SECCAO TRANSVERSAL DE

(a) Encontre o potencial escalar i(p, ¢) den- UMA CAVIDADE ESFERICA EM UM MEIO

tro e fora dO Cilindro, tal que H = —le MAGNETICO. AS COORDENADAS ASSU-

. . - MIDAS SAO AS COORDENADAS ESFERI-
(b) Determine o campo magnético B(p, ¢)

cas (r,0).
dentro e fora do cilindro.
(c) Encontre as magnetizagdes no liquido e [_-70] Z,
na esfera. 7
R 0

(d) Determine as densidades de correntes su-
perficial K e volumétrica [y de magne-
tizacdo.

(e) Determine as densidades volumétrica pp,
e superficial o) de polos magnéticos.
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QuesTAo II.5. Uma coroa magnética esférica de material linear com perme-

abilidade magnética p possui raio interno R e raio externo 2R. Esta coroa é

entdo imersa no vicuo numa regido com campo inicialmente uniforme dado
por Hy = HpZ, como indica a figura

Fi1GURA 8.5: SECCAO TRANSVERSAL DE
UMA COROA ESFERICA NO VACUO SUB-
METIDA A UM CAMPO INICIALMENTE
UNIFORME HO = HpZ. As COORDENA-
DAS ASSUMIDAS SAO AS COORDENADAS

ESFERICAS (7,0).

z

A

Determine:

(a) Opotencial escalar ¢ associado ao campo
H em todo espago, tal que H = — V1.

(b) O campo H em todo espaco.

(c) A magnetizagao M na coroa.

(d) O campo magnético B em todo espaco.

(e) As densidades de correntes superficial
K M € volumétrica TM de magnetizacio.
(f) As densidades volumétrica pys e super-

ficial o de polos magnéticos.

(g) Faga um esbogo para todas as quantida-
des calculadas anteriormente (se possi-
vel, com ajuda computacional).

PARrTE II. MAGNETOSTATICA NA MATERIA Arves, T. M. L.
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SERIES DE TAYLOR

A.1 SERIES DE POTENCIAS

Algumas séries de Maclaurin tteis:

@) (A+x)t=1-x+22-+xr— (x| <.
() (1+x)2=1-2x+3x" 43 +5x* — . (x| < D).
(i) (14+2x)72=1-3x+6x%—10x> +15x* — ... (x| < 1).
11 1 5
. 1/2 _ S T2, -3 2 4 _ <
(iv) (1+x) 1+2x g* +16x 58" +..(-l<x<1).

1 3 5 35
-1/2 _q1_ 2 2.2 3 4_ (_ <
v) (1+x) 1 2x+8x 16x +128x (1< x <)
3 3 1 3
) (1 32 14 x4+ 22— =3 St (-1 <1).
(vi) (1+x) +2x+8x ¥ +128x+ (-1<x<1)

Sep 2 35, 3154

(vii) (1+x)*3/2:1—§x+§x 16X T gt T (-1<x<1).
(viii) ex:1+x+;—?+§—j+§+...(—oo<x<oo).

(ix) a*=1+xlna+ (xl;a)z + (XI;Q)S) + (XIZ'Q)4 + .. (o0 < x < 00).
(x) ln(1+x):x—x—2+x—3—x—4+...(—1<x§1).

2 3 4
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1 1 3 5 7
(xi) Zln(li—x> x4 (c1<x <)
¥ 2x5 17x7

3 5 7
. 7
(xii) tanx—x—|—§+ﬁ+m+... (|x| < E)'
x> 5xt  6lx® n
(xiii) secx = 1+7+ﬂ+ﬁo+"' (|x| < E)'
3 5 7
(xiv) arcsinx = x + T ol + 7 + .. (x| <1).

6 40 112
T 3 3 5 5 7
(xv) arccosx = 2—x—%—%—%+ (|x] <1)
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INTEGRAIS UTEIS

B.1 INTEGRALI

T ! o3 !/ /
[= cos 6’ sin6'do ' (B.1)
0 VR2+4z2—2Rzcosb’

Usando a substituicio u = z2 + R? — 2Rz cos 6, temos que sin0'd0’ = du/2Rz

22+ R2—u
! __ : .
ecosft = R Portanto, a integral fica
T cosb sin6'do’ 1 /(RH)2 [(Z2 +R?») u%} du. (B.2)
0 VRZ+2z2—2Rzcos®  (2zR)? J(r—zp uz . .
_ (22 + R?) bt |BF g (R (B.3)
- 2 1 1 ¢ :
(2zR) AT IR Tk PP

- (221R)2 [2(22 +R?)(IR+z| - [R—z]) - §(|R+Z|3 —|R —Z|3)} . (B4)
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Paraz > R, |[R+z| = R+ze|R —z| =z — R. Dessa forma,

™ cost sinf'do’ 1 2 52
= 2(z-+ R*)(R4+z—z+ R
0 VRZ+z2 —2Rzcosf  (2zR)? { ( ) )

5 (B.5)
3l R - =R},
1 2 p3
= ZRp {4(Rz +R3)
) (B.6)
—g[zz+3zzR+BzR{+R3 —zz—i—BZZR—}zR’[—l—Rﬂ},
-1 4(Rz* + R3?) — é[3z2R + R3] (B.y)
(2zR)2 3 ’ '
8R3
R® R3 B.
(ZzR (2zR)23 {SR/[—'—?’ —32R- } 1222R?’ B8
T cos 0’ sin 6'do’ 2R
0 VR2+4+2z2 —2Rzcosf 3z
Paraz < R, |[R+z| =R+ze|R—z| = R — z. Dessa forma,
T cost sin6'do’ 1
i = . {2(22+R2)(z +R—R+2)
0 VR2+4 22 —2Rzcosf (2zR) (B.10)
) )
Sl - ®-27},
_ 1 3 2
= R7 {4(2 +zR?)
5 (B.11)
—3[z3+3z2§+3zR2+R5/—R’5+3R2z—3R{Z+z3]},
- 4(z% 4 zR?) — é[3Rzz + R¥] (B.12)
(2zR)2 3 ’ '
823
3
“3R% Al = 2 B.
(ZzR (22R)2 3 {SZR{ +37° 3R - 27 1222R?’ (B13)
& cos 0’ sin 6'do’ 2z
=—, z<R. B.1
0 VRZ+2z2—2Rzcos® 3R B9
De forma resumida, teremos:
2z
= T cosf sin0'do’ _ ) 3R ZsR (B.15)
0 VR2+42z2—2Rzcosf’ 2R >R
g, Z [l .
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B.2 INTEGRALII
i sin® 0'de’
I = / . (B.16)
0 (R%+z2—2Rzcosb)2
Por substitui¢do u = z% + R? — 2Rz cos ¢, de tal forma que sin 8'd6’ = du/2Rz
e
22 4+ R?)? — 2(z2 + R?)u + u?
cos? 0 = ( ) 4Z§R2 ) . (B.17)
Com efeito, usando sin? ¢’ = 1 — cos? ¢/,
I /” sin6'de’ B /” cos? 0’ sin 0'de’ (B.18)
0 (R2+zz—2ch059’)% 0 (R2+zz—2chosﬁ’)%/ .
1 (R+z)? éd (R2 +22)2 (R+z)? *id N
= — 2 _——_ 2
2R Jigp T T8RS /(R_Z)z o 510
(R2422) [(R+2? | | pRe? 0
A A / u -2 u—733/ u-"2du,
4Rz (R—z)2 8R°z (R—z)2
1 -3+ (R+2)? (R2 4+ 22)2 g3+l (R+2)?
= 5.7 "3 41 - +
2zR %4_1 (R 8R3z3 —% +1 (R
(B.20)
® ) b (Mg e
3.3 1 T QR3.3 ’
4R>z 41 (R—z)? 8R3z 5+1 (Rez)?
o1 R (R 1 (Rt2)* (R2 4 22) Vi
TR 3.3 [ 3.3 R—z)2
R Vilgap ARZ S Vulgeop 2Rz T B
1 3 (R+2)?
T 12R%8 T (Reap
[(R2422)2 1] 1 (R+z) N (R? + 22) \/ﬂ|(R+Z)2 1 ¥ (R+z)?
~ | 4R3z3 ZR| Vit|(g_yp 2R3z3 (R=2)*>  12R3z3 " [(R—z)2’
(B.22)
_ [R*+2z* +22°R? — 42°R? 11
B 4R3z3 |z+R| |z—R| (B.23)
(R? + 22) 1
W(|Z+R| —|z—R]) - RA (|Z+R|3* |Z*R\3)r
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(Z-R)?/( 1 1 (R2 +22)
iR \E+R z-R) T 22 (Iz+ R[ = |z = R]) 520
1 3 3
~ oo (#+ R = 2= RP).
Paraz > R, |z+ R| =z+ Re |z — R| = z— R. Dessa forma,
(Z-R)? (1 1 (R? 4 22)
Ir= - R—z+R
4R373 z+R z—-R RS (z+ ¥ R) (B.25)
1

T 12R373 [(Z +R)’ = (2 - R)B} '

_ (z2 — R?)? (szR) (R? +22)

- 3 2
5 PR~ oras [ZR +6Rz }

4R373 z2 — R?
(B.26)
(22 — R?) (R% +22) 1 3 )
= 2R) + 2 — ——— |2R®+6Rz*|,  (B=27)
e 2R+ e R — oz [ +OoRz } 7
_ —6R(z%> — R?) + 12R(R? + z2) — 2R3 — 6RZ2 (B.28)
N 12R3z3 ’
_ —6Rz? + 6R3 4+ 12R3 4 12Rz? — 2R% — 6Rz? (B.29)
- 12R323 ’
= ﬁ _ 4 (B.30)
©12R3z3 3287
Para —R <z < R,|z+ R| =z+ Re |z — R| = R — z. Dessa forma,
(z2—R??2 [ 1 1 (R% 4 22)
I = — R-R
7 \z+R R—z) s GF +2) (B30
1

T 12R33 [(z +R)*— (R~ 2)3} '

(2 — R?)? (Z—R+Z+R> (R? +22)

1
— —— 223 +6R?2
T 12R3z3[z +6 Z}'

4R323 z2 — R?
(B:32)
(22— R?) (R* 4 2%) 1 3 2
=X _— /(2 = =/ —] B.
o 2+ s (22) — o [ 2% 4+ 6R z}, (B.33)
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6z(z> — R?) +12z(R? + z2) — 223 — 6R?*z

= R3S , (B.34)

628 —6zR? 4+ 12zR? + 122% — 223 — 6R?z (B.35)

- 12R323 ’ 35
1623 4

T 12R33 ~ 3R% (B-36)

Paraz < —R,|z+ R| = —(z+ R) e |z— R| = —(z — R). Dessa forma,

(z2 — R?)? 1 1 (R? +22)
IT = - —(z+R —R
R \"i3R TzoR) T s TEFRF(E-R)

1
- iz |~ E R+ - R,
(B-37)
onde podemos fatorar -1 da expressao,
_ (22-R?>)? [ 1 1 (R? +22)
_1{ 4R3z3 +R z-R) " 2R [(z+R) = (z=R)]
1
T 12R33 (+R’— (= R)’] }
(B.38)
resultando na expresdo oposta para o caso com z > R,
16R° 4
T RRA T 38 (#39
De forma resumida, a soluc¢do da integral serd
4
== z> R
3Z3 7 -
a sin’ 6/d6’ 4
Hz/ T = ——, —R<z<R, (B.40)
0 (R2+22—2Rzcosf')2 3123 -
T *=7K
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B.3 INTEGRAL III

// 0@ -7) + - TP yav' =0 (B.41)

Chamemos a integral @ e facamos o produto escalar com outro vetor b,

i-b— //V{T(?’)(?-?’) +[F- TP a7 B, (B.42)
5'52///1){[7(?') B)(F-F) + [F- J(7))(7 - b) T, (B.43)
5'5:///V{[T(m‘V'(E'7l)](7'7')+[T(7/)'V’(7'7’)K7/‘5)}d7', (B.44)
ﬁ.E:///VT(?’).[v’(E.W)(f.?’)+v’(?.ﬂ)(7’.5)]dr', (B.43)

a’.E:///V“(?’)-v’[(E.ﬂ)(w.ﬂ)+(7.?’)(7’.E)]dr', (B.46)

53
~—
—~

|
Y
~—
+
—~
|
Y
~—
—~
Y
S

Definiremos agora um escalar ¢(7') = (b - 7 ). Teremos

que a divergéncia serd

V. JF)e@)] = FETRE) - 17) - Vo), (Bap)

V)] = () - Vo), (B.48)
onde usamos o fato que V' - J(#') = 0 na magnetostatica. Dessa forma, o calculo

de 7 - b conduz a

ib (B.49)

|
|
—~
Y
~—
<
=
S
B
~—
—
=
L
~—
+
—
=
L
~—
—
4
S
~—
[Uu
"L

i-b= ///V J(@) - Ve )dr, (B.50)

a5 = [ v e (B.51)
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b= ﬁﬁg o(PV](7) - da’ =0, (B.52)

com S sendo a superficie que contém toda densidade | e, no contorno, temos
que ] - fida’ = 0, sendo | tangente & superficie S. A conclusdo é quesed-b =0,
para qualquer b, entdo @ = 0, e a integral é nula.
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B.4 INTEGRAIS DADAS PARA AS LISTAS DE QUESTOES

Considerando a, b, ¢ e k constantes reais:

Q) / udu _ 1 Lk
W+ 2 " et a@

ledu u
. 2 2
(i) / ( . a2)3/2 S +1n(u +Vus+a ) +k

et Vid +a?) +k

(iif) / \/u;iuﬁ zln(

(iv) / 2du232: - +k
(u2 + a2)3/ 212 + a2
v) /(udu—vlﬂ—kaz—i—k

12 + a2)1/2
. udu Vau? +bu +c
(vi) =
Vau? +bu+c a
— Zzzli/ﬁln [Zﬁ\/au2+bu+c+2au+b} +k
.. m d¢ 27
(vii) /0 iibcosy ViR paraa > b.
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INTEGRAIS ELIPTICAS

C.1  DEFINICOES

As integrais elipticas de primeiro tipo (K(k)) e segundo tipo (E(k)) sdo
definidas da seguinte forma:

B /2 dﬁ
SR A T

E(k) = /0 i 1 —k2sin?(B) dB, (C.2)

para 0 < k < 1. Essas integrais ndo possuem fungdes elementares como

(Ca)

solucdo, sendo geralmente resolvidas por métodos numéricos.

C.2 Series DE POTENCIAS PARA K(k) E E (k)

Uma outra alternativa para se resolver as integrais elipticas é expandir o
integrando em séries de poténcias em k. Usando as expansdes
5 6

1 3 35
_2y-1/2 12,24 8
(1—x7) 1+2x +8x +16x +128x + ... (C.3)



AprénpICE C. INTEGRAIS ELfPTICAS 200
¢ 1, 1, 1 5
1oy2_q_ta la 1o 5 8 _
(1= ¥ 78" T 16t T 128t €4
teremos que os integrandos serdo expressos por:
1 1., . 3.4 . 5 ¢ .
T 1+ Ekz sin?(B) + §k4 sin*(B) + Eké sin®(B)
1 —k?sin“(B) (C.5)
+ @kg sin®(B) — ...
e
2 w2 Lo o Liaa 166
1—k?sin“(B) =1— Ek sin“(B) — §k sin®(B) — Ek sin®(B)
(C.6)
— @kS sin®(B) —

Perceba que para integrar essas expansoes, precisaremos integrar de forma

recorrente poténcias pares de sin(). Vamos entdo recorrer a seguinte integral:

7T _ 7T
/ sin" 0do = "1 / sin"~2 9.
0 n 0
7T
.2 o E
/0 sin“ 0d6 = X
7T . T
/ sin* 0do = 2/ sin? 0do = 3—7-[,
0 4 Jo 8
7T _ T
/ sin® 040 = g/ sint 046 = 5—”,
0 6 Jo 16

351
S— 6 pr—
/0 sin® 046 = / 0do = 8

Usando o fato que

Com efeito,

/2 1 (7™
/0 sin(B)dB = E/(; sin”(B)dp, para n par,

teremos os seguintes resultados para as integracdes termo a termo:

/2 /2
N
+Ek4/0 sin (ﬁ)dﬁ+—k6/ sin®(B)dp

+ %ks/ sin®(B)dp — ...

ag+ kz/ sin?(B)dp

(C7)

(C.8)

(C.9)

(C.10)

(C.11)

(Ca2)

(C13)
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_ T T Mg DT 122574 C
K(k) = 5 + gk + ek + Sk 4 ook (C.14)
e também,
/2 /2 1 T
/‘ 1—Wm¥wwﬁ:/ tw—fﬁ/ja&mmﬁ
0 0 4 Jo

_1#/nmﬂmw—lw/wmﬂ@% (C.15)
16" J, ° 32° 5

- 2&53761{8/0 sin®(B)dp + ...

3nk4_5lk6_@k8_

_ o (C.16)
128° 5120 32768

s 7T
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Campo magnético
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Cilindro unifromemente magneti-
zado,

Condigoes de contorno,
Dinamica da particula,

Dipolo puro,

Disco carregado girante,
Divergente,
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Esfera magnética linear em campo
magnético uniforme, [171]

Esfera uniformemente magnetizada,
164

Espira circular,

Espira como dipolo,

Exato de uma espira, [114]

Fio cilindrico e maci¢o muito longo,
e

Fio finito, [43]

Fio infinito, [44]

Lei de Biot-Savart,

Lei de forga de Lorentz, [34]

Modelos de Gilbert e Ampere,

Rotacional,

Rotacional de A4, @

Solenoide, 50

Superficie esférica carregada girante,
3

Terrestre, [46]

Unidade Tesla, [37]

Carga elétrica
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Espira, 80|

Expansdo em multipolos magnetos-
taticos, [100]
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Magnético puro,

Potencial escalar magnético, m
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res, [124] Indutancia
Solenoide cilindrico, Definigao,
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Lei de Faraday,
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planares, [133]
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Forca
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Lei de Biot-Svart,

Lei de Coulomb, [33]

Materiais magnéticos, {173
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