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A gravidade ndo é uma forca, € uma consequéncia da geometria do

espago-tempo.
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RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo introduzir um estudo bibliografico a respeito das
solucgdes da equacdo de onda que se revelam adequadas para descrever o comportamento das
Ondas Gravitacionais, que foram postuladas em 1915 na Teoria da Relatividade Geral de Albert
Einstein. Inicialmente, é apresentada uma contextualizacdo que justifica o desenvolvimento
deste estudo como um subsidio para a formacéo de futuros professores de Fisica. Em seguida,
0 tema é abordado sob uma perspectiva historica ndo aprofundada, com a discussdo das
principais ideias da Teoria da Relatividade Especial e da Teoria da Relatividade Geral. Esse
arcabouco tedrico é utilizado para subsidiar a obtencdo das solugdes para as Ondas
Gravitacionais e suas implicacdes Fisicas, como o comportamento e as consequéncias
observacionais, incluindo a relacdo dessas ondas com a curvatura do espago-tempo. Por fim,
sdo apresentadas algumas informacoes relevantes sobre a comprovacao da existéncia das Ondas
Gravitacionais pelo Laser Interferometer Gravitational-Wave Observatory (LIGO) em 2016, o
que corroborou a predicdo da Teoria da Relatividade Geral de Einstein quanto a essas ondas.
Essa comprovacdo € importante para novas pesquisas relacionadas a eventos cdsmicos
altamente energéticos, como as Ondas Gravitacionais, que podem levar a possiveis ajustes e/ou
definicBes de novas hipGteses e teorias da Fisica, da Astrofisica e da Cosmologia, bem como
tem o potencial de proporcionar a experimentacao por parte dessas areas da Ciéncia e trazer
novas descobertas sobre as origens de fendbmenos cosmoldgicos desse tipo e sobre o surgimento
do Universo. Nesse contexto, conclui-se que este trabalho pode desempenhar um papel
importante no panorama do ensino de Fisica Moderna e Contemporanea, se utilizado como um

material didatico norteador para apropriacdo do referido tema.

Palavras-chave: Ensino de Fisica Moderna; Relatividade Geral; Ondas Gravitacionais.



ABSTRACT

The present work aims to introduce a bibliographic study on the solutions of the wave equation
that are suitable for describing the behavior of gravitational waves, which were postulated in
1915 in Albert Einstein's Theory of General Relativity. Initially, a contextualization is presented
that justifies the development of this study as a subsidy for the formation of future Physics
teachers. Next, the topic is approached from an unexplored historical perspective, discussing
the main ideas of the Theory of Special Relativity and the Theory of General Relativity. This
theoretical framework is used to support the obtaining of solutions for gravitational waves and
their physical implications, such as behavior and observational consequences, including the
relationship of these waves with the curvature of space-time. Finally, some relevant information
is presented on the confirmation of the existence of gravitational waves by the Laser
Interferometer Gravitational-Wave Observatory (LIGO) in 2016, which corroborated Einstein's
prediction in the Theory of General Relativity regarding these waves. This confirmation is
important for new research related to highly energetic cosmic events, such as gravitational
waves, which can lead to possible adjustments and/or definitions of new hypotheses and
theories of Physics, Astrophysics, and Cosmology, as well as have the potential to provide
experimentation by these areas of Science and bring new discoveries about the origins of such
cosmological phenomena and the emergence of the Universe. In this context, it is concluded
that this work can play an important role in the panorama of the teaching of Modern and
Contemporary Physics, if used as guiding didactic material for the appropriation of the
aforementioned topic.

Keywords: Modern Physics Teaching; General Relativity; Gravitational Waves.
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INTRODUCAO

A Fisica compreende um dos importantes ramos da Ciéncia, responsavel por estudar o
comportamento da natureza e do universo e seus fendmenos em seus aspectos gerais. E a parte
da Ciéncia responsavel por analisar as relagdes e propriedades desses eventos, bem como

descrever e explicar suas origens e consequéncias.

Ao longo de sua histdria, o desenvolvimento da Fisica se deu em um contexto de
desafios culturais e tecnoldgicos desde os tempos em que a crenca em deuses e mitos impediam
0 avangco cientifico, descreve Toribio (2015, p. 9). Segundo Bittar (2009, p. 16) e Rosa (2012,
p. 23-24), essa evolucdo foi gradual, ndo apenas como uma ciéncia em si, mas também no

contexto educacional.

A formacao educacional e profissional do individuo foi, e ainda é, crucial para 0 avango
da Ciéncia e das tecnologias que transformam a sociedade. A Fisica, em particular, desempenha
um papel fundamental nesse processo, pois suas evolucBes frequentemente resultam no
desenvolvimento de novas tecnologias que impactam direta e indiretamente a vida das pessoas,
sendo, portanto, necessaria sua compreensao tanto no aspecto de fomentar o desenvolvimento
de mais aparatos que melhorem a vida dessas pessoas, como para inserir o individuo de maneira

consciente na realidade que habita.

No Brasil, a Lei de Diretrizes e Bases da Educagdo Nacional (LDB) e a Base Nacional
Comum Curricular (BNCC) vigentes, entre outros documentos norteadores da educacdo no
pais, sdo responsaveis por orientar a elaboracdo dos curriculos das escolas publicas e privadas
da Educacédo Basica. No que diz respeito ao ensino de Fisica, a BNCC (2018, p. 7-20) destaca
a importancia da formacao e preparacdo de professores de Fisica e incentiva a contextualizacdo
da Fisica Moderna junto a Fisica Classica, visto que este € um importante ramo da Ciéncia em
evolugéo e cujo ensino deve se manter atualizado conforme as novas descobertas, defende
Sabino (2015, p. 8-14).

Apesar desta recomendacao, é notorio na literatura académica trabalhos que mencionam
problemas sobre uma efetiva inser¢éo de temas da Fisica Moderna e Contemporanea (FMC)
em ambientes de sala de aula, seja na educacgdo basica, ou mesmo em cursos de formagéo de
professores de Fisica (MONTEIRO, NARDI e BASTOS FILHO, 2012; OLIVEIRA, VIANNA
e GERBASSI, 2007). Nessa perspectiva, com o intuito de contribuir para uma dissolugéo deste

quadro no cenario de formacdo associado a Fisica, pretendemos neste trabalho realizar uma
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revisdo bibliogréfica sobre um tema da FMC que, por ndo ser ainda amplamente discutido em
tal contexto, podera vir a desempenhar um papel de fonte introdutéria ao tema para professores
de Fisica e/ou estudantes da area ainda em periodo de formacdo. O tema correspondente a tal
escolha se trata das Ondas Gravitacionais. A auséncia da discussdo sobre este fenébmeno no
ensino de Fisica pode ser justificada pelo fato da sua recente verificagao observacional, ocorrida
em 2015.

Deste modo, o presente trabalho se encontra organizado da seguinte forma: o primeiro
capitulo serd introdutorio, abordando o tema de forma geral. Em seguida, o segundo capitulo
fara uma analise prévia da TRE de Einstein, com enfoque no formalismo vetorial e da Algebra
Tensorial, para posteriormente adentrar no formalismo matematico necessario para estudar a
TRG. O terceiro capitulo apresentara a TRG de Einstein, que se baseia no Principio da
Equivaléncia de Einstein, e que é uma extensdo da TRE para fendmenos fisicos em referenciais
ndo inerciais. Serdo definidos alguns recursos preliminares a definicdo de algumas grandezas
fisicas quadri-dimensionais invariantes. Ja o quarto capitulo tratara sobre Ondas Gravitacionais,
considerando o limite de campo fraco, também conhecido como gravidade linearizada, como
uma condicdo da TRG para descrever o comportamento fisico de uma Onda Gravitacional.
Serdo definidas algumas grandezas fisicas invariantes que levam as solu¢des que descrevem o
comportamento fisico de uma Onda Gravitacional. O quinto capitulo descrevera as
consequéncias observacionais da Onda Gravitacional, como ondas que se propagam no vacuo
na velocidade da luz, analisando o comportamento fisico da geodésica de algumas particulas
massivas no vacuo, com as quais € possivel descrever a perturbacao da métrica do espago-tempo
causada por uma Onda Gravitacional. Por fim, esse capitulo trara informacbes sobre a
comprovacdo das Ondas Gravitacionais pelo Laser Interferometer Gravitational-wave

Observatory (LIGO) em 2015. Em seguida, o capitulo final trara as consideracdes finais.
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1. UMA BREVE CONTEXTUALIZACAO SOBRE ONDAS GRAVITACIONAIS

O estudo da propagacdo de ondas é de fundamental importancia para a formacéo do
conhecimento cientifico desenvolvido na vivéncia escolar do ser humano, por isso se justifica
que dentro do processo de formacdo de professores de Fisica esse seja um tema relevante para
que ele tenha dominio e possa explord-lo em outros contextos educacionais. Dessa forma,
desenvolveremos neste trabalho, com base em conceitos acessiveis aos alunos do curso de
Licenciatura em Fisica, o estudo sobre o fenémeno fisico das Ondas Gravitacionais, previsto
na Teoria da Relatividade Geral (TRG) e recentemente comprovada sua existéncia. Nesse
contexto antes de respondermos o questionamento fundamental “o que sdo Ondas
Gravitacionais?” este ¢ um lugar razoavel para comegarmos nossos estudos partindo da

pergunta “o que exatamente ¢ uma onda?”

Como descrevem Richard P. Feynman (2008, cap. 51) e Daniel Fleisch (2015, p. 1-2),
no formalismo da Fisica, uma onda é caracterizada como uma série consecutiva de pulsos
energéticos (uma perturbacao oscilante de alguma grandeza fisica) que se propaga através de
um meio material ou no espaco vazio com uma velocidade definida e transportando,
exclusivamente, energia de um ponto a outro no espa¢o de forma peridédica no tempo. Assim,
se observa que confere aos fendbmenos ondulatorios certas caracteristicas intrinsecas, como
amplitude de onda, comprimento de onda, velocidade de propagacdo da onda, frequéncia. A
Fig. 1.1 ilustra o recorte da representagdo geométrica de uma onda unidimensional e identifica

essas grandezas.

Figura 1.1: Representacdo de uma onda unidimensional e suas caracteristicas.

comprimento de onda

4

" crista
amplitude 3
1 pulso : \ ¥
pulso / L
. \ amplitude
vale ‘

Fonte: Producéo prdpria.

No entanto, as grandezas fisicas de uma onda e seu comportamento somente s&o

possiveis se forem descritas a partir de uma equagdo fundamental, particular aos fenémenos
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ondulatorios, chamada equacédo de onda:

1024
V24 —
c? dt? 0, (1)

em que c é a velocidade da luz no vacuo e A é uma funcdo que determina a grandeza fisica

perturbada que parametriza a onda.

Conhecida também como equagéo de Euler! para o estudo de ondas, a eq. (1.1) € como
uma forma padrdo para descrever o comportamento de uma onda, seja ela uma onda sonora,
onda na superficie de um fluido, onda eletromagnética, entre outros tipos de onda. Além de
Euler, outros personagens como d'Alembert?, Bernoulli® e Lagrange* também contribuiram com

estudos sobre ondulatoria.

A eg. (1.1) ndo especifica uma solucdo de Unico resultado para ondas, mas permite
encontrar uma familia de funcGes bem definidas que satisfazem essa equacdo fundamental
como solucdo possivel, e essas funcbes estdo aptas a descrever uma onda. A partir dessas
funces os fisicos, de um ponto de vista matematico, conseguem descrever 0 comportamento

de vérios tipos de onda.

As ondas, assim como o0s tipos de movimento, por exemplo, podem ser classificadas.
No estudo dos fendmenos ondulatorios a classificacdo mais geral empregada pela Fisica é feita
quanto a natureza da onda: Ondas Mecanicas, Ondas Eletromagnéticas, Ondas de Matéria, € a
recente comprovacao das Ondas Gravitacionais, a qual explicaremos no presente trabalho.

Nesse contexto introdutorio, para podermos compreender o fendmeno das Ondas
Gravitacionais, também se faz necessario discorrer sobre o tema da gravitacdo universal, que
remete ao que se acreditava na explicacdo do filosofo Aristoteles®, que os corpos pesados caem
mais rapido que os corpos leves. Nesse estudo os corpos pesados também eram chamados de
“corpus gravis”, e associada a essa expressdo surgiu a ideia de Gravitagdo, a primeira tentativa

de explicar a interacdo observada entre 0s corpos e a Terra. Essa concepcdo aristotélica

! Leonhard Paul Euler (1707 — 1783) — Matematico e Fisico suico.

2 Jean le Rond d'Alembert (1707 — 1783) — Filésofo, Matematico e Fisico francés.
3 Daniel Bernoulli (1700 — 1782) — Matematico suico.

4 Joseph Louis Lagrange (1736 — 1813) — Matematico italiano.

S Aristdteles (384 a.C. — 322 a.C.) — Fildsofo grego.
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perdurou até mais ou menos o final do século XVII, quando o fisico Galileo Galilei® postulou
que todos os objetos caem com a mesma aceleracdo, a menos que haja resisténcia do ar ou

alguma outra forca externa e oposta ao movimento de queda.

No entanto, foi em 1687, na sua obra intitulada Principia ou Philosophiae Naturalis
Principia Mathematica, que o fisico Isaac Newton’, se baseando nos dados precisos de
observagdes feitas pelos astrénomos Tycho Brahe® e Johannes Kepler®, publicou a Lei da
Gravitacdo universal'®, a qual descreve a existéncia de uma forca de interagdo mutua entre os

Ccorpos que contém massa e estdo persente ndo somente na Terra, mas em todo o0 Universo.

Segundo a Lei da Gravitacdo, no universo quaisquer duas particulas que possuem massa
estdo submetidas a uma forca de atracdo mutua, que é diretamente proporcional ao produto das
massas e inversamente proporcional ao quadrado da distancia que separa o centro gravitacional
de cada uma delas. Para ajustar tal proporc¢ao a uma igualdade, foi realizada a inser¢éo de uma
constante chamada constante gravitacional universal (G), a qual primeiramente foi calculada
pelo fisico Henry Cavendish'!. Com essa constante, a equagdo da Lei da Gravitagdo fica

matematicamente escrita como

> mm
F=6—"2¢, (1.2)

r2

Nessa descricdo Newtoniana, a gravidade é experimentada como uma interacgdo atrativa
originada pela massa particular de cada corpo, uma forca de campo que age radialmente

apontando para o centro gravitacional dele, de forma que a intensidade dessa forca atrativa

¢ Galileo di Vincenzo Bonaulti de Galilei (1564 — 1642) — Fisico, Astronomo e Engenheiro italiano.
" Sir Isaac Newton (1643 — 1727) — Fisico e Matematico italiano.

8 Tycho Brahe (1546 — 1601) — Astronomo dinamarqués.

% Johannes Kepler (1571 — 1630) — Astrénomo e Matematico aleméo.

10 A Lei da Gravitagdo universal, denominada por Isaac Newton, descreve a forca de interagdo mutua entre
particulas que apresentam massa. Por longo tempo, o termo "Universal" foi utilizado nesta lei por ser capaz de
explicar a Gravitacdo dos corpos celestes e terrestres a partir de uma perspectiva fisica Unica. Ndo obstante, a
evolucdo da Ciéncia trouxe a tona o foton, a primeira particula constatada com auséncia intrinseca de massa e
interacdo gravitacional, revelando limitacdes na aplicacdo da Lei da Gravitacdo Newtoniana, visto que esta €
fisicamente incompativel com a descri¢do do fendmeno gravitacional para particulas que ndo possuem massa.
Em virtude disso, houve a necessidade de uma nova ferramenta fisica capaz de teorizar e descrever a Gravitacdo
envolvendo particulas com tais peculiaridades, e tal tarefa foi cumprida por Albert Einstein ao postular a Teoria
da Relatividade Geral. Cumpre destacar que os avangos cientificos da Astrofisica nos séculos XX e XXI
permitiram reconhecer que a Lei da Gravitagdo Newtoniana ndo é aplicavel em qualquer ponto do Universo, 0
que reforca a importancia de se considerar novas abordagens tedricas para compreender a natureza do fendbmeno
gravitacional em toda sua complexidade.

11 Henry Cavendish (1731 — 1810) — Fisico e Quimico franco-britanico.
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depende fundamentalmente da quantidade de matéria constituinte de cada corpo, e esté presente

em todo o Universo.

Apesar da Lei da Gravitacdo Newtoniana ser bem-sucedida no que diz respeito a
descrever 0 movimento de corpos que possuem massa, ela ndo prevé em seu arcabougo tedrico
solugBes matematicas que possam descrever uma onda, ou antevé o préprio fenbmeno em si
das Ondas Gravitacionais. Desse modo, 0 que é necessario para explicar esse fenébmeno e sua
origem? As Ondas Gravitacionais somente sdo possiveis de serem explicadas num contexto
além da Mecanica Classica de Newton; é explicada pela TRG, formulada em 1915 pelo fisico
Albert Einstein'?, ja no contexto da Fisica Moderna.

Mas antes de chegarmos a TRG é necessario compreendermos a Teoria da Relatividade
Especial (TRE), publicada por Einstein em 1905. Ela substitui os conceitos independentes de
espaco e tempo postulados na Teoria Mecanica de Newton pela ideia de espago-tempo como
uma entidade geométrica unificada, o que consiste em uma variedade diferencial de quatro
dimens0es: trés espaciais e uma temporal. Essa é uma das grandes contribuicGes dessa teoria, 0
que nos permite vislumbrar uma descricdo dos fenémenos fisicos dentro de um espaco mais

abrangente.

A construcdo da TRE possibilitou os fisicos descreverem perfeitamente o0 movimento
de particulas que se movem proximo a velocidade da luz, e para isso propde que a propria
velocidade da luz é invariante no contexto relativistico desta teoria, cuja proposi¢do leva a um
dos seus postulados fundamentais, a ndo simultaneidade do tempo. Ou seja, um fenémeno que
acontece simultaneamente em mais de um referencial inercial da relatividade Galileana e
Newtoniana, necessariamente néo seré observado acontecendo de forma simultanea no contexto
da TRE. Assim, para um evento qualquer que acontece num sistema de referencial inercial
relativamente em movimento a outro sistema inercial fixo, serdo registrados tempos diferentes

em ambos 0s sistemas com relacdo ao mesmo fendmeno.

Nesse contexto, a TRG vai abarcar todo o ferramental teérico da TRE, o que, de certa
forma, leva essa primeira teoria a ser entendida como um tipo de extensdo da segunda. No
entanto, vale ressaltar que a ideia original de Einstein sobre estender a TRE era unicamente para
incluir a descricdo de fendmenos em referenciais ndo inerciais. Mas a partir do principio da
equivaléncia (que veremos no proximo capitulo) ele percebeu que um referencial néo inercial

é equivalente a um referencial inercial na presenca de um campo gravitacional. Assim, a nova

12 Albert Einstein (1879 — 1955) — Fisico Tedrico aleméo.
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teoria relativistica para referenciais ndo inerciais acabou se tornando uma nova teoria da
gravitacdo, conhecida como Teoria da Relatividade Geral (TRG). Um dos fendmenos fisicos

mais importantes descritos por essa teoria € o fendmeno das Ondas Gravitacionais.

Uma predigéo de suma importancia que surge da TRG, como bem explica Ramos (2016,
p. 11-12), diz respeito aos corpos que possuem uma certa distribuicdo de massa e energia poder
imprimir no espago-tempo a sua volta uma certa curvatura. Mas apenas 0S COrpos
supermassivos com uma certa aceleracdo sdo capazes de produzir Ondas Gravitacionais. No
entanto, corpos pouco massivos produzem Ondas Gravitacionais em intensidades tdo pequenas
que sdo consideradas despreziveis, incapazes de serem identificadas pelos atuais equipamentos
tecnoldgicos. Essas ondas somente sdo produzidas em quantidades consideraveis quando
originadas por fendmenos violentos no cosmos, tais como o colapso de nucleos estelares, a
colisdo entre estrelas de néutrons, fuséo buracos negros, aglomerados de estrelas ands brancas
ou o proprio residuo de radiagdo gravitacional gerada pelo evento cataclismico que deu origem

ao Universo.

Segundo Einstein, eventos dessa magnitude perturbam o tecido do espago-tempo, de tal
forma que as ondas de espaco distorcido irradiam a partir da fonte, semelhante as ondas
produzidas na superficie de um lago calmo quando atiramos uma pedra nele. Nesse contexto,
as Ondas Gravitacionais sdo distor¢des ondulatorias no tecido do espago-tempo viajando na
velocidade da luz através do Universo. Ao contréario das Ondas Eletromagnéticas, as Ondas
Gravitacionais ndo sdo bloqueadas nem alteradas por interacbes com a matéria ao se

propagarem no Universo.

Segundo matéria publicada no sitio eletrénico do LIGO, desde a predi¢do das Ondas
Gravitacionais na TRG, sua real existéncia ficou por um longo periodo limitado apenas a
discussOes tedricas. SO a partir da década de 60 que os fisicos intensificaram as buscas para
deteccdo dessas ondulagbes no espaco-tempo. Mas somente no centésimo aniversario de
publicacdo da TRG, no dia 14 de setembro de setembro de 2015, que finalmente a equipe de
colaboradores do LIGO anunciou a primeira deteccdo de Ondas Gravitacionais, 0 que veio a
ser mais um aspecto importante da corroboracdo da TRG de Einstein, dentre tantas outras que
ja existam. Nessa oportunidade, ainda de acordo com a equipe, os fisicos ndo s6 fizeram a
primeira observacao direta das proprias Ondas Gravitacionais como concluiram que elas se
originaram durante a fracdo final de 1 segundo da fuséo entre dois buracos negros, segundo

consta o relato da descoberta publicado no sitio eletrdnico do Observatério, LIGO (2015).
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O LIGO é o maior Observatdrio detector de Ondas Gravitacionais do mundo, que atua
na missdo principal de observar essas ondas de origem cosmica. Foi fundado em 1992, com o
inicio das atividades em 2002. Consiste em dois bracos de aproximadamente 4,0 km de
comprimento e que formam um "L". Nesses bracos ele opera dois detectores/sensores em
sincronia, um em Livingston, Louisiana e outro na Reserva Nuclear Hanford, localizada perto
de Richland, Washington. Em suma o LIGO e um grande interferdmetro de Michelson isolado

de interferéncias externas. A Fig. 1.2 é uma imagem aérea das instalagdes desse Observatorio.

Figura 1.2: Recorte representativo de uma onda e suas caracteristicas.

Fonte: Google Imagens.

A deteccdo de Ondas Gravitacionais ndo s6 comprovou a predi¢do da TRG sobre esse
fendmeno quanto inaugurou outras pesquisas que buscam detectar novas ondas desse tipo.
Segundo o LIGO (2015), este € um fendmeno natural raro e de extrema valia para Ciéncia, por
transportar muito mais que momentum e energia, leva consigo informagdes valiosas sobre as
origens cataclismicas dessas ondas e outras evidéncias importantes quanto a natureza da prépria
gravidade e a formacdo do Universo, que ndo podem ser obtidas através de radiotelescépios,
telescdpios de raios-x, telescdpios de radiacdo infravermelho, dentre outros equipamentos para
obtencdo de informacGes cosmoldgicas.

No entanto, para compreender o comportamento das Ondas Gravitacionais é necessario
ir muito além no que foi discutido até aqui. Precisamos conhecer o basico sobre a TRE para
podermos compreender 0 basico necessario da TRG e assim podermos chegar a solugdes para
equacdo de onda que, por sua vez, sdo capazes de explicar o comportamento fisico acerca desse
fendmeno. Realizaremos esse estudo neste e nos demais capitulos.
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2. ALGUNS ASPECTOS SOBRE A TEORIA DA RELATIVIDADE ESPECIAL (TRE)

Como mencionado no capitulo anterior, as solu¢Ges de Ondas Gravitacionais emergem
naturalmente do contexto da TRG. No entanto, para se compreender tais solugdes com uma
maior qualidade, digamos assim, € necessario que fagamos um estudo introdutdrio sobre alguns
aspectos importantes da TER, a fim de subsidiar melhor a compreensdo do desenvolvimento
das solugdes de Ondas Gravitacionais. Para isto, vamos considerar uma breve contextualizacdo

sobre o surgimento da TRE e da propria Fisica Moderna.

2.1 UMA BREVE CONTEXTUALIZACAO SOBRE O SURGIMENTO DA TEORIA DA
RELATIVIDDE ESPECIAL (TRE)

A histéria da Fisica pode ser tracada a partir do momento em que a humanidade
comecou a observar os fendbmenos naturais de modo racional, na busca de entender e explicar
a natureza. Muitos estudiosos fizeram parte desse processo de evolugdo e aprimoramento da
Fisica ao longo dos séculos. Nesse contexto, é valido ressaltar que os conceitos e ideias
estruturantes da Fisica ndo estabelecem um processo linear ao longo do tempo, ndo se mantém
uma continuidade integral do processo evolutivo. Por muitas vezes, em qualquer que seja a
etapa de desenvolvimento ao longo dos séculos, houve conflitos entre ideias e pensamentos
cientificos, evidenciando que nem todas as concepcdes e ideias no contexto da Fisica sdo

absolutas ou imutaveis.

O século XVII se constitui um marco histérico, quando as Leis de Newton da Mecanica
Classica e a Lei da Gravitacdo Newtoniana conferiram a Fisica uma base solida e, com esse
feito, ela comecou a ser reconhecida como uma Ciéncia. As novas descobertas realizadas no
finalzinho do século XIX, principalmente a descoberta dos Raios-X, realizada por Wilhelm
Roentgen®, a descoberta da radioatividade, realizada por Henri Becquerel** e Madame Curie®s,

e a descoberta do elétron, realizada por J.J. Thomson'®, juntamente com a Teoria (Mecanica)

13 Wilhelm Conrad Rontgen (1845 — 1923) — Fisico e Engenheiro Mecanico aleméo.
14 Antoine-Henri Becquerel (1852 — 1908) — Fisico francés.
15 Marie Sktodowska-Curie (1867 — 1934) — Fisica e Quimica polonesa.

16 Joseph John Thomson (conhecido como J.J. Thomson) (1856 — 1940) — Fisico britanico.
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Quiéntica, iniciada com Max Planck!’, da qual surge a famosa equacdo da energia E = hf (em
que h = const. de Planck e f = frequéncia) que resultou na revolugéo quantica, e a TRE,
postulada por Einstein, que resultou na revolucéo relativistica, desencadearam o processo que
originou a Fisica Moderna, a qual € essencialmente constituida da Fisica desenvolvida nas trés
décadas iniciais do seculo XX. Esse feito causou uma grande revolucdo dos conhecimentos

construidos ao longo de toda a Fisica Classica.

A Fisica Moderna foi assim nomeada em virtude do conjunto de teorias que a originou,
a comecar com a Mecanica Quantica e a TRE e as alteracfes na concepgdo cientifica dai
decorrentes, bem como todas as ideias e teorias posteriores. A Mecanica Quantica é responsavel
pelo estudo das particulas subatdmicas, e a TRE é responsavel pelo estudo de particulas com e

sem massa que se movem a velocidades proximas ou igual a velocidade da luz.

Ambas as teorias, quantica e relativistica, desenvolvem estudos os quais a Mecanica
Cléssica ndo foi capaz de comportar. Nesse sentido, a Fisica Moderna tem possibilitado aos
fisicos realizar previsdes e calculos muito precisos em todas as areas de estudo deste ramo da
Ciéncia, permitindo chegar a uma série de novas descobertas que sdo essenciais para a

compreensdo da estrutura da mateéria e a natureza da luz.

Muitos dos conceitos cientificos sobre a quéantica e a relatividade podem divergir das
interpretacdes da Fisica Classica; no entanto, o advento da Fisica Moderna tem sido a base
fundamental para varias pesquisas cientificas dentro da prépria Fisica e em areas cientificas
afins, cujos resultados sdo observados no cotidiano a partir do aparecimento de novas
tecnologias e aperfeicoamento continuo das ja existentes, proporcionando desenvolvimento e

avanco cientifico/tecnoldgico significativo a diversas areas da Ciéncia por todo o mundo.

A partir de Galileo Galilei, no século XVI, até mais ou menos o final do século XIX, 0s
fisicos ja haviam formulado inimeros postulados que sustentavam toda a Fisica Classica.
Acreditavam ja haver sido descoberto quase tudo em relagdo aos estudos da Fisica. Todas as
teorias pareciam estar completas, exaustivamente testadas por longos anos e aprovadas por toda
a sociedade de fisicos, a ponto de serem consideradas inquestionaveis, desconsiderando o
posicionamento de qualquer individuo que ousasse elaborar alguma ideia divergente a estes

pensamentos, nos elucida Pereira (2015, p. 177).

No entanto, na correspondéncia entre as areas de estudo da Fisica Classica no final do

17 Max Karl Ernst Ludwig Planck (1858 — 1947) — Fisico alemdo.
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século XIX, respectivas Mecanica Classica, Termodinamica e Eletromagnetismo (observe a
Fig. 2.1), se encontravam problemas nos quais diferentes conceitos bésicos entravam em
conflito. Dentre esses problemas, talvez o maior deles, foi comprovado por Hendrik Lorentz*8,
e outros fisicos, que os fendmenos eletrodindmicos apresentavam divergéncia quando descritos
em referenciais que estdo em movimento relativo entre si com velocidade proxima da luz. Ou
seja, as Leis de Maxwell do Eletromagnetismo ndo condiziam com a Mecanica Classica de
Newton. No entanto, ambas as teorias se mostravam corretas quando trabalhadas cada qual no

Seu contexto.

Na tentativa de resolver esse impasse, observando a incompatibilidade entre o principio
da relatividade galileana presente na Mecanica Newtoniana e as Leis do Eletromagnetismo,
Albert Einstein decidiu consultar os trabalhos escritos por Hendrik Lorentz e Henri Poincaré®®.
Nesse processo, ele também considerou trabalhar partindo do principio de que a velocidade da
luz é constante, como ja afirmava Albert Michelson?® e Edward Morley?! a partir da realizacéo

da experiéncia de interferometria da luz.

Figura 2.1: As revoluc@es na Fisica Classica do final do século XIX.

Eletrodindmica dos
corpos em movimento:

Revolucéo relativistica
I 4

Movimento browniano:
Revolucdo estatistica

Mecanica

Termodinamica Eletromagnetismo

v
Radiacéo térmica:
Revolucdo guantica

Fonte: Adaptado de Penteado (2015, p. 17).

O resultado foi eficaz! Einstein causou uma grande revolucdo no pensamento cientifico

18 Hendrik Antoon Lorentz (1853 — 1928) — Fisico neerlandés.
19 Jules Henri Poincaré (1854 — 1912) — Fisico, Matemético e Filésofo da Ciéncia francés.
20 Albert Abraham Michelson (1852 — 1931) — Fisico norte-americano.

21 Edward Williams Morley (1838 — 1923) — Fisico norte-americano.
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ao substituir os conceitos independentes de espaco e tempo postulados na Fisica Newtoniana
pela ideia de espago-tempo como uma entidade geométrica unificada. Vérias grandezas fisicas
trabalhadas na Mecénica Newtoniana foram redefinidas e se tornaram validas, igualmente as
leis do Eletromagnetismo, no contexto da relatividade einsteiniana. Até esse ponto, 0s estudos
realizados por Einstein Ihe renderam cinco grandes artigos cientificos, que ele mesmo publicou

em 1905, dentre os quais um deles originou a TRE.

O marco oficial para questionamentos acerca dos novos estudos e a considerar novas
possibilidades para a Fisica é a primeira Conferéncia de Solvay, realizada em 1911, patrocinada
por Ernest Solvay??, a qual foi limitada por convite a um publico de 30 fisicos de todos os
lugares do mundo, considerando a importancia de seus trabalhos para a Fisica e as descobertas
realizadas. Os cinco primeiros encontros, que aconteceram entre 1911 e 1927, orquestraram a
cronica do desenvolvimento da Fisica do século XX, descreve Pereira (2015, p. 180). A Fig.
2.2 € uma copia do registro fotografico desse importante momento histérico para a Fisica

Moderna.

Figura 2.2: Cientistas participantes da primeira Conferéncia de Solvay, em 1911.

Fonte: Google Imagens.

2.2 OS POSTULADOS DA TRE

A TRE ndo foi assim intitulada por Einstein. Dado o contexto no qual foram realizados

o0s estudos, o fisico primeiramente a nomeou como teoria da invariancia. O nome teoria da

22 Ernest Solvay (1838 — 1922) — Quimico Industrial belga.
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relatividade foi primeiramente utilizado por Poincaré e Planck, que logo se tornou comum e,

também, foi adotado por Einstein.

Um dos artigos de Einstein deu origem a TRE, mais precisamente o intitulado Sobre a
Eletrodinamica dos Corpos em Movimento, que fora publicado em 1905, no periddico cientifico
Annalen der Physik, e do qual reproduzimos a seguir partes do texto

...nenhuma propriedade dos fatos observados corresponde ao conceito de repouso
absoluto... para todos os sistemas de coordenadas para os quais valem as equacdes da
Mecanica, valem também as equacdes equivalentes da Eletrodinamica e Otica... A
seguir nds fazemos estas suposicGes (que chamaremos subsequentemente de Principio
da Relatividade) e introduzimos uma hip6tese adicional [...] que a luz se propaga no
vacuo com a velocidade ¢, independentemente da natureza do movimento do corpo
que a emite. Estas duas hipoteses sdo bastante suficientes para nos dar uma teoria
simples e consistente da Eletrodindmica dos corpos em movimento, baseada na teoria
Maxwelliana para os corpos em repouso. (EINSTEIN, 1905) in (RESNICK, 1968, p.
39).

Nesse trecho do artigo, Einstein apresenta os principais argumentos que suportam a
TRE, bem como estabelece os dois postulados dessa teoria e sugere que o éter, substancia
exotica e universalmente estaciondria na qual se acreditava estd mergulhada a Terra, se mostrara
como algo supérfluo para essa nova teoria. Nessa 6tica, podemos expressar 0s postulados da
TRE como:

1. Postulado da relatividade:

As leis da Fisica?® sdo as mesmas em todos os referenciais inerciais. N&o existe

preferéncia por nenhum referencial inercial.
2. Postulado da constancia da velocidade da luz:

A velocidade da luz no vacuo tem o mesmo valor em todos os referenciais inerciais e

independe do movimento de sua fonte.

O primeiro postulado, também referido como principio da relatividade, como
acompanha o raciocinio de Resnick (1968, p. 40), vai além do principio da relatividade
delineada por Isaac Newton, que considera tratar unicamente as leis da Mecénica, a fim de
incluir todas as leis da Fisica. Nesse postulado, ao enfatizar que as leis da Fisica sdo as mesmas

para todos os referenciais inerciais, Einstein também esta afirmando que € impossivel, por meio

23 A utilizagdo da expressdo "as leis da Fisica" remete as leis fundamentais da Mecénica e Eletrodindmica, as quais
sdo contextualizadas dentro da Teoria da Relatividade de Einstein (TER).
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de qualquer tipo de medida fisica, escolher um referencial inercial como intrinsecamente
estacionario ou em movimento. Ou seja, afirma que todos os fendmenos fisicos ndo apresentam
sequer qualquer propriedade que possa corresponder a ideia de existéncia de repouso absoluto.
Nesse contexto, podemos unicamente considerar haver ou ndo movimento relativo entre dois
referenciais. Portanto, ndo h& como qualquer fendmeno fisico ou experiéncia realizada
inteiramente num referencial inercial apresentar provas do estado de movimento desse

referencial com relacdo a outro.

Quanto ao segundo postulado, vai afirmar que a velocidade da luz no espago vazio é a
mesma para todos os referenciais inerciais. Assim, a luz deve viajar em linhas retas e ter a
mesma velocidade em todas as direcGes do espaco e em todos os referenciais inerciais. Esse
principio, de constancia da velocidade da luz, é consistente com o experimento de Michelson e
Morley, realizado em 1887: interferometria da luz; bem como se mostrou também ser
consistente com outras experiéncias posteriormente realizadas. Portanto, se mostra segura a
afirmativa quanto a velocidade de propagacdo da luz ndo depender da velocidade da fonte que

a origina.

No tdpico a seguir discutiremos brevemente as consequéncias mais importantes que

decorrem dos postulados de Einstein na TRE.

2.3 CONSEQUENCIAS DOS POSTULADOS

A partir dos dois postulados que sustentam a TRE encontramos algumas duas
importantes consequéncias relacionadas, tais como: dilatacdo do tempo e contracdo do
comprimento. Por meio de experimentos de pensamento propostos por Einstein, iremos

entender como cada uma delas ocorre.

2.3.1 Dilatagao do tempo

Considere a situacdo na qual um observador P esta posicionado no referencial inercial
S orientado pelo sistema de coordenadas (x, y, z), 0s quais estdo em repouso. Ha também, além
do referencial S, um referencial inercial S’ que € orientado pelo sistema de coordenadas (x', y’,

z"), no qual estd um observador P’ em repouso no interior de um vagao de trem que também
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estad em repouso com relacdo a S’. Considere também que os reldgios de ambos os referencias
foram sincronizados anteriormente ao movimento, e que S’ se move na diregdo crescente dos
eixos paralelos x e x’ com uma velocidade constante ¥ em relacdo a S, e que as origens dos
sistemas de coordenadas coincidem no instante t = t’ = 0. No vagdo ha um relégio fotoelétrico
que se constitui por uma fonte emissora de luz, que foi posicionada no lastro do vagao, um
espelho acima da fonte, colocado preso ao teto, e um detector de luz, que se encontra ao lado
da fonte. Esse rel6gio mede o intervalo de tempo gasto por um pulso de luz que vai da fonte ao

espelho e € refletido para o detector.

No interior do vagao, o observador P’ percebera que um pulso de luz emitido na vertical
e refletido de volta & fonte descreve um trajeto normal a direcdo do movimento, conforme
ilustrado na Fig. 2.3 da esquerda. Ao mesmo tempo, o observador P percebera que esse mesmo
pulso de luz descreve um trajeto que, complementado pelo lastro do vagao, condiz com a figura
geométrica de um tridngulo, conforme ilustrado na Fig. 2.3 da direita.

Figura 2.3: Referenciais inerciais distintos e o fenémeno de dilatacdo do tempo.

Fonte: Producéo prdpria.

Desenvolvendo matematicamente, chegaremos a uma equacdo que descreve a relagédo
dos intervalos de tempo de duracdo destes eventos quando avaliados a partir dos referenciais

inerciais que estdo em movimento relativo entre si:
At =Atvy, (2.1)

em que At corresponde ao tempo transcorrido no referencial S, e At corresponde ao tempo
préprio, transcorrido no referencial S’, o v é a velocidade relativa entre os referenciais S e S’, 0

¢ é a velocidade da luz no vacuo, e y € o fator de Lorentz:
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Y=
L (Z)z (2.2)

que pode ser interpretado como um fator de proporcionalidade relativa entre grandezas fisicas

em referenciais inerciais que apresentam movimento relativo entre si.

Note que o observador no referencial S registra os dois eventos de forma que o pulso de
luz parte da fonte em uma posicao x; e chega ao detector na posi¢édo x,. Portanto, é necessario
utilizar dois reldgios previamente sincronizados para medir o intervalo de tempo que
corresponde a duragdo desse evento?*. Nessas situacdes, 0 relégio mede o tempo préprio do
observador P. No referencial S’ o observador registra 0s mesmos dois eventos, emissao e
captura do pulso de luz, na mesma posicao x; = x; € com 0 mesmo reldgio. Nessas situacdes,

o relégio do observador P’ mede um intervalo de tempo relativo na duracéo do evento.

Perceba na eq. (2.1) que, apenas v < ¢ permite, para y, um valor real, que podera ser
sempre y = 1. Com isso, temos que At > At apenas quando hd movimento relativo entre dois
referenciais inerciais. Ou seja, o observador no referencial S em repouso cronometra um
intervalo de tempo maior do que o cronometrado pelo observador no referencial S, que se move
relativamente ao primeiro. Apenas para y = 1 teremos At = At, 0 que significa que ndo ha
movimento relativo entre os referenciais. Portanto, se conclui que um mesmo evento ndo
acontece simultaneamente em mais de um referencial inercial quando h4 movimento relativo
entre eles, porque o intervalo tempo medido no referencial S passa de forma mais lenta do que

no referencial S’. Esse é o fendmeno de dilatacdo do tempo.

2.3.2 Contragdo do comprimento

Considere dois referenciais inerciais S e S’, e que os reloégios de ambos foram
sincronizados anteriormente ao movimento de S’ relativamente a S e que as origens dos
sistemas de coordenadas coincidem no instante t = 7 = 0. O referencial inercial S’ é orientado
pelo sistema de coordenadas (x', y’, z'), e nele ha uma régua em repouso com uma das

extremidades em x; e a outra em x;, como ilustrado na Fig. 2.4 da esquerda. Um observador

24 Conceitualmente, um evento é entendido como um fendmeno fisico que ocorre em um determinado ponto do
tempo e do espaco, o qual pode ser identificado e localizado por meio das coordenadas espaciais de um sistema
de referéncia especifico, previamente escolhido pelo observador de maneira adequada.
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P’ nesse referencial mede o comprimento préprio da régua, que é dado por
Ly=x5—x;1. (2.3)

O referencial inercial S é orientado pelo sistema de coordenadas (x, y, z) e esta em repouso. O
referencial S’ se move na direcdo crescente dos eixos paralelos x e x’ com uma velocidade
constante v em relacdo a S. Entdo, para um observador P que estd em repouso em S, 0O

comprimento da régua nesse referencial € dado por
L == xz - xl y (24)

em que x; € a posicdo de uma das extremidades em um certo instante t; e x, é a posic¢ao da
outra extremidade da régua no mesmo instante t, = t;, como ilustrado na Fig. (2.4) da direita.
No entanto, lembre-se, que por se tratar de um movimento no contexto relativistico, esses

instantes ndo sdo iguais em S’.

Figura 2.4: Movimento relativo entre S e S’ e o fendmeno de contracdo do comprimento.

St N s

Lo

iR rinns SRl s U]
b s el

B kg .

g TR TR B
b3 ' o

X1 X3 \

Fonte: Producéo prdpria.

A partir das Transformacdes de Lorentz e das medidas realizadas por ambos os
observadores em seus referenciais, é possivel desenvolver uma equacgdo que descreve a relacdo
de comprimento de um corpo em referenciais que estdo em movimento relativo entre si. Assim,

aplicando as Transformacdes de Lorentz, teremos
Xy =y, —vt) e x;=y(x; —vt). (2.5)
Mas como em S temos t, = t;, dessas transformagoes na eq. (2.5), temos
xz — x1 = y[(x — x1) + (Wt — vty)],

que resulta
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X = x1 =y (X = x1). (2.6)

Agora substituindo as eq. (2.3) e (2.4) na eg. (2.6), temos que o comprimento da régua, a partir

do ponto de vista do observador em S, é dado por
LI = yLO . (2.7)

Portanto, a partir da eq. (2.7) é possivel concluir que, quando ndo ha movimento relativo
entre os referenciais ou o corpo a ser medido estd em repouso em relagdo ao observador, y = 1
e a medida do comprimento do corpo néo se altera: L, = L'. Essa igualdade também ¢é valida
quando a medicdo é realizada ortogonalmente a direcdo de movimento relativo entre os dois
referencias. Por outro lado, quando se mede na mesma direcdo do movimento relativo entre 0s
referenciais, a relacdo de comprimento de um corpo resulta L, > L'. Esse é o fendbmeno de

contracdo do comprimento ou contracéo de Lorentz.

No nosso cotidiano ndo percebemos os fendmenos de dilatacdo do tempo nem de
contragdo de Lorentz porque as velocidades que atingimos sdo infimamente pequenas se
comparadas a velocidade da luz, o que resulta num fator de Lorentz y = 1, e como vimos nas

eq. (2.1) e (2.7), o tempo e o comprimento medidos ndo se alteram.

A partir desses resultados, procedentes das consequéncias dos postulados da TER, é
possivel concluirmos que, entre outras, as grandezas fisicas espago e tempo ndo sao absolutas
como foi postulado na Mecéanica Classica de Newton, sdo grandezas relativas que dependem
dos referenciais inerciais, a partir do qual sdo observados os fenémenos fisicos, e do movimento
relativo entre eles. Por outro lado, é possivel construirmos grandezas fisicas com a propriedade
de se manterem invariantes no contexto da TRE, ou seja, grandezas absolutas que expressam
as mesmas medidas independentemente do referencial e do movimento relativo entre eles. A

principal grandeza fisica com essa caracteristica é o quadrado do intervalo de espaco-tempo.

2.4 ESPACO-TEMPO

O espago-tempo é um dos conceitos mais fundamentais da Fisica. Grosso modo, confere
um espaco topoldgico em que as vizinhangas de cada ponto por vez se parecem com um espaco

euclidiano de n dimensoes.

Nesse espaco, sdo chamados de evento os fendmenos fisicos localizados no espago e no
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tempo. Conforme desenvolve Gazzinelli (2009, p. 83), consideremos um evento ao qual vamos
nos referir pelo instante em que ocorre e pelas coordenadas espaciais que o localizam em um
referencial inercial S: (t, x, vy, z). Este mesmo evento também é descrito pelas coordenadas (t',

x',y', z") no referencial inercial S’ relativamente ao primeiro.

A distancia entre os dois eventos no referencial inercial S em repouso € nomeada de

quadrado do intervalo de espaco-tempo (AS?), definido matematicamente como
AS? = c2(At)? — (Ax)? — (Ay)? — (Az)?, (2.8)

em que a parcela com (t) corresponde ao deslocamento que a luz faz de um ponto a outro, e as

parcelas com (x, y, z) correspondem as coordenadas que localizam o evento no espaco.
A eq. (2.8) pode ser reescrita como uma sequéncia x,, (n = 1, 2, 3):
AS? = (Axp)* — (Ax1)* — (Axz)? — (Ax3)? (2.9)

Se fizermos uma analogia com o espaco tridimensional, a eq. (2.8) pode ser entendida
como uma espécie de “extensdo” do Teorema de Pitdgoras para quatro dimensdes, em que 0
AS? representaria o quadrado do médulo de um vetor situado num espaco quadri-dimensional.
A partir dessa interpretacdo ¢ possivel substituir os conceitos independentes de “espago” e
“tempo”, postulados na Teoria Mecanica de Newton, pela ideia de espago-tempo, uma espécie
de unido dessas duas grandezas fisicas, originando uma entidade geométrica quadri-

dimensional.

O espago-tempo “nada mais € do que uma extensao do espago euclidiano tridimensional
para quatro dimensdes e é também, portanto, geometricamente plano. A proposito, 0 espaco
euclidiano pode ser estendido para qualquer nimero de dimensdes n” (SOARES, 2013).
Contudo, a presenca de parcelas com sinal negativo, como expressa a eqg. (2.8), significa que
esse espaco quadri-dimensional ndo é estritamente um espaco euclidiano e sim um espaco
pseudo-euclidiano. Nesse contexto, as distancias nesse espaco sdo medidas por uma metrica

pseudo-euclidiana, como representa a propria equagdo em questéo.

Seguindo a narrativa de Gazzinelli (2009, p. 82), essa ideia inicialmente foi proposta
por Henri Poincaré, sendo posteriormente introduzida pouco tempo ap6s a publicagdo da TRE,

em 1907, por Hermann Minkowski?®, que havia sido professor de Einstein na universidade em

25 Hermann Minkowski (1864 — 1909) — Matematico aleméo.
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Zurique.

Nessa ldgica, o espaco-tempo pode ser caracterizado como um campo vetorial quadri-

dimensional, cujos elementos desse espaco sdo chamados eventos ou quadri-vetores.

O intervalo de espaco euclidiano tridimensional, distancia entre dois pontos nesse
espaco, pode ser calculada através do Teorema de Pitagoras, ou seja, um vetor no contexto
classico. Nessa légica, o intervalo de espaco-tempo, distancia entre dois pontos no espaco

pseudo-euclidiano, também é invariante, ou seja AS'?> = AS2.

Uma forma de verificarmos isso pode ser através da utilizacdo das leis de transformacéo
das coordenadas do sistema S e do sistema S’, numa situacdo na qual o movimento relativo
entre esses dois referenciais inerciais se da na direcao dos eixos paralelos x e x'. Esse conjunto

de transformagdes sdo conhecidas como Transformagdes de Lorenz:

¢ = y(t—%x), (2.10)
x' = y(x —vt), (2.11)
y' =y — i), (2.12)
Z =y(z—vt), (2.13)

em que (t', x', y', z") corresponde as coordenadas de S’, calculadas a partir do ponto de vista de

um observador em repouso no sistema S.
Dado o quadrado do intervalo relativistico AS’? definido no sistema S’
AS"? = (Axy)? — (Ax1)? — (Axp)* — (Ax3)?, (2.14)

podemos escrever.

Axg = y(Axg — fAxy), (2.15)
Ax; = y(Ax, — BAXx,), (2.16)
Axy = Axy, (2.17)
Axg = Ax; . (2.18)

Agora utilizando essas Transformacdes de Lorentz podemos mostrar que

AS"? = (Axp)? — (Axy)? — (Axy)* — (Ax3)?



32

AS'? = y(Axo — BAx;)? — y(Ax; — BAxg)? — (Ax;)? — (Ax3)?
AS'? = y?(Bxo)* — Y2 (BAX1)? — y?(Ax1)? + 2 (BAx)? — (Axy)? — (Ax3)? .
E evidenciando y2 e f podemos unir os termos Ax, e unir os termos Ax; dessa Ultima equacédo
AS"? = y?(Axg)? + ¥ B*(Axe)? — ¥*(Ax1)? — y2B%(Ax1)? — (Axz)? — (Ax3)?
AS™? = y?(1+ B?)(Axo)* — y*(1 = B?)(Ax1)? — (Axz)? — (Ax3)?.

Substituindo y = 1/4/1 — B2 nessa Ultima equacdo e desenvolvendo ela, chegaremos a

1-— 2 1-— 2
AS"? = 1— gz (Axo)? — 1= gz (Ax;)? — (Axz)? — (Ax3)?,
que resulta em
AS'? = (Axy)? — (Axy)? — (Axy)? — (Ax3)? . (2.19)

Observe que o lado direito da igualdade na eq. (2.19) é igual ao lado direto na eq. (2.14).

Portanto, concluimos que, de fato, AS’? = AS2.

A partir desse resultado podemos afirmar que o quadrado do intervalo de espago-tempo
é invariante sob transformacéo de Lorentz, ou seja, é independe do observador e do referencial
no qual esta definido. Isso se faz possivel por conferir ao tempo uma dimenséo fisica de espaco,
correlacionando essa primeira grandeza fisica a uma das coordenadas espaciais que compde o
espaco de quatro dimensdes, o qual conhecemos por espaco-tempo. Portanto, apesar de

“espaco” e “tempo” serem relativos, 0 espago-tempo € absoluto.

Para entendermos o espaco-tempo como uma quantidade absoluta € necessario

entendermos a métrica do espago-tempo.

2.4.1 Meétrica do espago-tempo

A métrica é um ente matematico que define a distancia entre dois pontos no espaco,
condicionado a um determinado sistema coordenadas. Conhecer a meétrica de um espaco €

fundamental para descrevermos e a geometria desse espaco, define Collier (2012, p. 102).

A partir de entdo, o comprimento do intervalo de espaco-tempo seré representado em

termos de deslocamentos infinitesimais, chamados coordenadas diferenciais, e a equagédo passa
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a ser chamada de elemento de linha de Minkowski:
AS? = c2At? — Ax? — Ay? — Az, (2.20)

Cada coeficiente (At, Ax, Ay, Az) na equacdo acima tem valor 1. Independente do sinal,
os coeficientes das n dimensfes sdo chamados de coeficientes métricos, que, por convencao,
vao de 0 a 3. Eles podem ser organizados através de uma matriz (4 x 4) com « linhas e 8
colunas, nomeada de métrica ou tensor métrico. Ela nos diz como multiplicar cada diferencial

das coordenadas para obter o elemento de linha de Minkowski:

Moo Mo1 Moz Moz [Ax?
ASZ = Mo M1 Mz TMis||Ay?

Nz20 M21 M2z M23||Az2|° (2.21)
N30  M31 T3z M33d | A2
métrica

A métrica na eq. (2.21) em sistema de coordenadas cartesianas quadri-dimensional é

0 =>i#]
J.. Mas como estamos num espago pseudo-

dada pelo Delta de Kronecker §45 = {1 iz

euclidiano, a métrica sera assim descrita;

+1 0 0 0
o -1 o o

=9 o -1 ol (2.22)
o 0 0 -1

em que a diagonal principal dessa matriz € o elemento de linha de Minkowski. Outra forma de

escrever a métrica de Minkowski, apresentada na eq. (2.21), é:

n n
AS? = z Z dx®dxb . (2.23)

Compare a diagonal principal na matriz na eq. (2.22) com a mesma diagonal na eq.
(2.21). Perceba que os indices a e 5 se repetem. Logo, podemos utilizar a convengdo de soma

de Einstein e omitir o simbolo de somatdrio na eq. (2.22), e reescrever esta equagao como
AS? = ngpdx®dxF . (2.24)

No contexto da descricdo de fendmenos fisicos em um espago com essas caracteristicas,
cuja geometria é descrita pela métrica de Minkowski, surge a necessidade de redefinirmos
varias grandezas fisicas de forma que elas se tornem consistentes com o formalismo adequado

ao espaco quadri-dimensional. Onde o quadrado do intervalo de espacgo-tempo desempenha
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papel analogo a norma de um vetor deslocamento nesse espaco. Além disso, existem outras
grandezas fisicas que satisfazem a propriedade da invaridncia e que também podem ser

redefinidas. Mostraremos algumas delas nos préximos topicos.

2.4.2 Quadri-velocidade

O caminho de uma particula no espago tridimensional pode ser descrito através das
funcdes paramétricas de uma varidvel f(t) = (x,y,z), que fornecem um vetor tangente ao
caminho curvo no espaco e cujas componentes representam a velocidade espacial da particula,

e ndo se transforma usando transformacdes de Lorentz.

No entanto, ha um tipo de vetor velocidade cuja forma é invariante, a quadri-velocidade.
Ela possui componentes temporal e espacial (t, x, y, z). Assim, segundo Collier (2012, p. 218),
a quadri-velocidade de uma particula é definida fisicamente como sendo a taxa de mudanca de
sua quadri-posicdo em relacdo ao tempo proprio, que € invariante; € um vetor tangente a linha

de mundo da particula e € definido como (em que t € o tempo proprio)

dx® dt dx dy dz
u“ =

a (= = 2 2 2.25
dt (cdt'dt'dr'dt>' ( )

As componentes de linha da quadri-velocidade podem ser calculadas a partir da

expressao do tempo coordenado (4t) em relacdo ao tempo préprio (47):
At = yAr. (2.26)
Usando ct unidades de tempo nessa eg. (2.26), ficara
x% =ct = cyr,
e agora derivando em relagdo ao tempo proprio, teremos

B dx®

0_—:
drt

u cy .

Agora, desenvolvendo a regra da cadeia, encontramos as componentes espaciais de u* (a =
i=1,2,3):

. dxt B dxt dx° B dxt B dxt B dxt B dxt
S T dr Y T de Y Teac " T
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dxt . .o , . ~ dx?t
em que —- € 0 vetor velocidade espacial v da particula, cujas componentes sdo v, = — Uy =
dx? dx3 . . , .
—eu = —. Dessa forma, a quadri-velocidade da particula é
a
u® = (O ut,u?ud) = = (cy,yv) = y(c, V). (2.27)

dt

Temos ainda que, na TRE, o produto escalar entre dois quadri-vetores A - B ¢ definido

usando a metrica de Minkowski e € uma quantidade invariante sob transformacéo de Lorentz:
A-B =n,pA%BF = A°B° — A'B! — A?B? — A3B3 . (2.28)

Assim, o produto escalar entre duas quadri-velocidade sera dado por

-1 = naguuf =y —y? [(w)? + (u,)" + (u)?] = y?(c? — u?). (2.29)
Mas, como
2
. 1 _ c?
N2 cz —v?’
1-(¢)

temos que o produto escalar entre as duas quadri-velocidade na eq. (2.29) é dado por

c? = ngputuf . (2.30)

2.4.3 Quadri-momentum

O quadri-momentum é uma grandeza fisica que fornece uma descricdo completa da
energia relativistica total de uma particula em movimento no espago, ou seja, Seu
comportamento, além de fornecer o momentum relativistico e seus componentes. Pode ser

obtido fazendo
P% = mu®. (2.31)

Relembrando da definicdo de quadri-velocidade u* = (cy,yv) e multiplicando por m

(massa da particula), teremos

P% = (mcy, my?). (2.32)
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Seja a energia relativistica total E = ymc? e a equacdo para 0 momentum relativistico
P = myv, podemos entdo fazer a energia relativistica total dividida pela velocidade da luz, e

reescrever a eg. (2.32) como

E N\ (E
pa — (?p) _ (z,px,py,pz)_ (2.33)

Schutz (2009) in Collier (2012, p. 226) explica que o quadri-momentum é um vetor
quadri-dimensional cujas componentes em algum referencial concebem a particula energia e

momentum em relacdo a esse referencial.

Existem varias outras grandezas fisicas que podem ser definidas nesse contexto, e pode
se mostrar, com algum esforgo, que essas grandezas fisicas aparecem invariantes e, portanto,
se mostram pertinentes para descrever os fendmenos fisicos dentro desse contexto, como se

elas estivessem acontecendo dentro de um espaco de quatro dimensdes.

2.4.4 Tensor energia-momentum-tensdo (EMT)

No entanto, para algumas aplicacGes fisicas no contexto da TRG, para descrever o
comportamento de alguns sistemas fisicos mais complexos no espag¢o quadri-dimensional,
surge a necessidade de se definir um objeto matematico mais complexo, que seja capaz de reunir
em si varias informac6es acerca do comportamento e propriedades fisicas de fendmenos fisicos.
O objeto matematico que atende essas necessidades esta além de um vetor, portanto também
ndo estd presente no espaco vetorial (V); ele é definido por um espaco mais geral e mais

complexo formado unicamente por entes matematicos denominados Tensores.

Para realcar a utilidade do tensor na Fisica vamos analisar, segundo Schutz (2009, p.
84-85), que em muitas situacdes a fonte de um campo gravitacional pode ser considerada um
“fluido ideal” e continuo no espaco quadri-dimensional. Para o autor, a descrigéo relativistica
mais simples apresentada para esse “fluido” ¢ de um “dust”, que em traducdo livre significa
“p06” ou “poeira”. Esse “dust” ¢ formado por uma colegdo de particulas numerosamente grande
que estdo em repouso com relacdo a um referencial inercial S, cujas propriedades fisicas sdo
descritas em termos de valores médios, obtidas a partir de um elemento de certo volume dessa

colecdo de particulas.

Nesse contexto, para descrever o comportamento do “dust” no seu referencial inercial S
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quanto as leis da Fisica, precisaremos definir algumas grandezas fisicas relevantes a este
propdsito, como a densidade de nimero de particulas, densidade de energia, densidade de
momentum, densidade de fluxo, tenséo etc. Para isso, iremos tomar mao de um certo volume
do “dust” e orienta-lo quadri-dimensionalmente, como ilustrado na Fig. 2.5 da esquerda. Vamos
inserir também um observador acoplado a um referencial inercial S' que se move na direcdo do
“dust”, apenas ao longo dos eixos x € x' que se sobrepde. Observe a Fig. 2.5 da direita. A
impossibilidade de representar a quarta dimenséo (t) na Fig. 2.5 nos obriga a desenhar apenas

trés dimensdes, nos eixos (x, y, z).

Figura 2.5: Volume de um fluido em movimento relativo entre os referenciais S e S'.

i volume de particulas do
S| dust

Fonte: Producéo prdpria.

Como ilustrado na Fig. 2.5 da esquerda, o conjunto “dust” e referencial inercial S estdo
em repouso. Mas, para um observador no referencial inercial S’, que se movem juntos em
relacdo a S, tera a impressdo do “dust” estar se movendo na sua dire¢do. Entdo, observando o
“dust” em repouso com relacéo a S e depois observando o movimento de S’ relativamente a S,
podemos definir a primeira grandeza fisica para descrever o comportamento do “dust”, que 4 a

densidade de nimero de particulas (n), assim denotada para S e S’, respectivamente:

N _ N N n
VO AxAyAz ¢ n= 2
Ax 1-= (2.34)

—172 A:)/AZ
g

em que N é o nimero de particulas do “dust” e V € o0 volume ocupado por ele.

n

Evidenciando N na eq. (2.34) da esquerda com relagdo a S’ (N = n'V), tomando V
também com relagdo a S’ (4x', 4y’, Az') e fazendo Ax em termos de t' (v = Ax'/At" = Ax' =

vAt'), podemos substitui-los na equacdo do fluxo (@) e desenvolvé-la com relagdo a S’, para
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obter o fluxo do nimero de particulas do “dust” quando passam por uma area A’ = Ay'Az’

paralela ao plano (y’, z") e fixa num valor de x’, conforme foi ilustrado na Fig. 2.5 da direita:

n N
N = ———vAt' (4y'AZ’ P =—
S VAt (dyaz) = At A4 (2.35)
1Y
oz
(2.36)
— At (Ay'AZ)
/1 _v?
CZ
¥ =
At'AA’
o = nv* oY — nvY 7 = nv?

Y w2 B w2 (2.37)
/1—6—2 1-2 1-2

Com relacdo ao referencial S” a eq. (2.37) indica um fluxo de particulas do “dust” através
de uma area (A’) fixa em S’ quando ha movimento desse referencial relativamente ao ““dust”.
Se a velocidade relativa entre S’ e o “dust” for nula, ndo havera fluxo de particulas através de
A’. Como definimos as particulas do “dust” como estando em repouso com relagdo ao
referencial S, toda a eq. (2.37) para este referencial tera valor nulo, ou seja, ndo havera fluxo de
particulas em S. Porém, por mais que o “dust” esteja espacialmente em repouso, no espago
quadri-dimensional este sistema sempre estard em movimento através do tempo, e sempre
havera um fluxo de particulas através uma hiper-superficie determinada pelas coordenadas

espaciais no espaco-tempo, na qual o tempo esta constante, define Schutz (2009, p. 85-87).

Ainda acompanhando a linha de raciocinio de Schutz (2009, p. 87-88), precisamos
definir uma outra grandeza fisica importante para descrever o movimento do “dust” no espacgo
de quatro dimensOes: a quadri-velocidade ((7“), uma grandeza fisica invariante no contexto
relativistico. 1sso sera feito a partir da eq. (2.37) considerando também o fluxo de particulas do

“dust” através do tempo, relacionando as dimensoes (t, x, y, z) do espaco quadri-dimensional:

Uk = (c,v*,v”,v%) = (c,0,0,0)

. (2.38)
(U°,ut,uz u3)

Relacionando a eq. (2.37) com a eq. (2.36), podemos definir a U* do “dust” para S’

como sendo
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zZ

c v vY v

\/1 _ vz v2 v2’ v? |, (2.39)

i =

gyl Tzl =

(e, ut,uz,Uu®)

Além da eq. (2.38) e eq. (2.39) que descrevem o movimento do “dust” nos referenciais
quadri-dimensional S e S’, respectivamente, definimos também com a eq. (2.37) o fluxo de
particulas que se aplica a ambos os referenciais. Mas essa Ultima equacéo ndo descreve o fluxo

como uma grandeza fisica invariante no espaco quadri-dimensional. Para isso é necessario

definirmos um quadri-fluxo (IV“), que é dado pelo produto escalar da eg. (2.34) com a eq. (2.39)

X

nc nv nvY nv

\/ v’ v v2 v2 |, (2.40)

NH = nlj* =

-z Jl-z (l-=z (l-=

(N° N*,N?,N?)

A expressdo acima descreve o quadri-fluxo de particulas para ambos os referenciais
inerciais S e S'. A partir dessa equacdo interpretamos que no referencial S sé havera quadri-
fluxo através do tempo. Pois as particulas de “dust” foram definidas em repouso com relagdo a
esse referencial. Para o referencial S’ haverd um quadri-fluxo quando a velocidade desse

referencial relativamente ao referencial S nao for nula.

Ainda com relacdo a quadri-velocidade, definida pela eq. (2.31), podemos pensar que
se ha uma energia cinética associada a cada particula do “dust”, entdo podemos descrever a

energia de cada particula através da equagéo
E = mc?. (2.41)

A partir da expressao acima podemos calcular a densidade de energia (p), para analisar
a energia total do “dust”, uma outra grandeza fisica invariante no espago quadri-dimensional
(relembre que N é o niimero de particulas do volume de “dust”, e a densidade de nimero de
particulas é n = N/V .. N = nV). Assim, para ambos os referenciais S e S’, teremos que a

densidade de energia sera, respectivamente

E
= — = = 2 I — =
Py =y Tmme P \/ > v (2.42)
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Observe que na equacdo da direita surgiram dois fatores y = /1 — v2/c?2. Para Schutz
(2009, p. 91-92), os quadri-vetores se transformam apenas com uma lei transformacéo, entdo
ndo poderemos mais pensar em representar a densidade de energia (p) como um quadri-vetor,
mas sim interpreta-la como uma das componentes de um Tensor de segunda ordem, visto que
um tensor desse ranking se transforma do produto entre duas leis de transformacao, nesse caso

0 produto entre o duplo y naeq. (2.42).

Antes de definirmos o tensor, perceba como as grandezas fisicas que ja definimos estéo
relacionadas umas as outras. A primeira fragdo da eq. (2.42) da direita equivale a densidade de
namero de particulas, definida na eq. (2.34) para o referencial S’, e equivale a componente zero
do quadri-fluxo, definido na eq. (2.40); a segunda fracdo da eq. (2.42) da direita descreve a
energia relacionada a cada particula do “dust”, que € a componente zero de uma outra grandeza

fisica invariante que envolve a energia do “dust”: o quadri-momentum, dado por

mc mU”* mU”Y mU?

p* = mUH = vZ vZ v2’ v2
E
1 2 3
(—,p 5, D )
c

Finalmente, de acordo com Renteln (2014, p. 30-33) e Schutz (2009, p.92-93), podemos

definir o tensor de segunda ordem mencionado anteriormente, e para isso aplicaremos aos

vetores de quadri-fluxo e quadri-momentum um novo produto denominado produto tensorial,

convencionalmente denotado pelo simbolo®:
T = pLONH* = nmUQU . (2.44)

O tensor definido na expressdo acima € denominado: Tensor Energia-Momentum-
Tensdo (EMT). Seguindo a linha de pensamento de Renteln e Schutz, o tensor é um objeto
matematico dotado de varias componentes que se mostram invariantes aos observadores e aos
diferentes referenciais inerciais no contexto relativistico. O tensor tem a capacidade de reunir
em suas componentes diversas informagdes sobre as diferentes grandezas fisicas relacionadas
ao fendmeno fisico no qual se trabalha com este ente. Portanto, o Tensor EMT relne
informacdes sobre as grandezas fisicas densidade de energia, fluxo de energia, densidade de
momentum e tensdo (que a depender da situacdo fisica pode ser pressdo e/ou tensdo

cisalhamento).
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O namero de componentes do tensor é dado pelo nimero de dimensdes (N) elevado ao
namero de indices (n) do tensor (0 nimero de indices corresponde a quantidade bases vetoriais
no produto tensorial; a quantidade de bases vetoriais define a ordem (n) do tensor). Deste modo,
o Tensor EMT possui N = 42 = 16 componentes, assim descritas:

TOO T01 TOZ T03
TlO Tll T12 T13
T = T20 T21 22 23|’ (2.45)
T30 T31 T32 T33
em que “T%# = fluxo da componente a do quadri-momentum através da hiper-superficie de

constante x#”. Schutz (2009, p.92).

Nosso proximo passo é especificar cada componente desse tensor, representado na eq.

(2.43), quanto as grandezas fisicas nas quais recaem cada uma delas.

Segundo Schutz, para especificar as componentes do Tensor EMT podemos tomar a eq.
(2.42) como um produto escalar. Logo, se a quadri-velocidade do “dust” foi definida na eq.
(2.39) como U* = (c,0,0,0), cuja componente zero é U° = ¢, entdo o produto escalar entre a
componente zero na eq. (2.43) com a componente zero na eg. (2.40), e substituindo U° = 1,

relembrando n = N/V, resultara

E E
ToozpoNozznczEn:VN:p, (246)

em que T°° = densidade de energia, Schutz (2009, p.92).

As componentes T°1, T°2 e T°3 chamaremos de T (i = 1, 2, 3). Considerando U* =
(c,0,0,0), em que a segunda componente descreve a velocidade do “dust” na direcdo do eixo
x, temos que

T = pN! = EnU?, (2.47)
em que T = fluxo de energia através de uma superficie de x* constante, Schutz (2009, p.92).
As componentes T, T2% e T3° chamaremos de T, e as componentes p*, p? e p® na

eq. (2.42) chamaremos de p* (i = 1, 2, 3). Considerando U* = (c, 0,0, 0), com a componente

zero sendo U° = c, e relembrando que n = N/V, teremos:

i

Ti0 = piNO = piny® = pin = pVN' (2.48)
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A equacdo acima representa o fluxo de momentum através de uma hiper-superficie em

que t € constante: T®® = densidade de momentum, Schutz (2009, p.92).

As demais componentes que faltam ser especificadas chamaremos de TY (ij = 1, 2, 3):
para abranger T, 712 T3 T21 T22 T23 T3 T32 T33 |remos considerar agora duas

situacdes na diregdo de movimento do “dust”:

12 situacdo: o vetor velocidade do “dust” tem direg¢do perpendicular a area A, determinada por
(y', z'") e fixa num valor de x, e considerando a quadri-velocidade como sendo U* = (c, 0,0, 0),

temos que
TY = piNJ . (2.49)

A equacéo acima interpreta a acdo do quadri-momentum do “dust” perpendicularmente
através de A, idéntico a atuacdo de uma forca aplicada perpendicularmente a uma area, cuja

definicdo é da grandeza fisica denominada pressdo. Portanto, essa equacgao acima € a pressao.

22 situacdo: vetor velocidade do “dust” tem dire¢do inclinada entre os eixos x', y' e z'. Desta
forma ha um vetor componente do vetor velocidade cuja direcdo é paralela a mesma area A

descrita na situacao anterior. Também considerando U* = (c, 0, 0, 0), teremos
TU = p'N/ = p‘nU’ . (2.50)
A equacdo acima interpreta a agdo de componentes do quadri-momentum do “dust”

paralelamente a A’, idéntico a atuacdo de uma forca aplicada paralelamente a uma area, que é a

definicdo da grandeza fisica denominada tensdo de cisalhamento.

Mas ambas as situagdes que construimos interpretam as mesmas componentes TY.
Portanto, elas representam uma unica grandeza fisica denominada tensao. Ou seja, dependendo
do comportamento do vetor velocidade do “dust”, as componentes T* poderdo representar
pressdo e/ou tensdo de cisalhamento: T¥ = fluxo de i momentum através da superficie j,
explica Schutz (2009, p.92).

Deste modo, o Tensor EMT

TOO TOl TOZ TOS
Ta’ﬁ _ TlO T11 T12 T13
TZO T21 TZZ T23
T30 T31 T32 T33

que descreve o comportamento do fluido que chamamos de “dust”, cujas particulas foram
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definidas como estando em repouso com relagéo a um referencial inercial inserido no espago
quadri-dimensional, e apds especificar cada uma de suas componentes quanto as grandezas

fisicas interpretadas nelas, tera a forma

P 0 0 8
0 p
T =1y o 2 0 (2.51)
0 0 0 p
Para um fluido ideal, podemos escrever
(p+p)
T = = U%UP — pn*h . (2.52)

Como explica Schutz (2009, p. 97-98), o0 Tensor EMT € simétrico, e sua simetria € valida

para casos generalizados. Ou seja, matematicamente temos que
T = 7B (2.53)

Uma outra propriedade decorrente do Tensor EMT pode ser definida a partir da
conservacdo da energia. Seguindo o raciocinio de Schutz (2009, p. 99), considere uma certa
superficie retangular de lado [ em repouso em um referencial inercial ou ligeiramente inercial
no espaco quadri-dimensional. Considere também um fluxo de energia que passa por esta

superficie, como ilustrado na Fig. 2.6, proxima pagina.

Figura 2.6: Fluxo de energia na dimensao do tempo no espa¢o quadri-dimensional.

Fonte: Producéo prdpria.

Pelo principio de conservacdo da energia, temos que a soma das taxas de variacdo da
energia que passa por cada uma das faces da superficie € igual a zero. Como explicado em

Schutz (2009, p. 99), o fluxo total de energia através da superficie é em relagdo ao tempo é
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a(T°073)

= = P{[T%(x = 0) = T%(x = D] + [T¥(y = 0) = T¥(y = D] +

(2.54)
+[T%(z = 0) — T%(z = D]} .

Dividindo a eq. (2.54) pelo volume da superficie 13 ilustrada na Fig. 2.6 e tomando o

limiteemquel - 0

AT  T™x=0)-Tx=0) . T%y=0-TYy=1)
= lim + lim +
ot 10 l 150 l

T%(z=0)-T%(z=1
+lim (z )l (z )’

temos que, por defini¢do, essa equacao recai na definigdo de derivada:

a(T°) T aT* 9T (2.55)
at  ox dy dz '

Agora, acompanhando o raciocinio de Schutz (2009, p. 99), podemos pensar em passar
todo o segundo termo na eq. (2.55) para o primeiro termo. O resultado é uma equacdo que
representa a conservacdo da energia representada na componente T°° do Tensor EMT:

a(TO) 9T T T
~0 256
ot ox "oy oz (2.56)

Portanto, o Tensor EMT se conserva. Esta é exatamente a propriedade a qual que nos referimos
anteriormente, de obter em relacéo a conservacao de energia. De acordo com Schutz (2009, p.
99), outras conservacdes também sdo possiveis, como a conservacdo do momentum por
exemplo, em que basta aplicar a eq. (2.56) as componentes adequadas do Tensor EMT para

verificar a afirmativa.

Esse Tensor EMT que definimos ndo € exatamente a forma generalizada, mas
poderemos utilizar ele para nossos objetivos. Acreditamos também que o exemplo de Tensor
EMT e eficaz para esclarecer ao leitor a potencialidade matematica que os tensores tém de
reunir em si diversas informacdes sobre as propriedades fisicas de fendmenos complexos

quando analisados no espago-tempo.

Além do Tensor EMT existem outros tensores que, igualmente este, descrevem o
comportamento de outras grandezas fisicas em eventos e fendmenos fisicos complexos quando

analisados no espago-tempo.
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3. RELATIVIDADE GERAL

Uma vez postulada a TRE, que unifica as leis de transformacdo entre referenciais
inerciais para particulas leves e mecénicas no movimento relativo, Albert Einstein voltou sua
atencdo para como esta teoria da relatividade, aplicavel apenas ao caso restrito de espago-tempo
plano e seus referenciais inerciais globais, poderia ser generalizada para problemas envolvendo
a gravidade. Segundo Guidry (2019, c. 1.7), Einstein buscava uma nova teoria gravitacional
sem as inconsisténcias da gravidade Newtoniana em relacdo aos principios da TRE. Nessa
busca tentou vérias abordagens para generalizacdo dessa teoria, porém sem muito sucesso até
o final de 1907, momento em que uma eventual ideia levou o fisico a entender a natureza da
gravidade e dai formular a relatividade geral, que apenas em 1915 conseguiu apresentar tal ideia
matematicamente em uma teoria completa que posteriormente foi chamada Teoria da
Relatividade Geral (TRG).

Para entendermos a natureza do fendémeno fisico da gravidade, que é explicada pela

TRG, precisamos entender primeiramente a ideia chave que levou Einstein a formulagéo desta.

3.1 PRINCIPIO DE EQUIVALENCIA DE EINSTEIN

O ponto de partida que levou Einstein a pensar em uma nova teoria gravitacional foi o
fato da universalidade do fendmeno fisico da gravidade considerada na Gravitacdo Newtoniana,
assim considerada desde a época de Galileu, segundo Guidry (2019, c. 1.8), ja que houve a
constatacdo de que objetos de massa e/ou composicdo diferentes descrevem um movimento de
gueda em mesma proporcao dentro do campo gravitacional da Terra; e mais tarde demonstrado

por Newton que massa inercial e massa gravitacional sdo equivalentes de alta preciséo.

A equivaléncia entre as massas gravitacionais e inerciais era uma coincidéncia
interessante, mas inexplicavel para Newton. No entanto, para Einstein, tornou-se a chave para
desvendar a verdadeira natureza da gravidade, que se desdobrou na formulagdo de uma nova
teoria gravitacional, a TRG. Sobre a universalidade da gravidade, Einstein percebeu a
implicacdo Obvia de independéncia entre aceleracdo gravitacional e qualquer propriedade

especifica da matéria sendo acelerada:
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Se a gravidade atua universalmente sobre todas as massas, independentemente
de suas caracteristicas especificas, entdo a forga gravitacional ndo pode ser
uma propriedade das proprias massas e, portanto, deve ser uma propriedade
universal do espaco-tempo em que a gravidade atua. (EINSTEIN, [1907], in
GUIDRY, 2019, c.1.8).

O novo principio de equivaléncia proposto por Einstein, de acordo com McMahon
(2006, p. 126-130), Schutz (2009, p. 114-115) e d’Inverno (2022, p. 162-164), pode ser descrito
a partir de um conjunto simples de experimentos mentais, conhecido como experimento do

“elevador” de Einstein.

Tal como concebido por Einstein na época, segundo os autores referenciados, considere
um “elevador” como um dispositivo idealizado no qual um astronauta permanece totalmente
isolado do ambiente exterior. Sua percepcdo depende apenas de alguns equipamentos para
realizar experimentos dindmicos simples no interior do proprio “clevador”. Considere também
que as dimensdes do “clevador” sdo pequenas o suficiente para que os efeitos de maré da
gravidade ndo possam ser observados. O objetivo do astronauta € tentar determinar seu estado

de movimento considerando quatro situacoes:

Situacdo 1: o “elevador” esta num foguete nas profundezas do espago interestelar vazio, longe
de qualquer matéria que produza campo gravitacional. Ele se desloca para cima com aceleracao
g constante em relacdo a um observador inercial na Terra. A intensidade da aceleragdo do
foguete é igual a intensidade da aceleragdo gravitacional da Terra. O astronauta libera do

repouso um objeto e o observa cair com aceleracdo g, conforme ilustra a situacdo 1 na Fig. 3.1.

Situacdo 2: o motor do foguete é desligado para que 0 mesmo passe a descrever um movimento
uniforme em relacdo ao observador inercial. O astronauta libera o objeto do repouso e o vé

flutuar em repouso ao seu lado, conforme ilustra a situagdo 2 na Fig. 3.1.

Figura 3.1: “Elevador” de Einstein nas profundezas do espaco interestelar vazio.

situagéo | situagfo 2
?ﬁ

Fonte: Adaptada do Google Imagens.
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Situagdo 3: “o elevador” agora ¢ colocado na superficie da Terra. O astronauta libera o objeto
do repouso e, desconsiderando 0s movimentos rotacionais e orbitais do planeta, o vé cair com

aceleragdo g, conforme ilustra a situagdo 3 na Fig. 3.3.

Situacdo 4: o “eclevador” é colocado num pogo de elevador profundo ¢ evacuado, no qual ele
cai livremente em direcdo ao centro da Terra. O astronauta libera o objeto do repouso e, mais
uma vez desconsiderando 0s movimentos rotacionais e orbitais do planeta, o vé flutuar em

repouso com relacéo a ele, conforme ilustra a situacao 4 na Fig. 3.3.

Figura 3.2: “Elevador” de Einstein na Terra.

situacdo 3

situacdo 4

@

¥

Fonte: Adaptada do Google Imagens.

A partir do ponto de vista do astronauta, analisando essa série de experimentos, nas
situacdes 1 e 3 ele sente uma forc¢a de contato atuando sob seus pés (a forca peso do seu corpo

em contato com o chdo do elevador). Ja nas situacdes 2 e 4 ele percebe a auséncia dessa forca.

Sobre as situacOes 2 e 4, 0 astronauta pode enunciar que um referencial em movimento
de queda livre no campo gravitacional da Terra, livre da resisténcia do ar e efeitos de rotagdo
do planeta, é experimentalmente indistinguivel de um referencial em movimento uniforme na
auséncia de campo gravitacional no espaco interestelar vazio. Esse resultado respeita a relagcdo
de distribuicdo de massa e energia no espaco-tempo proposta na TRE. De acordo com
McMahon (2006, p. 130-131), essas duas li¢oes de fisica condizem ao principio de equivaléncia
fraca ou Newtoniana: campos gravitacionais sao de natureza universal e se acoplam da mesma

forma a toda massa e energia presente no Universo.

Sobre as situacdes 1 e 3, 0 astronauta pode enunciar que um referencial estatico e sujeito
a acdo de um campo gravitacional é experimentalmente indistinguivel de um referencial
uniformemente acelerado com a mesma intensidade da aceleracdo experimentada no campo

gravitacional. Ou seja, podemos perceber que ‘“campos gravitacionais uniformes s&o
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equivalentes a referenciais que aceleram uniformemente em relacdo a referenciais inerciais.
Este € o principio de equivaléncia entre gravidade e aceleragdo, e é uma pedra angular da TRG
de Einstein”. (SCHUTZ, 2009, p. 114-115). Esse resultado, explica McMahon (2006, p. 130-
131), € a principio de equivaléncia forte ou Einsteiniana: as leis da Fisica sdo as mesmas em

referenciais acelerados e em campos gravitacionais uniformes e estaticos.

Acompanhando o raciocinio de Schutz (2009, p. 175), o principio de equivaléncia forte
significa que, grosso modo, as leis locais da Fisica quando expressas em forma tensorial na
TRE, devem ter a mesma forma matematica quando expressas em um referencial localmente
inercial de um espaco-tempo curvo, independente do sistema de coordenadas escolhido, e nos
leva a estratégia matematica de descrever as consequéncias da gravidade como a geometria

curva do espaco-tempo, também descreve Carroll (2014, p. 48;52).

3.2 ALGUNS RECURSOS PRELIMINARES

Como descreve Einstein na TRG, a distribuicdo de massa e energia presente no Universo
imprime ao espaco-tempo uma certa curvatura, cuja principal consequéncia disso é a gravidade,
uma forca ficticia que surge como efeito ou consequéncia da geometria curva caracteristica do
espago-tempo, o que implica aos corpos sob acdo de um campo gravitacional seguirem um
caminho espacialmente curvo, explica Carroll (2014, p. 2). Consequentemente, essa curvatura

no espaco-tempo ndo permite considerarmos referenciais inerciais amplamente extensos.

No entanto, pelo principio de equivaléncia forte o espaco-tempo deve ser localmente
plano, ou seja, correspondente a uma Variedade Riemanniana: um espaco continuo de pontos
infinitesimalmente distante do anterior e que podem ser curvos globalmente, mas localmente
se parece com um espaco plano, explica os autores McMahon (2006, p. 47-48) e Guidry (2019,
c. 6.9). Assim, um conjunto de pontos de uma area pequena o suficiente a geometria euclidiana
se aplica. Ou seja, se variedade é um espaco diferenciavel de 4 dimensdes, trés espaciais e uma
temporal, munida de uma métrica pseudo-Riemanniana, o que permite que no¢des de geometria
possam ser utilizadas na descricdo do espaco, entdo € possivel descrever cada ponto deste

espaco como uma quantidade numérica.

De acordo com Fleisch (2012, p. 140), seja qual for sua escolha para aritmetizar um

espaco com um sistema de coordenadas adequado, hd um tensor elementar que permite definir
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quantidades fundamentais, como comprimentos e angulos. Esse tensor é 0 mesmo que fornece

a métrica do sistema de coordenadas no espaco de n dimensdes: o Tensor Métrico?®.

Acompanhando o raciocinio de Fleisch (2012, p. 140), considere dois pontos separados
por uma distancia infinitesimal ds, e um vetor d7 que vai de um ponto a outro. Logo, o quadrado

do elemento de comprimento pode ser escrito como

ds? = d7 - d7. (3.1)
Considere também que d7* = €,dx*. Entdo, substituindo nessa eq. (3.1), termos que

ds* = é,dxH - é,dx" .

Agora evidenciando os vetores de base

ds? = (&, é,)dxtdxV,
o produto escalar entre eles, segundo Fleisch (2012, p. 140), é chamado Tensor Métrico:

ds® = g, dxtdx" . (3.2)

Como os vetores de base que definem a eg. (3.2) sdo covariantes, 0 Tensor Métrico foi

definido com componentes covariantes g,,,,. Mas, também poderiamos definir o Tensor Métrico

com componentes contravariantes g*¥. Para isso, basta retomar a eq. (3.1) e desta vez
considerar que o vetor d7* é formado por vetor da base dual d7 = é*dx,. Assim, o Tensor

Meétrico de componentes contravariantes serd denotado por
ds* = g"dx,dx, . (3.3)

Poderiamos tambeém pensar em definir o Tensor Métrico a partir de um vetor covariante

dr = é,dx" e outro contravariante d7 = é"dx,:
ds? = (&, &")dx"dx, .

Nesse caso, ndo teremos um Tensor Métrico! Porque o produto escalar de um vetor da base

normal e um vetor da base dual define um delta de Kronecker 8% (&, - €) = 0 quando u # v;

(é,-8") = 1 quando u = v, explica Fleisch (2012, p. 141). Assim, essa equacdo ficara

% Caso o leitor ndo possua uma certa familiaridade com o tensor em questdo, faz-se necessario ressaltar que ha
uma leitura mais detalhada no Apéndice A.
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ds? = dxHdx, . (3.4)

Sobre 0 numero de componentes do Tensor Métrico, como definimos no Apéndice sobre
tensores, pode ser determinado pela relagdo matematica M"Y: em que M é o nimero de
dimensGes e N € o nimero de componentes do tensor. Por exemplo, se o Tensor Métrico for
definido no tridimensional terda MY = 32 = 9 componentes. Por definicdo, os componentes da
métrica sdo agrupados em uma matriz com u linhas e v colunas:

911 Y912 Y13

v = |921 Y922 G23]. (3.5)
g31 Y32 Y33

Sobre o Tensor Métrico, ndo importa se tem componentes covariantes ou
contravariantes, ndo importa o sistema de coordenadas escolhido, a distancia entre dois pontos
deve ser a mesma. Portanto, ainda de acordo com Fleisch (2012, p. 141-142), “o trabalho do
Tensor Métrico e seus componentes é transformar o produto de mudancas de coordenadas
Incrementais expressas em componentes contravariantes ou covariantes na distancia invariante
entre pontos”. Essa € a légica do Tensor Métrico, ao afirmar que ele “fornece a geometria” do

espaco-tempo.

Uma das muitas funcdes Uteis do Tensor Métrico g, é converter entre 0s componentes

covariantes e contravariantes de outros tensores:
guwA’ =4, (3.6)
gtaA, =AY, (3.7)

em que esse processo desenvolvido pelo Tensor Métrico também € chamado de levantamento
e abaixamento de indice no tensor, como definido no Apéndice sobre tensores.

De acordo com McMahon (2006, p. 32-38), a métrica do Tensor Métrico € responsavel
por codificar toda a geometria de uma variedade, tornando possivel expressar a curvatura da

variedade a partir dos desvios sofridos na eq. (2.7).

Além do tensor o médico, enquanto entidade fundamental para descrever a geometria
da variedade, e muitas vezes para alguns aplicagdes, acaba sendo importante saber como o
campo vetorial muda. Para isso, utilizaremos a diferenciacdo vetorial, que nada mais é do que
qualquer mudanca nos vetores de base atrelados a um sistema de coordenadas para representar

um vetor em um espaco de n dimensoes.
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Acompanhado o raciocinio de Fleisch (2012, p. 148), Schutz (2009, p. 126-127) e

Guidry (2019, c. 3.3), considere o vetor A=A acoplado a um sistema de coordenadas
cartesianas, que pode ser bidimensional, cuja base vetorial (i, j) é fixa a este sistema de
coordenadas, como ilustrado na Fig. 3.3.

Figura 3.3: Sistema de coordenadas cartesianas: base vetorial fixa.

oy

i x

Fonte: Producéo propria.

De acordo com os autores, podemos analisar as mudancas sofridas por qualquer vetor
tomando sua derivada. Logo, a derivada de A= Até; em relacio ao eixo x sera
94  0(Aié)
ox  ox
Mas a base vetorial do sistema de coordenadas cartesiana é fixa. Ou seja, 0s vetores de base (i,

j) ndo dependem das coordenadas, portanto eles se comportam como constantes. Logo,

podemos retirar €; do argumento da derivada

0A (aAi> ” 38)

ax  \ox

Com a eq. (3.8) vemos 0 qudo simples é o processo de diferenciacdo de um vetor em

movimento no espaco aritmetizado por um sistema de coordenadas cuja base vetorial é fixa.

Ainda de acordo com Schutz (2009, p. 126-127), Fleisch (2012, p. 148) e Gray (2019,

p. 52-53), fagamos 0 mesmo processo de diferenciacao vetorial considerando agora o sistema

coordenadas polares como exemplo; e observe como 0 mesmo vetor A= A'é; e a base vetorial

desse sistema de coordenadas variam junto as coordenadas, como ilustrado na Fig. 3.4.
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Figura 3.4: Sistema de coordenadas polares: base vetorial variavel.

Fonte: Produc&o propria.

Desenvolvendo a derivada de A = A'é; em relagdo ao eixo x

YA _a(4'&) )
960 a6
como os vetores de base no sistema de coordenadas polares sdo variaveis, eles se comportam

como uma variavel no argumento da derivada. Logo, desenvolvendo o produto de Leibniz e

avaliando a derivada de A em relagdo a direcdo x/, temos que

94 04 08,

4 L

o) o T G

em que o termo ge;. é uma derivada do vetor de base variavel. Logo, dessa equacao, temos que

08;
dxJ

= I;fé, (3.10)

em que, Schutz (2009, p. 126-127), Fleisch (2012, p. 148) e Gray (2019, p. 52-53), na

quantidade I""ek 0 componente I"lj‘ ¢ chamado coeficiente de conexdo ou Simbolo de

Christoffel?’, cujos indices:

i > especifica o vetor de base para o qual a derivada esta sendo tomada.
F" j - denota a coordenada que esta sendo variada na derivada.
k - identifica a direcdo na qual o componente da derivada aponta.

Algumas observagdes devem ser feitas a respeito do simbolo de Christoffel, explica

Carroll (2014, p. 93) e Gray (2019, p. 54): na primeira delas, os autores esclarecem que o

27 Caso o leitor esteja interessado, é possivel encontrar uma analise mais aprofundada acerca dos simbolos de
Christoffel no livro intitulado A4 Student’s Guide to Vectors and Tensors, escrito por Daniel Fleisch em 2012,
cujas informagdes estdo disponiveis nas paginas 148 a 153 da obra.
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simbolo de Christoffel I“i}‘ ndo € um tensor; na segunda, explica que o conjunto de indices no
simbolo de Christoffel I"L-j-‘ codifica todas as informagdes sobre como as coordenadas e seus

vetores basicos associados mudam dentro do espaco.

Sobre o simbolo de Christoffel, observe na eq. (3.9) que ele surge da derivada de um
vetor de base, cujo resultado é um outro vetor. Como qualquer vetor, esse vetor pode ser descrito
como a combinacdo linear dos vetores de base no ponto em consideracdo. Deste modo,
substituindo a eg. (3.10) na eq. (3.9), e teremos que

A 0A

ﬁ = Wé)l + A‘Flj‘ék . (311)

3.2.1 Relacgdo do simbolo de Christoffel com a métrica

E importante destacar que o simbolo de Christoffel tem uma grande relevancia para
descricdo matematica de uma variedade. Por isto, € essencial entendermos a relacdo matematica
entre o simbolo de Christoffel e a métrica do espago. Para isso, considere evidenciar o
componente I"l-}‘ na eq. (3.10). Segundo o raciocinio de Fleisch (2012, p. 150) e Collier (2012,

c. 6.2), fazemos isso multiplicando os dois termos dessa equagdo por um vetor da base dual é:

98,

I‘Vk" >l [
oxJ’

08
g, -el=¢el-— - TIXe, -e)=e¢l-

mas o produto entre parénteses define um delta de Kronecker &%, que podemos utilizar para

trocar o indice k por [ no simbolo de Christoffel Ijj‘ ficando

0é; 0€;
l - l
rit=gtl.

- - i T .
dxJ J 0x/

ksl _ 2
;6 = et
Tomando agora o artificio da simetria entre os indices do simbolo de Christoffel

LXé, = Iféy, (3.12)

podemos reescrever a equagdo anterior na seguinte forma:

Como em Fleisch (2012, p. 151), podemos utilizar alguns artificios da algebra tensorial
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e inserir um termo nulo em cada lado dessa equagéo anterior:

6§i 1 aek _) 1 ae] S +1 4
LA A Ui Al R T v

<1 Kl 0§k 1 ael

-

29 9% 9739 5 ef)'

que utilizando o artificio da métrica, em que é' = g*'é,, ficara

1 de; 1 c')e 1 Oe 1 de;
l klz 251 4 3 — hd I3 Zqkiz T
ly=29"% 55 (29 v G729 g l>+zg oxi T
1 klaé)k._). 1 ael 5
29 9xi Y Zg axk T

Agora, podemos evidenciar a quantidade %g"l

1 de; [aé 0€; de;, [oé de;
l_ kl|z . i k.—>._ ].—>' =2 ] k —>.__l_—>.
lj=39 [ek 9% <0xf T axk el) ek Gy <6xl % oxk ej)l'

e reorganizando toda a equacéo, teremos

rl—l wl(08 . 08 908 08 & , 08
=29 \\5ad G T o ) TG et ox ) P\ Toxk G T g 9|

Ainda nessa Ultima equacdo, podemos reescrever 0s termos entre parénteses e

desenvolver o produto de Leibniz

I _
=

lgkl a(ék ' é)l) n a(e] ek) a(@l e])
2 0xJ oxt o0xk

em que, segundo Fleisch (2012, p. 151), Collier (2012, c. 6.2) e d’Inverno (2022, p. 103), 0
produto escalar dos vetores de base em cada um dos termos sdo tensores métricos. Logo,

podemos reescrever essa equacao e reorganizar as parcelas entre parénteses, como

1 09jk 09y 09
rl=Z gkt J! ik _ 29 1
i =729 <axl + oxJ  oxk)’ (3.13)
ou ainda, em uma nova notacao:
1 kl
I =329 (0:9jx + 0;9ix — Orgij) - (3.14)

Como explica Fleisch (2012, p. 152) e Collier (2012, c. 6.2), a eq. (3.14) é a forma mais
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simples de encontrar o simbolo de Christoffel para qualquer sistema de coordenadas para o qual
0 Tensor Metrico é conhecido: basta relacionar os componentes dessa equagdo com 0S
respectivos componentes da métrica do espago; 0os componentes nulos da métricas terdo um
resultado também nulo; os componentes ndo nulos da métrica serdo aplicados na eg. (3.13),e 0

resultado € o simbolo de Christoffel em termos da métrica do espago.

3.2.2 Derivada covariante

Ainda de acordo com Fleisch (2012, p. 154) e Collier (2012, c. 6.3), a partir do simbolo
de Christoffel também podemos obter a derivada de vetores ou tensores de ordem superior
levando em conta as mudancas nos vetores de base e nos seus componentes. Essa forma de
diferenciacdo, chamada derivada covariante, é essencial para comparamos e combinarmos
vetores ou tensores de ordem superior preservando a invariancia desses objetos geométricos

entre os sistemas de coordenadas.

Seguindo o raciocinio dos autores, para entendermos como funciona a diferenciacao

covariante, considere o vetor A = A'&; e sua derivada numa direco j:

94 a(A'e) 94 94l ., . 08
= - - = e; + l_a 7
X

: = (3.15)
dx’ dx’ Ox)  OxJ

Como ja sabemos que a quantidade % define o simbolo de Christoffel, entdo:

oA oA,
W=W€i+1‘1]}jek.

Como os indices dos vetores de base denotam uma soma de Einstein, entdo, por

definicdo, podemos trocar i por k e colocar o vetor de base em evidéncia

0A  [0AK
dx/J

ual —+Ai1;.;.<) 2. (3.16)
E segundo Fleisch (2012, p. 155) e Collier (2012, c. 6.3), acombinagéo desses dois termos entre

parénteses define a derivada covariante, cuja notacdo comumente utilizada para componente

contravariante é:



56

k

Ak =

—t Airk 3.17
4 =557 AT (3.17)

j ’

em que o ; indica uma derivada covariante, o indice j apos o ponto e virgula indica a dire¢éo na

qual a derivada esta sendo obtida.

Um processo anélogo leva a derivada covariante com componentes covariantes:

94
AT (3.18)

A = 557

Mais adiante vocé entendera o porqué da eq. (3.18) ter o segundo termo negativo. Nesse
momento queremos chamar sua atencdo para a forma de notacdo utilizada para representar a

derivada covariante de um vetor com componente contravariante:
—=V,A - ViA=4"8, (3.19)

em que, V;A indica uma derivada covariante do vetor A em uma direcéo j.

Processo analogo pode ser feito para obter notacéo para derivada covariante de um vetor

com componente covariante:

-

oA " ) )
7= VA o VA=A e (3.20)

Avaliando a eg. (3.20), percebemos que o resultado da derivada covariante de um vetor
€ um outro vetor, que pode ser expresso em termos dos vetores de base do vetor original. Porém,
0 surgimento do simbolo de Christoffel no resultado da derivada, como nessa mesma equacao
por exemplo, faz 0 componente se comportar como 0 componente de um tensor segunda ordem.
Ou seja, “o processo de diferenciagdo covariante produz um resultado que retém as
propriedades de um tensor, o que significa que o resultado se transforma entre sistemas de

coordenadas de acordo com as regras de transformacao tensorial”. (FLEISCH, 2012, p. 154).

3.2.3 Simbolo de Christoffel com vetores duais

Retornando ao simbolo de Christoffel, poderiamos pensar em defini-lo com vetores da
base dual e componentes covariantes. A ideia é a mesma desenvolvida no simbolo de

Christoffel com vetores da base normal, explicado em Fleisch (2012, p. 148-149) e Collier
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(2012, c. 6.2). Considere o vetor A= A,.€", cuja derivada ao longo de uma direcdo j é

A 37
04 _04r o0 4 ¢ (3.21)

— =—Lgr 4 -
dxJ  dxJ " oxJ

e cujo resultado sera

der

=4, (3.22)

em que, Aj; € o componente do vetor resultante da derivada do vetor da base dual e’, cujos

indices:

r - especifica o vetor de base para o qual a derivada esta sendo tomada.
A { j - denota a coordenada que esta sendo variada na derivada.
s = identifica a dire¢do na qual o componente da derivada aponta.

Mas tenha muita atengdo com a eq. (3.22)! Isso porque Aj; ndo é o simbolo de

Christoffel, embora tenha sido definida de forma semelhante. No entanto, essa quantidade

desempenha um papel andlogo ao simbolo de Christoffel.

Podemos, entdo, substituir a eq. (3.21) na eq. (3.20), trocar os indices r por s nos vetores

de base e coloca-lo em evidéncia:

0A 04, . 0A (04, N - 393
T = ae & HAE 5= (G a)e 42)

3.2.4 Transformando Aj; no simbolo de Christoffel

Agora vejamos como transformar a quantidade Aj; no simbolo de Christoffel. Para isso,

utilizaremos o seguinte artificio com o vetor A = A%é; e vetor dual 4 = A4,.8":

0(A-A) _ o(4'e-4e)
oxJ ox’ '

e desenvolvendo o produto de Leibniz, teremos

a(A'e; - A.é7) B(A‘ )
dxJ

0(4,€")

3.24
0xJ (3.24)

- (A,.87) + (4%8)) -

Mas a derivada do vetor de base covariante ja foi definida na eq. (3.15), e a derivada do vetor
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da base dual foi definida na eq. (3.23). Substituindo tudo nessa eq. (3.24), teremos
da(A e’ 0A*
M K +AF"> ] (4,87) + (4'¢,) - [( +A/1r> ]

Nosso objetivo agora é encontrar uma relacdo entre o simbolo de Christoffel e a

quantidade Aj;. Comegaremos reorganizando os produtos escalares nessa Ultima equagdo:

M l( +AF) rl(ék'ér)'f‘[(gAj-f-AAr>Ai](§i'és)'

Lembre-se que o produto escalar entre vetor de base e vetor da base dual pode ser reescrito

como sendo um delta de Kronecker:

a(Ale; - A.em) (aAk

d0A
k) sr S
EPs 01A +AAF>6R+<

] -+ Al’ArA}S> 55

Perceba que nessa Ultima equacdo temos os deltas de Kronecker com os indices denotando uma

soma de Einstein. Entdo, podemos trocar os indices r por k e i por s, e teremos

a(A'é; - Ayé) <aAk

S S r
=7 o~ A%+ A Ar/ljs>.

dA
A + A ATTE (
k + Ak ) £

Agora reorganizando essa Ultima equacdo, teremos o primeiro resultado que
precisaremos para estabelecer a relagdo entre o simbolo de Christoffel e a quantidade A;:
a(Ale;- Aé7) Ak

= A +A56A
dx/ T ox) K ox/

+ ASAAT, . (3.25)
VVamos agora desenvolver a eg. (2,24) de uma outra forma:

0(A%é;-A8")  0[A'A, (& - éN)]
dxJ - oxJ .

Observe que podemos reescrever os vetores de base €; - €” nessa Ultima equacdo como

sendo um delta de Kronecker, e podemos aplicar sua propriedade para trocar o indice r por i

0(A'é;-Ae™)  0(A'A6]) a(A‘e;- A7)  a(A'A))
oxJ - oxJ - 0x/ o oxd

e desenvolver o produto de Leibniz, chegando ao segundo resultado na busca por uma relagéo

entre o simbolo Christoffel e a quantidade Aj:
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(At - A,e”) A 04
( l i r ) — i Al + AI_ _l .
dxJ 0x’ 0x’

(3.26)

As eq. (3.25) e (3.26) sdo resultados de formas distintas de desenvolver a mesma
derivada do produto escalar entre um vetor e um vetor dual. Nessa I6gica, deve haver uma
compatibilidade das equagdes, ou seja, devem ter o mesmo resultado. Logo, temos que

0A¥ 0A 0A! - 0A;

il s [k b ASANT. = A 4 g2l
S At A AT+ AN = A A

eq.(3.24) eq.(3.25)

A igualdade acima é possivel porque nas derivadas no primeiro termo ha componentes
contravariantes e covariantes com indices k e s, e no segundo termo h& componentes
contravariantes e covariantes com indices i. Podemos trocar os indices k e s por i, para
relacionar melhor os dois termos dessa equagéo

dA! - 0A 0A! - 0A4;

. l_i irk s r __" 4. i
A+ A S AT + KA = oA+ A

que resulta no cancelamento das derivadas, restando apenas
ARAT + ASA N = 0.

Podemos ainda trocar o indice covariante k por r, trocar o indice contravariante i por s, e

colocar o simbolo de Christoffel e a quantidade A}; em evidéncia
AATS+ ASA AN =0 > AA(T+A5)=0 - I+A;=0.

Portanto, de acordo com McMahon (2006, p. 69) e Carroll (2014, p. 98), dessa equacéo

temos que, a relagdo entre a quantidade A}, com o simbolo de Christoffel Fi}‘ é:
Al =T (3.27)

Substituindo a eq. (3.27) na eg. (3.23), chegamos a conclusdo de que a derivada de um

vetor expresso como uma combinacéo linear de vetores duais tem como resultado:

= (s ary)e (3:28)
ox’

Essa equacdo tem o mesmo significado da eqg. (3.16).

Segundo Schutz (2009, p. 152), Fleisch (2012, p. 156) e Guidry (2019, c. 3.13.3), para

tensores de segunda ordem com componentes contravariantes, tensores de segunda ordem com
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componentes covariantes e tensores de segunda ordem com componentes contravariantes e
covariantes (tensores mistos), o0 componente que € resultado da derivada covariante do vetor

fornecido a cada um desses componentes sdo denotados, respectivamente:

. 0BY . o
BYs= o+ By + Binr) (3.29)
aC;; (3.30)

Cijik = Wl,i — Cmj ik — Cin jﬁ
i, — ani mpi irn (3:31)

Como vemos nas equagdes acima, independente da ordem do tensor, a ideia da derivada
covariante ¢ amesma. A cada ordem n do tensor o componente resultado da derivada covariante

é pertinente a essa ordem tensorial e aos tipos de componentes nele.

3.3 TENSOR DE RIEMANN

O tensor mais importante na Relatividade Geral, segundo alguns autores, é o tensor de
Riemann ou tensor de curvatura de Riemann. A importancia deste tensor decorre de suas
componentes assumirem valores que identificam a curvatura do espaco ou a auséncia dela. Mas
antes precisamos entender o conceito de transporte paralelo de vetores e entender como isto se

relaciona com as derivadas covariantes.

O transporte paralelo de vetores se refere a um método de mover um vetor pelo espaco
mantendo suas caracteristicas. Ou seja, como explicam Schutz (2009, p. 154-155) e Fleisch
(2012, p. 185), considere 0 espago plano e um vetor expresso no sistema de coordenadas
cartesianas. Movendo esse vetor no caminho de A a B a C a D e volta a A, sem permitir que
seus componentes em x, y ou z mudem, perceberemos que o vetor final (desenhado na cor rosa
pink) e igual ao inicial, como ilustrado na Fig. 3.5. Logo, se 0s componentes do vetor
transportado ndo mudam, entéo o vetor ndo muda seu comprimento nem direcdo ou sentido, e

isso satisfaz os requisitos do transporte paralelo.

Mas se o0 vetor for expresso em um sistema de coordenadas cuja base vetorial muda
conforme se move no espago, entdo o comprimento e a dire¢do de seus vetores de base serdo

diferentes nas duas localizagdes (inicial e final). Nesses casos, a func¢do da derivada covariante
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é fornecer um meio de transporte paralelo de um dos vetores para a localizac¢éo do outro, explica
Fleisch (2012, p. 153-154).

Figura 3.5: Transporte paralelo de vetor no espaco plano.

B
S e LTI
@@” 7 B plano 1% % v Z
%Q%,o A A / plano 2 /
7 A//'/'/'//{ A//"/////{

Fonte: Producéo prdpria.

No entanto, quando se trata de espago curvo a situacao se torna mais complexa e mais
dificil de definir vetores apontando na mesma dire¢do. Acompanhando o raciocinio de Schutz
(2009, p. 154-156) e Fleisch (2012, p. 185), considere a superficie da Terra como sendo
perfeitamente lisa e esférica, e sobre ela um vetor que esta inicialmente posicionado no ponto
A, como representado na Fig. 3.6. O vetor é desenhado como visto por uma formiga, sempre
tangencial a superficie bidimensional do planeta. Esse vetor € entdo transportado pela formiga
ao longo do caminho de A a B a C e de volta a A, de modo que cada vetor é desenhado o0 mais
paralelo possivel ao anterior. Neste transporte, o vetor final (desenhado na cor rosa pink) é
diferente do inicial. Como vimos que isso ndo acontece no espaco plano, deve ser um efeito

causado pela curvatura da esfera.

Figura 3.6: Transporte paralelo de vetor em um espaco curvo.

N
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Fonte: Adaptado do Google Fotos.



62

Em espacos curvos a discrepancia entre os vetores inicial e final no transporte paralelo
depende do tipo de curvatura do espaco. Portanto, para descrever fendbmenos fisicos numa
variedade é necessario utilizarmos uma geometria rebuscada, e a0 mesmo tempo condicionada

ao tipo de curvatura da variedade. Vejamos como descrever isto matematicamente.

Como desenvolvido no Apéndice sobre tensores, os vetores séo definidos em um espaco
euclidiano (plano). Isso permite realizarmos operacfes com 0s vetores e até mesmo mover eles
espacialmente. Porém, a matematica euclidiana ndo é aplicavel em espacos curvos. No entanto,
podemos utilizar conceito de Variedade Riemanniana: considerar o espago como sendo
localmente plano e tangente a superficie bidimensional da esfera, embora globalmente o espaco
seja curvo. Com isto, cada vetor paralelamente vizinho ao anterior sera definido em um espaco

plano, como descreve a Fig. 3.7.

Figura 3.7: Variedade Riemanniana.

B
espago <. //'\‘}: :
tangente uf S

I e
variedade

Fonte: Adaptado do Google Fotos.

Mas antes de descrever matematicamente esse processo, precisamos compreender bem

0 conceito de transporte paralelo de um vetor numa variedade.

Considere o sistema de coordenadas cartesianas tridimensional e uma variedade descrita
por algumas curvas, em que u, e u, descrevem uma certa parametrizagdo da superficie. Um
vetor 7 localiza espacialmente um ponto na variedade e, em seguida, é infinitesimalmente
deslocado ao longo da curva de parametrizacdo u,. Esse deslocamento € representado por um
vetor A7, que representa a diferenca entre os vetores 7 e 7', como ilustrado a Fig. 3.8 da

esquerda.
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Figura 3.8: Espaco tangente numa variedade.

u® ___...- _.» espaco
" 9 tangente
y 7
ul //// .,
'\"*l"fiff@dy I variedade”
; {1edn
Fonte: Producao propria.
Podemos pensar em tomar o limite da razdo A7 /Auy:
li A7 or (3.32)
m|{—)]=—=c¢ .
u;-0 Au1 aul 1

cuja equacdo é a definicdo de derivada. Perceba que o resultado dessa derivada é finito, ou seja,
é um vetor de mddulo finito. Analogamente em relacdo a curva u,, teremos:

(AR o7 -
u;r—{lo Au2 - auz =@ '

Observe que esses vetores definidos sdo tangentes as curvas parametrizadas. Portanto,
podemos utiliza-los como vetores de base para definir o espaco tangente no ponto localizado
pelo vetor 7 na variedade. Também como resultado, fazendo isto, ndo se faz necessario
continuar utilizando vetores de posicdo (¥) e tampouco sistema de coordenadas, como foi

ilustrado na Fig. 3.8 da direita.

Figura 3.9: Comparacdo entre vetores no transporte paralelo.

paralelos? <77
N /

7
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Fonte: Producéo prdpria.

Imagine agora uma variedade e nela uma curva parametrizada por A. Essa curva é
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definida por uma sequéncia de pontos infinitesimais, e em cada um desses pontos esté definido

um vetor VV, como estivesse saindo da superficie da variedade, formando assim um campo

vetorial, como ilustrado a Fig. 3.9.

Como o vetor tangente é uma expansao dos vetores de base do espaco tangente, definido

nas eg. (3.31) e (3.32), podemos comparar cada vetor V com o infinitesimalmente vizinho,
fazendo a diferenca da derivada deles sendo tomada ao longo da curva parametrizada por A.
Porém, no transporte paralelo numa variedade, cada vetor é definido em um espaco tangente
diferente do anterior. Isso significa que a base vetorial é variavel. Logo, serd necessario utilizar
0 conceito de derivada covariante. Segundo Fleisch (2012, p. 153-154), em casos como esse, a
derivada covariante serve para projetar a derivada do vetor no espaco tangente. Entéo, se os

vetores sdo paralelos, o resultado seré nulo:

QU
<l

—=0.

S

Mas a superficie da variedade é descrita por curvas com parametrizacdo u, e u,. Com isto, é
necessario aplicar a regra da cadeia:
v du/
—=0.

oul di

Como a base vetorial do vetor tangente é varidvel, o primeiro termo na equacdo acima

é uma derivada covariante (e reorganizando 0s termos):

dw _ o - du’ oV koil 2 =
T =0~ T (Grnv)acso
Deste modo:
dul sV .
aGw i) =o, (839
em que,
IVH .
Y nvi=o, (3.35)

é a condicdo necesséria que satisfaz o transporte paralelo.

Fazendo a distributividade na eq. (3.34)
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vV du’ L du’ S
ow dr " Ydr T
e desenvolvendo a regra da cadeia, teremos definida a equacéo do transporte paralelo:
avk du’

Essa eq. (3.36) é a definicdo de transporte paralelo. Observe que ela € a combinacgéo de
dois termos, o primeiro dos quais € uma derivada parcial usual e o segundo envolve um simbolo
de Christoffel, cujo objetivo deste é levar em conta as mudangas nos vetores de base. Portanto,
se a variedade é plana essa equacao tera um resultado nulo. O que ndo acontece numa variedade
curva, porque o simbolo de Christoffel ndo serd nulo, explica Fleisch (2012, p. 185-186).
Portanto, esta é a definicdo mais geral de transporte paralelo. Além disso, com essa equacao é
possivel encontrar um vetor paralelo ao original em qualquer lugar em uma variedade. Vejamos

entdo como verificar a curvatura de uma variedade a partir deste conceito.

Seguindo o raciocinio de Schutz (2009, p. 157-158), considere o vetor V= Ve,
pertencente ao plano tangente de uma variedade e seu transporte paralelo em loop, ao longo de
um caminho fechado que vai infinitesimalmente de A a B a C a D e de volta a A. Considere
também que as curvas para esse transporte paralelo sao parametrizadas por A e que as curvas

que definem a variedade sdo parametrizadas por x* e x2, conforme ilustrado na Fig. 3.10.

Figura 3.10: Transporte paralelo em loop numa variedade.

V(B)

Fonte: Producéo prdpria.

Neste caso, temos que A = x*. Desenvolvendo de acordo com Schutz (2009, p. 158),

podemos reescrever a ed. (3.35) como
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ave
ox1

= —LAVH,

e integrar em x! ao longo do caminho que vai de A a B

BaVa

1
4 Ox

B
dx' = —f LAVEdx!.
A
Resolvendo a primeira integral na equacdo acima, teremos
B B B
f v = —f LAVEdx' — V*(B)-V*(A) = —f LAVFdxt,
A A A

que evidenciando V¥ (B), ficara:
B

Ve(B) = V(4,) — j ravkdst, (3.37)
A

em que essa equacdo descreve o componente de V = V&, no ponto B.

Processo analogo é desenvolvido para os caminhos entre 0s demais pontos. Assim

sendo, de B a C, temos A = x2. Evidenciando a equacéo para V¥(C), teremos a equagio que

descreve o componente de V = V&, no ponto C:
Cc
Ve(C) =V*B) —f SVHdx? . (3.38)
B

No transporte paralelo de C a D, temos outra vez A = x*. Evidenciando a equagio para
(D), teremos a equacao que descreve o componente de V= Ve, no ponto D:
D

V(D) = V¥(C) — f S yidxt (3.39)
C

Finalmente o transporte paralelo de D a A, outra vez 2 = x2. Evidenciando a equacio

para V“(Af), teremos a equacdo que descreve o componente de V= Ve, no ponto A:
A
Ve(Ar) = V(D) - J LVHdx?. (3.40)
D

Precisamos agora avaliar o vetor V= Ve, resultado deste transporte paralelo em loop
em relacdo a este mesmo vetor antes de ser transportado (ambos no ponto A na Fig. 3.10,

desenhados na cor rosa pink e roxo, respectivamente). Do transporte paralelo no espago plano
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sabemos que, se dois vetores sdo paralelos a diferenca entre eles € nula. Assim, segundo Schutz
(2009, p. 158), temos que

SV =V*(Ar) —VE(A).

Mas V“(Af) foi definido na eq. (3.40). Substituindo nessa Gltima equacéo:
A
SV = ve(D) — f @ hdx® — V(A .
D
V% (D) foi definido na eq. (3.39). Substituindo nessa ultima equagéo:
D A
SVE =V%(C) —f LAVHdx! —f LaVEdx? —VE(4;) .
Cc D

%(C) foi definido na eq. (3.38). Substituindo nessa Ultima equacao:

D A

LEVEdx! —j L&VEdxX? — VE(A)) .

(o
SV =V(B) —j L&V dx? —f
B D

c

V% (B) foi definido na eq. (3.37). Substituindo nessa Ultima equacao:

B (o D A

LivHdx? —f SVHdx? — V(A .

D

SVE =V9(A) —f

#%V”dxz - f
A

ﬁV“dxl —f
c

B

Observe que nessa Ultima equacdo ha dois termos que se cancelam. Logo, teremos que

Ve =— ]Bl;gwdxl — ch;fgwalxz — jDr,ﬁV“dxl — JAr,ngﬂdxz . (3.41)
A B Cc D

Relembre que a distancia entre os pontos do transporte paralelo em loop séo

deslocamentos infinitesimais dados em funcdo da variedade definida por curvas cuja

parametrizacdo é x* e x2. Ou seja, 0 ponto B esta distante x' = a + §a de A; o ponto C esta a

x2=b+6bdeB;opontoDestaax® =a+ dadeC;eopontoAestdax?=>b+8bdeD,

como ilustrado na Fig. 3.11.

Substituindo esses deslocamentos nos limites de integracéo na eq. (3.41), ficara

b
Livkdx' — f L3V*dx? .
b+68b

a+da b+6b a
SVe = —j LivHdx? —J L3V*dx? —f
a b

a+déa

Como as curvas que definem a variedade sdo parametrizadas por x* e x2 e os limites de

integracdo sdo dados em funcdo das variagdes individuais dessas curvas, podemos reorganizar
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tais limites de integracdo. Para fazer isso iremos aplicar uma propriedade dos limites de

integracdo. Assim, teremos que

a+déa b+8b a+dba
Ve = —J. AVHdxt —f 5VHdx? +f JaVidxt +
a b a
besh (3.42)
+.f SVidx?
b

H& uma semelhanca visual entre as integrais. Porém, matematicamente, ndo sao iguais!

Isso porque o vetor é diferente quando avaliado em cada ponto do transporte paralelo em loop.

Figura 3.11: Transporte paralelo em um loop infinitesimal.

Bx'=a+da

Fonte: Producéo prdpria.

Retornando a Fig. 3.11, perceba que no deslocamento de A a B a curva de
parametrizacdo x* varia enquanto a curva de parametrizacdo x2 permanece constante, portanto
a primeira integral na equacéo acima ¢ avaliada em x2 = b; de B a C temos x? variando e x?!
constante, e a segunda integral é avaliada em x! = a + §a; de C a D temos x! variando e x?
constante, e a terceira integral é avaliada em x? = b + 6b; de D a A temos x* variando e x?

constante, e a quarta integral é avaliada em x! = a. Desse modo, da eq. (3.42), teremos que

a+éa b+6b
SV = _f Li(b)VH(b)dx" —f L5(a+ sa)V¥(a+ da)dx* +
a b

b+8b

a+da
+ f L,i(b + 6b)VH(b + Sbh)dx! + J I]fg(a)V”(a)de )
a b

Observe que nessa ultima equagéo ha pares de integrais com os mesmos limites de integracao.

Aplicando a propriedade de que a soma das integrais é igual a integral das somas, teremos
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a+da
oVe = f [—I}f{(b)V”(b) + Li(b + 6b)VH(b + 6b)]dx1 +
¢ (3.43)

b+8b
+ fb |54 (@VH*(a) — LE(a+ a)V*(a + Sa)|dx?.

Mas os termos avaliados em a + da e b + §b na equagéo acima precisam ser aferidos em torno
de x = a e x = b, respectivamente. Assim, poderemos relacionar esses termos aos demais. Para
isso, as fungdes V#(a + da) e V(b + 8b) e seus respectivos simbolos de Christoffel

I,5(a + ba) e I, (b + 6b) serdo expandidos em Série de Taylor, definida por

n=oo

)
Z [ 0x0) (x —xp)™. (3.44)

n!

n=0

Mas como os deslocamentos no loop sdo infinitesimais, sera necessario expandir em Série de

Taylor até o termo de primeira ordem. Entdo, aplicando V#(a + §a) na eq. (3.44), teremos que

n=1

VE(a + 6a)™(xy) avH
Z - (x = xp)" = V(@) + =7 ba, (3.45)
n=0
n=1 . (3.46)

L5 (a + 6a)" (x)

or,
_ u2
(x —x)" = [5(a) + W&l.

n!
n=0
S VE(b + 8b)™(x,) o OVH (3.47)
Z — (x = xp)" = VE(b) + = 8b,
n=0
n=1
&b+ 8b)"(x or« (3.48)
el )") (x — xo)" = L&(b) + =55 8b .
n! 0x

S
Il
o

Agora, podemos substituir os resultados das eq. (3.45), (3.46), (3.47) e (3.48) na eq. (3.43):

i g, [V“(b) L 5b] dx! +
0x?2 0x? x

b+sb ( ) . L% . oVH ,
+L { uz(a)V (a) - l #2((1) + ax1 661] [V (a) +W6a]}dx .

a+da
SV« = fa {—Cﬁ(b)V“(b) + [Fﬁ(b) + (3.49)

Por questdes de organizacdo iremos nos referir ao produto na primeira integral como *

e na segunda integral como =x, e vamos resolver fora da eq. (3.49) e depois substituir nela:
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oL aVH L% gy
= LA (b)V(b) + a;; SbVH(b) + [ (b) 75— 6b + ale 8b=—6b, (3.50)
ars oV AL  QVH (3.51)

o = [E(@VH(a) + L 8aV (@) + [5 (@) 5 da— LT Sa——da.

Feito isso podemos somar * com o termo fora de colchetes na primeira integral na eq.
(3.49) e *x com o termo fora de colchetes na segunda integral. Nisso, observe que o termo
I,i(b)V#(b) no produto = se cancela com o termo —I,1(b)V#(b) na primeira integral,
igualmente o termo I,3(a)V#(a) no produto *x se cancela com o termo I,5(a)V#(a) na

segunda integral, isso ap0s o jogo de sinais. Finalmente, teremos

atéafgra ovH oré¢ oVH
_ ul ul
ove = ]a laxz SbVH(b) + I;ﬁ(b)ﬁ&? + Ep% 6bW6bl dx! —
b+8b [gre av¥  oLr%  gv#
U p2
—J;? - L5(a) e Sa Tl Sa e 6al dx?

dx

em que da e 6b podem ser reorganizados, ficando

a

a+dba apl
sV« =fa [(6;2 VE(b) + T, 1(b) ) < >6bzl dxt —

b+6b 0 JVH
_L Kaﬂz 2(a) ) (ala )(Saldxz.

Mas os deslocamentos sdo infinitesimais: §a? ~ 0 ~ §b?. Entdo, dessa Ultima equacéo, temos

a

SV ~ f e aF’“Vﬂ(b)+ (b) Vb axt
a 0x?

b+6b arcé VH
oo
b 0x

Perceba que nas integrais acima temos derivadas que sdo constantes em relacdo aos

indices de integracdo. Logo, podemos retirar essas derivadas das integrais

arai’ a+6a
SV~ Kaﬁz VE(D) +1; 1(b) >6bl J

a[' b+6b
- Ka r3(a) —) (Sal fb dx? .

Como o papel de (a) e (b) apenas € indicar o vetor numa curva no loop, podem ser
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retirados da equagdo. Agora resolvendo as integrais nessa Ultima equagédo

N VL g OV
oVe =~ asz + #16_36'2 ob|da — ale + #Zﬁ oa Sb,

e colocando 6a e &b em evidéncia, teremos que

ari ovH  arg avH
ul uz
(axz Vit lige — o VT it W) badh.

Podemos reescrever a condi¢do do transporte paralelo, definida na eq. (3.34), de acordo

ave
axz

: s o OVE
com cada derivada do componente V¥ na equagao acima: —— = —Lhvve LY.

Substituindo nessa ultima equacéo e reorganizando o0s termos, teremos

orj org
SV% = (a;‘; VK — 6;12 VE+ LETHVY — ;{FJQV”) sasb .

Mas com a substituicdo apareceram indices repetidos que denotam uma soma. Podemos

renomear indices de modo que favoreca evidenciar o componente V#, ficando

oV* = GI;ﬁ VH 61;5 VE+ LADHWVH —LALLVH ) 5adb
~ 02 - dx1 + 1 ul — Iyv1lp2 a .
Além disso, relembrando que da e §b sdo as diferencas infinitesimais nos pontos ao longo das
curvas coordenadas, entdo, por isso, podemos escrever §a = 8x! e §b = §x?2. Substituindo na

equacdo acima e evidenciando o componente V#, teremos

SV® ~ aLlﬁ _ a[;fé + ra['l/ _ I"a 4 Vﬂ6x16x2 (3 52)
5z " T heha — Bl ' '

Perceba que na eq. (3.52), a quantidade V#§x18x? se comporta como um ente
matematico de terceira ordem, enquanto 6V ¢ se comporta como um de primeira ordem. Entdo,
tudo que estd entre parénteses deve ser uma certa quantidade que torne os dois lados da

igualdade objetos de mesma ordem. Dai, teremos que eq. (3.52) pode ser reescrita como
SV* = Rg,, V#6x#6xY, (3.53)

em que, Rg,, € um tensor de quarta ordem: o Tensor de Curvatura de Riemann, explicam

Fleisch (2012, p. 188), Collier (2012, c. 6.6) e Schutz (2009, p. 159), definido por:
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_ong oI,

a g g
Rowv = Gam ~ v T Tonliv = Tov T (354)
ou ainda, em uma outra notagéo:
RS, = 0,(I5%) — 0, (I5,) + [T, — TAIg, . (3.55)

Perceba que o tensor de curvatura envolve a derivada dos simbolos de Christoffel.
Segundo Fleisch (2012, p. 188) e Schutz (2009, p. 160), em qualquer espaco podemos definir
um sistema de coordenadas para o qual os simbolos de Christoffel sejam nulos em algum ponto.
Porém, se 0 espaco ndo é plano, os simbolos de Christoffel ndo serdo nulos em todos os locais,
0 que significa que suas derivadas parciais ndo serdo nulas. Portanto, uma condi¢éo necessaria

e suficiente para o transporte paralelo no espacgo-tempo plano, é:

§VE=0 < R§, =0.

3.4 EQUACAO DE EINSTEIN

Como vimos no principio da equivaléncia, hd uma certa relacdo entre a curvatura do
espaco-tempo e a distribuicdo de massa e energia. Mas como descreve a famosa equacdo da
energia na TER, a massa se comporta como energia: E = mc?. Isso implica que a curvatura do
espaco-tempo estd relacionada a distribuicdo de energia®®. Nosso objetivo agora é tentar

descrever isso matematicamente.

Vimos anteriormente que o tensor de Riemann permite descrever a curvatura da
variedade, cuja causa € a distribuicdo de energia, e essa distribuicdo de energia pode ser descrita
pelo Tensor EMT. Para entender essa afinidade buscaremos estabelecer uma relagéo entre as
grandezas fisicas Tensor EMT (T*#), definido no primeiro capitulo, e o tensor de Riemann
(Rg‘w). S6 que estes sdo tensores de ordem diferente um do outro. Entdo, antes de irmos a
definicdo matematica que relacione essas duas grandezas fisicas, precisamos explorar algumas

propriedades, para que a partir delas possamos relacionar tais tensores.

O tensor de Riemann possui algumas simetrias, e uma delas € a antissimetria. Podemos

28 A energia atrelada a massa de um buraco negro causa uma curvatura significativa no espaco-tempo. Mas o fato
dele girar significa que ha um outro tipo de energia que também induz ao espago-tempo um efeito de curvatura.
Portanto, falar que a energia causa uma curvatura no espaco-tempo € uma forma generalizada para toda a energia.
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verificar isso matematicamente multiplicando a eq. (3.54) por —1 e depois comparar a equagéo
resultante com a equacdo original. O resultado é que esse tensor ndo € alterado no processo.
Portanto, como explica Collier (2012, c. 6.6) e Schutz (2009, p. 160), o tensor de Riemann é

antissimétrico nos indices que compde o primeiro par e o0 segundo par de indices:

Raﬁuv = _Rﬁauv . (3.56)

Outra propriedade do tensor de Riemann, que decorre da anterior, segundo Schutz
(2009, p. 160), é a simetria entre os indices, que permutados ciclicamente resultam trés

equacOes que somadas teremos que todos os termos no lado direito se eliminam, ficando

Podemos multiplicar a equagdo acima pela métrica da variedade (g,,) €, pela propriedade de

levantar ou baixar indices, podemos reescrever a equacao com indices covariantes, na forma
Raﬁ/w + Ram/ﬁ + Ravﬁu =0. (358)

Ainda segundo Collier (2012, c. 6.6) e Schutz (2009, p. 160), dessas duas propriedades

de simetrias do tensor de Riemann, temos que

Raﬁuv = _R,Bauv = _Raﬁvu = Ruvaﬁ . (3.59)

Vamos retomar os componentes do tensor de Riemann, e considerando que este tensor
foi definido em um referencial localmente inercial, ou seja, os vetores de base ndo mudam,

entdo I, = 0. Logo, se tomarmos a derivada covariante dessa equagdo em relagdo a uma

coordenada x*, teremos

_ 0y, 0l

~ axt  0xV

Buv —

g g a
+ I—‘O-‘LI;;U - FO-C{JI;;M - RBHV;A - axﬂ - axv )

e permutando ciclicamente os indices nessa Ultima equagéo, obteremos trés equagdes:

a a a x
RY = a[l}v _ arﬁﬂ a = a[bv — a[}gu
Buv;A Oxtdxrt  OxvVoxt' BAw;v Ox10xY OxHoxV '’
a a
ga = v Ol
BVAL ™ 9xvaxk  dxAoxk’

cuja soma destas, e convenientemente multiplicando pela métrica g, para baixar o indice « e
depois trocando a letra k por a para padronizar, como em Schutz (2009, p. 163), resulta numa

identidade invariante chamada Identidade de Bianchi:
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Raﬁ/.tv;l + Raﬁlu;v + Raﬁvkﬂ =0. (360)
Essa identidade ainda sera muito importante para 0 nosso trabalho.

Ainda acompanhando o raciocinio de Schutz (2009, p. 164), considere a eq. (3.51) e
utilizar a métrica para baixar o indice a, deixando o tensor de Riemann em termos de

componentes covariantes Rp,,. A partir da métrica também podemos executar a contragao

deste tensor, cujo processo matematico define um outro tensor denominado Tensor de Ricci:
gauRaB;w = REIW = Rﬁv . (3.61)

Schutz destaca que, em virtude da propriedade antissimétrica do tensor Riemann, a
contracdo deste objeto matematico acontece no primeiro e terceiro indice. Outras contracdes

também seriam possiveis, mas elas se reduzem a zero ou a propria equagdo acima.

Ainda segundo Schutz (2009, p. 160), podemos também pensar em executar a contragdo

do tensor de Ricci, cujo resultado define o Escalar de Curvatura de Ricci:

9% Rap = RS = RT . (3.62)

Vimos com a eq. (2.53) que o Tensor EMT ¢é simétrico, e a parir do principio de
conservacao da energia vimos que a derivada dele é igual a zero. Mas, de acordo com Schutz
(2009, p. 99), se este tensor for definido em um referencial localmente inercial, entdo, por

definicdo, a sua derivada covariante também seréa igual a zero:
V. —
TH;, = 0. (3.63)
Estas propriedades servirdo como lastro para demonstrar a relagdo entre as grandezas

fisicas Tensor EMT (T'*) e o tensor de Riemann (Rg,v)- Como s0 é possivel relacionar tensores

de mesma ordem, seguindo o raciocinio de Schutz (2009, p. 164), iremos utilizar a identidade
de Bianchi, definida na eq. (3.60), e a métrica para manipular o tensor de Riemann na intengao

de contrair ele para um tensor de segunda ordem:

_ u u W
9*(Rapuvia + Rapapy + Rapoay) =0 = Rguvia T Reapy + Rpypy =0

E agora utilizaremos a propriedade de antissimetria nos indices da segunda parcela nessa tltima

equacéo, teremos

n wo_ -
R.BV;A - Rﬁyl;v + R,Bvl;u =0 - R.BV.'/1 - Rﬁl;v + R,Bvl;u =0.
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Ainda sim essa Ultima equacdo é um tensor de quarta ordem. Na mesma ld6gica de contracdo

tensorial, iremos agora multiplicar essa equagio pela métrica g#":

gﬁv (Rﬁv;l — Rpay + Rgvl;u) =0 - R://;/l - R/ll/;v + RSX;” =0,

e pela propriedade de antissimetria, na segunda parcela, ainda de acordo com Schutz, temos
Ry—Ry,—R; =0 - Ry—Ry,—Ry =0,
em que, os indices repetidos denotando uma soma de Einstein, que podem ser reescritos como
Ra—Ry, —Ry, =0 — R;—2R; =0.
Agora, vamos dividir toda essa Ultima equacdo por —2, inserir no termo negativo um produto

com um delta de Kronecker definido por g5 e multiplicar tudo pela métrica gt

1 1
Riy—3Ra=0 = g"R, 39" giRs =0,

teremos que

1
R ~36"R, =0,

que colocando a derivada covariante em evidéncia, ficara

1
(R“V —= g“VR) =0, (3.64)
2 2

em que o termo entre parénteses, como em Schutz (2009, p. 165), é o Tensor de Einstein:
1
G*V = RW — Eg’“’R , (3.65)
ou ainda, em uma outra notagéo:

(G""),,=0. (3.66)

Ainda de acordo com o autor, podemos considerar também o Tensor de Einstein na

forma covariante:

1
G = Ryy — ngR . (3.67)

Com a TRG Einstein prop0s estabelecer uma relacdo entre o Tensor EMT e o tensor de
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Riemann, e nos reproduzimos a ideia anteriormente, e o resultado foi tensor de Einstein,
definido na eq. (3.65). Este tensor de segunda ordem carrega em si informagdes que codificam
a curvatura da variedade. No entanto, ainda ndo foi esclarecida a relacdo que mencionamos
reproduzir. Nessa busca algo interessante chama atencéo, que € sobre o tensor de Einstein e o
Tensor EMT possuem derivada covariante nula. A partir disso renovamos a proposta de
reproduzir a ideia de descrever a relagdo entre a distribuigcéo de energia e curvatura do espaco-
tempo. Para isto, como em Collier (2019, c. 7.6), é necessario estabelecer uma relacdo entre o
tensor de Einstein e o0 Tensor EMT. Segundo o autor, esse foi 0 acerto de Einstein que o permitiu

descrever tal relacdo, pelo menos teoricamente. Isso significa que, matematicamente:

Gy X Ty, (3.68)

S6 que a Fisica ndo trabalha com propor¢do, mas sim com equag6es. Porém, esta é a forma
mais simples de definir a equacdo de Einstein, como o préprio o fez, explica Collier (2019, c.
7.6). Entdo, da proporc¢éo na eqg. (3.68) temos que:

w = KTy, (3.69)

ou ainda, em uma outra notagao:
1
Ry — Egle =kT,,, (3.70)

em que, k € uma constante de ajuste, que surge da transformacdo de uma proporcao para

equacao.

Observe que todo o primeiro termo na eg. (3.70) codifica a curvatura da variedade, e
todo o segundo termo codifica a distribuicdo e a fonte da curvatura. Mas para verificar a
validade dessa relagdo matematica entre distribuicdo de energia e curvatura do espago-tempo,

é necessario conhecer como o campo gravitacional influencia o comportamento da matéria.

Considere um campo gravitacional, como o da Terra por exemplo. Cada ponto desse
campo pode ser associado a um nimero bem definido que caracteriza uma grandeza fisica,
nesse caso 0 campo gravitacional. A partir da segunda lei de Newton e da equagéo da Gravitacdo
Newtoniana, conhecemos que o campo gravitacional influencia o estado de movimento da

matéria. Entdo, para uma particula em repouso nesse campo, temos que:
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Observe que a massa esta presente em todas as igualdades na equagdo acima. Portanto,

€ notdrio que m; = my. Isso significa que:
a=9g. (3.71)

Por definicdo também temos que g é um campo gravitacional conservativo. Entdo, segundo

Gray (2019, p. 98), matematicamente podemos escrever
g=-vo, (3.72)

em que, ¢ é uma funcdo que define 0 campo gravitacional, e o negativo do gradiente (—V)
desse campo define um campo escalar chamado Potencial Gravitacional. A partir da eq. (3.71)
relacionada a eq. (3.72), temos

az

Fres = Vo, (3.73)

que, na Gravitacdo Newtoniana, de acordo com Gray (2019, p. 98), descreve como se da a
aceleracdo de um corpo em um campo gravitacional. Ou seja, descreve como 0 campo

gravitacional influencia o comportamento da matéria e sua trajetoria no campo gravitacional.

Considere agora a op¢do de tomar a divergéncia da equacdo da Gravitacdo Newtoniana:

g M A
Vg =V-<—Gr—2r>, (3.74)

e como utilizamos a Terra como exemplo, considere sua geometria como sendo esférica.
Acompanhando o raciocinio de Collier (2019, c. 3.5.7.3), vamos agora aplicar nessa geometria
aeg. (3.74):

10 [rz (—G M)] 1 0 1 dg,

V-g= r2or r2 9 [sen(0)g0] + rsen(6) dp

+
r2 r sen(6) 00
Mas como a eg. (3.74) ndo tem componentes em 8 nem ¢, essa Ultima equacdo ficara
Vg 16(2(;M) Vg =-—2Gm
g =——— —_ - = ——— .
g rzar\’ 2 g r2or

Se M é a massa da Terra, considerando a definicdo matematica de densidade de massa como
sendo p,, = M/V, em que o volume do planeta é V = (4/3)nr3, podemos reescrever M na

equacéo anterior como
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V-g= 19 G A V-g= G
9= 735 (6pmzmr) = VG=-zlemzn

que resolvendo a derivada, teremos
V-g=—-4nGp,, . (3.75)
Como g é um campo conservativo, podemos substituir a eq. (3.72) na eq. (3.75):
V- (=V®) = —4nGp,,,
0 que define a equacédo de Poisson para campos gravitacionais:
Vid = 4nGp,, . (3.76)

Segundo Collier (2019, c. 3.5.7.3), essa equacao descreve como a matéria distribuida
em um certo volume gera um certo campo gravitacional que é descrito pelo Potencial

Gravitacional &.

Na visdo Newtoniana o campo gravitacional permite que matéria possa interagir
mutuamente com matéria: 0s corpos gravitantes se atraem. No entanto, a partir do ponto de
vista da TRG, isso ndo é comprovado. O que de fato acontece é que a matéria gera uma
deformacéo no espaco-tempo imprimindo uma curvatura nele. Quando um corpo se aproxima
de outro, como a Terra orbitando o Sol por exemplo, o que acontece é que ndo ha uma atracao
entre o Sol e a Terra, mas sim a Terra esta seguindo um caminho de menor trajetdria entre dois
pontos, a qual é determinada pela geometria da curvatura do espaco-tempo. Como explica
Schutz (2009, p. 156-157), esse caminho é o “mais reto possivel” no espago-tempo curvo. Tal
trajetoria é chamada Geodésica, e a equacéo que a descreve é a Equacdo da Geodésica?®:

d’x# - dx® dxF B

ettt 3.77
dr? tlap dt dt (3.77)

Perceba que se a Equacdo da Geodésica for aplicada ao espac¢o-tempo plano, o simbolo
de Christoffel serd nulo, e ela ficara definida para o espaco-tempo plano, em que a trajetoria

entre dois pontos é descrita por uma reta.

Acompanhando a linha de raciocinio de Collier (2019, c. 8.1; 8.3) e Guidry (2019, c.
8.1), uma condic¢do muito importante considerada na TRG é o Limite de Campo Fraco:

29 Uma leitura mais detalhada sobre a Equacdo da Geodésica pode ser encontrada no APENDICE B, sobre a
Equacédo da Geodésica.
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09w _ o (3.78)

VLC,  Gu=MNw+hy com |h,|<1, 550

em que se considera que um corpo se move com uma velocidade (v) muito menor que a
velocidade da luz (c) no vacuo e o espago-tempo curvo (g, ) € tratado como sendo um espago-
tempo plano (n,,) mais uma leve perturbagao (h,,), que descreve uma leve curvatura nesse
espago-tempo. Nessa condicao, segundo os autores Collier e Guidry, temos que a Equacdo da
Geodésica apresentada na eq. (3.77) reproduz os resultados da eq. (3.73) e eles sdo compativeis
com a Gravitacdo Newtoniana. Essa condicdo de limite de campo fraco da TRG ainda sera

muito Gtil nos proximos capitulos, para prever a existéncia de Ondas Gravitacionais.

Na TRG uma fonte gravitacional pode ser aproximada a um certo volume de “dust”,
como explicado no topico 2.4.4. Se o campo gravitacional gerado por esse “dust” obedece a
condicdo de Limite Campo Fraco, definido na eg. (3.78), temos que a solucdo da Equacao de
Einstein, definida na eq. (3.70), para a distribuicido de massa, descrita pelo componente p,,,c?

na métrica do Tensor EMT,

pmcc 0 0 0

0o 0 o0 o
T, = , 3.79
i 0 0 0 O (3.79)

0 0 0 0

sera dada por:
1

Vi = Ekc“pm , (3.80)

que, segundo Collier (2019, c. 7.6), é condizente com a equacdo da Gravitacdo Newtoniana,

definida na eq. (3.75). E ainda igualando esta equacdo com a eg. (3.80)
1
AG p,y, = Ekc“pm ,

chegaremos a:

8nG = kc*, (3.81)
em que, k é uma constante:
8nG
= (3.82)
C4

Podemos substituir o valor de k na eqg. (3.70), e a Equacéo de Einstein seré:



1 8nG

R/.n/ - Eg/.LVR = C_4Tuv ’

ou ainda, em uma outra notacao:

1
Ry, — Egm,R = 8nTyy ,

se considerar c = 1 e G = 1 naeq. (3.83).
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(3.83)

(3.84)

Originalmente Einstein tentou descrever a dindmica do Universo a partir dessa equagéo,

no sentido de que ha uma distribuicdo de massa e energia em larga escala e essa distribuicéo

deveria causar uma curvatura no espaco-tempo.

Segundo Collier (2019, c. 7.7), em 1917, sem dispositivos sofisticados de observacao

celeste aquela época, Einstein propds uma modificacéo a suas equacdes de campo, adicionando

um termo que ficou conhecido como Constante Cosmoldgica. Sua convicgdo na época era que

0 Universo seria estatico. O problema disso é que, sendo estatico, a gravidade acabaria por fazer

0 Universo colapsar sobre si mesmo. A Constante Cosmoldgica iria “reajustar” suas equacoes

de campo. Essa constante descreveria o papel de uma espécie de pressdao negativa, uma forca

repulsiva ou “antigravitacional”.

Nessa ideia, além da derivada covariante do tensor de Einstein e do Tensor EMT serem

nulos, também temos que:

e com isto, foi sugerido que:

(GH + AgH),, =0,

em que, A é a Constante Cosmologica inserida por Einstein.

(3.85)

(3.86)

Da eq. (3.86), seguindo o raciocinio de Collier (2019, c. 7.7) e Schutz (2009, p. 354), a

equacéo de Einstein pode ainda ser reescrita como:
G* + Ag"’ = kTH,
ou ainda, em uma outra notagao:

1 8nG
R;n/ — Egm,R = C_4T#v .

E se considerar c = 1 e G = 1, a equacdo de Einstein definida na eq. (3.88), ficaréa:

(3.87)

(3.88)
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1
Ry — Egm,R = 81Ty, . (3.89)

A Constante Cosmoldgica® é um componente adicionado a equagdo de Einstein para
fazer com que o Universo quisesse expandir, isso compensaria a contragdo causada pela
distribuicdo massa e energia e 0 Universo passaria ser tratado como estatico. Algum tempo
depois Einstein declarou que este ter sido o maior erro de sua vida, explica Schutz (2009, p.
187-182).

Pouco depois os fisicos descobriram que as solugdes das equacgdes de Einstein para um
Universo estatico eram instaveis. A confirmacao disto veio em 1929, com as descobertas feitas
pelo astrénomo americano Edwin Hubble (1889-1953), de que 0 Universo ndo é estatico e ndo
estava se contraindo, muito pelo contrério, o Universo estd em expansdo acelerada. Essa
expansdo € consistente com as solu¢bes cosmoldgicas derivadas das equacdes de campo de
Einstein originalmente ndo modificadas. Isso levou Einstein a pensar que a Constante

Cosmoldgica foi seu maior erro, explicam Collier (2019, c. 7.7) e Schutz (2009, p. 353).

Desde entdo a Constante Cosmoldgica se tornou motivo de muitos questionamentos na
sociedade cientifica, no sentido de que: o que de fato € essa Constante Cosmoldgica? O que ela
representa no Universo? Existem muitas discussdes sobre isso, sugestdes de que talvez seja
energia escura ou energia no vacuo do Universo etc., explica Schutz (2009, p. 355). Por vezes
essa Constante Cosmoldgica também chega a ser desconsiderada como constante e é tida como
uma dependéncia que esta condicionada a modelos de quinta esséncia do Universo, cujo valor

varia conforme o proprio Universo envelhece.

Cientificamente ha a ideia de que a energia escura e a Constante Cosmoldgica podem
ser teoricamente necessarias para explicar a expansdo acelerada do Universo, 0 que traz

credibilidade sobre o que Einstein acreditava ter sido seu maior erro na TRG.

30 Caso o leitor deseje aprofundar seu conhecimento sobre a constante cosmoldgica presente na equacéo de
Einstein, recomenda-se a consulta do livro intitulado A First Course in General Relativity, 2nd, de autoria de
Bernard F. Schutz, publicado em 2009, cujas informag6es pertinentes estdo disponiveis nas paginas 353 a 358
da obra.
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4. ONDAS GRAVITACIONAIS

Neste capitulo faremos uma introducéo a ideia de Ondas Gravitacionais, considerando
utilizar a gravidade linearizada, 0 Gauge de Lorentz e 0 Gauge transversal com traco e sem
traco que nos mostrard as polarizacGes positiva e cruzada das Ondas Gravitacionais.
Iniciaremos com as principais equactes da TRG, que séo as equacOes da onda e de campo de
Einstein, e vamos mostrar como naturalmente elas conduzem as solugdes que descrevem Ondas

Gravitacionais.

4.1 O OPERADOR DE D’ALEMBERT

Relembre da equacdo padréo da onda:

2
., 10%A_

v2 Jt?

Aeqg. (1.1) ndo sé descreve ondas em uma corda, na agua ou no ar, ela também descreve

as ondas eletromagnético que vém das equacGes de Maxwell.

Acompanhando o raciocinio de Chris (2022, ep. 109a), Collier (2019, c. 12.2.1) e

Lambourne (2010, p. 228), a eq. (1.1) pode ser escrita em coordenadas cartesianas

_162A 10924 0%A 0°A 0°%A

AN=m— > o=t —t——,
c? 0t? c? dt?> o0x? 0y? 0z?

e como ¢ é uma constante pode ser realocada para a derivada de A em funcéo de t:

0%A__0°A 9% 0%
a(ct)2  9x%  0dy? 9z2’

Dessa forma, podemos reescrever as coordenadas (ct, x, y, z) como:

924 924 9%A 924

— — — = 4.1
0(x%)? 0d(x1)?2 0(x?)?2 0(x3)? 0, (4.1)

ou ainda, como uma outra notagao:
06A — 0?A—02A—02A=0, 4.2)

em que os indices subscritos indicam qual variavel do espago-tempo esta sendo derivada.
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Observe os sinais de mais e menos na eg. (4.2), como eles estdo agrupados igualmente
nos termos da métrica de Minkowski

+1 0 0 0
1o =1 o o
Tw=0 0 -1 o0
0 0 0 -1

Segundo Chris (2022, ep. 109a), para o espago quadri-dimensional, podemos considerar
reescrever a eg. (4.2) como uma soma de Einstein envolvendo a métrica de Minkowski, e o

operador de derivadas parciais d, d, como uma derivada de segunda ordem
n*o,0,A=0,
e a métrica pode ser usada para levantar o indice v e trocar por u:
9,0*A=0. (4.3)

Agora, como explica D’Inverno (2022, p. 210) e Lambourne (2010, p. 228) podemos

reescrever esse conjunto de operadores derivativos 9,0 como um Unico operador denominado

operador d’Alembert:

D= 8,0, = 8," = =2 _p? (4.4)
=100 = 00" = g |
Logo, dessa eq. (4.4), teremos que
O= 02 — 92 — 92 — 92 . (4.5)

Operador d’ Alembert, também conhecido como d’Alembertiano, desempenha um papel
analogo ao laplaciano, s6 que no espaco quadri-dimensional. Essa definicdo de laplaciano
quadri-dimensional se torna mais evidente na eg. (4.3). A combinagdo de soma do
d’Alembertiano com a métrica de Minkowski faz com que esse operador seja uma entidade

matematica independente do sistema de coordenadas, explica Schultz (2009. p. 193).

Se substituirmos o d’ Alembertiano na eq. (4.3), teremos a definicdo matematica da onda

para o espaco quadri-dimensional:
OA=0, (4.6)
em que A é uma fungdo.

Visto sob esse prisma, e tendo em vista que 0 comportamento geométrico do espago-
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tempo é descrito por uma métrica bem definida, matematicamente podemos obter Ondas

Gravitacionais aplicando a equagdo de onda ao tensor métrico g, :
2
109,y

Vzguv:ﬁ 9¢2 . (47)

O resultado disso, pela demonstracdo que levou a eq. (4.6), € a definicdo de Ondas

Gravitacionais no espaco-tempo:
Ogu =0. (4.8)

A partir da eq. (4.8) chegamos a ideia de formular as Ondas Gravitacionais como sendo
vibragdes na métrica (g,,) do espago-tempo, que sdo pequenos desvios na métrica (n,,) do
espaco-tempo de Minkowski, e veremos mais adiante que essas pequenas mudancas sdo dadas
por um termo h nessa métrica plana. No entanto, ainda néo é o suficiente para explicar as Ondas
Gravitacionais. Precisamos conhecer como se da essa perturbacdo da métrica plana para que
possamos entender como as Ondas Gravitacionais acontecem; e a base fundamental para isso

sera a equacdes de campo de Einstein e a prépria métrica do espago-tempo.

Nesse sentido, nosso objetivo & entender como a métrica do espago-tempo (g,.)

obedece a equacdo de onda. Para isso, serd necessario calcular a forma de cada um dos entes

matematicos que compdem o tensor de Einstein

G;w = R;w - EguvR ,

e isso serd feito considerando uma condicdo de gravidade linearizada, também chamada
gravidade fraca. O procedimento envolve calcular a métrica inversa de Minkowski, depois
calcular o simbolo de Christoffel, o tensor de Riemann e, por fim, o tensor de Ricci e o escalar
de Ricci. A linearizacdo dessas quantidades facilitara a explicacdo do porqué a métrica do
espacgo-tempo obedece a equacéo de onda e a forma como as Ondas Gravitacionais se propagam

no espaco-tempo.

4.2 A GRAVIDADE LINEARIZADA

Embora as Ondas Gravitacionais geralmente sejam produzidas em situa¢des de campo

gravitacional forte envolvendo corpos supermassivos, mas, devido a fraqueza da interagdo
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gravitacional, as Ondas Gravitacionais produzidas séo apenas pequenos deslocamentos sofridos
pela métrica de Minkowski, explica Cheng (2010, p. 337-338). Assim, € possivel mostrar que
existem solucdes ondulatérias das equagdes de campo de Einstein que se mostram viaveis a
descricdo de ondas de gravidade utilizando a condicéo de limite de campo fraco newtoniano.
Sendo assim, é necessario definir algumas entidades fisico/matematica e recalcular outras como
a métrica inversa, simbolo de Christoffel, tensor de Riemann, tensor de Ricci, escalar de Ricci
e tensor de Einstein, bem como também calcular a nova forma que assumira a equacdo de

Einstein considerando a gravidade linearizada.

Chamado também de gravidade linearizada, como explica Schultz (2009, p. 189), o
Limite de Campo Fraco Newtoniano nada mais é do que aproximar a métrica do espago-tempo

(guv) curvo como sendo a métrica de Minkowski (1,,) mais uma leve perturbagdo (h,,)

descrita por um tensor de segunda ordem, seja ele com indices covariantes ou contravariantes:
I = Npv + hyyy  com ||hm,|| K1. 4.9

De acordo também com Lambourne (2010, p. 226-227), nessa condicdo as velocidades
consideradas também sdo muito menores que a velocidade da luz. Dessa forma, as equacdes
que surgem como solucéo as equacGes de campo de Einstein s&o menos complexas e condizem

com os resultados consagrados pela Gravitacdo Newtoniana, explica Collier (2019, c. 9.1).

Em coordenadas cartesianas, a métrica definida na eq. (4.9) tem os componentes da

perturbagdo h,, sdo muito menores que os componentes da métrica n,,, 0 que significa que
qualquer termo envolvendo h,, quadrado vai gerar quantidades tdo pequenas que podem ser

consideradas despreziveis:
hoghyy =0 e h*B v ~ 0. (4.10)

Implicitamente temos que a derivada do tensor de perturbagdo (h,,) com indices
covariantes ou contravariantes, por definicdo matematica, também gera quantidades muito

pequenas:
|loshu| <1 e lloon*| «< 1. (4.11)

Isso significa que termos envolvendo a derivada do tensor de perturbacgéo, sua derivada ao
guadrado ou termos que o envolve em produto com sua derivada, também gera quantidades tdo

pequenas que também podem ser consideradas despreziveis:
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(0,hap)(05hw) 0 ou  hep(d,hy,) = 0. (4.12)
Consideracdo analoga é valida para o tensor de perturbacdo com indices contravariantes.

Como explica Chris (2022, ep. 109b), qualquer alteracdo nas coordenadas vai alterar as
derivadas uma vez covariantemente e alterar a métrica inversa duas vezes contravariantemente,
e isso acontece para fazer com que o resultado seja independente das coordenadas, portanto,

invariante.

4.2.1 Métrica inversa

Seguindo o raciocinio de Chris (2022, ep. 109b), podemos também assumir a gravidade
linearizada envolvendo a métrica inversa, em que k*V é uma leve perturbacdo acrescentada a

métrica de Minkowski n*V:
g =¥V + k¥ com |k*|| K 1. (4.13)

Relembre que tomar o produto entre a métrica e a métrica inversa gera uma matriz

identidade ou um delta de Kronecker se as métricas formarem uma soma de Einstein:
9uc9’’ =9, . (4.14)

Sabendo disso, podemos substituir na equacéo acima a métrica definida na eq. (4.9) e a
métrica inversa definida na eq. (4.13)

(nuo + hua)(rlm/ + kav) = 5;11/ ’
e passando &, para o primeiro termo da equacdo e realizando a distributiva, teremos
8, =Nuen’®” + hyen® + nuek® + hysk.

Note que a primeira parcela no segundo termo dessa Ultima equacdo define um delta de

Kronecker, e que pode ser eliminado com o delta de Kronecker no primeiro termo
8, =6 + hyen’ + 0k + hysk® - 0= h;en° + 1,6,k + h,ck .

Perceba também que na ultima parcela ha um produto envolvendo h, que pela definigdo na eq.

(4.10) gera uma quantidade que pode ser considerada desprezivel. Portanto, teremos
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0= hyen® +nuk? + hyck® - 0=h,en" + 1,6k .
0

Organizando toda essa ultima equacéo, o resultado é que:
hyen® = =1,k . (4.15)

A saber como a métrica inversa se relaciona com métrica normal, conforme Chris (2022,
ep. 109b), podemos resolver os componentes de k em termos dos componentes do tensor hy,.

Para isso vamos multiplicar os dois lados da eg. (4.15) pela métrica inversa de Minkowski:
Up“mwkw = _huonavnpu .

Mas o produto entre as métricas no primeiro termo define um delta de Kronecker, que podemos

utilizar para mudar o indice de k
5PV = —hgVPE - kPY = —h, noVnPk,
e podemos também utilizar a propriedade da métrica para levantar e trocar os indices de hy,:
kPV = —hPV. (4.16)

Podemos agora reescrever a métrica inversa apresentada na eg. (4.13) substituindo nela

a eg. (4.16). Portanto, teremos que a métrica inversa do espaco-tempo sera definida por:

g =t — ht, (4.17)
em que, h*¥ na eq. (4.17) é definido por

hRY = h,onPHnoY, (4.18)

Mas ainda explica Chris (2022, ep. 109b) e D’Inverno (2022, p. 401), que para manter
a relacdo entre a métrica covariante e contravariante, precisamos definir a perturbacdo da
meétrica com indices covariante e contravariantes. Entdo, para levantar os indices de h,g,
presente na eq. (4.18), precisamos utilizar uma métrica inversa g, que serd a mesma definida

naeq. (4.17)

hy, = hevgt’ - h, = hsv (77”0 —h*7) - hfj = hgyn"° — hg RH7 .

v 14

Sabemos que o produto entre dois tensores de perturbacdo da métrica € 0 mesmo que
ele ao quadrado, e pela definicdo na eq. (4.10) isso gera uma quantidade que pode ser

considerada desprezivel. Portanto, sob a condi¢do de gravidade linearizada, levantar ou baixar
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indices em um tensor significa colocar a métrica de Minkowski em soma de Einstein com os

indices do tensor:
hY = hgnHe . (4.19)

v

4.2.2 Simbolo de Christoffel linearizado

Relembre a equacéo que define o simbolo de Christoffel em termos da métrica

1
I;g/ = Eg(m(avgau + augav - aag;w) .

Na eg. (3.14) ha derivadas parciais envolvendo a métrica. Vejamos o que acontece se

substituir nelas a métrica definida na eq. (4.9)

OpGuv = ap(”uv + hw) -
S6 que a métrica de Minkowski é constante, logo sua derivada sera nula. Assim, teremos
apg/w = aph/w . (4.20)

Isso significa que a métrica nas derivadas parciais na eq. (3.14) serdo todas substituidas por h,,,

com os indices adequados. Logo, podemos reescrever a eq. (3.14) como
g 1 oa
[Ltv = Eg (avham + auhav - aahuv) .

Observe que nessa Ultima equacdo temos a métrica inversa. Podemos substituir ela pela

métrica inversa definida na eq. (4.17)

1
[;g/ = E (n?% — hoa)(avhau + auhav - aahuv) ’

e fazendo a distributiva, teremos
g 1 oa 1 oa
Lj = E" (avha# + 0yhey — aah,w) - Eh (avha“ + 0yhgy — aahm,) )

Mas pela defini¢do na eq. (4.13) temos que o produto de h,,, com a derivada de h,, gera uma
guantidade que pode ser considerada desprezivel. Entdo, como define Collier (2019, c. 12.2) e
Grgn (2004, p. 192), sob a condic¢do de gravidade linearizada a equacgédo que define o simbolo
de Christoffel é:
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1
Lj = En"“(avha# + 0y hay — 0ghyy) - (4.21)

4.2.3 Tensor de Riemann linearizado

Relembre a equacédo que define esse tensor de Riemann

Ry, = 0,(L) — 0y (Lh) + Lo Lh — DALY

Observe que na eg. (3.55) hé derivadas parciais envolvendo simbolos de Christoffel e
ha também o produto entre eles. Como explica Chris (2022, ep. 109b), precisamos calcular esse
produto entre os simbolos de Christoffel e as derivadas que os envolve. Partindo desta Gltima

opc¢do, vamos substituir nas derivadas o simbolo de Christoffel que foi definido na eq. (4.21)
9. (1) — 0, (1)

= 0, [317 Ooha + 0has — 0ula)] = 84 [5G + b=
e fazendo a distributiva
9,(I5) — 0, (1)

= %npa(auaahw + 0,0y hge — 0,04hys — 0,05Rgy — 040, + 0,05 Ry, ) -

Mas, por definicdo matematica, a ordem de derivadas parciais ndo importa. Assim, nessa Ultima

equacao, temos dois termos que se eliminam, restando apenas
1
6#(1},’;) - av(z;[;) = Enpa(a“aahw — 0,04hys — 0,05h, — avaah,w) : (4.22)

Vamos agora calcular os dois produtos entre os simbolos de Christoffel, substituindo

neles o que definimos na eq. (4.21). Primeiramente faremos isso para I}};I;f;,, que sera

1 1
Fv):rlt))/ = EUV“ (aahav + avhacr - aahva) Eﬂp“ (ayhau + auhay - aahuy) ’

e fazendo a distributiva

I;/};ILI]J/ = %nyanpa(aahavayhcw + aahavauhay - aahavaahuy + avhaaayhau +
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+0,ha0uhay — 0yhag0uhyy — 0ghye0yhay — 04hye0uhay + 0ghyedahy, ) .

Note que temos muitos termos na parte entre parénteses que estdo em produto com as derivadas
do tensor de perturbacdo da métrica. De acordo com a defini¢cdo na eq. (4.13), isso gera

quantidades que podem ser consideradas despreziveis. Dai, teremos que

1 1
I:/)z/yl—;:g/ = ETIW (Oghgy + 0yhgs — Oghyg) ETIP“ (ayhau + auhay - aahuy) =0,

que é

r‘r? =o0. (4.23)

O mesmo acontece ao calcular —I}fal;’;:

[l 1 Sa 1 pa
_Fual—;(s = 577 (_aohau - auhao + aahuo) 577 (_a6hav — Oyhgs + aahvé) =0,
que é
-rirf =o. (4.24)
Podemos agora substituir na eq. (3.55) os resultados definidos na eq. (4.22), eq. (4.23)
e eq. (4.24), que nos dara

RP

ouv

1
= Enﬂd(aﬂaghm — 8,04hys — 0,05y + 0,0,h,5) +0+0.

Portanto, como explica Chris (2022, ep. 109b), Cheng (2010, p. 339) e Grgn (2004, p.
192), sob a condicdo de gravidade linearizada, o tensor de Riemann é definido por:

ouv

1
Rbuw = 517 (0u0shay ~ 0u0ahve — 3y 9shay + 0,0ahys) (4.25)

4.2.4 Tensor de Ricci linearizado

Vamos agora tomar méo do tensor de Riemann definido na eq. (4.25) e realizar a
contracéo deste, de modo a obtermos o tensor de Ricci. O procedimento sera multiplicar os dois

termos da equacgéo por um delta de Kronecker, para que possamos trocar alguns indices



91

Upp 1 Ko pa
ShRY = 55,, 1°%(8,05hay — 0,04hye — 0y0shay + 0,0,hys) ,

em que surgira
u 1 ua
Rouv = En (auaahav - auaahva - avaohau + avaah;w) .

Podemos também utilizar a métrica para levantar e trocar os indices a e u nos termos entre
parénteses, e como indices repetidos representam uma soma de Einstein, como em Collier

(2019, c. 12.2), teremos que o tensor de Ricci sera denotado por
1
Rov =5 (0,0,hy — 8,0"hy; — 0,0,h); + 0,0,hZ) . (4.26)

De acordo com Chris (2022, ep. 109b), a partir do tensor de perturbacdo h,,

multiplicado pela métrica n““ ¢é possivel definir uma nova quantidade chamada escalar-h:

N h,, = h;j =h, (4.27)

(ue usaremos para representar o trago®! hl‘j da matriz.
Retornando a eq. (4.26). Perceba que podemos juntar a primeira com a Gltima parcela

dessa equacdo, porque as derivadas parciais estdo em soma com o traco da matriz; a segunda

parcela podemos substituir 9, 0% pelo d’ Alembertiano definido na eq. (4.4); e a terceira parcela

podemos substituir hg pelo escalar h definido na eq. (4.27):

1
Rov =5 (0u96hY +0,0,h§ —0 hyy = 0,05h), (4.28)

que é a definicdo do tensor de Ricci sob a condicdo de gravidade linearizada, explica Cheng
(2010, p. 339) e Grogn (2004, p. 192).

4.2.5 Escalar de Ricci linearizado

A partir do tensor de Ricci definido na eq. (4.28) vamos calcular o escalar de Ricci. Para

isso, multiplicaremos os dois termos dessa equacao pela métrica inversa de Minkowski, para

31 Na Algebra Linear, o traco de uma matriz é a funcdo matricial que associa a matriz quadrada & soma dos
elementos da sua diagonal principal.
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levantar e troca alguns indices
av 1 av u a
N°"Rgy = 577 (auaohv + 0,0,hg —0O hyg — avaoh)
1
- RY= E(aﬂaah!m +8,0,h™ —0O hg — 3°9,h).

Perceba que podemos substituir o trago da matriz hg pelo escalar h, substituir °d, pelo

d’Alembertiano ¢ convenientemente renomear o indice v por u e a por o, obtendo

1
R= E(aﬂaahlm +0,0,h*° —Oh—Oh).

Ficamos com duas metades de 9,d,h"’ e duas metades de — O h, e podemos

simplificar tudo por 1/2, definindo assim o escalar de Ricci sob a condi¢do de gravidade
linearizada, explica Collier (2019, c. 12.2), Cheng (2010, p. 339) e Grgn (2004, p. 192):

R = 8,0,h* —O h. (4.29)

4.2.6 Tensor de Einstein linearizado

Agora que conhecemos a forma linearizada do tensor de Riemann, tensor métrico e do
escalar de curvatura de Ricci, podemos entdo utilizar essas quantidades para calcular o tensor

de Einstein

1
Guv = Ruv - Eg/,th ’

também sob a condi¢do de gravidade linearizada. Basta substituir a eq. (4.28), eq. (4.9) e eq.
(4.29) no tensor de Einstein definido na eq. (3.67)

1 a a 1 af
Gy = E(aaauhv +0,0,h% —0 hy, — 0,0,h) — E("W + hyy )(0,05h*F —O h),
e fazendo a distributividade, teremos
— 1 a a 1 af
G = E(aaa#hv + 0,0,h7 —O hy, — auavh) - Enw(aaaﬁh —0O h) -
1
— Ehﬂv(aaaﬁh‘xﬁ —Oh).

Observe que nessa Ultima equacdo temos o produto entre tensores de perturbacdo da
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métrica e o produto destes com sua derivada. Pela definicdo na eq. (4.13), isso vai gerar
quantidades que podem ser consideradas despreziveis. Entdo, teremos que

1 a a 1 af
Gy = E(aaaﬂhv +8,0,h% —0 hy,, — 9,0,h) — Er;,w(aaa,,,h —Oh).
Agora fazendo a distributividade e colocando 1/2 em evidéncia, obtemos
1
Guy = E(aaa#hg + 0,0,h% —0 hyy, — 0,0,k — 1,,0,05h*F + 7, O h). (4.30)

Observe nessa Ultima equacdo que h possui termos com indices covariante,
contravariante e indices misto. No entanto, € mais conveniente se obtivermos uma equagdo em
que os indices de h sejam covariantes. Como explica Chris (2022, ep. 109b), faremos isso
empregando uma nova definicdo que envolve a métrica de Minkowski somada a um conjunto
de derivadas parciais, que diz respeito a propriedade de compensacdo de indice quando

levantado ou baixado a partir dessa métrica.
Sabemos por definicéo que
9 h*V = 0,m**hy, . (4.31)

Isso significa que podemos pensar no indice covariante de h} como se ele ainda estivesse
elevado e a métrica inversa de Minkowski ainda estivesse exposta. Entdo, utilizando essa
métrica, podemos levantar e trocar o indice da derivada parcial de h*¥, como uma forma de
compensar o indice u que foi reduzido em hy,, explica Chris (2022, ep. 109b). Portanto, a partir

da eq. (4.31), temos que
O h* = a,n**hy, = 0%hy, . (4.32)

Podemos aplicar na eq. (4.30) a defini¢do apresentada na eg. (4.32). Com isso, teremos
1
Gy = E(aaa”hav + 0%0,h,, —O hy,, — 3,0,h — nwa“aﬁhaﬁ + N O h). (4.33)

Neste ponto Chris (2022, ep. 109b), Das (2012, p. 627), Lambourne (2010, p. 226-228)
e Grgn (2004, p. 193), chamam atencéo ao fato de que vale a pena notar que se introduzirmos

um certo tensor de perturbacédo de traco reverso, definido por

— 1
hyy = hyy — Enwh , (4.34)

as equacdes de campo de Einstein, como a eq. (4.33), serdo simplificadas.
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Como em Chris (2022, ep. 109b), vamos aplicar na eq. (4.33) a definicdo dada na eq.
(4.34) e vamos evidenciar os h que estdo denotados com indices covariantes, e reorganizando

toda a equacdo, obteremos

1 -1 - 1 = 1
G = 2 [aaau (hav + Enavh) +0%0, (h,m + E”““h) — 090, (h;n/ + Enuvh> -

. (4.35)
— 7, 0%0F (haﬁ + Enaﬁh) — 3,0,h + nwa“aah] ;

e podemos utilizar essas métricas de Minkowski para baixar o indice na segunda derivada

parcial relacionada a cada h. Fazendo cada termo separadamente, teremos
a1 1
d aﬂznm,h = avauzh,
“ 1 1
ad avznuah = auavzh,
“ 1
—0 avzn,mh,

-1 0998 Sy h = —3%0, %0 h
uv Znaﬁ aznuv .

Relacionando essas quatro quantidades com a eq. (4.35) alguns termos serdo cancelados,
e o resultado é o tensor de Einstein definido sob a condicdo de gravidade linearizada, como
define Chris (2022, ep. 109b), Das (2012, p. 627) e Grgn (2004, p. 193):

1 — — — —
Gﬂv - E(aaauhav + aaavhua - aaaahuv - nlwaaaﬁhaﬁ) ’ (4'36)

4.2.7 Equacéao de Einstein linearizada

Relembre a equacdo de campo de Einstein

1 , _ 8nG
R#V—EQ#VR-FAQH :C—4T#v.
Substituindo a eq. (4.36) na eg. (3.88), como em Chris (2022, ep. 109b) e Grgn (2004,
p. 193), teremos que a equacdo de campo Einstein definida sob a condicdo de gravidade

linearizada é:
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1 _ — — — 8nG
E(aaauhm, + 00, hyq — 004y — Ny 0%0Fhep) = — T (4.37)

Se considerar unidades geometrizadas ¢ = 1 e G = 1, explicada em Schultz (2009. p.

186-187), a eq. (4.37) seré reescrita como

1 — — — —
5 (00uhay + 070, hyq — 0 Oahyy = M09 hap) = 87T, . (4.38)

4.3 GAUGE DE LORENZ

Dada a verséo linearizada da equacéo de Einstein eq. (4.38), podemos ainda pensar em
realizar uma mudanca de coordenadas que permitira simplificar toda ela e tornar 6bvia a
existéncia de Ondas Gravitacionais. Como explica Chris (2022, ep. 109c), Collier (2019, c.
12.2) e Cheng (2010, p. 339), o resultado sera uma equagdo que mostra que a métrica (g,,) do
espaco-tempo obedece a uma equacdo de onda no vacuo, em que todos 0s componentes do

Tensor EMT sdo nulos. Dessa forma, todas as equacdes de campo de Einstein linearizadas se

tornam uma equacdo de onda para a perturbacdo i na métrica. O sistema de coordenadas em
que isso ocorre é chamado Gauge de Lorenz®. Portanto, em outras palavras, o objetivo é obter
uma métrica que satisfaca a condicdo do Gauge de Lorenz, porque isso permitira explicar as

Ondas Gravitacionais.

Ainda de acordo com os autores, a definicdo matematica da fisica que permite haver

uma transformacdo de coordenadas que leva ao Gauge de Lorenz, é a condicdo de Lorenz:

an" =0. (4.39)

Acompanhando o raciocinio de Chris (2022, ep. 109c) e Lambourne (2010, p. 226-228),
0 procedimento que faremos nesse momento sera verificar se cada parcela entre parénteses na
eq. (4.37)

L aea n to%a k. —a%a R 9eghh. ) = o
E( Wy + vitua = aly = Nuv a’ﬁ)_ ct TMV’

obedece a condigéo de Lorenz definida na eq. (4.39). Iremos proceder calculando cada parcela

32 |_udvig Valentin Lorenz (1829 — 1891) — Fisico e Matematico dinamarqués.
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separadamente, e ap0s resolver todas iremos substituir os resultados de volta na eq. (4.37).
e Primeira parcela da eq. (4.37)
GRI N
Considerando a propriedade de compensar indices, definida na eq. (4.38), temos que
— —a
0%0,hgy = 0,0,h, ;
e com a definicdo da eq. (4.31), podemos levantar o indice v levando de voltaa g

_aﬁ
0,0,Mpvh

Como a ordem das derivadas parciais ndo importa e a métrica de Minkowski € constante, Chris
(2022, ep. 109¢) explica que podemos mover d,, para junto de k, depois podemos renomear os

indices e, considerando a simetria nos indices de h, reorganizar todos

NgvOu (aaﬁaﬁ) > Ny (aﬁﬁﬁa) > NavOy (aﬁﬁaﬁ)'
0

Observe agora que a quantidade entre parénteses nessa equacdo a direita é o Gauge de Lorenz,

definido na eq. (4.39). Entdo, o resultado da primeira parcela da eq. (4.37) é:
aaaﬂﬁav =0 = Nai, (aﬁﬁaﬁ) =0. (4.40)
e Segunda parcela da eq. (4.37)
090, hyq,
Considerando a definicdo na eq. (4.32), temos que
—_ —a
0%0yh,q = 0q0,hy, ;
e com a definicdo da eq. (4.31), podemos levantar o indice u levando de voltaa g

_aﬁ
0a0yNpuh

Ja sabemos que a ordem das derivadas parciais ndo importa e que a métrica de Minkowski €
constante. Outra vez, como define Chris (2022, ep. 109c), podemos mover @, para junto de ,

depois podemos renomear os indices e, considerando a simetria nos indices de h, reorganizar
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todos

M0y (0h ) = N0 (0K ) > mads (0527).
0

A quantidade entre parénteses na equacdo a direita mais uma vez é o Gauge de Lorenz, definido
na eg. (4.39). Logo, temos que a segunda parcela da eq. (4.37) é:

8“6,,5,1,1 =0 = 7o (aﬁﬁaﬁ) =0. (4.41)
e Terceira parcela da eq. (4.37)
0%y, .

Uma vez que, por definicdo, a ordem das derivadas parciais ndo importa, 0 conjunto de
operadores derivativos 099, ¢ o d’Alembertiano definido na eq. (4.3). Portanto, para Chris

(2022, ep. 109c), temos que a terceira parcela da eq. (4.37) é:

Oh

- (4.43)

e Quarta parcela da eq. (4.37)
RIS
Considerando a parte sem a métrica de Minkowski, segundo Chris (2022, ep. 109c), podemos

aplicar a definicdo da eq. (4.32) em ambos os indices de h sem que a métrica n apareca

0%0P o = 0g05h" .

Ja que a ordem das derivadas parciais ndo importa, podemos deixar d; junto de h
_aﬁ
0q (91" ).
0

O termo entre parénteses nessa Ultima equagdo é o Gauge de Lorenz. Entdo, de acordo com o

autor, temos que a terceira parcela da eq. (4.37) é:

—ap —ap
oph =0 = 0,(9h )=0. (4.42)

Agora que temos os resultados de cada parcela da eq. (4.37) definidos na eq. (4.40), eq.

(4.41), eq. (4.42) e eq. (4.43), iremos substituir todos na primeira equagao
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cr Hvo

1 o T o T — 2ABT 8nG
> 0%0hgy + 090, hyq —0 hyy — 1, 0%0P hyp | = —1 T,

0 0 0
que resulta em

1 - 8nG
_EDhV:_

= (4.44)

uv -

No entanto, para um caso em que tal perturbacdo se propaga no vacuo, temos que o
Tensor EMT (T,,,,) € dado por:

Tw=0, (4.45)
e, por consequéncia, teremos que o tensor de Einstein também sera:
Guy = 0. (4.46)

Dessa forma, as equacdes de campo de Einstein linearizadas se resumem a:

O h,, = —2kT,,, (4.47)
e se lembrarmos da equacao de campo de Einstein
1
Guv = Ruv - Eg/,th ’
mais a condicdo apresentada na eq. (4.45), teremos que a eq. (4.44) se resume a:
1 -
_E O huv =0, (448)

em que, no caso dependente do tempo, as ondulacBes no espaco-tempo vazio causadas por

Ondas Gravitacionais viajando na velocidade da luz séo descritas pela equacao de onda

Oh

uw = 0. (4.49)

explica Chris (2022, ep. 109c), Collier (2022, c. 12.2), Lambourne (2010, p. 226-228) e Grgn
(2004, p. 193).

Dessa forma, de acordo com Schultz (2009, p. 194), a equacdo de campo de Einstein
linearizada definida sob a condicdo do Gauge de Lorenz é:

1 _
Gy = =5 O Py (4.50)
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Essa equacao basicamente informa que o tensor métrico, anteriormente explicito na eq.
(4.44), obedece a equacdo de onda, o que sugere a possibilidade de existéncia de Ondas

Gravitacionais que se propagam.

4.3.1 Coordenadas do Gauge de Lorenz

Apos simplificar a equacdo de campo de Einstein linearizada impondo a condicgdo do
Gauge de Lorenz, nosso proximo passo € encontrar um sistema de coordenadas que permita a
eq. (4.50), e esse sera o sistema de coordenadas do Gauge de Lorenz. Vejamos entdo como se

d& a mudanga das coordenadas originais para as coordenadas do Gauge de Lorenz.
Vamos iniciar renomeando as coordenadas originais para as novas coordenadas:
(ct,x,y,z) ~x* - (ct'x,y,z") «~x'%. (4.51)

Segundo Chris D’Inverno (2022, p. 401) e Cheng (2010, p. 339), o0 modelo mais usual
para transformacdo de coordenadas entre sistemas de coordenadas é o campo de deslocamento,
em que se considera que as novas coordenadas (x'®) sdo dadas a partir das coordenadas originais

(x*) mais um pequeno deslocamento £“ do vetor posicao
X' = x4 E*. (4.52)

No entanto, de acordo com Chris (2022, ep. 109c) e Cheng (2010, p. 340), algumas
condicdes também precisam ser consideradas para que a mudanca de coordenadas ocorra sem
nenhum problema. A primeira condigcdo é que ¢* sejam deslocamentos muito pequenos em

torno de cada coordenada original
169 < 1; (4.53)

e a segunda condicdo, explicada pelos autores, é que o resultado da derivada de é* é um valor

gue pode ser considerado desprezivel

a&”
ax'P

”a{:a ~0. (4.54)

dxP

As condicdes definidas na eq. (4.53) e eq. (4.54) garantem que as coordenadas do
sistema de coordenadas do Gauge de Lorenz ndo sejam determinadas téo distante do sistema de

coordenadas original, e que as diferengas entre os dois ndo sejam discrepantes, explica Chris
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(2022, ep. 109c).

Retornando agora a definicdo na eq. (4.52) e seguindo também o raciocinio de Cheng

(2010, p. 339-340), vamos diferenciar os dois lados da igualdade em relacéo a x#

ox'*  0x* 0&

9xF ~ 9xF " 9xF"

Observe que a primeira derivada do segundo termo é em funcéo de x#, que s&o direcdes
de coordenadas independentes. Ainda de acordo com o raciocinio de Chris (2022, ep. 109c),
derivadas desse tipo, que tem indices diferentes, sempre terdo resultado nulo; caso os indices
sejam iguais o resultado sempre serd 1. SO que esta € a definicdo do delta de Kronecker. Entéo,

reescrevendo a Ultima equacdo, teremos que:

ox'* 9E®

a

ox gs 4.55
~F =% Y35 (4.55)

Para Chris (2022, ep. 109c), a eq. (4.55) define como acontece a transformacao das
coordenadas originais para as coordenadas do Gauge de Lorenz.

O autor ainda explica que a mudanga inversa de coordenadas também pode ser

considerada. Basta evidenciar x* na eg. (4.52)
X =x'*—§&%; (4.56)
e derivando os dois termos dessa equacéo por x'#, o resultado é

ox* _9x'  9§*
ax'B ax'B gy'B’

em que a derivada de x’“ também pode ser reescrita como um delta de Kronecker

9x® 9E®

a

i - 4.57
ox'B B axlﬂ ( )

Como em Chris (2022, ep. 109c), podemos ainda desenvolver a regra da cadeia na
ultima derivada da eq. (4.57)
9x% _ a8 0x7 (4.58)
ax'B B 9xo gy'B’

e rescrevendo a regra da cadeia de forma compacta e convenientemente trocando a por o
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9x° 134

g

axF = % B

explica Chris (2022, ep. 109¢) que poderemos substituir essa equacdo na Ultima derivada do
segundo termo na eg. (4.58) e desenvolver a distributiva

o . 9EX 9E°
ax'® P oxo P T axo gxB”

a

PR

g

BT oxP

(4.59)

ox“* 0¢“ 0&° 0x% &
o ~ 5 (5 ~59) =
Mas, pela defini¢do na eq. (4.54), temos que
0§ 9§7
0x° ax’ﬁ o
entdo, da eq. (4.59) da direita restara

9x® I
_ sa _ o
ox'f % 0x° % -

em que, com o delta de Kronecker (6[3’), explica o autor que podemaos trocar o indice o por um

B, 0 que resultara:

9x® 9g®

a

axlﬁ = B _axﬁ'

(4.60)

Como mostra Chris (2022, ep. 109c), a eq. (4.60) define como acontece a transformacao

das coordenadas do Gauge de Lorenz para as coordenadas originais.

4.3.2 mudanca de coordenadas de g,

Ja sabemos a formula que leva das coordenadas originais as coordenadas do Gauge de
Lorenz. Entdo, é necessario agora conhecer como acontece a transformacao da métrica original
no Gauge de Lorenz. Isso ndo sé permitira entender como a métrica se comporta nesse novo

sistema de coordenadas, mas também ird informar como ela obedece a equacdo de onda.

Seguindo o raciocinio de Chris (2022, ep. 109c), considere a definicdo da métrica para

0 Gauge de Lorenz

! —_ =/ — a a
Gap=€a€p=gra - p
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Avalie também desenvolver nessa definicéo a regra da cadeia, dada em termos de componentes

do sistema de coordenadas original

ot 9 9xY 0
Jap = 5agxt 9xF ox

Segundo o autor, isso nos da o produto escalar entre os vetores de base que definem a métrica

Juv NO sistema de coordenada original

. OxH ax"( 0 0 )
9ap = 5@ 9B \oxk 9xv)’

e o resultado disso é uma equacao que oferece os componentes da métrica no Gauge de Lorenz:

ox* dxY

g,aﬁ = 9% 0x'P Iuv - (4.61)

Observe as derivadas na eq. (4.61). Para Chris (2022, ep. 109c), podemos substituir elas
pela definicdo dada na eq. (4.61) para mudanga de coordenadas; e podemos também substituir

a métrica na equacéo pela métrica linearizada definida na eq. (4.9)

er = (5%~ 52) (55~ 5) O + ).

Resolvendo a distributividade entre as quantidades nos dois primeiros parénteses, teremos

, 73 7 S i) e
gaﬁ=(6(’;6ﬁ 656 B 6Eaxa+axaaxﬁ)("“”+h“”)'

Relembre que as derivadas de ¢ sdo quantidades pequenas. Entdo, pela definicdo na eq.

(4.54) temos que o produto entre elas sera tdo pequeno que pode ser considerado desprezivel.

, o ., 98"
9'ap = (0% — 0 =2 = 85 =22 ) Ol + ).

Por conveniéncia, como faz Chris (2022, ep. 109c), podemos reescrever as derivadas
dessa ultima equacédo de forma compacta

glaﬁ = (555[1’/ - 55{3 5[{’5 )(nuv + hyv)
e em seguida resolver a distributividade
9'ap = Su8pNuy + 8483 hyy — 85 — 8o M€ — S ély — Syl .

Relembre que h representa uma quantidade pequena, definida na eq. (4.9) como uma
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perturbacdo na métrica de Minkowski. Mas ¢ também € uma quantidade pequena. Entdo, pela
definicdo na eq. (4.10) e pela definicdo na eq. (4.53), o produto entre h e ¢ resultara uma
quantidade que pode ser considerada desprezivel, explica Chris (2022, ep. 109c). Assim, dessa

ultima equacao restara
g,aﬁ =MNap — nav%%? - nuﬁfz + ha/? -

Ainda de acordo com o autor, nessa Ultima equagdo podemos pensar em juntar 7,5 com
heg, que € a definicdo da métrica (g,z) na eq. (4.9); e com a métrica de Minkowski podemos

baixar e trocar alguns indices na equacéo:
9'ap = 9ap — §ap — $pa (4.62)

A eq. (4.62) define a forma como acontece a mudanca de coordenadas originais para as
coordenadas do Gauge de Lorenz envolvendo um campo de deslocamento ¢ , explica Chris
(2022, ep. 109c).

4.3.3 mudanca de coordenadas de h,,

A partir da eq. (4.62), como em Chris (2022, ep. 109c), vamos substituir ambas as

métricas dessa equacdo pela definicdo da métrica em gravidade linearizada eq. (4.9)
9ap=9ap = Sap—Spa = MNapthapg=1Nap+hep—Sap—Epa
e simplificando os termos repetidos (1), teremos:
hap =hap —Eap —$pa- (4.63)

A eg. (4.63) mostra que a perturbacdo h,z se transforma entre os sistemas de
coordenadas (original e do Gauge de Lorenz) da mesma forma que a métrica g’ se transforma

naeq. (4.62).

4.3.4 mudanca de coordenadas de R?

ouv

Precisamos agora descobrir como 0os componentes do tensor de curvatura de Riemann

se transformam entre os sistemas de coordenadas em gravidade linearizada. Para isso,
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partiremos da eq. (4.62) fazendo alguns ajustes nela.

Relembre o tensor de curvatura de Riemann definido para gravidade linearizada
P 1 pa
Rouw =50 (0405hay — 0,05hy — 0y05hay + 8,0, hy5) -

Seguindo o raciocinio de Chris (2022, ep. 109c), como o tensor de Riemann eq. (4.25)
foi definido sob a condicgéo de gravidade linearizada, podemos considerar trocar a perturbagéo
h, que consideramos na eg. (4.9), por sua versdo em gravidade linearizada que definimos na eq.

(4.63); e o tensor de Riemann sera

4 1 ! ! ! !
R, = Enfmf(a,‘ac,h av — 005 h 5 — 0,051 oy + 0,0, ) . (4.64)

Lembre-se que consideramos a métrica do espacgo-tempo como sendo a métrica do
espaco-tempo de Minkowski mais uma leve curvatura, e as transformacdes de coordenadas
entre o referencial original e 0 Gauge Lorenz sdo dadas considerando um campo deslocamento.
Entdo, nesse caso, serd que podemos no tensor de curvatura de Riemann como sendo mesmo

em ambos os sistemas de coordenadas? Vejamos se isso € possivel.

Primeiramente vamos substituir a eq. (4.63) no tensor de Riemann definido na eq. (4.64)

1
ng'uv = ETIP“ [auaa(haﬁ - Ea,[s’ - fﬁ,a) - auaa(haﬁ - fa,ﬁ - Eﬁ,a) -
- avao(haﬁ - fa,B - fﬁ,a) + avaa(haﬁ - fa,ﬁ - fﬁ,a)] .

Como sugere Chris (2022, ep. 109c), € conveniente distribuir as derivadas mantendo a notagéo
utilizada na eq. (4.63)

P 1 pa
Row = ET] [(auaohav — Sapo — fv,a;w) - (aﬂaahva ~Svoua ~ fg,vua) o (4.65)

- (avaahau - Ea,uvcr - Eu,avo) + (avaah;w - fu,ava - Ea,uva)] .
Agora vamos resolver a primeira derivada dessa eq. (4.65), que € &, em relagéo a x’,.
Antes disso, perceba que hd uma métrica n”* que se distribui por todos os termos entre
parénteses. Entdo, essa derivada ficara dé%/dx'*; e podemos desenvolver a regrada da cadeia

95T ET A
dx'®  dxVax'm’

em que a derivada de x¥ em relacdo a x'# foi definida na eq. (4.60); e substituindo na eq. (4.65)
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9 05° (m ~ a.sv)’

ax'’*t  axv\ " 9xk
depois resolvendo a distributiva, teremos que

9& _a%'a , EX Y
ax'®  axv * dxVoxH’

Mas como ¢ é uma quantidade pequena, pela definicdo na eq. (4.54) o produto das derivadas
de & gera uma quantidade tdo pequena que pode ser considerada desprezivel. Entdo, dessa
ultima equacao restara

o5c _ 05,
ax'*  oxv *

Podemos ainda utilizar o delta de Kronecker para trocar o indice v no denominador do
segundo termo dessa Ultima equacao; e como ¢ é uma quantidade pequena, teremos que:

9Er  9E@

= (4.66)

Dessa forma, tanto as derivadas de équanto as derivadas de h na eq. (4.65) séo
desenvolvidas de forma analoga ao que fizemos para chegar a eq. (4.66). Portanto, como explica
Chris (2022, ep. 109c), desde que & e h sejam quantidades pequenas, o resultado de todas as
derivadas dessas quantidades tera o mesmo significado que expressa a eq. (4.66). Com isso,
temos que todas as derivadas de ¢ na eq. (4.64) se anulam aos pares. Assim, da eq. (4.64) restara

1
R’guv - Enpa[(aﬂaohav) - (auaahvo') - (avaohau) + (avaahua)] ’

gue sdo apenas componentes do tensor de Riemann definido na eg. (4.25). Portanto, ainda de

acordo com o autor, temos que

R'gw = Rg’w . (4.67)

4.35 mudanca de coordenadas de h

Nosso proximo passo agora € descobrir como o tensor h se transforma do sistema de
coordenadas originais para as coordenadas do Gauge de Lorenz sob um campo de

deslocamento, de forma que satisfaca a condicao de Lorenz
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635'“3 = 0 .

Relembre a definicdo de h:

- 1
hyy = hyy — E”#vh'

De acordo com Chris (2022, ep. 109c), essa forma de h na eq. (4.34) também é aplicéavel

as coordenadas de h':

— 1
h'uv =hy - E'hwh" (4.68)

Considerando agora multiplicar a métrica inversa com o tensor h’, presente na eq. (4.68),

definimos algo chamado traco de h':
h =n%h . (4.69)

Seguindo o raciocinio de Chris (2022, ep. 109c), a ideia é substituir a eq. (4.63) na eq.
(4.69)

W' =1 (hag — $ap — §p.a) (4.70)

e substituir a eq. (4.63) e a eq. (4.70) na eq. (4.68)

— 1
Wy = (huv — Sy — {TV.#) — 5 My [naﬁ (haﬁ —Sap — EB,Ot)] .

Fazendo a distributividade

1

B ap 1 ap 1 ap
h uw = huv - fu,v - fv,u - En;w(n haﬁ) + Enuvn fa,ﬁ + Enuvn ’fﬁ,a ’

temos que a quantidade entre parénteses fornece o traco de h, e essa Ultima equacao ficara

Womhe - e iy gyl ape Lo
uwv — tuv Eu,v fv,u an +2T/yv7] fa,ﬁ"'znuvn fﬁ,a;

gue reorganizando e utilizando a métrica inversa de Minkowski para levantar e trocar alguns

indices dessa equacédo, chegaremos a

-, 1 1 1
h w = hliV - Emwh - fy,v - fv,y + Enuv{% + Enyv’ffx .

Assim, podemos somar as metades de &; também escrever o escalar h e seu produto com a
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métrica de Minkowski como sendo o h, definido na eq. (4.34)
Wy = hyy =y = & + M5 (4.71)

A eq. (4.71) informa como os componentes de h se transformam em uma mudanca de

coordenadas que usa o deslocamento de campo, explica Chris (2022, ep. 109c).

Ainda multiplicarmos os dois termos da eg. (4.71) por um par de métrica de Minkowski

inversas
0 PRy = 0P (hyy — &y — Ev + 1€5)
o resultado seré h’ com indices contravariantes:
h'*F = hoF —nhenPE, , =t nPE, , + nFEg. (4.72)

Ainda de acordo com Chris (2022, ep. 109c), podemos utilizar a métrica inversa de

Minkowski na eq. (4.72) para levantar e trocar alguns indices dessa equacao
RF = hof —pvBEs —nreg) +nbes,
e tomar a derivada dos termos em relacédo a 8
}_l',of,»ﬁ = f_l,(;gﬁ —nvhEss — Tl”afﬁﬁ +n*FET,.

Como a ordem das derivadas parciais ndo importa e nessa Ultima equacdo a métrica apresenta

uma simetria, podemos renomear adequadamente os indices nos dois ultimos termos

Fiap _ rap g g
Rl =Ry =780 " ¥ 0,
0

0 que faz com que eles se cancelem
pap _ pap
W' =hy =P,
Podemos ainda pensar em rescrever essa ultima equa¢do como
dgh'*F = 0gh®F —n"Fa,05¢7,

e assim a métrica inversa de Minkowski (n“#) e os operadores derivativos (0,05) podem ser

substituidos pelo d’Alembertiano, definido na eq. (4.4)
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dgh'*F = 9ph*F —O &2 (4.73)

A eq. (4.73) mostra que se estivermos em um sistema de coordenadas com um certo h

e utilizarmos um campo de deslocamento ¢¢ tal que obedeca a propriedade
Oph*f =0 &%, (4.74)
e na equacdo tenhamos — O &%, significa que essa eq. (4.73) sera
0gh'®? = 9gh*f —D ¢* = 0. (4.75)
Mas para que a eq. (4.74) satisfaca a condicdo de Lorenz na eq. (4.39), devemos ter
Oér=0, (4.76)
uma propriedade que satisfaz a equacdo de onda. Entdo, a eq. (4.75) ficara
dgh'®? = 9gh*f =0, (4.77)
dai teremos que
dgh'*f =0, (4.78)

0 que significa que o novo sistema de coordenadas (k') satisfaz a condigdo para o sistema de

coordenadas do Gauge de Lorenz

Observe que a eq. (4.78) é semelhante a condicdo de Lorenz, definida na eq. (4.39). Isso
significa que o novo sistema de coordenadas satisfaz a condicdo de Lorenz e fornece
informacBes de como o sistema de coordenadas original mudara e como o sistema de
coordenadas do Gauge de Lorenz obedece a condigdo de Lorenz, ainda explica Chris (2022, ep.
109c).

Para o autor, algo importante a ser destacado é a forma ndo Unica de se obter o Gauge
de Lorenz. Por exemplo, considere um segundo campo de deslocamento {* que esteja somado

ao primeiro &¢
0gh®f =0 (§* + (%) . (4.79)
Desde que O ¢% = 0, como na eg. (4.76), teremos que
dph®f =00 &, (4.80)

E notavel que a quantidade aﬁﬁaﬁ na eq. (4.80) ainda satisfaz o resultado da eq. (4.71)



109

na eq. (4.73). Ou seja, os campos de deslocamento £ e (¢ satisfazem perfeitamente o Gauge
de Lorenz. Portanto, o Gauge de Lorentz ndo é um Unico sistema de coordenadas, mas sim uma
classe de sistemas de coordenadas distintos que satisfazem a condig¢éo de Lorenz definida na
eq. (4.39), explica Chris (2022, ep. 109c). Por isso, em qualquer sistema de coordenadas do
Gauge de Lorenz, o tensor de Einstein sera

O h'

Gy = —3 w (4.81)

e como ja sabemos que a condicdo do Tensor EMT no vacuo satisfaz a eq. (4.54), analogamente

também satisfaz (4.81)

T,=0 =« Oh,=0. (4.82)

As eq. (4.81) e (4.82) nos mostram que, nas coordenadas do Gauge de Lorenz no vacuo,

0s componentes de k' satisfazem a equacéo de onda, explica Chris (2022, ep. 109¢):

Oh,, =0, (4.83)

€ uma solucgdo para a perturbacdo da métrica
g,uv =Ny + hluv (4.84)
nas coordenadas do Gauge de Lorenz.

Depois de todo esse esforco, como desenvolve Chris (2022, ep. 109c¢), enfim podemos

reescrever a ed. (4.1) para as coordenadas do Gauge de Lorenz e substituir nela a eq. (4.83)

Ry  OPWyy  OPHyy 0%y _ .
A(x'0?2  A(x'D2 a(x'?)? 9(x'3)? ’

que em coordenadas do Gauge de Lorenz (ct’, x', y', z'), é

o2h',,  9%h', 9%h', 9%h,
a(cth? a(x')?2 a@y')? 0d(z')?

=0; (4.85)

e reescrevendo todas as derivadas parciais na eg. (4.85) como o laplaciano, temos como
resultado uma equacdo muito semelhante a equacdo de onda para a Fisica ndo relativistica

10%h,

R (4.86)

pv -

A eq. (4.86) € a demonstracdo matematica mais simples de uma teoria consagrada que
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explica como as equacdes de campo de Einstein sdo capazes de prever Ondas Gravitacionais:
pequenas perturbacbes que fogem da métrica de Minkowski e que podem viajar na velocidade
da luz através espaco-tempo, explica Chris (2022, ep. 109c) e Grgn (2004, p. 193). Isso implica
que, de acordo com a TRG de Einstein, se acontecer um fendmeno gravitacional aqui e agora,
os efeitos gravitacionais ndo serdo percebidos instantaneamente em qualquer lugar do universo,

como pressupde a Teoria da Gravitacdo newtoniana.
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5. CONSEQUENCIAS OBSERVACIONAIS

Na Fisica, a resolucao de varias equac0es utilizadas para descrever os fenémenos podem
ser facilitadas por meio da escolha de um sistema de coordenadas apropriado. Isso seré
necessario para explicar como as Ondas Gravitacionais interagem com um conjunto de
particulas livres e para podermos interpretar fisicamente possiveis solugdes que descrevam
essas ondas. Uma vez discutido este tema, finalizaremos incluindo os resultados obtidos pelos

detectores de Ondas Gravitacionais do LIGO.

5.1 INTRODUCAO A POLARIZACAO DA ONDA GRAVITACIONAL

Em ondulatéria o termo polarizacdo basicamente se refere a orientacdo geométrica de
propagacdo de ondas. Em outras palavras, polarizacdo basicamente significa a direcdo dos
vetores de campo que ddo origem as ondas. Como as Ondas Gravitacionais sdo oscilagdes em
uma perturbacao da métrica do espaco-tempo, a polarizacdo dessas ondas se refere a maneiras
diferentes de como os diferentes pontos localizados por particulas livres podem oscilar em
diferentes dire¢cdes a medida que uma Onda Gravitacional passa por elas. No caso particular de
Ondas Gravitacionais, elas tém duas formas de polarizacdo: horizontal/vertical, chamada
polarizacdo plus (mais), convencionalmente representada pelo simbolo +; e diagonal, chamada
polarizacdo cross (cruzada), convencionalmente representada pelo simbolo %, explica Chris
(2022, ep. 109d).

Continua explicando Chris, que em gravidade linearizada as Ondas Gravitacionais sao
combinages entre as polarizagdes plus + e cross x, combinadas em diferentes amplitude e
fase de onda. Algo Semelhante ao que acontece no eletromagnetismo, que descreve as ondas
eletromagnéticas sendo originadas por combinacfes de diferentes quantidades de ondas de

campo elétrico e campo magnético em diferentes fases de onda.

Em gravidade linearizada vimos que a metrica pode ser descrita como
Guv = Muv + hlw com ”hHV” «1.

Como esse tensor métrico é de segunda ordem e 0 espa¢o-tempo é formado por 4 dimensdes,

isso nos da 16 componentes, todos com uma perturbagdo h,,, como mostra a eq. (4.9). Em

1y

breve faremos algumas escolhas que servirdo para reduzir a quantidade desses componentes.
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Em outras palavras, vamos trabalhar para encontrar os componentes que sdo redundantes e
considerar utilizar apenas os componentes independentes que correspondem as polarizaces

plus + e cross x da Onda Gravitacional.

5.2 BREVE REVISAO SOBRE ONDAS PLANAS

Vimos no cap. 3 que, no sistema de coordenadas do Gauge de Lorenz no vacuo, as

equacOes de campo de Einstein se reduzem a

cujas solugdes mais diretas, segundo D’Inverno (2022, p. 405), sdo as equagdes de ondas
planas®3: uma quantidade fisica cujo valor é constante no tempo e através de qualquer plano
perpendicular a uma diregdo fixa no espago. Esses planos séo alinhados com as frentes de onda,

gue no espac¢o-tempo sdo de dimensdo infinita, como representado na Fig. 5.1.

Figura 5.1: Diagrama de onda plana do espaco-tempo.

.~ onda transversal

espagamento

/7 constante
s

tempo ct

*» planos com
dimensao infinita

Fonte: Producéo prdpria.

Acompanhando o raciocinio de Chris (2022, ep. 109d), Schutz (2009, p. 203-204), Grgn
(2004, p. 199-200) e Carroll (1997, p. 148), uma onda é uma perturbacédo oscilante de alguma
grandeza fisica no espacgo e periodica no tempo. Geralmente, as propostas de descri¢do de
solugdes de ondas planas se ddo em termos da utilizagdo de fungbes harmonicas, isto €, do tipo

Seno ou cosseno, e para facilitar a manipulacao algébrica de tais solucées, frequentemente, estas

33 A solucéo de ondas planas para eq. (4.49) é possivel porque qualquer onda genérica pode ser descrita como uma
combinacao linear de ondas planas de diferentes frequéncias.
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sdo expressas em termos da equacéo de Euler:
el = cos() + isen(d), (5.1)

de modo que a solugdo que descreve a perturbacdo corresponde apenas a parte real dessa

equacéo:
Re[e®] = [cos(0)], (5.2)
que combinada com uma amplitude A, nos da uma onda, escrita como:
Re[Ae!®]. (5.3)
em que O representa a fase da onda.

Neste contexto, podemos também expressar tal solu¢do como
w
A cos (? ct—k*x —kYy — kzz) , (5.4)

onde o componente de tempo k¢ é a frequéncia angular w/c e os componentes k*, k¥ e kZ séo

0 nimero angular de onda.

Como sugere o autor ultimamente citado, podemos ainda reescrever os coeficientes da

eg. (5.3) como uma soma com a métrica de Minkowski
Acos(neckbet + meck™x + Nyyk’y + N.:k?z), (5.5)
gue organizando em soma de Einstein
A cos(n,-k"x?) (5.6)
e usando a métrica para baixar o indice de k, resultara
Acos(kyx7). (5.7)
Ainda sobre a eq. (5.6), podemos fazer

Aei(nlmk”x") = Aelkax?) , (5.8)

onde k* sdo os componentes do vetor de onda (k = k*e,) e k, sdo os componentes do vetor

dual (k = ks€), de modo que eles se relacionam atraves da meétrica 7, :

ke =+, ky=—k%,  k,=—kY,  k,=—k*. (5.9)
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Seaeq. (5.3) eaeq. (5.4) definem uma onda plana, como explica Chris (2022, ep. 109d),
Schutz (2009, p. 203-204), Gren (2004, p. 199-200) e Carroll (1997, p. 148), podemos entdo

considerar escrever elas para uma Onda Gravitacional (Eﬂv), que, respectivamente, sera

h

v =Re[A,,ekex)] (5.10)

h,, = A, cos (% ct —k*x —kYy — kzz) , (5.11)

onde a amplitude A,,, igualmente as metricas g,, € 7,,, podem ser representadas por uma

uvs

matriz 4 x 4 simétrica;

w = Avu . (5.12)

5.2.1 Derivada da onda plana

Para finalizar nossa breve revisdo sobre onda planas, vejamos qual sera o resultado de

derivar a onda plana gravitacional numa certa direcao (d,). Para isso, vamos utilizar eq. (5.10)

Oa (EW) = 0q (Auveikaxa) :

Seguindo o raciocinio de Chris (2022, ep. 109d) e Carroll (1997, p. 149), nessa derivada

temos que as amplitudes sdo constantes, logo podem ser retiradas do argumento

aa(Eﬂ/) = Auvaa(eikaxa) :

Por defini¢do temos que a derivada de uma exponencial é ela mesma. Temos também
que o nimero complexo i é constante e o vetor dual de onda k, para uma onda plana também

é constante, logo podem ser retirados do argumento
0 (huy) = Ay (€%0%°)0, (ikox®) = 35(hy) = A (€% )ik 0, (x%)

para desenvolvermos a regra da cadeia

— o, (0x°
0a(hy) = A (ee* )ik, ( Bx“) .

Perceba que o quociente das derivadas entre parénteses nessa ultima equagdo define um

delta de Kronecker



115

0o (huy) = Ay (e¥0%*)ik 88,
que em k, transforma o indice o em «, ficando
0 (hyy) = Ay (e¥0%%)iky, . (5.13)

Portanto, como explica Chris (2022, ep. 109d) e Carroll (1997, p. 149), a eq. (5.13)
mostra que tomar a derivada de uma onda plana resulta apenas na onda original em produto
com um numero complexo (i) e o componente do vetor dual de onda (k,) na direcdo da

derivada.

5.2.2 Vetor de onda nulo

Relembre a equacédo de onda definida como

Oh

w =0.

Ainda seguindo o raciocinio de Chris (2022, ep. 109d), Schutz (2009, p. 203-204), Grgn
(2004, p. 200) e Carroll (1997, p. 149), vamos agora expandir o d’Alembertiano (O), para

mostrar a definigdo apresentada na eq. (4.4)
n%8,05h,, = 0.

Observando essa ultima equacdo temos que d,dz séo derivadas parciais de uma onda

plana, uma vez que no tépico 5.2 escrevemos EW como tal. Assim, pela definicdo que nos levou

aeg. (5.13), essas derivadas nos levam a
9%Bikgikgh,, =0,

onde, por definigdo, o produto entre dois nimeros imaginarios i resulta em um negativo (—1),

e essa Ultima equagdo ficara
—g%kykgh,, = 0;
e a métrica nessa equacgéo pode ser usada para levantar e trocar um dos indices g por «, ficando
—kgkhy, = 0. (5.14)

Assim, de acordo com Chris (2022, ep. 109d), Schutz (2009, p. 203-204), Grgn (2004, p. 200)
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e Carroll (1997, p. 149), a eq. (5.14) nos leva a entender
ko k* = |k||>=0. (5.15)

Isso nos leva a considerar que o quadrado da magnitude do vetor dual de onda (k = k,€%) e 0

quadrado da magnitude do vetor de onda (E = k*e,) devem ser nulos.

5.3 COMPONENTES DA AMPLITUDE 4,, DE ONDA

Vimos no cap. 3 que as equacdes de Ondas Gravitacionais dependem da métrica do
espacgo-tempo, e que as Ondas Gravitacionais sao perturbacdes nessa métrica. Como a métrica

do espaco-tempo € dada por uma matriz simétrica, entdo a matriz amplitude A,, de Ondas

Gravitacionais também é dada por uma matriz simétrica

[Att Aty Aty AfZ]

A = IAxt Axx Axy Ay, I (5.16)
. Ay Ay Ayy Ay '
lAzt Ay Agy AZZJ

que, igualmente a métrica, também é composta por 16 componentes tensoriais.

Nosso objetivo agora sera tentar reduzir o numero de componentes nessa equacdo até
chegarmos a uma quantidade minima de termos que sejam independentes. Primeiramente,

sabemos que a matriz na eq. (5.16) e simétrica, uma vez que A,, = 4,,, conforme a eq. (5.12).

vur
Entdo, por simetria entre os componentes dessa matriz, inicialmente podemos dizer que

reduzimos de 16 para 10 o nimero de componentes independentes.

Agora, acompanhando o raciocinio de Chris (2022, ep. 109¢e), Schutz (2009, p. 204),
Grgn (2004, p. 200) e Carroll (1997, p. 149), vamos considerar abordar a onda plana (f_lm,) a
partir de um sistema de coordenadas do Gauge de Lorenz, onde ja sabemos que é verdadeira a

condigéo

_aﬁ

A derivada de onda plana nessa ultima equacéo ja foi definida na eq. (5.13). Substituindo na
eq. (4.39), teremos
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ikg AP etkox® = 0, (5.17)
0 que nos leva a fazer uma soma de Einstein entre as quantidades ks e A% | cujo resultado é
kA% =0 (5.18)

Basicamente a eq. (5.18) mostra que temos um produto interno nulo entre os
componentes do vetor dual de onda e os componentes de amplitude da onda. Como explica
Chris (2022, ep. 109e), para que esse produto seja nulo significa que 0s componentes sao

perpendiculares entre si
Att Atx Aty Atz

Axt AXX  AXY  AXZ
ke b Ky Kal|%ye “pyx vy qyz| =10 0 0 0] (5.19)

AZt 47X AZY Q%

A partir da eq. (5.18), segundo Chris (2022, ep. 109e), Schutz (2009, p. 204), Gren
(2004, p. 200) e Carroll (1997, p. 149), podemos obter uma equacdo equivalente ao vetor de
onda. Basta considerar a compensagéo de indice:

d,h*" = 9,n**hy,,
para fazer a métrica aparecer ao tornar contravariante os componentes de k
kgA =0 - kVg,pA%* =0,
e essa métrica pode ser usada para baixar e trocar um dos indices de k, resultando
kVAY = 0.
Usando a métrica para baixar e levantar indices, podemos ainda baixar o indice a em A%
kA3 gqu =0 - kYA, =0
e convenientemente renomeando os indices nessa Ultima equacao da direita, chegaremos a
kPAu =0. (5.20)
gue contém o vetor de onda plana gravitacional.

Como explica Chris (2022, ep. 109e), a eg. (5.20), igualmente a eq. (5.19), mostra que
temos um produto interno entre os componentes perpendiculares de amplitude da onda e do

vetor de onda
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Ay Ape Ay A kt 0
A A A A
xt xx Axy sz k; _ 8 . (5.21)
Ayt Ayx yy yz k
lAzt Azx Azy AZZJ kZ 0

Como mostra a eq. (5.18) e eq. (5.20), ha 4 equacdes de restricdo nos componentes da

amplitude de onda 4,,, (dadas pelo produto destas matrizes). Explicitamente, temos:

Attkt + Atxkx + Atyky + Atzkz = 0
Akt + Ay k* + Ay k¥ + Ay k* = 0
Ayekt + Ay k" + Ay kY + Ay k7 =

Akt + Agk® + Az k¥ + Ay k* = 0

ou ainda, para exemplificar, poderiamos escrever:

AtZ - _(Attkt + Atxkx + Atyky)/kz
Ay = —(Ayckt + Ay k* + Ay k) k7
Ay, = —(Ayekt + Ay k™ + Ay kY) [K*’
Az = —(Agk® + A k* + A k7)) [ K7
gque nos mostra que 4 das componentes A, podem ser dadas por combinagdes lineares de outras

componentes, e, portanto, ndo sdo independentes. Com isso, podemos dizer que de 10

componentes supostamente independentes, restaram apenas 6.

Se vocé lembrar do Gauge de Lorenz no cap. 3, deve lembrar que este € uma classe de
sistemas de coordenadas distintos. Deve lembrar também que um campo de deslocamento (y“%)
aplicado ao sistema de coordenadas do Gauge de Lorenz, onde esse campo de deslocamento

satisfaz a propriedade

como na eq. (4.76), e obedece a equacédo de onda
aﬁﬁ'“ﬁ == O )

resultard um sistema de coordenadas que ainda fara parte do Gauge de Lorenz, como mostra as
eq. (4.79) e (4.80). Dessa forma, podemos escolher um sistema de coordenadas especifico do

Gauge de Lorenz, o Transverse-Traceless Gauge® (T.T. Gauge), como explica Chris (2022, ep.

3 O Transverse-Traceless Gauge é um termo de tradugdo confusa, por isso, vamos continuar usando esse nome,
porém, de forma simplificada: T.T. Gauge.
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109e), Cheng (2010, p. 342), que possibilite a utilizacdo de outras condicGes de restricdo afim

de simplificar ainda mais o nimero de componentes A4,,, independentes.

Como um campo de deslocamento no espaco-tempo tem 4 graus de liberdade

x=%1, (5.22)

ao mudarmos para este novo sistema de coordenadas, temos que:

haﬁ - Eaﬁ —Xap — Xa,p + 770(,8)(,% ’ (5-23)

e com isto, transferem-se as restricdes destes 4 graus de liberdade para o proprio }_laﬁ, e

consequentemente, para a propria amplitude A, .

Como desenvolve Chris (2022, ep. 109¢e), das 4 equacdes de restricdo obtidas com no
T.T. Gauge: 3 delas se referem restricdes ‘Transverse’ (transversais); 1 se refere a restrigao

“Traceless” (sem trago).

Quanto as restricdes ‘Transverse’, acompanhando o raciocinio de Chris (2022, ep.
109e), Cheng (2010, p. 342), Schutz (2009, p. 205) e Carroll (1997, p. 150), considere adotar
um observador em um referencial em repouso no espago, mas em movimento no tempo.
Considere também a quadri-velocidade U= Ute,, que descreve a linha de mundo® do
observador pelo qual passa a Onda Gravitacional. Teoricamente as Ondas Gravitacionais
poderiam passar pelo observador em qualquer angulo. Mas como temos 4 graus de liberdade,
como definidos na eq. (5.22), podemos escolher coordenadas onde a quadri-velocidade seja
ortogonal (‘Transverse’) as oscilagdes da Onda Gravitacional que passa pelo observador, como

ilustra a Fig. 5.2. De acordo com 0s autores, podemos expressar isso matematicamente como
A,UR =0, (5.24)

que em uma matriz sera

% Linha de mundo é o caminho de um objeto no espago-tempo, descrevendo a histéria de sua localizagdo no espago
em cada instante no tempo. Esse € um conceito importante na Fisica Tedrica Moderna.



120

A Aix Aty Atz Ut 0
A A A A
xt xx Axy sz U; _ 8 . (5.25)
Aye Ayx Ayy Ay ||U
lAzt Azx Azy AZZJ UZ 0

Figura 5.2: Vetor quadri-velocidade da linha de mundo da Onda Gravitacional plana.

onda gravitacional

—

U = Ute, dalinha de mundo
do observador

espago x

tempo ct * frentes de onda plana

Fonte: Adaptado de Chris.

Observando a matriz da eq. (5.24) vemos 4 equacdes de restricdes para 0s componentes

de A4,,,, mesma quantidade que na matriz da eq. (5.20). Considerando um referencial em que o

uv:
observador esta parado espacialmente, temos que U* = (U%,0,0,0), e com isto, podemos

descrever matematicamente essa situacdo em uma matriz:

Ay Ayy Ay Ut +04+0+0

Att Atx Aty AtZ Ut 0 AttUt +0+0+0
o|_1|O
Azt Azx AZy Azz 0 0

0
Ave Agx Awy Ars AUt +0+0+0[ g (5.26)
Aye Ay Ay = o] '
AUt +0+0+0 'O

Portanto, considerando também a simetria de A,,,, como descrito na eq. (5.12), teremos
que na matriz da eq. (5.24), todo componente de A,,, com indice ¢ sera nulo. Deste modo, a0

considerarmos este dado conjugado com a eq. (5.21), temos:

0 0 0 kt

0 0
0 Axx Axy sz k* _ 0 (5 27)
0 Ayx Ay Ay|[k¥]||Of '
0 4 0

o Azy Az lLk?

Neste caso, a matriz na eq. (5.27) mostra que a matriz da eq. (5.24) ndo tem 4 equacdes

de restricdo, mas sim, 3 equagOes de restricdo para os componentes de A, . Fisicamente isso
significa que entre os 16 componentes de A4,,, ha 1 componente da eq. (5.20) e 1 componente

da eq. (5.24) que apontam na mesma direcdo e sentido. 1sso confere para ambas as equacoes
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uma equacao de restricdo em comum. Por isso, ao invés de considerar 4 equacgdes de restricao,
na eq. (5.21) temos apenas 3 equacdes de restricdo para os componentes do tensor amplitude

de onda (A4,,). Com isso, reduzimos de 6 para 3 o nimero de componentes independentes em

Ayy.

5.3.1 Transverse-Traceless Gauge

Quanto a restrigdo “Traceless”, ainda seguindo o raciocinio de Chris (2022, ep. 109e),
Schutz (2009, p. 205), Hendry (2007, p. 60) e Carroll (1997, p. 150), vamos considerar a matriz
amplitude de onda (4,,) como sem traco, que significa fazer o trago ser igual zero. Como

mostra a eq. (4.69), tomar o traco da amplitude de onda A, significa multiplicar a ela uma

métrica inversa (n*")
Ab = A, =0, (5.28)

Como a Onda Gravitacional

h

w = Aﬂvei(kaxa)

e dada em funcéo da mesma amplitude de onda (4,,,) que define a restricdo do T.T. Gauge

A,UF=0,

uv
podemos entdo, como sugere Chris (2022, ep. 109¢e) e Hendry (2007, p. 60), reescrever essa eq.
(5.24), de uma Onda Gravitacional i_z,w que oscila perpendicularmente a uma quadri-

velocidade, como

R U = 0. (5.29)

Ainda de acordo com os autores, como a restri¢ao “Traceless” significa “sem tragco”, podemos

reescrever a eq. (5.28) como:

RE=0. (5.30)

Dessa forma, a eg. (5.29) e eg. (5.30) permanecem de acordo com a definicdo de um T.T. Gauge,

explicam os autores.

Relembre agora da equagéo que define os componentes de f_zm, envolvendo o trago de h
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- 1
hyy = hyy — E”#vh'

Como em Chris (2022, ep. 109¢), também acompanhando o raciocinio desenvolvido em Schutz
(2009, p. 205) e Carroll (1997, p. 150), podemos multiplicar em todos os termos dessa equacéo

com uma meétrica inversa (n#")

1
h;n/nl'w = uvnﬂv - ETIWU’“’h )

que pode ser usada para levantar e trocar indices, e 1,,n*" denota um delta de Kronecker
}_lli _ hﬂ _ laﬂh .
R

onde os indices repetidos, pela propriedade do delta de Kronecker, vai para 1. Dessa forma,
temos que, o tragco de h, o traco do primeiro h no segundo termo da equagdo e o trago do

Kronecker no espaco-tempo de Minkowski é o traco da sua propria métrica, que tem valor 4
— 1 _
h=h—§4h - h=h-2h.

E agora resolvendo a diferenca no segundo termo dessa Ultima equacao da direita, chegamos

ao mesmo resultado em Schutz (2009, p. 205)
h=-h. (5.31)

A partir da eq. (5.30) com a eq. (5.31), como em Chris (2022, ep. 109¢e) e Grgn (2004,
p. 200), temos que, no T.T. Gauge sem traco

hi=h=0; (5.32)
0 que também nos leva a
h{f =h=0. (5.33)

Essa eq. (5.33) desempenhara o papel de mais uma das restri¢Oes utilizadas para reduzir
0 numero de componentes independentes de A,,. Além disso, considerando agora substituir h

na eg. (5.32) por seu traco definido na eg. (5.33), como desenvolve Chris (2022, ep. 109e),
- 1
uv = h;u/ _Enuv!},
0

teremos que
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hyy = hyy

Portanto, de acordo com Chris (2022, ep. 109e), Schutz (2009, p. 205), Hendry (2007, p. 60) e
Carroll (1997, p. 150), no T.T. Gauge, a eq. (4.49) pode ser rescrita como

Oh, =0, (5.35)
e podemos também considerar reescrever a eq. (5.10) como

h

w = Ayvei(kdxd) ) (5.36)

onde hy, € apenas perturbacdo métrica definida na eq. (4.9).

5.3.2 Determinado os componentes da amplitude A4, de onda

Das restri¢cdes que ja definimos parao T.T. Gauge, seguindo o raciocinio de Chris (2022,
ep. 109e), Cheng (2010, p. 342), Schultz (2009, p. 205), Hendry (2007, p. 60-61) e Carroll
(1997, p. 151), vamos considerar agora tomar o vetor quadri-velocidade, definido na eq. (5.24),

como o vetor para a base do tempo (t) na coordenada temporal (ct) do espaco-tempo
U=cé,. (5.37)

Dessa forma, na quadri-velocidade definida na eq. (5.24) apenas o componente do tempo sera

diferente de zero (pois ele seréd a velocidade da luz c)
AUt =Apc=0. (5.38)
Em uma matriz, a eg. (5.37) fica
Att Atx Aty AtZ Ut 0 AttUt +0+0+0 0
A A A A AUS+0+04+0
A Ao A Ay Igl =lo| = |asvr+o+0+0| M' (5:39)
yt yx yy yz yt
Azt Azx Azy AZZ 0 0 AztUt+0+0+0 0

A partir dessa matriz, definida na eq. (5.39), vemos que a eq. (5.38) faz com que todo

componente que tenha t no primeiro indice seja zero, e por simetria
Ay =4, =0, (5.40)

todo componente com t no segundo indice também sera zero
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(5.41)

0 0 0 0
[0 XX xy XZ

A outra restri¢cdo do T.T. Gauge que vamos ajustar, Segundo Chris (2022, ep. 109e), diz

respeito ao vetor de onda
kﬁAaﬁ = 0 .

Como explica Cheng (2010, p. 342), Schultz (2009, p. 205), Hendry (2007, p. 60-61) e
Carroll (1997, p. 151), vamos considerar agora que a Onda Gravitacional estd se propagando

apenas na direcdo z. Assim, devido a esta condicdo de perpendicularidade, teremos:
k> (2,0,0,2), (5.42)
c Cc

uma vez que k% = (k*)? — (k#)? = 0. Com isso, a soma dos componentes do vetor de onda é

0
0
. o
0

Akt + A k? = 0. (5.44)

Ay Ay Ay A k 0 Attk +0+0+ A,k ]

At Axx Axy Axz ol_1o Ak + 040+ A, k? |

Ay Ay Ay Ay, l 0 ‘ B H ytkt +0+0+ AkaZJ
A A z 0

vt yx
Az Agx Ztkt +0+0+A4,,k*

que escrevendo como uma equacao ficara

Substituindo agora a eq. (5.42) nessa eg. (5.44), como desenvolve Chris (2022, ep. 109e),

teremos

0- (%) + A, (%) —0. (5.45)

Dessa forma, de acordo com Chris (2022, ep. 109e), a eq. (5.45) faz com que todo componente

que tenha z no primeiro indice seja zero, e por simetria

Ay =4,,=0, (5.46)

0o 0 0 0
0 Ay Ay O

Ay = G (5.47)
w0 Ay, Ay, O
0 0 0 0
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Como definido na eq. (5.28), a matriz da amplitude de onda (4,,) definida na eq. (5.47) tem o

traco igual a zero, como definido em Cheng (2010, p. 342-343), Schultz (2009, p. 205), Hendry
(2007, p. 61-62) e Carroll (1997, p. 151).

Da condicao “traceless”: A”u = 0, dada pela eq. (5.28), temos que a diagonal principal
deve satisfazer a equagdo A, + A4,, =0, e com isto, vemos que existe uma relagdo de
dependéncia de mais uma componente: A,, = —A,,. Para a diagonal secundaria, essa
dependéncia se justifica pela simetria A,, = —A,,. Com isto, podemos afirmar que restam

apenas duas componentes A,,, independentes.

5.3.3 Os componentes de polarizacdo da Onda Gravitacional

Com a matriz definida na eq. (5.47), foi possivel perceber que 0s componentes xx e yy
na diagonal principal ndo sdo independentes, assim com 0s componentes xy e yx. Portanto,
também de acordo com Schultz (2009, p. 205-206), Grgn (2004, p. 200) e Carroll (1997, p.
151), depois de identificar todas as simetrias disponiveis em nossa escolha de sistema de

coordenadas, a matriz amplitude de onda A4,,, tem dois componentes independentes

0 O 0 0
0 A A 0
A, = X Ty , 5.48
0 O 0 0
gue vamos reescrever como + e X e substituir na eq. (5.36)
0 O 0 0
_ 10 Ay Ax O itkyx®)
hyy 0 A, -4, 0 e . (5.49)
0 O 0 0

Observando a matriz na eq. (5.49), percebe-se que os dois componentes na diagonal
principal e os dois componentes na diagonal secundaria correspondem, respectivamente, as
polarizacOes plus + e cross X presentes em uma determinada Onda Gravitacional, explicam
Cheng (2010, p. 342-343) e Hendry (2007, p. 61-62).

5.4 ONDAS GRAVITACIONAIS VS COORDENADAS ONDULADAS
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A partir daqui trabalharemos para entender como as Ondas Gravitacionais de
polarizacdo plus + e cross X, que causam a curvatura do espaco-tempo, fazendo com que o
préprio espaco se alongue numa direcdo e se contraia em outra, afetam um anel de particulas
livres fazendo com que a distancia espacial entre elas aumente e diminua, aproximando e

afastando as particulas umas das outras, & medida que a onda passa por elas.

No entanto, para que possamos prosseguir, ha algo sutil que requer um pouco mais de

nossa atengdo. Em gravidade linearizada
guv = nuv + huv com ”hlw” «1 ’

0s componentes de h satisfazem a equacéo de onda no vacuo

Ohy,, =0;

e no T.T. Gauge, h se reduz aos componentes de h, que também satisfaz a equago de onda

Oh

w =0.

Mas como sabemos que o0s sistemas de coordenadas s&o coisas arbitrarias e que nao afetam em
nada a Fisica de um fendmeno, o que requer nossa atencao &, e se essa eg. (5.35) nao for sobre

Ondas Gravitacionais e sim o resultado de linhas onduladas no sistema de coordenadas?

Como explica Chris (2022, ep. 109¢e) seguindo o raciocinio de Hendry (2007, p. 63-64)
e Carroll (1997, p. 152), se considerarmos geodésicas, esperariamos que as linhas de mundo de
duas particulas livres, por exemplo, ondulassem para frente e para tras, conforme o espaco se
alonga e se contrai devido a passagem da Onda Gravitacional, como ilustra a Fig. 5.3 da
esquerda. Mas, ainda de acordo com o autor, também é possivel que a eq. (5.35) descreva apenas
linhas onduladas no sistema de coordenadas, o que seria uma caracteristica intrinseca
decorrente da escolha do proprio sistema de coordenadas, e ndo necessariamente uma situagao
fisica real, como ilustra a Fig. 5.3 da direita. No entanto, como a Onda Gravitacional pode
curvar as linhas de mundo da mesma forma como as linhas onduladas do sistema de
coordenadas, uma forma de resolver o problema, e a0 mesmo tempo responder a pergunta feita
no paragrafo anterior, consiste em avaliar a distancia propria entre as linhas de mundo

geodésicas.



Figura 5.3: Linha de mundo de particulas livres vs coordenadas onduladas.

» geodésica
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Fonte: Adaptado de Chris.
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7 coordenadas

Como explica Chris (2022, ep. 109¢), Schultz (2009, p. 206-207), Hendry (2007, p. 64-

65) e Carroll (1997, p. 152), podemos avaliar a distancia entre linhas de mundo geodésicas

como um comprimento préprio entre dois pontos porque o comprimento proprio independe do

sistema de coordenadas. Para isso, vamos considerar o comprimento proprio L, (distancia) entre

duas linhas de mundo geodésicas vizinhas com uma curva com parametro A:

d
to= | |l

e integrar os vetores tangentes dessa curva entre os dois pontos

L—f d dd/l
o~ dr dr

Desenvolvendo agora a regra da cadeia

L _f (dxl‘ a) (de d )d/l
0~ dA dx* dA dxv

e evidenciando os termos que definem os vetores tangentes da curva 4

L _f dx“dxv(a a)dl
o~ dr da \dx* dxv

(5.50)

chegaremos a uma equagdo que demonstra que 0 comprimento proprio, de fato, independe do

sistema de coordenadas



128

dxt dxv
LO = f\/_ﬁd_lg#v dAa. (551)

Portanto, de acordo com Chris (2022, ep. 109e), Schultz (2009, p. 206-207), Hendry
(2007, p. 64-65) e Carroll (1997, p. 152), usando geodésicas, que sdo os caminhos de particulas
livres através do espaco-tempo e na auséncia de forcas externas atuando sobre ela, de forma a
serem afetadas unicamente pela gravidade, que é a curvatura do proprio espaco-tempo em si, e
usando também a distancia propria, que é uma forma de medir o comprimento do espaco-tempo
constante entre dois pontos, podemos medir quéo gravitacional as ondas alongam e contraem o

espaco de forma independentemente do sistema de coordenadas.

5.4.1 Geodésica®® para uma particula perturbada por uma Onda Gravitacional

Sejam as geodésicas de particulas livres descritas pela equacdo

d?x° dx* dxV
+ T =

= 5.52
dA? Bda da (.52)

Acompanhando o raciocinio de Chris (2022, ep. 109e), Das (2012, p. 629), Cheng
(2010, p. 343), Hendry (2007, p. 65-66) e Carroll (1997, p. 152), iniciaremos calculando as
geodésicas de duas particulas massivas livres experimentando Ondas Gravitacionais. Dessa
forma, na eq. (5.52) poderemos usar o tempo proprio t das particulas na parametrizacdo da
curva geodésica 4, ou seja, T = A

d’x? _dxtdx’

T —0- 5.53
dt? + dt dt 0; (5:53)

e para simplificar essa equacdo, podemos reescrever o vetor quadri-velocidade U das particulas

como um vetor tangente d/dt (relacione as duas equagdes a seguir)

U=U+e,
d _dx” 0
dt  dt dx#

3% Uma leitura mais detalhada sobre a Equacdo da Geodésica pode ser encontrada, se assim o leitor desejar, no
livro A First Course in General Relativity. 2nd. Bernard Schutz (2009, p. 156-157); e no livro Relativity,
Gravitation and Cosmology: A Basic Introduction. 2nd. Ta-Pei Cheng (2010, p. 86-88).
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onde, a quantidade d /dt sera U->U’ea quantidade dx* /dt serd U*; entdo, a eq. (5.53) pode

ser reescrita como

g

dt

+TUHUY =0, (5.54)
onde o simbolo de Christoffel I}{, € o mesmo da eq. (4.21), definido para gravidade linearizada

1
[;‘g/ = Enaa(avhau + auhm/ - aah;n/) .

Sabemos que as linhas de mundo geodésicas surgem das solucdes para a equacdo da
geodésica, e a eq. (5.54) é uma equacdo da geodésica. Entdo, dada a eq. (4.21) e aeq. (5.49), e
sabendo que h sdo ondas planas nas polarizagdes plus + e cross X, serd necessario calcularmos
muitos I)7,, 0 que torna a eq. (5.54) muito complexa, explica Chris (2022, ep. 109¢), Das (2012,
p. 629), Cheng (2010, p. 343), Hendry (2007, p. 65-66) e Carroll (1997, p. 152). Ainda de
acordo com os autores, uma saida viavel é tomar a eq. (5.37) e considerarmos olhar para as
linhas de mundo cuja quadri-velocidade das particulas é paralela as coordenadas do tempo e as

coordenadas do espaco sdo constantes, que nos permite escrever:
Upy=cé = Ul (c0,0,0). (5.55)
Portanto, temos que
Uy=c e Ul =0 (5.56)

representa basicamente uma linha de mundo que estd em movimento apenas na coordenada do

tempo. Entdo, a eq. (5.54) pode ser reescrita substituindo nela a eq. (5.56)

du°
— +T5c2=0. (5.57)

Como desenvolvido em Chris (2022, ep. 109e), Das (2012, p. 629), Cheng (2010, p.

343), Hendry (2007, p. 65-66) e Carroll (1997, p. 152), podemos ainda dividir essa eq. (5.56)

por ¢? e manipular para que I’ possa ficar sozinho em um dos termos da equagéo

1du° 1 1dU°
gar tawe =0 o =TT (5:59)

para possamos substituir a eq. (4.21) nessa eq. (5.58) da direita
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1dU°
c? drt

1
= —En"“(atha + 0thar — Oghee) - (5.59)
Agora observando a matriz na g. (5.49) temos que todos os componentes de h,,, com

indice t vao para zero. Entéo, na eq. (5.59) cada parcela com indice t sera zero

1dU°
c2 dr '

(5.60)

e pela eq. (5.55), também temos que a derivada dos componentes espaciais de U° também sera
zero, porque todos eles séo zero. Dessa forma, toda a eq. (5.60) vai para zero, o que significa
que nossa ideia de uma linha de mundo com as coordenadas espaciais constantes, definida na
eq. (5.55), é, de fato, uma geodésica valida, como explica Chris (2022, ep. 109¢e), Das (2012, p.
629), Cheng (2010, p. 343), Hendry (2007, p. 65-66) e Carroll (1997, p. 152).

Como os componentes de U* na eq. (5.55) sdo apenas as derivadas dos componentes do
espaco-tempo dx* /dt, podemos obter a antiderivada para chegarmos a equacdo completa da
linha de mundo da particula, na qual os componentes do espacgo-tempo estdo parametrizados

como uma funcéo do tempo préprio
X(y = (cT +b*, b, b”,b%). (5.61)

Segundo Chris (2022, ep. 109e), essa é a geodésica de uma particula que parte de um ponto
(b*), que permanece em repouso nas coordenadas espaciais € se move apenas na direcdo do
tempo, viajando na velocidade da luz c. E interessante perceber que este nio € um resultado
que esta de acordo com o esperado, uma vez que ele ndo expde nenhuma oscilagdo caracteristica

de elementos de um meio perturbado por uma onda.

5.4.2 Comprimento proprio entre geodésicas

A partir da analise da geodésica na eq. (5.61), é conveniente questionar se realmente ela
implica alguma onda no espaco-tempo. 1sso porque essa equacdo descreve geodésicas que
aparentam ser como uma reta, como ilustrado na Fig. 5.5. Mas isso pode ser uma caracteristica
intrinseca do sistema de coordenadas T.T. Gauge. Ou seja, acompanhando o raciocinio de
Hendry (2007, p. 63-65) e Carroll (1997, p. 152), o sistema de coordenadas pode estar oscilando
juntamente com as particulas, dessa forma tudo o que veremos sdo geodésicas retas, pelo fato

de as particulas estarem em movimento apenas no tempo. Entretanto, devemos nos lembrar que
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no espaco-tempo as coisas s&0 mais complexas de serem observadas/transcritas em um
diagrama quadri-dimensional, entdo a distancia entre essas geodésicas pode estar mudando com
o tempo, explica Chris (2022, ep. 109d).

Figura 5.4: Geodesicas de duas particulas livres no T.T. Gauge.

» geodésica

5 —— —— distancia
: : | L% propria
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e 1
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© -, linhasde

coordenadas

tempo ct espaciais

Fonte: Adaptado de Chris.

Acompanhando o raciocinio desenvolvido em Chris (2022, ep. 109¢e) e Hendry (2007,
p. 63-66), podemos verificar a mudanca de distancia entre duas geodésicas vizinhas, como
ilustrado na Fig. 5.4, calculando a distancia propria L, entre elas. Lembre-se que no tdpico
5.2.1, derivamos ondas planas gravitacionais que escolhemos estar viajando completamente na
direcdo z. Como resultado, obtivemos a eq. (5.49), cujas amplitudes de onda resultante (em +
e X) afetam a métrica apenas nas direcdes x e y. Para entender essas Ondas Gravitacionais

precisamos observar como o plano xy muda ao longo do tempo.

Considere vérios planos xy empilhados e na origem deles a geodésica de uma particula
livre que, como determinamos na eq. (5.55), tem coordenadas espaciais constantes para a
posicao dessa geodésica, conforme explicado em Chris (2022, ep. 109¢e), Hendry (2007, p. 65-
66) e Carroll (1997, p. 152-153). Dessa forma, ela permanecera na curva de coordenadas do

tempo que pertence a origem do plano. Considere também tomar um ponto préximo a origem

do plano xy, localizado por um vetor deslocamento d, com coordenadas parametrizadas por A,
demodoquex(1) =v*1 e y(1) =vY1,(5.62) naextremidade do qual podemos observar
uma segunda geodésica que também é definida com coordenadas constantes, como ilustra a
Fig. 5.5.
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Figura 5.5: Geodésica no plano xy do espaco-tempo.
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Fonte: Adaptado de Chris.

Dessa forma, para saber como o comprimento préprio L, do vetor deslocamento d muda

com o tempo, precisamos tratar d como uma curva parametrizada em A, como explica Chris
(2022, ep. 109¢e) e Hendry (2007, p. 64-65). Logo, 0 comprimento dessa curva parametrizada

sera dado integrando sobre A 0s vetores tangentes a curva

d
Lo = j ”a”dl, (5.63)

cujo médulo de d/d4 é dado por

1’ d d
_ _4.4 5.64
Lo fo T dh, (5.64)

onde as coordenadas (x, y) sdo proporcionais aos componentes de d, definido na eg. (5.62),
X = v¥A e Yo = v, (5.65)

e o limite de integracdo vai A = 0 a A = 1. Sobre o sinal negativo no radicando da eq. (5.64),
Chris (2022, ep. 109e), baseado em Schultz (2009, p. 206-207), Hendry (2007) e Carroll (1997),
explica que surge ali porque a integral é realizada sobre uma curva tipo espaco, e estamos

utilizando uma métrica com assinatura (+ - - -).

Voltando a eq. (5.64), como em Chris (2022, ep. 109e), podemos ainda desenvolver a
regra da cadeia

1 dxd dy d\ (dxd dy d
e[ el o ay @ o),
o | \@aax A ay) \@ax Taaay

0 que resulta num polinédmio
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L =f1]—(d—x>zg + () @)oo+ () o
°~J, da) 7% 7 \dA)\da) 7 T \da) 7Y

Nesse polinbmio podemos substituir as quantidades entre parénteses pelos componentes de d,

que foram definidos na eg. (5.65)

1
Lo = ,f \/_(dx)zgxx + (d¥)(dY)gxy + (d¥)?gyy dA.
0

Por definicdo, como desenvolve Chris (2022, ep. 109e), baseado em Schultz (2009, p. 206-
207), Hendry (2007) e Carroll (1997), podemos ainda substituir esse polinbmio quadrado

1
L0=f /—J-del,
0

e como essa quantidade no integrando é tratada como uma constante, temos que

1
Ly = /—c‘z’-&’f da,
0

cujo resultado é o préprio modulo de d, que é igual ao comprimento proprio L

perfeito por d

Lo =||d|. (5.66)

Portanto, para calcular o comprimento préprio L, entre as duas geodésicas ilustradas na Fig.

5.5, tudo o que precisamos fazer é tomar o produto escalar de d com ele mesmo
Ly = d-d=(d*é,)-(d"8,). (5.67)

Nessa eq. (5.67), de acordo com Chris (2022, ep. 109¢e) e Schultz (2009, p. 206-207),

podemos expandir d como uma combinacao linear de vetores de base, cujo produto escalar

entre eles, por definigéo, resulta na métrica g,,,
d-d=d"d"(é,-é,) - d-d=d'dg,,.

No entanto, como o vetor deslocamento d foi definido no plano xy do espaco-tempo, a soma

dos componentes tensoriais serd feita apenas sobre x e y
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d-d=d*d*ge, +d*dY gy, + d¥d* gy, + d¥dV g, ;
e lembrando que o tensor métrico é simétrico, podemos reescrever essa Ultima equacdo como
d-d = (d%)?gux + 2d*d? g, + (d¥)2g,, . (5.68)

Agora, relembre que, no cap. 3, definimos a métrica g,, como sendo a métrica de

Minkowski para o espago-tempo plano

mais uma perturbacéo h,,,

O que faremos agora, como desenvolve Chris (2022, ep. 109e), é substituir a eq. (4.9)
na eg. (5.68)

d-d = (d¥)?(ax + hax) + 2d%d” (Ny + hyy) + (@2 (0yy + hyy) - (5.69)

Observe que 0s componentes xx, xy e yy, na eqg. (5.69), também estdo na matriz
definida na eq. (5.48). Segundo Chris (2022, ep. 109e), baseado em Schultz (2009, p. 206-207),
Hendry (2007) e Carroll (1997), relacionando a posicdo dos componentes nesta matriz com os
componentes da métrica definidos na eg. (2.22), podemos identificar o respectivo valor de cada

um deles; e vamos substituir na eq. (5.69)
d-d = (d¥)2(~1+ hyy) + 2d*d” (0 + hyy) + (@)2(=1+ hyy) . (5.70)

Vamos também relacionar a posi¢do dos componentes xx, xy e yy da matriz definida na eq.
(5.48) com os componentes da matriz definida na eq. (5.49), onde eles sdo A,, Ay e —A,,
respectivamente. Substituiremos esses componentes de polarizagdo de Onda Gravitacional na
eq. (5.70) e multiplicaremos todos pela mesma equacédo de onda plana que na eq. (5.49)

d-d = (d)*(~1+ A,eo*”) +2d*d¥ (0 + Axe*o*") + (d¥)?(~1 — A e*e*?).

Agora, podemos aplicar a distributividade nessa ultima equacao



135

d-d=—(d*)?+ (d*)*(A,e™o*") + 0 + (2d*d”)(Axe o*") — (d¥)? -
- (dy)z(A+eikaa) )

e reorganizando tudo
d-d=—[(d*)? + (d*)?] + [A,(d")? + A 2d*dY — A, (d”)?]et*e’
podemos agrupar os termos A, chegando a

d-d =—[(d*)?+ (d¥)?] +{A.[(d¥)? — (d)?] + Ax2d*d¥}et**" (5.71)

que, de acordo com Chris (2022, ep. 109e) e os autores Hendry (2007, p. 65-66) e Carroll (1997,
p. 152-153), é uma solucdo que nos permite evidenciar o comportamento esperado devido a

influéncia das ondas planas gravitacionais.

5.4.3 Interpretando a polarizacao plus + e cross x da Onda Gravitacional

A primeira parcela no segundo termo da eq. (5.71) é o resultado padréo da métrica plana
de Minkowski 7,,, onde o sinal negativo surge porque o vetor deslocamento d é um vetor
espacial; e a segunda parcela sdo as mudancas h,,, na métrica devido a Ondas Gravitacionais.
Entdo, embora as geodésicas tenham coordenadas de espaco constantes no T.T. Gauge, a
distancia entre geodésicas vizinhas estda mudando devido a vibragGes na parte h,, da métrica
N, algo semelhante ao que ilustra a Fig. 5.6. Para entender o efeito das Ondas Gravitacionais,
acompanhando o raciocinio de Chris (2022, ep. 109e), Hendry (2007, p. 67), Gren (2004, p.
201-202) e Carroll (1997, p. 153), vamos observar as mudancas na geometria do espago-tempo

devido a parte h, da eq. (5.72). Para abreviar nossa escrita, vamos considerar

A = +{A,[(d¥)? = (d¥)?] + A, 2d*d?}eike*” (5.72)
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Figura 5.6: Geodésicas de duas particulas livres no T.T. Gauge.
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Fonte: Adaptado de Chris.

Considere também o circulo trigonométrico na Fig. 5.7 a seguir. Sera referéncia nos

topicos 5.6.1 e 5.6.2, para nos referirmos a direc@es x, y e diagonal nesse plano cartesiano.

Figura 5.7: Circulo trigonométrico cartesiano.

/2 90°
3m/4 /4 135° 45°
T 0=2r 180° 0° = 360°
5m/4 7m/4 225° 315°
3m/2 270°

Fonte: Adaptado de Chris.

Ainda acompanhando o raciocinio de Chris (2022, ep. 109e), Hendry (2007, p. 67), Grgn
(2004, p. 201-202) e Carroll (1997, p. 153), vejamos agora como a métrica do espago-tempo
muda quando as geodésicas de duas particulas massivas livres, por exemplo, sdo separadas por
um vetor de deslocamento d na direcdo m < 2m radiano, como mostra a Fig. 5.8 da esquerda.

Isso significa que os componentes d” na eq. (4,72) vao para zero, restando apenas uma onda

plana com a amplitude de polarizacéo plus A,
A = A, (d¥)2etkex” (5.73)

Se considerarmos agora que as duas geodésicas sdo separadas por um vetor de

deslocamento d na direcdo 3m/2 < m/2 radiano, como mostra a Fig. 5.8 da direita, significa

gue 0s componentes d* na eq. (4,72) vao para zero, e o resultado é a eq. (5.73) com o segundo
termo negativo
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A =—A,(d¥)2etkex” (5.74)
Podemos ainda reescrever essa eq. (5.74) como
A = e™A, (d¥)2etkox”
e multiplicar as exponenciais para obter
A= A, (dY)2ellkex?+m) (5.75)

onde 1 descreve meio ciclo de onda. No estudo de ondulatoria, isso significa que as vibracdes
nas direcbes m < 21 radiano e 3w/2 < m/2 radiano acontecem juntas. Porém, estdo fora de
fase em meio ciclo de onda, o equivalente a  radiano, explica Chris (2022, ep. 109e), baseado
em Hendry (2007), Gren (2004) e Carroll (1997).

Figura 5.8: Geodésicas separadas na dire¢do m <« 2m radiano e 3w /2 < m/2 radiano.

y ¥
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Fonte: Adaptado de Chris.

Ainda de acordo com o raciocinio dos autores Chris (2022, ep. 109¢), Hendry (2007, p.
67), Gran (2004, p. 201-202) e Carroll (1997, p. 153), vamos considerar agora que o vetor de
deslocamento d separa as duas geodésicas na direcdo diagonal 57 /4 < m/4 radiano, onde 0s
componentes d* e d¥ sdo positivos ou negativos, como mostra a Fig. 5.9 da esquerda. Nessa
direcdo, a magnitude dos componentes d* e d¥ sdo exatamente a mesma, o0 que significa que
d* e d” na eq. (5.72) vai para zero, restando apenas uma onda plana com a amplitude de

polarizacdo cross Ay
A = A, 2||d*d?Y||etkex” (5.76)

Considerando agora que o vetor de deslocamento d separa as duas geodésicas na direcao
71t /4 < 3m/4 radiano, onde os componentes d* e d¥ tém sinais opostos, como mostra a Fig.

5.9 da esquerda. Teremos também que a magnitude dos componentes d* e d¥ sdo exatamente
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a mesma, o que significa que d* e d” na eq. (5.72) vai para zero, € o resultado é a eq. (5.76)

com o segundo termo negativo
A = —A,2||d*dY||etksx” (5.77)
Podemos também reescrever a eq. (5.77) como
A = e A, 2||d*dY||etke*
e somar as exponenciais para obter
A = A 2||d*dY ||eikex+m) (5.78)

onde 7 descreve meio ciclo de onda. Como ja sabemos, do estudo de ondulatoria, isso significa
que as vibracGes nas direcdes diagonais, onde os componentes d* e d¥ tém sinais positivos ou
negativos e onde d* e d” tém sinais opostos, acontecem juntas. Porém, estdo fora de fase em
meio ciclo de onda, o equivalente a m radiano, explica Chris (2022, ep. 109¢), baseado em
Hendry (2007), Gren (2004) e Carroll (1997).

Figura 5.9: Geodésicas separadas na dire¢do 57 /4 < /4 radiano e 7m/4 < 3w /4 radiano.
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Fonte: Adaptado de Chris.

5.4.4 Onda Gravitacional e a curvatura do espaco-tempo

Finalmente vamos entender como as Ondas Gravitacionais de polarizacéo plus + e cross
X causam a curvatura do espaco-tempo, fazendo com que o proprio espacgo se alongue numa
direcdo e se contraia em outra. Para isso, como explica Chris (2022, ep. 109e), Schultz (2009,
p. 210), Hendry (2007, p. 67-69), Gragn (2004, p. 201-202) e Carroll (1997, p. 153-154), vamos
considerar um anel de particulas massivas livres no espago-tempo, como ilustrado na Fig. 5.10.

Vamos entender como a Onda Gravitacional faz com que a distancia espacial entre elas aumente
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e diminua, aproximando e afastando as particulas umas das outras, a medida que a onda passa

por elas.

Figura 5.10: Particulas massivas livres, distribuidas geometricamente como um anel.

_-» particulas
% livres

Fonte: Producéo prdpria.

Como explica Schultz (2009, p. 210), Hendry (2007, p. 67-69), Gragn (2004, p. 201-202)
e Carroll (1997, p. 153-154), a partir da eq. (5.73) e eq. (5.75) é possivel observar que, se 0
deslocamento de duas geodésicas vizinhas acontecer numa dire¢cdo m < 2m radiano ou 37 /2 <
/2 radiano, apenas a parte da eq. (5.71) que contém o componente de polarizacéo plus A,
afetara a distancia propria entre as geodésicas; e 0 componente de polarizacdo cross A, ndo
desempenhara nenhuma mudanca na distancia espacial entre as geodésicas. E como as direcdes
m < 27 radiano e 3w /2 < m/2 radiano tém amplitude de onda que esta fora de fase em meio
ciclo de onda (m radiano), significa que, quando a direcdo 2w radiano tem sua distancia

aumentada pela métrica hy,,, a direcdo 3m/2 < m/2 radiano tem sua distancia diminuida pela

métrica h,,,, como mostra a sequéncia na Fig. 5.11.

Como também explica D’Inverno (2022, p. 409-410), Das (2012, p. 629-630) e Cheng
(2010, p. 343-344), com a eq. (5.76) e eq. (5.78) observamos que, se o deslocamento das
mesmas duas geodésicas vizinhas acontecer numa direcao diagonal 57 /4 < m/4 radiano ou
7rt/4 < 3w /4 radiano, teremos que apenas a parte da eq. (5.71) contendo o componente de
polarizagdo cross A, ira afetar a distancia propria entre as geodésicas; e 0 componente de
polarizagdo plus A, ndo desempenhara nenhuma mudanga na distancia espacial entre as
geodésicas. As direcbes 0 « 2 radiano e 3w /2 < m/2 radiano também tém uma amplitude
de onda fora de fase em meio ciclo de onda (m radiano), o que significa que, quando a direcdo
5m/4 < m/4 radiano tem sua distancia aumentada pela métrica hy,,, a direcdo 7m/4 < 3m/4

radiano tem sua distancia diminuida pela métrica h,,,, como mostra a sequéncia na Fig. 5.12.
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Figura 5.11: Polarizagéo plus +: alonga e contrai o espaco nas dire¢gdes m « 2m radiano e

3m/2 & m/2 radiano.
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Fonte: Produc&o propria.

Figura 5.12: Polarizagéo cross x: alonga e contrai 0 espaco nas dire¢fes 5w /4 < m/4 radiano
e 7r/4 < 3m /4 radiano.

Fonte: Adaptado de Chris.

Nas sequéncias da Fig. 5.11 e Fig. 5.12 ha algumas particulas (pontos) na cor preta. Note
que esses pontos estdo localizados sobre um circulo pontilhado com mesma forma e tamanho
que o anel de particulas massivas no inicio de cada sequéncia dessas figuras. E perceba,
também, que esses pontos sobre o0 anel pontilhado ndo mudam de posicdo. Ou seja, de acordo
com Chris (2022, ep. 109¢e), baseado em Hendry (2007) e Carroll (1997), eles estdo em um
espaco cuja posicdo permanece inalterada mesmo havendo alongamento e contracdo da
distancia entre as demais particulas. Portanto, essas sdo regides do espago-tempo que ndo
sofrem mudancas espaciais com a passagem da Onda Gravitacional. Nessas circunstancias, toda

a parte de perturbacéo h,,, da eq. (4,71) vai para zero

d-d = ~[(@) + (@) HAL[@D? = (@)*] + Ac2d*d?Jel*o",

restando apenas a métrica plana de Minkowski
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J.9 — _[(4%)2 yy2

d-d=—[@d")’+ (@), (5.79)
gue comprova que nessas regides o espago-tempo néo € curvado pela Onda Gravitacional. Além
disso, como o tensor amplitude de onda A, é de segunda ordem, e isso descreve um plano
bidimensional no espaco-tempo, podemos entdo arriscar dizer que esses pontos sem cor sdo 0S

nds do meio (espago-tempo) em que a Onda Gravitacional que se propaga.

5.5 DETECCAO DAS ONDAS GRAVITACIONAIS

Como vimos neste capitulo, as Ondas Gravitacionais sdo distor¢cdes no espaco-tempo
causadas por eventos astrondmicos envolvendo fontes massivas de energia, como a colisdo de
buracos negros, fusdo de estrelas de néutrons, rotacdo assimétrica de corpos celestes
supermassivos, uma supernova, entre outros. Eventos desse tipo sdo raros, mas extremamente
energéticos, o que permite que as Ondas Gravitacionais viajem pelo Universo na velocidade da
luz. Sua existéncia foi prevista pela TRG de Albert Einstein, em 1915.

No entanto, a deteccdo de Ondas Gravitacionais é uma tarefa desafiadora, pois essas
ondas, mesmo sendo geradas por eventos astrondémicos altamente energéticos, se apresentam
muito fracas quando chegam a Terra, fator esse que a mantinha indetectavel e incomprovada.
No entanto, o significativo avanco tecnolégico nos Gltimos anos permitiu a deteccdo de varias
Ondas Gravitacionais, sendo a primeira delas detectada no dia 14 de setembro de 2015 pelo
grupo de colaboradores do LIGO. Desde entdo, outros observatdrios, como o italiano Virgo e
japonés KAGRA, se juntaram a busca por Ondas Gravitacionais.

Atualmente o LIGO é o maior observatorio de Ondas Gravitacionais do mundo. Foi
fundado em 1992 por Kip Thorne e Ronald Drever do Instituto de Tecnologia da California
(Caltech) e Rainer Weiss da Instituto de Tecnologia de Massachusetts (MIT), com inicio das
atividades em 2002. A Fig. 5.13 mostra o layout do LIGO.

O LIGO consiste em dois bracos de aproximadamente 4 km de comprimento e que
formam um "L". Nesses bracos ele opera dois detectores/sensores em sincronia, um em
Livingston, Louisiana e outro na Reserva Nuclear Hanford, localizada perto de Richland,
Washington. Em suma o LIGO é um grande interferometro de Michelson isolado de

interferéncias externas: seus espelhos e toda instrumentacdo de sensores Sdo suspensos e seu
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raio laser opera nos tubos de vacuo que “tém de 8 a 10 vezes menos atomos e moléculas do que
0 vécuo do espaco”. (LIGO, 2015).

Figura 5.13: Layout do observatério LIGO.
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Fonte: Astronomy: Roen Kelly.

Como explica Sochi (2020, p. 373-374) e a equipe de colaboradores do LIGO, o0s
sensores funcionam mediante o principio de detectar variacdes na geometria do espago-tempo
em sua vizinhanca causadas por Ondas Gravitacionais. Assim, quando estas ondas passam pela
Terra, elas causam alteracdes na distancia dos bracos do interferdmetro a laser, resultando em
uma mudanca mensuravel no padrédo de interferéncia. Essas alteracbes podem ser detectadas
pelos sensores e armazenadas em um banco de dados. A Fig. 5.14 detalha o processo de
funcionamento da interferometria laser do observatorio LIGO.

Historicamente, os cientistas dependiam quase que exclusivamente da radiagédo
eletromagnética (luz visivel, raios-X, ondas de radio, micro-ondas etc.) para estudar o universo.
Alguns estdo tentando usar também particulas subatdmicas como os neutrinos. Cada um destes

"mensageiros” de informacéo oferece uma viséo diferente, mas complementar, do Universo.
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Figura 5.13: Processos da interferometria laser do observatorio LIGO.
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Fonte: Johan Jarnestad / The Royal Swedish Academy of Sciences.

No entanto, as Ondas Gravitacionais ndo estdo relacionadas com a radiacdo
eletromagnética. S&o tdo distintas da luz quanto a audig&o é da visdo. Dessa forma, os detectores
do Ondas Gravitacionais do LIGO abriram uma nova "janela" para um Universo inteiramente
novo de observagdo ao qual ndo tinhamos acesso apenas estudando a radiacdo eletromagnética.
Eventos como a colisdo de buracos negros, por exemplo, sdo totalmente invisiveis para
astronomos da radiacdo eletromagnética. Mas, para o LIGO, eventos astrondmicos altamente
energéticos como esse sao fardis no vasto mar césmico, explica a equipe de colaboradores do
LIGO em matéria publicada no site desse observatorio.

Ainda mais importante, j& que as Ondas Gravitacionais interagem fracamente com a
matéria (contrariamente a radiacdo eletromagnética que pode ser absorvida, refletida, refratada
ou curvada), elas transportam informacdes claras sobre suas origens, uma vez que estao livres
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das distorcdes ou alteracdes sofridas pela radiacdo eletromagnética. Portanto, a deteccdo e
analise dessas ondas permitem uma nova forma de "ver" o Universo e estudar objetos cosmicos
extremamente massivos tao distantes que ndo podem ser vistos com telescopios convencionais.
Além disso, a comprovacdo das Ondas Gravitacionais ajudara a testar e aperfeicoar ainda mais
a TRG de Einstein, o que permitird obtermos mais informac6es sobre nosso Universo e sua
historia, bem como desencadear novas descobertas quanto a Ciéncia que conhecemos quanto
também ao que ainda ndo conhecemos, abrindo novas areas de pesquisa em Fisica, Astronomia

e Astrofisica.

Em resumo, as Ondas Gravitacionais consistem em um fendmeno ondulatério previsto
pela TRG, que a partir uma série de constructos da Fisica, considerando, também, alguns
artificios matematicos, torna possivel definir uma série de grandezas fisicas, de forma coerente
com os resultados de teorias fisicas ja consagradas, a partir das quais é possivel explicar o
comportamento gravitacional. Como todo fendmeno ondulatério, as Ondas Gravitacionais
também sdo polarizadas, cujas sdo: polarizacao plus A, e polarizacdo cross A. Esses dois tipos
de polariza¢cdes combinados em diferentes frequéncias e amplitude curvam o espego-tempo,
alongando e diminuindo ele em diferentes direcdes e intensidades a medida que a Onda
Gravitacional passa. Vimos que essa curvatura pode ser explicada interpretando as solugfes da
métrica do espago-tempo sobre um conjunto de particulas massivas livres. Portanto, prevista
pela TRG de Einstein em 1915, as Ondas Gravitacionais, cuja comprovacao ocorreu em 2015,
é um fendmeno que surge de eventos astrondmicos altamente energéticos, o que possibilita que
viaje pelo universo na velocidade da luz. Por isso, essas ondas se constituem uma das maiores
fontes de investigacdo cientifica na busca por novas descobertas que ajude a sociedade
cientifica entender e realizar novas previsdes acerca de outros eventos astronémicos bem como

entender a propria histdria de surgimento do universo.
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CONSIDERACOES FINAIS

Fazendo uma alusdo ao propdsito deste trabalho, que consistiu em conduzir uma
pesquisa bibliografica com a finalidade de compilar e evidenciar um conjunto de concepc¢des
que possam vir a propiciar a compreensdo de um tema especifico da FMC de forma mais
detalhada, visando apoiar a formacéo de futuros professores de Fisica, julgamos que o resultado

do presente trabalho de concluséo de curso pode ser considerado satisfatério.

Em virtude da complexidade do tema abordado, é possivel afirmar que alguns aspectos
foram tratados de forma superficial devido a grande quantidade de recursos necessarios para
uma compreensao mais profunda, em contraste com as limitacGes intrinsecas a estrutura deste
tipo de trabalho. Entre as limitagdes encontradas, destacam-se a escassa disponibilidade de
fontes com uma abordagem didatica sobre o tema abordado, e a grande quantidade de tempo
necessario a sua apropriacdo. Ainda assim, como o trabalho se destina a um publico-alvo
composto por professores e futuros professores de fisica, acreditamos que tal material possa ser

de alguma valia, apesar de requerer algum empenho para sua devida compreensao.

E desejavel que os leitores deste trabalho tenham a oportunidade de complementar as
discussbes realizadas aqui a partir de uma diversificagdo de fontes e/ou mediante o
acompanhamento de profissionais que possam esclarecer eventuais lacunas de tdpicos e/ou de
explicagdes que tenham permanecido no texto. Neste sentido, podemos estabelecer como uma

perspectiva futura deste trabalho a implementacdo de um minicurso sobre o referido tema.

Uma perspectiva adicional que se mostra de interesse e pode ser derivada deste estudo
é a elaboracdo de uma sequéncia didatica pelos docentes de fisica, com o objetivo de apresentar
uma compreensdo introdutéria das Ondas Gravitacionais para os alunos. Neste ambito,
acreditamos que a assimilacdo do tema por meio deste trabalho pode contribuir para uma
transposicéo didatica na elaboracao do referido material.

Finalmente, é importante destacar que a empreitada realizada na confeccao deste estudo
possibilitou uma aprendizagem extracurricular relevante acerca de um tema de suma
importancia no contexto da Fisica, além de ter conferido uma base essencial para uma posterior
especializacdo em nivel de mestrado nessa &rea da Fisica. Cumpre salientar que, por motivos
alheios ao contexto em questdo, tal vertente do conhecimento néo se encontra devidamente

integrada a formagéo habitual dos docentes dessa area da Ciéncia.
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Para concluir, acrescentamos que o objeto de estudo das Ondas Gravitacionais € de
recente descoberta, e, com o passar do tempo, sua relevancia tende a se tornar mais relevante
tanto para a comprovacao de teorias e hipoteses no ambito da Fisica, quanto para novas
investigacOes acerca de temas conexos, cujos desdobramentos permitirdo a Ciéncia ultrapassar
o atual limiar de compreensédo sobre a origem dos fenémenos cosmoldgicos de alta energia, a

exemplo das Ondas Gravitacionais, bem como sobre o surgimento do préprio Universo.
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APENDICE A - UMA BREVE JUSTIFICATIVA PARA ESTE APENDICE

Desde os principios do que hoje denominamos de Ciéncia Moderna, temos como
elementos norteadores para descricdo de fendbmenos no contexto da Fisica, a utilizacdo da
matematica acompanhada com aspectos de mensuragcdo. Como o ato de medir pode ser
considerado intrinsecamente matematico, podemos afirmar que o sucesso do paradigma
representado pela mecanica classica se deve, em grande parte, a este aspecto de se utilizar a
matematica como estruturante das ideias, e/ou conceitos fisicos, esclarecem o0s autores
Pietrocola (2002, p. 93-114) e Polito (2016).

Nesta perspectiva, varios formalismos matematicos tém se mostrado importantes para o
mecanismo de estruturacdo de teorias fisicas. No entanto, pelo fato de ainda estarmos muito
vinculados ao paradigma da mecénica classica, quando nos inserimos no contexto do Ensino de
Fisica, o formalismo matematico mais conhecido e utilizado pelos professores desta area se

limita & Algebra Vetorial.

Deste modo, para lidarmos com outras teorias Fisicas de ambitos mais recentes, se torna
necessario que nos apropriemos de outros formalismos matematicos que possibilitem a
estruturacdo de novas ideias. Neste contexto, apresentaremos aqui 0s aspectos introdutdrios
sobre o formalismo da Algebra Tensorial, que se tornou fundamental para Fisica Moderna e

Contemporanea.

TENSORES

Para assegurarmos uma compreensao significativa sobre tensores, vamos inicialmente

abordar uma répida revisao sobre vetores!

Os vetores sdo objetos matematicos, geralmente apresentados no contexto da Geometria
Analitica, que possuem magnitude (intensidade ou modulo), direcéo e sentido bem definidos.
Geometricamente o vetor é representado por um segmento de reta orientado, uma reta que se
prolonga do ponto P; (origem da seta) ao ponto P, (final da seta) num espaco arbitrario, e uma
“seta” na sua extremidade final, como representa o vetor ¥ na Fig. T.1. O comprimento dessa
“flecha” (vetor) representa a magnitude do vetor, a inclinagdo da reta suporte (“corpo” do vetor)

indica a diregdo e a “seta” indica o sentido.
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Figura T.1: Representacdo de um vetor (¥) no plano euclidiano cartesiano bidimensional.

Py

U

Py

Fonte: Produc&o propria.

Num contexto mais rigoroso, o vetor pode ser apresentado como um ente matematico

pertencente a um conjunto chamado de Espago Vetorial (V).

Acompanhando o raciocinio de Lima (2012, p. 1-6), seja o conjunto ¥V nédo vazio sobre
0 conjunto dos reais (R) equipado com as operacGes de soma e multiplicacdo por escalar.
Dizemos que V se constitui um conjunto/espaco vetorial real se, e somente se, V satisfazer os

seguintes axiomas:

(@) Fechamento da adicdo de vetores: existe uma operacgéo de adicdo, entre dois elementos

U,V € V, cujo resultado é um elemento i + v € V.
Para todos os elementos i, ¥, W € V, a adi¢do satisfaz:
(@l) Comutatividade: i+ v =v+u,Vu,vevV.
(a2) Associatividade: (i +v)+w=u+ @ +w), VU, v,weV.
(a3) Elemento neutro: existe o vetor 0 € V que satisfaz #+ 0 =0+ = %,V 0,5 € V.

(ad) Inverso aditivo: V v € V, existe um vetor inverso v = —v € V, denominado elemento

oposto de ¥, tal que ¥ + (—%) = 0.

(m) Fechamento da multiplicacdo por escalar: existe uma operacdo de multiplicagéo, entre

um elemento ¥ € V e a € R escalar, cujo resultado é um elemento av € V.
Para todos os elementos 1, ¥ € V e a, b € R, a multiplicagdo satisfaz:
(m1) Associatividade da multiplicacéo por escalar: a(bv) = (ab)v, VUV € Vea,b € R.

(m2) Distributiva da soma de escalares em relacdo a um vetor: (a + b)¥ = av + b,V ¥ €
Veab€R.
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(m3) Distributiva de um escalar em relacdo a soma de vetores: a(d + v) = au + av,

Viu,v7eEVeaceR.
(m4) Vale que 1¥ = ¥, ou seja, a unidade dos escalares ndo altera os vetores de V.
Portanto, os elementos de V sdo chamados de vetores.

Dentro do espaco vetorial podemos destacar um subconjunto de vetores que

desempenham uma fungdo muito importante, a base vetorial do espaco vetorial.

Seja B = {v*, 92, ¥3,---, 9™} um conjunto ndo vazio de vetores de V no espaco R™.

Logo, B sera uma base de V se, e somente se:
(i) (v, 92, v3,-.-, U™} € linearmente independente.
(i)  [v1, 02 93,--,0"] é gerador de V.
Obs.: por convencéo, os colchetes em (ii) equivale a notacdo de conjunto gerador.

De acordo com Anton (2012, p. 190-192), dizemos que os elementos do conjunto B =
(v, v2,v3,---,¥"} € R" sdo vetores e sdo Linearmente Independentes (L.1.) se, e somente s,

nenhum deles puder ser escrito como combinacao linear dos demais, entdo a equacdo vetorial

n
@B + a2 + a5 + -+ @, P = z a5 =0 (T1)
i=1
tera uma unica solucdo, pelo menos, onde a; = a, = a; = - = a,, = 0. Dizemos que essa € a

solucdo trivial da eq. (T1). Se essa for a Unica solucéo, entdo os vetores de B sdo L.l. Se existem

outras solugdes, entdo os vetores de B sdo Linearmente Dependentes (L.D.).
Se B = {v1,¥2,93,---, 8™} é L.1. enquanto subconjunto de V, entdo B é gerador de V.
A base vetorial mais basica de V é o conjunto dos vetores unitarios:
€1,€2,€3,+, €y (T2)

Um vetor unitario tem modulo 1, e ndo tem dimensdo nem unidade de medida. Sua
principal funcédo é especificar uma orientacdo, ou seja, indicar o sentido positivo de cada eixo

dos sistemas de coordenadas utilizados para descri¢do dos fenémenos fisicos.

Segundo Anton (2012, p. 163-165), no sistema de coordenadas -cartesianas

tridimensional os vetores de base sdo usualmente representados pelas letras (i, j, k), chamados
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de versores.

No sistema de coordenada cartesianas, segundo Anton (2012, p. 122-123) e Fleisch
(2012, p. 7-10), seja um vetor (%) qualquer do espaco vetorial V em R3 posicionado de forma
que seu ponto inicial coincida com a origem do sistema, entdo v é determinado pelas

coordenadas de seu ponto final, como mostra a figura a seguir.

Figura T.2: Vetor (¥) no sistema de coordenadas cartesianas tridimensional.

Fonte: Producéo prdpria.

O produto escalar de uma coordenada (v1,v2,v3) com seu respectivo vetor de base

-

(é1,€,,€;) resulta num vetor chamado componente de ©. Nos sistema de coordenadas

cartesianas tridimensional temos os vetores componentes:
(vll vzl v3)(§11 §2I é)3) = (EXl 'l_7>y, ﬁz) (T3)
A soma dos n vetores componentes resulta no vetor © de n dimenséo:
Uy + ), + U, =V (T4)
De forma geral, dado um sistema de coordenadas em R™ e seus vetores de base:
n
i=) ¢ (T5)
i=1
onde &' sdo as coordenadas de ¥ no sistema de coordenadas escolhido.

De acordo com Fleisch (2012, p. 122-124) e Lima (2012, p. 15-17), para facilitar os
calculos e/ou a visualizacdo fisico-matematica de um problema abordado a partir de um
determinado referencial, as vezes é necessario realizar uma mudanca de coordenadas vetorial

pré-fixada. Para isso, se torna mais viavel denotar os eixos do sistema de coordenadas por
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(xt, x2,x3,--,x™) ou (x4, x,, X3, **+, X,) € 0S componentes do vetor (¥) por (A%, A%, A3, -, A™)
ou (A, A, A5, -+, A,;). Neste sentido, algumas quantidades se transformam como

contravariante e outras quantidades se transformam como covariante, respectivamente definido:

n n

Ai = z aUAJ € Ai = Z aiin (T6)

j=1 i=1

onde A; sdo os componentes do vetor ¥ nas coordenadas primarias, A sdo os componentes de

v nas coordenadas pré-fixada, a;; sdo os elementos de uma matriz de passagem que envolve os

vetores de base (que permanecem inalterados, igualmente 7).

Desta forma, temos uma notacdo de indice especifica que é expressa nos vetores para
indicar a forma como seus componentes vetoriais se transformam numa mudanca de
coordenadas. Como mostra a eq. (T6), os componentes dos vetores contravariantes sdo
denotados por um indice sobrescrito (A7), e os componentes dos vetores covariantes sio
denotados por um indice subscrito (4;), de modo que, 0s componentes contravariantes se

transformam de forma inversa aos componentes do tipo covariante®’.

Além do vetor hd um outro ente matematico importante para necessario a nossa
construcdo do conhecimento sobre tensores, as formas lineares. No entanto, para determinados
problemas abordados pela Fisicas é mais conveniente, ao invés de trabalhar com formas
lineares, definir outro tipo de vetor a partir dos vetores do espaco vetorial 7, os vetores duais.
Eles fazem parte de um novo espaco vetorial denominado espaco vetorial dual, que surge da

aplicacéo direta de uma fungdo linear f sobre os elementos de VV no espaco real R.

Prosseguindo com Lima (2012, p. 17-23), seja f:V — R uma funcdo linear, com
quantidades escalares, definida no espaco vetorial V. Se, e somente se, f:V — R satisfaz as

propriedades matematicas:
@ fA+) =f@+f@), Vuvev.
(b) f(av) = af (V), VveVea€eR

entdo f:V — R é denominado funcional linear ou forma linear sobre V. O conjunto desses

funcionais lineares (sobre V) € denominado espacgo dual, denotado por V*.

37 Uma leitura mais profunda sobre transformacGes de quantidades contravariantes e covariantes pode ser
encontrada, se assim o leitor desejar, no livro A Student’s Guide to Vectors and Tensors, capitulo 4, do autor
Daniel Fleisch (2012).
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Dados f,g € V* e a € R, definimos:
fF+9:V-R V- f()+ g (T7)
a(f +9):V - R; VU - af(¥)+ag®) (T8)

Essas operacdes de soma e produto por escalar, eq. (T7) e eq. (T8), definem V* como

um espaco vetorial, ou seja, um espaco dual de V.

De acordo com Renteln (204, p. 8-14), por inducdo para n elementos numa combinacéo
linear, podemos generalizar a eq. (T7) e eq. (T8):

f (Z aiﬁ-) - Z aif () (T9)

i=1 i=1
assim definidoVv € V*ea € R.

Sabemos também que o funcional linear é definido unicamente pelos valores sobre os
elementos da base vetorial B = {é,, €,,é5,---,€,} de V. Assim, para cada elemento &; dessa
base vetorial associamos um funcional linear f¢ que é determinado pelo delta de Kronecker

(6i;), quando conhecemos o indice i e fazemos variar o indice j = 1,2,3, -+, n:

N 1sei=j
5y ='(8) = {0 se iij’ (T10)

Como a eq. (T9) representa uma combinacdo linear que obedece a equacao vetorial

n

a'f @) + @f () + @ (F) + -+ @' f(F) = ) alf @) =0 (T11)
i=1
com uma Unica solucéo trivial, pelo menos, a saber a® = a? = a® = --- = a™ = 0, entdo a base
vetorial dual de ¥V é um conjunto L.I. e, portanto, é gerador de V*. A base vetorial dual é o

conjunto dos funcionais lineares:
B*z{fllfszgl""fn} (T12)

Deste modo, € perceptivel que cada elemento do espaco dual IV* corresponde a um unico
elemento do espaco vetorial V, e a cada base vetorial B = {é,, é,, €5, -+, €,} de V corresponde
uma base dual B* = {f1, f?, f3,---, f™}. Como os elementos desse novo espaco vetorial V*
surgem de uma transformacgdo dada por uma funcéo linear f que é bijetora, dizemos que o

conjunto dos funcionais lineares (B* = {f1, 2, f3,--+, f™}) é um isomorfismo de V no corpo
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dos R. Ou seja, 0s elementos da base vetorial sdo formas lineares com propriedades isomorfas
aos covetores. Em outras palavras, se dois espacos vetoriais (V e V*) sdo isomorfos um do outro

significa que eles possuem propriedades idénticas.

Renteln (2014, p. 30-33) descreve que a partir dos elementos de V e de VV* € possivel
construir um novo objeto matemaético que é diferente dos vetores e que ndo faz parte desses
espacos vetoriais. Mas para definir esse objeto é necessario comecar definindo um novo tipo de

produto, chamado produto tensorial, denotado pelo simbolo &.

Em Lima (2012 p. 51-57), sejam V e VV* dois espacos vetoriais de dimensdo m e n,
respectivamente. Ser4 chamado produto tensorial de V por VV* (espaco vetorial e espaco dual,

respectivamente) a todo par (Z, ¢) que satisfaca os seguintes axiomas:
(1) Z éumespaco vetorial e ¢p:V X V* — Z € uma aplicacdo bilinear de V/,V* em Z.
(2) Dimensédo de Z = VV* (dimens&o desses dois espacos vetoriais).

(3) ¢V xV*)geraZ, ouseja, todo de Z pode ser obtido como uma combinacéo linear
dos elementos de ¢p(V x V).

Segundo Fleisch (2012, p. 132-134) e Renteln (2014, p. 30), satisfeitas todas essas
propriedades matematicas, o produto tensorial (que € ndo comutativo) pode ser aplicado entre
elementos da base vetorial de IV e base vetorial dual V =, cujo resultado é um tensor de ordem

n (objeto matematico a que referimos anteriormente), por exemplo:
T'é,®é/ (T13)

Naeg. (T13) Tji é forma de notac&o para tensor. Os elementos &; e &/ s3o bases vetoriais
covariante e contravariante, respectivamente. Os elementos i e j sdo indices contravariantes e
covariantes do tensor, respectivamente, que se relacionam por lei de transformacéo inversa com
os indices das bases vetoriais. O numero de bases vetoriais no produto tensorial é também um
indicativo da ordem (N) do tensor. Ou seja, os dois indices (} ) na eq. (T13) indicam um tensor
de segunda ordem. O nimero de componentes do tensor, pode ser determinado pelo nimero de
dimensbes M elevado a quantidade de indices do tensor. Por exemplo, se o produto tensorial da
eg. (T13) é desenvolvido com relacdo ao espaco quadri-dimensional, entdo MY = 42 =16 éo0

numero de componentes desse tensor.

Para realgar/exemplificar a aplicabilidade de tensores na Fisica, a matemaética de
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tensores € particularmente atil para descrever propriedades de muitas substancias em seus
estados fisicos da matéria. De acordo com Feynman (2008, c. 30-31), as propriedades das
substancias cristalinas, por exemplo, sdo distintas em diferentes dire¢des, uma propriedade
anisotrépica da matéria. Desta forma, a variacdo do momento de dipolo induzido na direcdo do
campo elétrico aplicado a um sélido cristalino é apenas um exemplo, aquele que usaremos como
exemplo de tensor para este momento. Na Fig. T.3 da esquerda, o conjunto de esferas em cores

representa a estrutura atdbmica de um sélido cristalino e as linhas azuis na vertical o campo

elétrico uniforme (E).

Figura T.3: Dipolo elétrico induzido as particulas de um s6lido por campo elétrico uniforme.
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Fonte: Adaptada do Google Imagens.

Suponhamos que o sélido imerso no campo elétrico (Fig. T.3 da esquerda) seja um
cristal em particular e vamos escolher uma Unica particula, a esfera central da estrutura que

representa o solido, para descrever o comportamento orientado do momento de dipolo induzido,
conforme ilustrado na Fig. T.3 da direita. Observe que um campo elétrico E,, aplicado na
direcdo de x, ou Ez (ambos de mesma intensidade), aplicado na direcdo de y, produz uma
polarizacao P, na direcdo x ou P, na direcdo de y, respectivamente. Perceba que ambas as
polarizacOes sdo diferentes. Mas um campo elétrico E como superposicao desses campos ao
longo de x e y, de modo que a polarizagao resultante P seja a soma de 131 e 132, nado tera mais a

mesma dire¢do do campo elétrico, como representado pelos vetores EePna Fig. T.3 dadireita.
Quando o campo elétrico ¢é aplicado com certa inclinacéo entre x e y, as cargas movem-se mais
para cima do que para o lado. “Os deslocamentos ndo ocorrem na dire¢do da forga (elétrica)

externa porque ha forgas internas elasticas assimétricas. [...], mas para qualquer campo E a

magnitude de P é ainda proporcional a magnitude de E”. (FEYNMAN, 2008, c. 31).

Podemos agora tratar a polarizacdo da particula para um caso mais geral, no qual um
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campo elétrico (E) numa direcdo arbitraria em x, y e z produzira P por componentes em x, y €

zcomE na direcdo x « Ex, E na direcdo y « F?y, E na direcdo z « F?Z.
Podemos calcular as componentes de EePa partir da expressao da polarizacao:
|P| = ago|E] (T14)

(onde a é a constante de proporcionalidade que relaciona a dire¢cdo do campo elétrico e o

momento de dipolo induzido por unidade de volume, &, é a constante de permissividade elétrica
do solido). Logo, se E tem componentes ao longo de x, y e z teremos que as componentes

resultantes de P serdo dadas pela soma das contribuicdes em x, y e z:

Px axx axy axz Ex
Pyl =1%x Qyy Qyz||E), (T15)
P, Azx Azy Azy E,

Sobre a eq. (T15), nas quantidades ayy, Qyy, Axz, =+, @z, @ primeira letra subscrita

informa a direcdo e o sentido das componentes de P, a segunda letra informa a direcéo e o

sentido das componentes de E. Segundo Feynman, o comportamento dielétrico do cristal,

tomado como exemplo, &€ completamente descrito por essas quantidades (@, Qxy, Axz, ***
a,,), que podemos denotar por a;;, onde os indices i e j denotam cada x,y e z. O conjunto

desses nove coeficientes a;; é chamado tensor, neste caso o tensor de polarizabilidade®.

No entanto, essas componentes (@yy, Axy, Ay, *** » Azz) Formam um objeto geometrico
gue precisamos saber onde estdo as bases tensoriais vinculadas a cada uma delas. Para isso,
vamos supor E como um vetor denotado por El, Ez e 53 dispostos em x, y e z, respectivamente,
desempenhando o papel de uma base vetorial. Processo analogo sera feito para P, que sera

denotado por 131, 132 e 133 também dispostos em x, y e z, respectivamente, desempenhando o

papel de uma outra base vetorial, conforme ilustra a Fig. T.4 da esquerda, préxima pagina.

De acordo com Renteln (2014, p. 30-33), podemos aplicar o produto tensorial @ a esses
vetores campo elétrico e momento linear. Logo, do produto tensorial de cada El, EZ, E3 com

cada P,, P,, ﬁg obteremos 0s nove componentes geométricos descritos matematicamente na eg.

(T15), conforme ilustrado na Fig. T.4 da direita, proxima pagina. Cada componente do tensor

38 Uma leitura mais profunda sobre tensor de polarizabilidade pode ser encontrada, se assim o leitor desejar, no
livro LicGes de Fisica, volume Il, capitulo 31, do autor Richard P. Feynman (2008).
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possui informagdes em diferentes diregdes. Mas esses novos elementos geométricos nédo
pertencem ao espaco vetorial V. Essa cole¢do de elementos formam um novo espaco constituido

de objetos matematicos que € ainda mais geral e mais complexo que o espaco vetorial V.

Figura T.4: Bases do tensor de polarizabilidade.
V4
4 | ‘ 1

-)_—-y»’9 = = = = = - - - -
Ef P1 E; X E,®P, E,QP; E,QP, E;QP; E;®P;
y E,®F, E,®P, E,®P; E;®P,

Fonte: Producéo prdpria.

Para os autores, 0 tensor € um objeto matematico que combina vetores e vetores duais
(também chamados covetores) através do produto tensorial, que respeita a invariancia aos
observadores nos diferentes sistemas de coordenadas e referenciais inerciais, e por possuir um
nimero de componentes cada vez maior quanto mais elevada se torna a ordem do tensor ha
também mais possibilidades desse novo elemento geométrico reunir em si um maior numero
de informacgdes, as quais permanecem matematicamente contidas nas componentes do tensor
que, por sua vez, tais componentes recaem em diversas grandezas fisicas que estdo relacionadas

ao fendmeno abordado naquele estudo.

Existem também outros tensores que, semelhante a este que acabamos de definir,
descrevem o comportamento de outras grandezas fisicas, como o tensor de tensdo, tensor de
inércia, tensor de permissividade elétrica, tensor de permeabilidade magnética, tensor de

quadripolo elétrico etc.

Existe uma outra forma de tensor, um tensor fundamental, que é muito importante para
descricdo da geometria do espaco coordenado por qualquer tipo de sistema de coordenadas, este

objeto matematico € o tensor métrico.

Seguindo raciocinio de Schutz (2009, p. 56), considere o quadrado de um elemento de

deslocamento de comprimento infinitesimal ds dado num espaco arbitrario:

ds? = d7 - d7 (T16)
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Podemos escrever cada vetor d7 na eg. (T16) como:
dr = é;dx* (T17)

Substituindo a eq. (T17) na eq. (T16) e usando indices diferentes para diferenciar o
produto escalar entre as duas bases, teremos:

ds? = édx' - &dx’) = (&;- & )dx'dx’ (T18)
Generalizando a eq. (T18), tomando i = p e j = v, teremos:
dS? = g = gdx"@dx" (T19)
onde g € o tensor métrico e g,,,, € a componente métrica desse tensor.
O inverso da eq. (T19), segundo McMahon (2006, p. 37), € definido através da relacédo
Iwg"" = 6y (T20)

onde §;; € a funcdo delta de Kronecker. Quando a métrica € diagonal, todos os componentes

9uv = 0 quando u = v. Entdo, pela eq. (T20), escrevemos o inverso da métrica.

O tensor métrico na eq. (T19) foi definido a partir de vetores de base contravariante.

Poderiamos também definir a partir dos vetores de base covariante, que resultaria:

Ainda com relacdo a eq. (T19), os indices uv estdo repetidos e, por notacdo de Einstein,
isso denota uma soma. Desenvolvendo essa soma obteremos todas as componentes do tensor

métrico, que, por definicdo, se denota por uma matriz g,,,, com u linhas e v colunas:

gi1 912 Yin
g g cee g

I = ;21 22 : 2n (T21)
Imi Imz = YGmn

Os indices na eq. (T21) sdo uma representatividade dos vetores de base de um sistema
de coordenadas em um espaco com n dimensdo. Para essa equacdo em um sistema de

coordenadas cartesiano quadri-dimensional, a métrica do g, sera:

+1 0 0 0
_lo +1 o o

=10 0 +1 0 (122)
0 0 0 +1

Do ponto de vista geométrico, a métrica do tensor € uma grandeza fundamental que
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permite descrever todo ente matematico relacionado & geometria do espago, como medir

comprimentos, medir angulos etc.

Considere o0 vetor 4 = 8;A". O comprimento desse vetor sera calculado como:

Al =VA-A= [84i-8A4] (T23)
]

Podemos evidenciar as bases vetoriais na eq. (T23), e teremos:

4] = /(éi - 8,)ALAI (T24)

Ja conhecemos o termo (él- . éj) na eq. (T24). E o tensor métrico! Generalizando, teremos:

|4] = / G ArAY (T25)

Considere agora os vetores A = ;A e B = &;A7. Podemos medir o angulo entre eles
i j

fazendo:
A-B = |A||B| cos(8) (T26)

Mas, como queremos encontrar 0 cos(8) na eq. (T26), teremos que:

/ (é -¢é)AB/

A-B
cos(f) = 5—= = (T27)
|A||B| \/(é’i.é’j)AiAj\/(é’i.é{j)BiBj
Na eq. (T27) também surge o tensor métrico (é; - éj). Generalizando, teremos que:
guwA*BY
cos(0) = v (T28)

VI AFAY /g,y BEBY

Aceq. (T25) e a eq. (T28) comprovam matematicamente que os calculos de comprimento

e angulo, num determinado espaco, envolve a métrica do espaco.

Uma outra operacdo matematica que também requer o conhecimento sobre o tensor
métrico, é o levantamento e abaixamento de indice no tensor. Para isso, considere o tensor

métrico g;; = €; - €, e que as origens dos vetores de base coincidem e eles formam um angulo

agudo entre si. Considere também o produto do tensor métrico com uma componente vetorial:
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Por definicéo, o produto da eq. (T29) € geometricamente representado por uma projecdo
perpendicular de uma componente do tensor métrico sobre o eixo do outro vetor de base desse
tensor, dando origem a uma componente covariante vinculada a ele. A Fig. T.5 ilustra
geometricamente esse processo, em que a componente em amarelo, identificada por A4;, é o

resultado do produto Aféj projetado sobre é;.

Figura T.5: Produto entre tensor métrico e componente vetorial.
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Fonte: Producéo prdpria.

Em esséncia, essa operacao vai utilizar o tensor métrico para obter a componente de um
tensor na direcdo de um dos vetores do elemento de tensor métrico, o qual aponta numa direcédo

convenientemente especifica.

Considere a componente tensorial T/k. Na pratica, a operacdo de levantamento ou

abaixamento de indice sera:
gir/* (T30)

onde o indice covariante [ em Tl’k sera levantado, a posicao de contravariante, e entdo os dois

indices I, um em T/* e 0 outro em g, serdo substituidos pelo indice i em g, e serdo denotados
apenas por um Unico indice i:
. 'k ..
giT/* =TUk (T31)

N&o somente essas, também existem outras opera¢fes matematicas relacionadas a
geometria do espaco e que também requerem conhecer sua métrica para realizar aplicagdes do

tensor métrico e chegar a resultados satisfatorios relacionados a descri¢do do fenémeno fisico.
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APENDICE B — UMA BREVE JUSTIFICATIVA PARA ESTE APENDICE

No contexto das Ondas Gravitacionais, que sdo ondulacfes no espago-tempo causadas
por uma certa distribuicdo de massas e energia em movimento no espago-tempo, a equacéo da

geodésica é essencial para a descri¢cdo de como essas ondas se propagam no universo.

Sendo assim, o objetivo deste apéndice é proporcionar ao leitor um conhecimento mais
aprofundado acerca da Equacdo da Geodésica, uma importante aplicagdo matematica na TRG
utilizada para descrever o movimento de particulas massivas e até mesmo da luz no espaco-
tempo curvo. Por essa razdo, a relevancia deste apéndice reside na sua contribuicdo para a

descoberta de solugbes da Equacdo de Onda que possam ser solucao as Ondas Gravitacionais.

EQUACAO DA GEODESICA

Considerando dois pontos (A e B), podemos calcular a menor distancia entre eles em
um espaco plano simplesmente encontrando um vetor posicéo # que conecte esses dois pontos,
como mostra a Fig. G.1 a seguir. Porém, quando lidamos com espacos curvos, 0 processo €
diferente. Precisamos usar a geodésica, que € basicamente o caminho mais "reto" possivel entre

dois pontos em um espago curvo e que minimiza a distancia entre eles.

Figura G.1: Menor distancia entre dois pontos (4, B) no espaco plano.

y

X

Fonte: Producéo prdpria.

Em um espago plano, representado pelo sistema de coordenadas cartesiano
tridimensional, por exemplo, podemos determinar se um caminho entre dois pontos é curvo ou

ndo observando a aceleracdo de uma particula massiva que se move ao longo desse caminho.
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Se a velocidade da particula for constante, a aceleracdo serd nula e o espaco é plano. Caso

contrério, se a aceleragdo ndo for nula, temos um caminho curvo.

No caso de um espaco curvo, a curva mais "reta" possivel é aquela em que um objeto se
desloca ao longo dela com aceleracédo tangencial nula. Dessa forma, acompanhando o raciocinio
de Schutz (2009, p. 156-157), Cheng (2010, p. 86-88) e de acordo com Chris (2022, ep. 15),

sendo A o parametro da curva da superficie analisada, a equacdo da aceleracdo da particula

o7 _ () (47
dz~ \daz)" \ar G.1)

deve ter a segunda parcela do segundo termo na eq. (G.1) sendo nula, pois representa a

massiva, dada por

aceleracao tangencial a curva A. Podemos usar essa condicdo para determinar equacdes que

descrevam curvas com essa caracteristica, ou seja, equacdes da geodésica.

Podemos expandir a eq. (G.1) em termos de varaveis u e v, para denotar a aceleracéo:

d (df\ d duaf_l_dvaf
di\dr)  da\diou drov )’
e apos desenvolver a regra do produto, teremos:

(G.2)

d*7 B d2u6?+du d or +d2v6?+dv d or
dA2 dA2ou  dA\diou) dA2dv  di\diov)’

A eq. (G.2) apresenta alguns termos cujas solucBes ndo sao simples, ja que dependem
de derivadas de u e dos vetores de base em relacdo a curva parametrizada A. Por essa razéo,
como explica Chris (2022, ep. 15), podemos simplificar o problema considerando o operador

derivada em relacéo a A como uma combinacéo linear dos operadores u e v:

d _du 0 +dv d
dl~ dAdu  dlov (G3)

Substituindo a eq. (G.3) na eq. (G.2) e resolvendo as derivadas, obtemos:

dzf"’_dzu 67+du du 62F+dv 027 +d2v6?+dv du 027 +dv6277
d2  dA20u ' dA\dAou? " didvou)  dAZov  di\dAoudv  di vz ) (G4)

Agora dispomos de duas equacdes que envolvem derivadas de primeira e segunda

ordem de 7. Podemos afirmar que o termo da derivada de primeira ordem é tangente a curva,



165

enquanto os termos com derivadas de segunda ordem podem ter componentes tanto tangenciais

quanto normais a superficie que contém a curva parametrizada A.

Reorganizando a eq. (G.4), ficaréa:

d*# d?udi d*va? (du\’ 0% dudv 0% dvdu 9%  (dv\’ %7
—=——+——+(—) —+—— + == (—) —. (G.5)
dA?>  dA?0u  dA?20v  \dA) 0u? dAdAdvou dAdAoudv \dA/) v?
Ainda acompanhando o raciocinio de Schutz (2009, p. 156-157), Cheng (2010, p. 86-
88) e Chris (2022, ep. 15), agora vamos considerar uma mudanca na notagdo: u = ul e v = u?.
Além disso, é valido aplicar a convencdo de soma de Einstein na equacao (G.5), que ficara:
d*%  d*u' oF N dutdu/ 0%
A2 A2 0wl " A2 dA owow (G6)

Ao analisar a equacéo (G.6), podemos observar duas situacdes distintas: a primeira parte
da soma no segundo termo representa o vetor tangente a superficie, enquanto a segunda parte
pode ndo ser tangente a superficie. Portanto, é necessario examinar essa segunda parte para
determinar se ela é normal, tangente ou uma combinacdo dos vetores de base. Para isso,
precisamos considerar o termo da derivada de segunda ordem em relacio as bases u® e u/, que
correspondem as bases de um plano tangente e a um vetor normal a superficie, como ilustrado
na Fig. G.2.

Figura G.2: Plano tangente formado pelas derivadas de 7 com o vetor normal 7.

Fonte: Producéo prdpria.

Para descrever o vetor da derivada de segunda ordem, uma vez que suas componentes
ndo sdo conhecidas, € possivel criar varidveis que representam uma combinacdo linear das

componentes dos vetores de base
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0%7 L o7 , o7 ~
dulou lij oul +1ij ou? Ly, G.7)

em que o termo L;;, conhecido como segunda forma fundamental, indica as componentes

ijs
normais dessa derivada de segunda ordem em relagdo a u' e u/. Por outro lado, os Simbolos
de Christoffel fornecem as componentes tangenciais desse vetor de segunda ordem. O primeiro
Simbolo de Christoffel descreve quanto do vetor de base é necessario ao longo de u?, enquanto

0 segundo termo da soma indica quanto é necessario ao longo de u?, como mostra a Fig. G.3.

Figura G.3: Vetores de base compondo o vetor da derivada de segunda ordem.

all
07 ouiow !

Fonte: Producéo prdpria.

Uma outra forma de reescrever a equacdo (G.7), é atraves da generalizacdo dos indices

contravariantes dos Simbolos de Christoffel por um indice k. Com isso, obtemos:

222 -
9°r k(’)r

outou) ~ Y ouk

Ao observar a Fig. G.3, podemos notar que o vetor normal 7 sera perpendicular a
superficie tangente a curva. Isso significa que o produto escalar entre ele e qualquer um dos

vetores tangentes u® e u’ sera nulo, ja que 7 e 0s vetores tangentes s&o ortogonais entre si.

Portanto, de acordo com Chris (2022, ep. 15), para definir os Simbolos de Christoffel, é

necessario obter o produto escalar da eq. (G.8) por um vetor tangente u':

%7 6?_ e 6?+L \ o7
outow/ | oul ~ \'Y guk it Jut’

definido por:
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02 or e or or
duiowi | oul Y guk gul’ (G.9)
No entanto, o produto entre dois vetores de base representa o tensor métrico. Portanto,
podemos escrever a eg. (G.9) como:

%% o7

uiow ol 1 9u- (6.10)

Nosso objetivo agora é evidenciar o Simbolo de Christoffel. Para isso, utilizaremos a
definicdo do delta de Kronecker: o produto entre o tensor métrico covariante e o tensor métrico
contravariante. Assim, podemos escrever:

%7 of 0’7 of

k Im — alm _ rk
outou aul‘q ' =19y ~ ouiow oul? lij 8¢

que ficara:

0%%  or

duiow oul 9" = rm_ (G.11)

Conforme Chris (2022, ep. 15), podemos definir a componente da segunda forma
fundamental de maneira analoga, ao aplicarmos o produto escalar em ambos os lados. Dessa
forma, obteremos a derivada dos simbolos de Christoffel nula, uma vez que eles sdo

perpendiculares entre si. Com isso, encontraremos:

0%r
ouiow ' Lij,
que resulta em:
0%7 é; X &
S— =1L .
dutdu’ Y (G.12)

A equacdo (G.12), como explica de acordo com Chris (2022, ep. 15), oferece uma forma

mais concreta de determinar o vetor normal n, pois sabemos que:
or , or

é; = e & =
T qul I T o

-

Além disso, ao tomarmos o produto vetorial entre os dois vetores, presentes no plano tangente,
obtemos um vetor perpendicular a esse plano. Para garantir que sua magnitude seja um, €

necessario que esse produto seja dividido pelo seu médulo.
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Retomando a equagdo (G.6), iremos substituir o resultado da segunda derivada
conforme a equacdo (G.8). Ao desenvolver a distributividade e reagrupar 0s termos,

chegaremos a seguinte equacéo:

d’R _ (d?uk | prd dw R L ddw

az  \axz T'Uax dx Jouk T U an dx (G.13)
O objetivo desse desenvolvimento matematico € definir uma curva geodésica em que o

vetor aceleracdo seja sempre normal a superficie, o que implica em uma parte tangencial nula,

como apresentado na eq. (G.1). Essa condicdo € exatamente o que a eg. (G.13) representa,

permitindo-nos determinar de forma eficaz se uma curva é geodésica ao considerarmos a

primeira parte da soma, ou seja, a parte tangencial da aceleragdo, como nula. Assim, qualquer

curva u® parametrizada por A que satisfaca a equacgio

d?u* dutdu/

rk =
dA? Ty dA dA 0,

(G.14)

sera considerada uma geodésica, sendo essa equacdo conhecida como a Equacdo da Geodésica.



