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RESUMO

Neste trabalho trataremos da Teoria dos Grafos, nos aspectos histéricos e tedricos somado
com uma proposta de atividade, partindo de algumas defini¢des mais bdsicas e culminando na
possibilidade de pratica em sala de aula objetivando elucidar a respeito da Teoria dos Grafos e
suas aplicacdes no cotidiano, bem como no meio académico, além de sua viabilidade no ensino
de matematica. Como o resultado, a argumentacdo da viabilidade, que é contruida durante todo
o texto, fica mais evidente na proposta de atividade onde o foco € a aplicacdo da teoria (praxis)

para um aprendizado significativo.

Palavras-chave: Teoria dos Grafos; ensino de matematica; viabilidade.



ABSTRACT

In this work we will deal with Graph Theory, in the historical and theoretical aspects added
with an activity proposal, starting from some more basic definitions and culminating in the
possibility of classroom practice aiming to elucidate about Graph Theory and its applications
in daily life, as well as in academia, in addition to its feasibility in teaching mathematics. As
a result, the viability argument, which is constructed throughout the text, is more evident in
the activity proposal where the focus is on the application of theory (praxis) for meaningful

learning.

Keywords: Graph Theory; teaching of mathmatics; viability.
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1 INTRODUCAO

A Teoria dos Grafos é considerada atualmente como uma ferramenta e ciente para
a modelagem mateméatica de problemas do nosso cotidiano. Baseado nesse fato, e na
mordenizacao do Curriculo da Educagéo Basica, no que diz respeito a capacidade de abstracéo
de problemas bem como a interpretacdo dos mesmos por meio de diagramas, iSso como uma das
habilidades fundamentais a serem desenvolvidas pelo estudante de Ensino Médio. Além disso,
€ defesa de estudiosos como o matematico francés e professor da Universidade de Etienne
Ghys que o uso de Grafos no Ensino Basico com o objetivo de incentivar os estudantes a
encontrarem, de forma pratica, uma representacdo abstrata para uma série de problemas que
podem ser apresentadas de diversas formas e maneiras possiveis. Porém, esses problemas
podem ser de facil acesso, tratando do cotidiano comum, por exemplo, problemas envolvendo
uxo de transito e internet (em um determinado espaco de tempo) ou problemas de mobilidade
urbana envolvendo a criacdo de esquemas de rotas otimizadas para o transporte publico, coleta
seletiva, entrega de correspondéncias, dentre tantas possibilidades.

Este trabalho tem como objetivo o embasamento tedrico da Teoria dos Grafos para
capacita-la & modelagem e resolucdo de problemas que, vez ou outra, sdo ditas como simples,
contudo trazem consigo uma carga teorica de relevante complexidade, vista de maneira mais a
fundo no ensino superior, porém de aplicabilidade uida e, portanto, de facil difusdo podendo
ser usada, mesmo com moderacdo, no Ensino Basico. Assim, é com esse entusiasmo, de
espalhamento da Teoria dos Grafos que se trabalha para a formagdo do pensamento critico e
matematico, com a capacidade de reduzir as barreiras dos desa o0s propostos todos os dias e 0s
seus conhencimentos construidos em sada de aula.

No tocante ao ensino da Matematica, deve-se levar em conta varios aspectos tais como
a natureza das competéncias que serdo estudadas, o motivo dessas serem incorporadas nc
curriculo e os alunos aos quais se destinam, isso com a nalidade da distingcdo do nivel de
compreensao e adequacédo do que se é ensinado e o que se pode construir através da modelagen
matematica.

Além disso, o0 ensino da Matematica deve abranger trés pilares tidos como fundamentais,
séo eles: Conceituacdo, Manipulacéo e Aplicacbes. Onde ambas ou em excesso ou em falta,
uma em relacdo a outra, costumam gerar um processo de aprendizagem nao efetiva ou mal
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sucedida. Tendo como objetivo a difusdo da Teoria dos Grafos, busca-se o equilibrio entre
teoria e pratica, trazendo a solidez do conhecimento especi co e contribuindo para a abstracéo
necessaria para desenvolver as modelagens matematicas e resolver problemas reais.

Inicialmente, buscaremos mostrar 0os aspectos historicos da Teoria dos Grafos, tais como
seu surgimento e desenvolvimento ao longo do tempo, além de suas contribuicbes para a
Matematica que conhecemos hoje. Em seguida, mostraremos, um exemplo da aplicabilidade
da Teoria dos Grafos no ensino da Matematica no contexto do ensino basico, sabendo que
ja € notéria sua empregabilidade no ensino superior em diversas areas como: engenharias,
neurociéncias, Fisica e Quimica, além, légico, da propria Matematica. Por seguinte, propomos
uma atividade condizente com o tema, a m de extrairmos informacdes conclusivas a respeito
do ensino de Grafos na Matemaética.
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2 TEORIA DOS GRAFOS

Neste capitulo sdo abordados concitos necessarios para o desenvolvimento do trabalho.
Aqui é apresentado as principais nocoes e resultados sobre a Teoria dos Grafos, contemplando
uma breve abordagem histérica até conceitos formais simples.

2.1 UM BREVE HISTORICO

A Teoria dos Grafos teve seu inicio na Europa do século XVIII na antiga cidade chamada
Konigsberg na Prucia (hoje, Kaliningrado na RuUssia) com o probleméetes Pontes de
Kdnigsberg Tal cidade era banhada pelo rio Pregel e continha duas ilhas e sete pontes. Apos
algum tempo os moradores da regido comecaram a questionar se era possivel partir de um ponto
gualquer da cidade, atravessar todas as pontes apenas uma vez e voltar para 0 mesmo ponto de
partida.

Leonhard Paul Euler (1707 - 1783) resolveu esse problema, pensando em um diagrama em
gue fosse possivel representar, sem perda de generalidade, 0 mapa da cidade. Representou cad:
margem e ilha, com um ponto e, cada ponte, com uma curva — hoje, chamamos esses pontos de
vérticese as curvas darestas Segundo (HARARY, 1969) a Teoria dos Grafos foi descoberta
varias vezes durante a historia, ou ainda, que varios problemas foram estudados isoladamente
por todo o mundo e se mostraram semelhantes por suas caracteristicas. Além disso, € importante
destacar que depois da demonstracéo de Euler em 1736, sobre o Problema das Sete Pontes de
Konigsberg, até o nal do século XIX, tiveram pouquissimos trabalhos (registrados) sobre o
assunto. No século seguinte o aleméo Gustav Robert Kirchhoff (1824-1887), em 1847, fez
uso dos modelos de grafos no estudo de circuitos elétricos, criando a teoria das arvores, que
€ uma classe de Grafos, para caracterizar conjuntos de ciclos independentes. Por seguinte o
matematico Arthur Cayley (1821-1895) com outra aplicacdo em 1857, agora na Quimica, onde
veio a apresentar a enumeracado dos isémeros dos hidrocarbonetos alifaticos saturados (que
também tém estruturas de arvores), em quimica organica. E, por m, o francés Marie Ennemond
Camille Jordan (1838-1922) em 1869, veio a trabalhar arvores de maneira estritamente analitica.
O primeiro livro didatico sobre a Teoria dos Grafos fdileeorie de endlichen und unendlichen
Graphenpublicado em 1936 (apenas 85 anos antes desse trabalho) e foi escrito pelo matematico
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hangaro Dénes Konig.

De acordo com (LOSS, 1981), no Brasil, o estudo da Teoria dos Grafos tem seu primeiro
registro em 1968 nd Simpdsio Brasileiro de Pesquisa OperaciondDesde entdo, varios
trabalhos vem sendo apresentados no decorrer dos anos. Embora o numero de livros brasileiros
gue tratam da Teoria dos Grafos e/ou suas aplicacdes ndo sejam tdo numerosas. Segundo
(BOAVENTURA NETTO, 2011) até 2010 apenas 7 livros publicados, embora o numero de
trabalhos apresentados como resultado de monogra as de graduacéo, dissertacdes de mestrado
e teses de doutorado vem crescendo em diversas areas como: pesquisa operacional, computacdo
planejamento, producédo, administracdo, economia, além, claro, da Matematica.

2.2 NOCOES BASICAS

Grafo é todoG = fV;Ag ondeV 6 0 é o conjunto devértices e A o conjunto de
arestas De maneira qu¥ = fvy;wo;vs;:i:ge A= faj;ar;as;:::g. No caso deste trabalho,

aresta deG, respectivamente, dé; e Ag. Portanto,G = fVg;Acg. E importante salientar,

ainda, que caso haja arestamplica que dois elementos dé estdo interagindo entre si,
denotado, genericamente par (v,u). Assim, cadaa esta ligado a dois veértices e v; -

nao necessariamente distintos. Aqui, temos também o conjunto das possiveis a@stada@le
AV)= f(vu)jvu2Vg, emqueA A(V). No caso em que = u, chamamos essa aresta
delaco, pois mostra uma relacao entre um vértice e ele mesmo. Essa relacdo também pode ser
chamada dalentidade. Embora haja lacos nos grafos das Figuras 1 e 2, ndo é objeto de estudos
deste trabalho estruturas semelhantes a essas. Vamos nos deter &afe®Simplesque

séo grafos sem lacos ou relacdes de identidade.

O par(v,u), por identi car arestas, usualmente tem sua escrita simpli cadapovu. Note
gue, por se tratar de arestas nao direcionadas, uv. Tomando outra notacao simpli cada,
podemos escrever2 Gea?2 G ao invés dé&/g e Ag, quando ndo houver confuséo de notacao.

Na literatura, grafos, como de nimos acima, sdo denominados por grafos simples; vértices
sdo chamados deerteces(inglés), pontos nds ou nodos arestas sdo chamadas eléges
(inglés),linhas até mesmadjgacao. Durante meus estudos, embora inicial, pude perceber que
um grafos pode ser uma representacdo simpli cada de um conjuriibjeios relacionados
ou nédo por alguma propriedade. Esses objetos séo representados pelos vértices e a relagado entre
esses, representadas por arestas.
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2.2.1 Grafos Planares

Um GrafoG é planar se esse pode ser representado por uma gura plana,
tragando uma linha (ou uma curva) entre dois ponfosv; (representando
0s vértices) sey = Vjv; € uma aresta d&, de maneira que as arestas nao
se cruzem. Na gura 1, temos um exemplo orde fVg;Agg, comVg =
fvi;Vo;V3; Vs Vs Veg € Ag = fag;ap;as;as; as;ag,a79g. Neste caso, temos um
grafo ndo orientado onde temos alguns exemplos de sua categoria.

Figura 1: Grafo G.

Fonte: Elaboracao prépria em 2018.

2.2.2 Subgrafos

Dado um grafoG = fV;Ag, chamamos dsubgrafode G todo grafoH =
fVeAY sev? Vv eA? A Em outras palavras, pakh ser subgrafo dé,
tem que ser, primeiro, um grafo e, depois, que todos os elementos (vértices e

arestas) dél pertencam &. Podemos denotar, assim, gde G.

Exemplo 1. Sejam um grafo G fV;Ag (gura 1) e seja H= fVCAY um
subgrafo de G, tal que 8&& fvs;v4;vsg e A= fag; a5 a7g. Conforme a gura
2 abaixo.
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Figura 2: Grafo H.

\% \%

az

V4

3

Fonte: Elaboracgao prépria em 2018.

Note que,fvo;Va;Vsg T Vi;Vo;V3;Va;V5;Ve0, bem comof as; ag; azg
faj a;as a4 a5, 86;a70. Dessa maneira é facil ver qu® V e A A,

garantindo quéi G.

Segue imediatamente abaixo outros dois conceitos faceis de entender e
gue nos ajudarao a compreender outras de nicOes apresentadas posteriormente

neste trabalho.

A ordem de um grafdG é dada pela cardinalidade do conjunto de vértices,
ou seja, pelo numero de vértices@eDada pela expressaygj ou #/g. Sendo

assim, um grafd@ tem ordenm se, e somente seY# = moujVgj = m.

O comprimento de um grafoG é de nido pela cardinalidade do conjunto
de arestas, ou seja, pelo quantidade de arest@s Dada pela expressaigj

ou #Ag. Com efeito, Um grafd tem comprimentm se, e somente seAg = n

OUjAgj = n.
2.2.3 Grau de um vértice de um grafo

Todo grafo é composto por, pelo menos, um vértices. Cada veértice tem seu
grau de nido pela quantidade de arestas incidentes nele. Com isso, a quantidade
de interacbes de um vértice de ne seu grau. Denotamos o grau de um vértice
v por f(v). Assim, xando um véritce) 2 V, a quantidade de aresta da forma

Vikv; 2 Adetermina o grau deg. (vide exemplo 2).
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Outra maneira de expressarmos o grau de um grafo é da seguinte forma: seja

G=fV;Agev?2V um vértice d&s. As interacdes de podem ser dadas por

Ng(v) = fu2 Vjvu2 Ag:

Dessa forma, como vimos anteriormente, o grau do vévtpede ser dado
pela quantidade de interacdes nesse veértice. Dai, &M= jNg(V)].

Exemplo2. Fazendo uso do grafo H do Exemplo 1, tomaremos cada vértice e

seus respectivos graus. Assim, tenfosn) = 1;T(va) = 3;1(vs) = 1.

Podemos, de nir, ainda o grau maximo e o grau minimo de um Grafo. O
primeiro é de nido pelo vértice de maior grau e a segunda é de nida pelo vértice

de menor grau.

Logo, o grau maximo e minimo sédo dados, respectivamenteD(@&y =
max f(v)jv2 Vged(G) = minf f(v)jv2 Vg.

Exemplo3. Dado o grafo G (ver Figura 1), podemos ver que o vértigam&o

tem arestas incidentes, logo nenhuma interacéo com o restante do grafo. Assim,
temos quéd|(ve) = Oe, portantod(G) = 0. Consequentemente, pelo fato de ser

0 vertice com mais incidéncia (sao quatro) o) de ne o grau maximo de G.
LogoD(G) = 4.

Mas o que aconteceria se tivermos um grafoom apenas vértices? E
se todos os veértices de um grafd tiverem o mesmo grau, todos diferente
de zero? No primeiro questionamento temos um grafo formado por apenas
pontos (vértices). Ja na segunda interrogativa, temos um grafo que contém
tanto vertices como arestas e isso mostra gue ambos os grafos sao de natureza
distintas. Porém, podemos apresentar uma resposta preeliminar que satisfaz
os dois questionamentos. Em cada grafo, o grau maximo e o0 grau minimo
coincidem. Para melhor entendimento, segue 0s proximos dois exemplos.
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Exemplo4. Seja o grafo & fV;Agcomd(J) = D(J) = 0. Como nao ha arestas
em J, também nao ha interacdes entre seus veértices. Isto caracteriza um grafo
totalmente desconexo (veremos mais a posteriore). Assim, uma boa reproducéo
de J é o0 seguinte.

Figura 3: Grafo J.

V2 V3
o o

[ [
V1 V4

Fonte: Elaboragéo prépria em 2018.

Notoriamente, indepedente do vértice que escolha o grau serd o mesmo.
Logo, maxt f(v)jv2 Vg = minf (v)jv2 Vg, pois,f(v) = 0, 8v2 V. Temos,
portanto,d(J) = D(J) = O:

Exemplo5. Seja agora um grafo W& fV; Ag, onde ha uma mesma quantidade
de interacdes entre seus veértices. Segue uma possivel interpretagdo gra ca.
Figura 4: Grafo W.

V2 V3
™ ®

@  J
V1 Vg

Fonte: Elaboracdo prépria em 2018.

Semelhantemente ao Exemplo 4, independente do vértice que escolha, a
quantidade de interacdes entre 0s vértices sera a mesma. Asanif] (v)jv 2
Vg = minf{(v)jv2 Vg, pois, (v) = 2, 8v2 V. Temos, portantogd(W) =
DW) = 2
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Note que, em um grafo, ndo importa a quantidade de vértices de mesmo

grau, e sim a quantidade de interacdes.

Exemplo6. Se tivermos um grafo & fV;Ag tal que, V= fvq;Vy;V3;Vs4; V50
com9(vy) = X, 1(v2) = v, N1(v3) = z,T(va) = X, T(vs) = y. Como, neste caso,
temos apenas trés valores possiveis de graus, o grau maximo sera o maior entre
eles. Ou seja, entrex e z. Isto éP(G) = maXx x;y;,zg. De manerira analoga,
d(G) = minf x;y; zg.

Neste ponto podemos introduzir alguns teoremas sobre a existéncia de um
grafo a partir do que vimos até agora. Isso porque existe uma relacdo de um
dado grafo enquanto aos graus de seus veértices. No seguinte, veremos que a
soma dos graus de um grafo é igual ao dobro da quantidade de arestas desse

mesmo grafo.

Teorema 1. Seja G= fV;Ag um grafo, simples e de comprimento n, ou seja,
sem arcos e com n arestas. Entao,

a 1(v= 2n:

V2Vg
DemonstracadoPara isso, utilizaremos da indugdo matematica.

Assuma que exist& = fV; Ag um grafo simples de comprimentg com a
seguinte propriedade
a T(v)= 2m:

V2VG
Vejamos pardGf 1;0g tem-se que o grau do unico vértice, obviamente é zero

(0) e que temos nenhuma arefta= 0). LogoP é verdade ent.

Seja agora um grafG® obtido a partir deG citado, imediatamente, acima

por alguma das operacdes a seguir:

Inserindo um vértice: o vérticeu inserido tem grau zero, pois nao esta
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conectado a nennhum outro vértice. Dessa mang(tg:= 0. Logo,

0+ & T(v)= 2m:
V2V0

Como a quantidade de arestas néo é alteRtEmbém é mantida e®°

Inserindo uma aresta: neste caso temos que a aresta inserida conecta dois
vértices deG . Logo, havera dois vértices que terdao seus graus acrescidos
de uma unidade. Assim,
1+1+ § TV =2+ § T1(V)= 2m+ 2= 2(m+ 1):
V2VGO VZVGO
Com isso, temos pelo principio de inducdo que a proprietaélererdadeira

para qualquer grafo simples.

Corolario 1. Seja G= fV;Ag um grafo simples. Entdo o nimero de vértices de

G, que possuam grau impar, € par.
DemonstracaoPara essa prova, nos apropriaremo3earema 1

Prova direta: Admita queG = fV;Ag € um grafo simples. Seja agana
0 numero de vértices de grau impar pertencent€s #eloTeorema 1
temos que o0 somatorio dos graus dos vértices deim nimero par. Logo
a quantidade de vértices de grau impar pertecerBesd sempre par.

Prova por contradicdo: Assuma qué = fV; Ag € um grafo simples. Seja

n a quantidade dos vértices @Geque tenham grau impar. Suponha, agora,
guen seja impar. Ocorre agora que 0 somatoério dos graus dos vértices de
G é impar, contradizendo®orema 1Logo, o numero de vértices de grau

impar pertencentes@é sempre par.
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2.3 GRAFOS ESPECIAIS

No gue segue, de niremos dois tipos de gra cos. O primeiro chamado de
grafo trivial, o segundo de grafo completo.

2.3.1 Grafo trivial

De nicdo 1. Um grafo G= fV; Ag é denominado dtivial, se este tiver apenas
um veértice, isto &\ = 1; Caso contréario, G é nao trivial.

Figura 5: Grafo Trivial. Figura 6: Grafo n&o-trivial mais simples.
\' V1 %)
L o [
Fonte: Elaboragao prépria em 2018. Fonte: Elaboragéo propria em 2018.

2.3.2 Grafo Completo

De nicdo 2. Um grafo G= Ky é denominado dgrafo completoem \§ se,
tomado quaisquer dois vertices distintos, estes sejam adjacentes. Assim, todos
0s vértices interagem uns com os outros® A(V). Dessa maneira, todos 0s
grafos completos de ordem n podem representar 0s mesmos casos e problemas
com cada ordem correspondente. Eles serédo denotadospor K

Figura 7. Grafo completo.

V5

Ve Vg

Vi V3

V2

Fonte: Elaboracao prépria em 2018.
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2.3.3 Complementar de um Grafo

De ni¢do 3. O complementarde G é o grafoG em \4, tal que As = fa2
A(V)jaz Agg. O complementar do grafo completo=CK, é chamado dgrafo
discreta Em um grafo discreto A= 0. O grafo discreto comumente pode ser

chamado degyrafo vazio.

Ou seja, o complemento de um grafo G, denotadoGya# o grafo simples
gue possui 0s mesmos veértices de G, de maneira que se dois vértices distintos

sdo adjacentes ef®, ndo sejam em G.

Exemplo 7. Considere os grafos representados a seguir, note que se caso
venhamos sobrepor um ao outro, nao teriamos arestas coincidentes. Perceba

também que a juncido de G cdé exatamente o grafo,K

Figura 8: GrafoG. Figura 9: GrafoG. Figura 10: GrafoG[ G = K.

Fonte: Elaboracao prépria em Fonte: Elaboragéo propria em Fonte: Elaboracao prépria em
2018. 2018. 2018.

2.3.4 Grafo regular

De nicdo 4. Um grafo G de ordem n € ditcegular, se todos seus vértices
apresentarem o mesmo grau. Cage1) = (v2)= = T(vh 1) = T(vn) = X,

G é denotado por-xegular ouregular de graux.

Por exemplo os grafos regulares representados nas guras 3, 4 e 7 que vimos
anteriormente. Na Figura 3 temos um grafo O-regular, na Figura 4 temos um

2-regular e a Figura 7 € um 5-regular.
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Mais geralmente, todo grafo discreto € um O-regular, e um grafo completo
Kn € (n 1)-regular. Em particular, &, = n(n 1)=2, e com isso Ag
n(n 2)=2 paratodo graf@& de ordem.

2.4 PASSEIO, CAMINHO E CICLO

Alguns assuntos em Teoria dos Grafos tém o papel de ferramentas
fundamentais para o entendimento de outros assuntos mais complexos, ou pelo
menos nao triviais, e que sdo de uso signi cativo no estudo e aplicacdo da
Matematica. E o caso dos conceitos de Passeio e Caminho. Primeiramente
abordaremos o que é um passeio e, desse conceito, abordaremos o que € um

caminho.

2.4.1 Passeio

Um passeiode comprimentok em um grafoG € uma sequéncia de

um passeio comeca em um vértice e termina em outro ndo necessariamente
distintos entre si. O cenario em que esse passeio tenha todas as arestas distintas
dizemos que esse passeio € uriha .

Quando um passeio contiver todos os vértices distintos — exceto,
possivelmente, o primeiro e o Ultimo — chamamos esse passeanteho.

Dizemos que dois vértices estao conectados se, e somente se, houver um
passeio entre eles. Esse passeio garante, sem importar a distancia entre esse:
vértices, que essas duas extremidades estao ligadas.

O comprimento de um passeio entre os vertices/, por exemplo, é dado

pela gantidade de arestas entre essas duas extremidades.

De nicao 5. Seja a= ujui+1 2 G as arestas de G paraZ [1;Kk]. A sequéncia
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W = ajay:::ax € umpasseiale comprimento k que vai de até y. ;. Podemos

aqui, dizer que ge a+1 sao adjacentes para tod@i[1;k 1]. Assim,
W:u! uw! ! Uc! Uk+1
ou, até mesmo

k
W:u ! Ukt 1:

Escreveremos v para dizer que esse passeio tem comprimento qualquer
e que vai deu atév. Podemos entender entdo de: u v sempre sera
um passeio especi cW/ = ajay:::ax. Para o comprimento de um pass@io
denotamo$Wj.

De nicdo 6. Seja W= ajay:::a, com(a = Ujuj+1) um passeio. Entao:

W éfechadq se 4 = Uy, 1;

W e umcaminha se U6 u;j 8i 6 j; exceto, possivelmente, o primeiro e o
altimo.

W ¢é unxiclo, se esse for fechado e@i uj+ 1 8 1= jexceto que U= Ug+ 1;

W é umcaminho trivial, se seu comprimento for nu{@Vj = 0). E facil

ver que um caminho trivial ndo tem arestas;

Para todo

W:u=u! ! Uk+1 =V

passeio em G, entao
W Liv=ue! ! u=u

também é um passeio em G chamadpaseio inversae W.

Um vértice u € om de um caminho P, se P inicia ou termina em u.
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A juncao de dois passeios comum mcomum;W veW:v wéum

passeio W\, :u  w. Isso porque ambos passeios tém um m v em comum.

Dois caminhos P e Q sao ditaksjuntosse nao tém vértices em comum, e

sao denominadasdependentese podem compartilhar apenas seus ns.
Claramente, o passeio inverso £de um caminho P também é um caminho.

A juncéo de dois caminhos nédo nessariamente € um caminho. Por exemplo,

basta tomar dois caminhos triviais.

Exemplo8. Sejam P e Q dois caminhos triviais distintos, entao sua juncdo nao

pode ser um caminho.

Figura11: P:u Figura12: Q:v
[ o
u Y
Fonte: Elaboracao prépria em 2018. Fonte: Elaboracgéo prépria em 2018.

Figura 13: JuncadPQ

[ [
u Vv

Fonte: Elaboracgéo prépria em 2018.

De fato, a resultante da juncao entre P e Q n&o pode ser um caminho pois a
condi¢cdo minima, de ser um grafo conectado, nao é atendida.

Exemplo 9. Sejam dois caminhos P e Q que tém apenas um vértice w em
comum, ou seja, ambos passam pelo vértice w de maneirague Pv ~ ve

Q:s w tcomPR Q= fwg. Ajuncao entre eles, de maneira alguma podera
ser um caminho. Para ns didaticos, nas contrucdes abaixo, representaremos o

simbolo” " por uma aresta.
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Figurald:Pr:u w v Figural5: Qi1:s w t
u \Y; w
w S t
Fonte: Elaboracao prépria em 2018. Fonte: Elaboragéo propria em 2018.

Figura 16: JungadP Q1

u \

S t

Fonte: Elaboragéo prépria em 2018.

De fato a juncad?Q; ndo € um caminho. Isso devido ao fato de que para

ser caminho, durante todo o passeid&@ uj 816 j. Nao e o que acontece. Pois

para um possivel passeio contemplando todas as arestas, seria preciso passal

mais de uma vez pav impossibilitando que esse passeio seja um caminho.

Um grafo que € um caminho, sem ciclo, de compriméntd temk vértices

e € denotado pd¥. Sek é par, dizemos que o caminh@ar, casok seja impar

0 caminho também sefenpar.

Exemplol10. P5; Ps5; Py;::: sdo caminhos impares, ja os caminhesHy, Ps; @ ::
sao caminhos pares.



2.4 PASSEIO, CAMINHO E CICLO 26

Figura 17: CaminhoP; Figura 18: CaminhoP,
b b d
[ ]
® [ )
a C a C
Fonte: Elaboracao prépria em 2018. Fonte: Elaboracéao prépria em 2018.

Um grafo que é também um ciclo de comprimekttem k vértices e &
denotado po€y. Casok seja par, chamamos os ciclo par. Caso contrario,

ou seja, s& for um nimero impar, chamamos o cicloidgar.

Exemplo11. C3;Cs;Cy;::: sdo ciclos impares, poréem, os ciclog, Cs;Cs; -

sao ciclos pares.

Figura 19: Ciclo C3 Figura 20: CicloCy4

b b Cc
[

@ @ @

a c a d

Claramente todos os caminhos de comprimé&rg#@o isomorfos entre si. Ou
seja, podem ser repreentado com um mesmo grafo. O mesmo acontece com 0s

"pedacos"de ciclos de comprimentos xados.
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2.5 CONEXIDADE DE GRAFOS

Uma ponto muito pertinente, também, na Teoria dos Grafos que reaciona-se
com o que acabamos de expor € o conceitoatexidade Esse € de extrema

importancia para a resolucao de varios problemas neste ramo da matematica.

De nicdo 7. Um grafo G é dito conexo quando, dados dois vértices quaisquer,
existe um caminho entre eles. Ou seja, para cada dois elementqes alaxie

um caminho que os ligam.

9Ps:u u;8i,j.
Exemplo 12. Grafos formados por caminhos disjuntos de forma alguma sao

conexos.

De maneira geral, grafos n&o conexos sao compostos de caminhos disjuntos.
Esses caminhos, isoladamente, podem ser confundidos como grafos menores

isolados entre si.

Exemplo 13. Considerando os gracos G e H das guras 21 e 22

respectivamente, observamos que G é claramente conexo enquanto H

desconexo.
Figura 21: G conexo. Figura 22: H n&o conexo.
w X c d
®
e f
——o
°
u % y b a
Fonte: Elaborag&o propria em 2018. Fonte: Elaborac&o prépria em 2018.

Veja que o grafo H (Figura 22) pode ser expresso pela juncao de dois
(sub)grafos disjuntos, os quais podem ser chamadosﬂje I-IQ de maneira

que H:HY H. Comisso, temos a jungadH? = H.
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Figura 23: HY. Figura 24: HY.

e f
——e

Fonte: Elaboracao prépria em 2018.
®

b a

Fonte: Elaboracao prépria em 2018.

Teorema 2.Seja G= fV;Ag um grafo simples e conexo de n vértices. Entéo,
G contém pelo menos nl arestas. Ou sejadtAc #Hg 1.

DemonstracdoAdote queG = fV;Ag € um grafo simples e conexo de
vértices. Sej& a propriedade de qué tenha pelo menas 1 arestas.

Note que pards = ff v1g;0g tem um vértice e nenhuma aresta. Logo, a
propriedadd® é verdadeira.

SejaG = fV;Ag um grafo simples e conexo com a propried&deescrita
acima, e a partir d& considere um graf@® obtido por meio de uma das

seguintes operacoes:

Inserindo um vértice: Para que o grafdG° permaneca conexo, é
necessario adicionarmos pelo menos mais uma aresta que o relacione com
outro vértice dez®. Neste cas&’tem (m+ 1) vérticesem=(m+ 1) 1

arestas. Logo, a propriedaBe® mantida.

Inserindo uma aresta: A inser¢cdo de uma aresta nao altera a propriedade
P. Pois, se tiver-mos arestas, mesmo assim, teremos pelo menog

arestas.

Assim, G tem(m+ 1) vértices e pelo menas=(m+ 1) 1 arestas como no

enunciado.
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Teorema 3.Seja G= fV;Ag um grafo simples e conexo de n vértices. Se G

contém mais do que nl arestas, entdo G tem pelo menos um ciclo.

DemonstracdoAdmita queG = fV;Ag é um grafo simples e conexo com
vérticies e mais da 1 arestas. Assinm; contém um ou mais subgrafos na
formaG®= fV;AGcomA®? AejAY=n 1, porém, come é conexo, teremos
que pelo menos um destes subgrafos é uma trilha. SErRd6V;AY a trilha

em questao, ou sejd&, nao tem ciclos. Com& tem mais do quea 1 arestas,
qualquer aresta d&; At que for transportada de paraT criard uma ligacao
alternativa entre dois vertices nos quais esta aresta esta relacionandoGLogo,
tem pelo menos um ciclo.

2.5.1 Pontes

No inicio do capitulo falamos sobre o problema inicial da teoria dos Grafos,
o das Pontes de Kdnigsberg. Esse problema gerou, também, um conceito bem

estabelecido, a saber o de pontes.

De nicdo 8. Uma aresta &2 G € umapontede G, s G a) tiver mais partes
conexas que G. Ou seja, ao retirar a poateem-se dois "pedacos"do grafo G,
assim, a quantidade de partes € maior sem a ponte do que com ela. Nota-se

gue, ao retirar uma ponte tem-se um grafo desconexo em algum par de vértices.

Em particular, e mais importante, uma aregtam um grafo conex& é
uma ponte se e somente (& a) € um grafo desconexo. Assim, temos que
para qualquer arest2 G, a= uv é uma ponte se e somentels® estdo em
diferentes componentes conexag@e a).

Exemplo 14. Seja o grafo G representado riagura 25, um grafo conexo e
a2 Ag. Ao retirarmos a aresta a, temos que 0 novo gr@o a) € desconexo
como podemos ver ragura 26. Sendo assim, pela de nicdo 8 temos que a
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€ uma ponte de G. Note que, além disso, a é a Unica ponte de G, logo, ao
suprimirmos uma aresta qualquer, desde que nao seja a asesiao teremos
um grafo desconexo.

Figura 25: G. Figura 26: (G a).
: | : Q :
Fonte: Elaboracao prépria em 2018. Fonte: Elaboragao prépria em 2018.

Teorema 4.Uma aresta &= uv2 G é uma ponte se, e somente &@a0 esta
em algum ciclo de G.

DemonstracaoPor contraposicéo, temog) ) Se existe um ciclo en®s que
contenhaa, digamosC = PaQ, entdoQP:v  u €& um caminho enG a.
Logo,a néo é ponte d&, pois ainda teremos um grafo conexo.

(( ) Sea= uvnéao € uma ponte, entape v estdo no mesmo componente
conexo deG a, e existe um caminh®:v uemG a. Agora,aP: u!

V  uéum ciclo enG.

2.5.2 Arvores

Vocé provavelmente ja deve ter visto uma arvore. Pois bem. Me re ro ao
vegetal de natureza frutifera ou ndo que possue rami cacoes e folhas. Porém,
Arvore também é o nome de uma das areas mais importantes da teoria dos

grafos, além de ser um importate aliado das tecnologias da informacao.

O conceito que conhecemos hoje sobre arvores tem trés protagonistas, a
saber, Kirchhoff (1847), Cayley (1857) e Jordan (1869). O primeiro criou a
teoria das arvores ao aplicar modelos de grafos para problemas de circuitos

elétricos, ja o segundo aplicou, embora na mesma linha de grafos, na quimica
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com a enumeracao de isbmeros de hidrocarbonetos alifaticos saturados. O

terceiro se deteve a uma abordagem puramente matematica.

De nicdo 9. Um grafo € denominadaciclica se nao tem ciclos. Um grafo
aciclico e desconexo é chamado deesta. Umaarvore € um grafo aciclico

conexo.

Pelo teorema 4 e pela de nicédo de arvores, temos o resultado seguinte.

Coroléario 2. Um grafo conexo é uma arvore se e somente se todas as arestas

sao pontes.

A seguir temos a classi cacao das arvores dadas as quantidades dos vértices.
E apesar de existirem varias provas, a primeira foi dada por Cayley em 1889.
Na prova em questéo é armado que existain! arvores possiveis em um
conjunto de vértice¥ com n elementos. Por precisar de elementos como

digrafos (que ndo apresentaremos aqui) omitiremos a prova.

Por outro lado, comparando com a quantidade de isomor smos de uma

arvore den vértices, temos que poucas arvores nao isomorfas.

Exemplo 15. Segundo a formula de Cayley, uma arvore cémeértices tem
76 = 1176494rvores possiveis. Porém, com apetasirvores nao isomorfos

entre si. llustramos:

Figura 27: Primeiro ndo isomorfo. Figura 28: Segundo ndo isomorfo.

Fonte: Elaboracao prépria em 2018. Fonte: Elaboracéo prépria em 2018.



2.5 CONEXIDADE DE GRAFOS

32

Figura 29: Terceiro nao isomorfo.

- |

Fonte: Elaboracao prépria em 2018.

Figura 31: Quinto ndo isomorfo.

<

Fonte: Elaboracao prépria em 2018.

Figura 33: Sétimo nédo isomorfo.

™ |

Fonte: Elaboracao prépria em 2018.

Figura 35: Nono nao isomorfo.

7

Fonte: Elaboracao prépria em 2018.

Figura 30: Quarto ndo isomorfo.

]

Fonte: Elaboracao prépria em 2018.

Figura 32: Sexto ndo isomorfo.

]

Fonte: Elaboracao prépria em 2018.

Figura 34: Oitavo nao isomorfo.

7

Fonte: Elaboracao prépria em 2018.

Figura 36: Décimo nao isomorfo.

N

Fonte: Elaboracao prépria em 2018.

Figura 37: Décimo primeiro nao isomorfo.

Fonte: Elaboracgéo prépria em 2018.

Dizemos que um camini®:u v émaximoemG, se ndo haum?2 G

de maneira qu®aou aP sejam um caminho. Comé; € nito, esse caminho
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existe.

Exemplol16. Suponha que P seja um caminhoWP v ( gura 38) que comeca
em u e termina em v um caminho maximo em G, iSso signi ca que ndo existe
caminho maior que conecta u a v. Caso exista uma arestaual ou a= v,

com y;Vv; 2 Vg entdo os novos caminhos aP ou Pa seriam caminhos maximos

em G.
Figura 38: CaminhoP.
v
® Vi
U e
u
Fonte: Elaboragéo prépria em 2018.
Figura 39: CaminhoaP. Figura 40: CaminhoPa.
Y v
eV Vi
U U e
u u
Fonte: Elaboracao prépria em 2018. Fonte: Elaboracao prépria em 2018.

Note que, caso tivéssomos os caminhos aP ( gura 39) ou Pa ( gura 40),

como aP> P e também Pa P, P ndo poderia ser um caminho maximo em G.

Teorema5.SejaP.u  vum caminho maximo em um grafo G. Entag(W
P. Além disso, se G é aciclico, entfifv) = 1.

DemonstragcdoSea= vw2 Ag comw 2 P, entdoPa também é um caminho,
0 que contradiz a suposi¢cao de maximilidade fparBortantd\Ng(v) P. Para
grafo aciclico, sevw?2 G, entaow pertence &, ewv é necessariamente a ultima

aresta dé® para que nao haja ciclos.
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2.5.3 Grafos Eulerianos

Leonard Euler, segundo (ORE, 1990), é considerado o primeiro matematico

a escrever um documento sobre o inicio do que conhecemos por Teoria dos
Grafos. Iniciou tal estudo, sobre essa teoria, analizando e tentando resolver
um problema conhecido como Problema das Pontes de Kdnigsberg. A cidade
de Konigsberg, na regido da Prussia, estava localizada nas margens e em
duas ilhas do rio Preguel, as quais eram ligadas por sete pontes, como vimos
anteriormente. Também vimos que a discussao entre os moradores da cidade
era: Sera possivel sair e retornar para casa, percorrendo a cidade toda cruzando
cada ponte apenas uma vez?

A contribuicdo de Euler no problema citado acima foi a demonstragcao de
gue o problema néo tinha solugdo. Generalizando, a solucédo do seu teorema
estava baseada em trés quesitos: se had mais de duas margens/ilhas as quai
leva um numero impar de pontes, entdo tal percurso é impossivel, (este era
0 caso de Konigsberg); caso o numero de pontes seja impar para exatamente
duas regibes (margens ou pontes), entdo, 0 percurso € possivel se comecar
em qualquer dessas regides; nalmente, caso ndo existam regides as quais
incidam um nimero impar de pontes, entdo o percurso quisto pode ser realizada

comecando a partir de qualquer regido da cidade.

De modo simpli cado pode ser dito que o trajeto do tipo descrito logo acima
(conhecido também como um Caminho Euleriano) so é possivel se e somente
se a quantidade de regides que contemplam um nimero impar de pontes € 0 ou
2. No caso, a cidade de Kdnigsberg tinha quatro regidoes onde uma contemplava
cinco e, as outras, trés pontes cada, de modo que nao era possivel um Caminho
Euleriano. Porém, como a guerra destruiu algumas pontes, na reconstrucao
e construcao de uma nova ponte o problema foi modi cado, mas a solucao

global de Euler se manteve e este passou a apresentar um percurso Euleriano.
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