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RESUMO

Neste trabalho trataremos da Teoria dos Grafos, nos aspectos históricos e teóricos somado

com uma proposta de atividade, partindo de algumas definições mais básicas e culminando na

possibilidade de prática em sala de aula objetivando elucidar a respeito da Teoria dos Grafos e

suas aplicações no cotidiano, bem como no meio acadêmico, além de sua viabilidade no ensino

de matemática. Como o resultado, a argumentação da viabilidade, que é contruida durante todo

o texto, fica mais evidente na proposta de atividade onde o foco é a aplicação da teoria (práxis)

para um aprendizado significativo.

Palavras-chave: Teoria dos Grafos; ensino de matemática; viabilidade.



ABSTRACT

In this work we will deal with Graph Theory, in the historical and theoretical aspects added

with an activity proposal, starting from some more basic definitions and culminating in the

possibility of classroom practice aiming to elucidate about Graph Theory and its applications

in daily life, as well as in academia, in addition to its feasibility in teaching mathematics. As

a result, the viability argument, which is constructed throughout the text, is more evident in

the activity proposal where the focus is on the application of theory (praxis) for meaningful

learning.

Keywords: Graph Theory; teaching of mathmatics; viability.
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1 INTRODUÇÃO

A Teoria dos Grafos é considerada atualmente como uma ferramenta e�ciente para

a modelagem matemática de problemas do nosso cotidiano. Baseado nesse fato, e na

mordenização do Currículo da Educação Básica, no que diz respeito a capacidade de abstração

de problemas bem como a interpretação dos mesmos por meio de diagramas, isso como uma das

habilidades fundamentais a serem desenvolvidas pelo estudante de Ensino Médio. Além disso,

é defesa de estudiosos como o matemático francês e professor da Universidade de Etienne

Ghys que o uso de Grafos no Ensino Básico com o objetivo de incentivar os estudantes a

encontrarem, de forma prática, uma representação abstrata para uma série de problemas que

podem ser apresentadas de diversas formas e maneiras possíveis. Porém, esses problemas

podem ser de fácil acesso, tratando do cotidiano comum, por exemplo, problemas envolvendo

�uxo de trânsito e internet (em um determinado espaço de tempo) ou problemas de mobilidade

urbana envolvendo a criação de esquemas de rotas otimizadas para o transporte público, coleta

seletiva, entrega de correspondências, dentre tantas possibilidades.

Este trabalho tem como objetivo o embasamento teórico da Teoria dos Grafos para

capacitá-la à modelagem e resolução de problemas que, vez ou outra, são ditas como simples,

contudo trazem consigo uma carga teórica de relevante complexidade, vista de maneira mais a

fundo no ensino superior, porém de aplicabilidade �uida e, portanto, de fácil difusão podendo

ser usada, mesmo com moderação, no Ensino Básico. Assim, é com esse entusiasmo, de

espalhamento da Teoria dos Grafos que se trabalha para a formação do pensamento crítico e

matemático, com a capacidade de reduzir as barreiras dos desa�os propostos todos os dias e os

seus conhencimentos construídos em sada de aula.

No tocante ao ensino da Matemática, deve-se levar em conta vários aspectos tais como

a natureza das competências que serão estudadas, o motivo dessas serem incorporadas no

currículo e os alunos aos quais se destinam, isso com a �nalidade da distinção do nível de

compreensão e adequação do que se é ensinado e o que se pode construir através da modelagem

matemática.

Além disso, o ensino da Matemática deve abranger três pilares tidos como fundamentais,

são eles: Conceituação, Manipulação e Aplicações. Onde ambas ou em excesso ou em falta,

uma em relação a outra, costumam gerar um processo de aprendizagem não efetiva ou mal
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sucedida. Tendo como objetivo a difusão da Teoria dos Grafos, busca-se o equilíbrio entre

teoria e prática, trazendo a solidez do conhecimento especí�co e contribuindo para a abstração

necessária para desenvolver as modelagens matemáticas e resolver problemas reais.

Inicialmente, buscaremos mostrar os aspectos históricos da Teoria dos Grafos, tais como

seu surgimento e desenvolvimento ao longo do tempo, além de suas contribuições para a

Matemática que conhecemos hoje. Em seguida, mostraremos, um exemplo da aplicabilidade

da Teoria dos Grafos no ensino da Matemática no contexto do ensino básico, sabendo que

já é notória sua empregabilidade no ensino superior em diversas áreas como: engenharias,

neurociências, Física e Química, além, lógico, da própria Matemática. Por seguinte, propomos

uma atividade condizente com o tema, a �m de extrairmos informações conclusivas a respeito

do ensino de Grafos na Matemática.
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2 TEORIA DOS GRAFOS

Neste capítulo são abordados concitos necessários para o desenvolvimento do trabalho.

Aqui é apresentado as principais noções e resultados sobre a Teoria dos Grafos, contemplando

uma breve abordagem histórica até conceitos formais simples.

2.1 UM BREVE HISTÓRICO

A Teoria dos Grafos teve seu início na Europa do século XVIII na antiga cidade chamada

Königsberg na Prúcia (hoje, Kaliningrado na Rússia) com o problema dasSete Pontes de

Königsberg. Tal cidade era banhada pelo rio Pregel e continha duas ilhas e sete pontes. Após

algum tempo os moradores da região começaram a questionar se era possível partir de um ponto

qualquer da cidade, atravessar todas as pontes apenas uma vez e voltar para o mesmo ponto de

partida.

Leonhard Paul Euler (1707 - 1783) resolveu esse problema, pensando em um diagrama em

que fosse possível representar, sem perda de generalidade, o mapa da cidade. Representou cada

margem e ilha, com um ponto e, cada ponte, com uma curva – hoje, chamamos esses pontos de

vérticese as curvas dearestas. Segundo (HARARY, 1969) a Teoria dos Grafos foi descoberta

várias vezes durante a história, ou ainda, que vários problemas foram estudados isoladamente

por todo o mundo e se mostraram semelhantes por suas características. Além disso, é importante

destacar que depois da demonstração de Euler em 1736, sobre o Problema das Sete Pontes de

Königsberg, até o �nal do século XIX, tiveram pouquíssimos trabalhos (registrados) sobre o

assunto. No século seguinte o alemão Gustav Robert Kirchhoff (1824-1887), em 1847, fez

uso dos modelos de grafos no estudo de circuitos elétricos, criando a teoria das árvores, que

é uma classe de Grafos, para caracterizar conjuntos de ciclos independentes. Por seguinte o

matemático Arthur Cayley (1821-1895) com outra aplicação em 1857, agora na Química, onde

veio a apresentar a enumeração dos isômeros dos hidrocarbonetos alifáticos saturados (que

também têm estruturas de árvores), em química orgânica. E, por �m, o francês Marie Ennemond

Camille Jordan (1838-1922) em 1869, veio a trabalhar árvores de maneira estritamente analítica.

O primeiro livro didático sobre a Teoria dos Grafos foi oTheorie de endlichen und unendlichen

Graphenpublicado em 1936 (apenas 85 anos antes desse trabalho) e foi escrito pelo matemático
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húngaro Dénes König.

De acordo com (LÓSS, 1981), no Brasil, o estudo da Teoria dos Grafos tem seu primeiro

registro em 1968 noI Simpósio Brasileiro de Pesquisa Operacional. Desde então, vários

trabalhos vem sendo apresentados no decorrer dos anos. Embora o número de livros brasileiros

que tratam da Teoria dos Grafos e/ou suas aplicações não sejam tão numerosas. Segundo

(BOAVENTURA NETTO, 2011) até 2010 apenas 7 livros publicados, embora o número de

trabalhos apresentados como resultado de monogra�as de graduação, dissertações de mestrado

e teses de doutorado vem crescendo em diversas áreas como: pesquisa operacional, computação,

planejamento, produção, administração, economia, além, claro, da Matemática.

2.2 NOÇÕES BÁSICAS

Grafo é todo G = f V;Ag onde V 6= /0 é o conjunto devértices e A o conjunto de

arestas. De maneira queV = f v1;v2;v3; : : :g e A = f a1;a2;a3; : : :g. No caso deste trabalho,

trataremos apenas com os grafos �nitos. Sendo de usoV = f v1;v2;v3; : : : ;vng e A =

f a1;a2;a3; : : : ;amg. Nessa altura, chamamos o conjunto de vértices deG e o conjunto de

aresta deG, respectivamente, deVG e AG. Portanto,G = f VG;AGg. É importante salientar,

ainda, que caso haja arestaa implica que dois elementos deV estão interagindo entre si,

denotado, genericamente pora = ( v;u). Assim, cadaa está ligado a dois vérticesvi e v j -

não necessariamente distintos. Aqui, temos também o conjunto das possíveis arestas deG onde

A(V) = f (v;u) j v;u 2 Vg, em queA � A(V). No caso em quev = u , chamamos essa aresta

delaço, pois mostra uma relação entre um vértice e ele mesmo. Essa relação também pode ser

chamada deidentidade. Embora haja laços nos grafos das Figuras 1 e 2, não é objeto de estudos

deste trabalho estruturas semelhantes a essas. Vamos nos deter aqui aosGrafos Simplesque

são grafos sem laços ou relações de identidade.

O par(v,u), por identi�car arestas, usualmente tem sua escrita simpli�cada pora= vu. Note

que, por se tratar de arestas não direcionadas,vu = uv. Tomando outra notação simpli�cada,

podemos escreverv 2 G ea 2 G ao invés deVG eAG, quando não houver confusão de notação.

Na literatura, grafos, como de�nimos acima, são denominados por grafos simples; vértices

são chamados deverteces(inglês), pontos, nós ou nodos; arestas são chamadas deedges

(inglês),linhas, até mesmo,ligação. Durante meus estudos, embora inicial, pude perceber que

um grafos pode ser uma representação simpli�cada de um conjunto deobjetos relacionados

ou não por alguma propriedade. Esses objetos são representados pelos vértices e a relação entre

esses, representadas por arestas.
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2.2.1 Grafos Planares

Um GrafoG é planar se esse pode ser representado por uma �gura plana,

traçando uma linha (ou uma curva) entre dois pontosvi e v j (representando

os vértices) seak = viv j é uma aresta deG, de maneira que as arestas não

se cruzem. Na �gura 1 , temos um exemplo ondeG = f VG;AGg, comVG =

f v1;v2;v3;v4;v5;v6g e AG = f a1;a2;a3;a4;a5;a6;a7g. Neste caso, temos um

grafo não orientado onde temos alguns exemplos de sua categoria.

Figura 1: Grafo G.

v3

v4

v2

v1

v5

v6

a1 a2

a3

a5
a7

a4

a6

Fonte: Elaboração própria em 2018.

2.2.2 Subgrafos

Dado um grafoG = f V;Ag, chamamos desubgrafode G todo grafoH =

f V0;A0g seV0 � V e A0 � A. Em outras palavras, paraH ser subgrafo deG,

tem que ser, primeiro, um grafo e, depois, que todos os elementos (vértices e

arestas) deH pertençam aG. Podemos denotar, assim, queH � G.

Exemplo 1. Sejam um grafo G= f V;Ag (�gura 1) e seja H= f V0;A0g um

subgrafo de G, tal que V0= f v2;v4;v5g e A0= f a5;a6;a7g. Conforme a �gura

2 abaixo.
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Figura 2: Grafo H.

v4

v2 v5

a5
a7

a6

Fonte: Elaboração própria em 2018.

Note que, f v2;v4;v5g � f v1;v2;v3;v4;v5;v6g, bem comof a5;a6;a7g �

f a1;a2;a3;a4;a5;a6;a7g. Dessa maneira é fácil ver queV0 � V e A0 � A,

garantindo queH � G.

Segue imediatamente abaixo outros dois conceitos fáceis de entender e

que nos ajudarão a compreender outras de�nições apresentadas posteriormente

neste trabalho.

A ordem de um grafoG é dada pela cardinalidade do conjunto de vértices,

ou seja, pelo número de vértices deG. Dada pela expressão:jVGj ou #VG. Sendo

assim, um grafoG tem ordemmse, e somente se, #VG = mou jVGj = m.

O comprimento de um grafoG é de�nido pela cardinalidade do conjunto

de arestas, ou seja, pelo quantidade de arestas deG. Dada pela expressão:jAGj

ou #AG. Com efeito, Um grafoG tem comprimenton se, e somente se, #AG = n

ou jAGj = n.

2.2.3 Grau de um vértice de um grafo

Todo grafo é composto por, pelo menos, um vértices. Cada vértice tem seu

grau de�nido pela quantidade de arestas incidentes nele. Com isso, a quantidade

de interações de um vértice de�ne seu grau. Denotamos o grau de um vértice

v por ¶(v). Assim, �xando um véritcevk 2 V, a quantidade de aresta da forma

vkvi 2 A determina o grau devk. (vide exemplo 2).
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Outra maneira de expressarmos o grau de um grafo é da seguinte forma: seja

G = f V;Ag ev 2 V um vértice deG. As interações dev podem ser dadas por

NG(v) = f u 2 Vjvu2 Ag:

Dessa forma, como vimos anteriormente, o grau do vérticev pode ser dado

pela quantidade de interações nesse vértice. Daí, vem:¶(v) = jNG(v)j.

Exemplo2. Fazendo uso do grafo H do Exemplo 1, tomaremos cada vértice e

seus respectivos graus. Assim, temos:¶(v2) = 1;¶(v4) = 3;¶(v5) = 1.

Podemos, de�nir, ainda o grau máximo e o grau mínimo de um Grafo. O

primeiro é de�nido pelo vértice de maior grau e a segunda é de�nida pelo vértice

de menor grau.

Logo, o grau máximo e mínimo são dados, respectivamente, porD(G) =

maxf ¶(v)jv 2 Vg ed(G) = minf ¶(v)jv 2 Vg.

Exemplo3. Dado o grafo G (ver Figura 1), podemos ver que o vértice v6 não

tem arestas incidentes, logo nenhuma interação com o restante do grafo. Assim,

temos que¶(v6) = 0 e, portanto,d(G) = 0. Consequentemente, pelo fato de ser

o vértice com mais incidência (são quatro), o¶(v2) de�ne o grau máximo de G.

LogoD(G) = 4.

Mas o que aconteceria se tivermos um grafoJ com apenas vértices? E

se todos os vértices de um grafoW tiverem o mesmo grau, todos diferente

de zero? No primeiro questionamento temos um grafo formado por apenas

pontos (vértices). Já na segunda interrogativa, temos um grafo que contém

tanto vértices como arestas e isso mostra que ambos os grafos são de natureza

distintas. Porém, podemos apresentar uma resposta preeliminar que satisfaz

os dois questionamentos. Em cada grafo, o grau máximo e o grau mínimo

coincidem. Para melhor entendimento, segue os próximos dois exemplos.
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Exemplo4. Seja o grafo J= f V;Ag comd(J) = D(J) = 0. Como não há arestas

em J, também não há interações entre seus vértices. Isto caracteriza um grafo

totalmente desconexo (veremos mais a posteriore). Assim, uma boa reprodução

de J é o seguinte.

Figura 3: Grafo J.

v1

v2 v3

v4

Fonte: Elaboração própria em 2018.

Notoriamente, indepedente do vértice que escolha o grau será o mesmo.

Logo, maxf ¶(v)jv 2 Vg = minf ¶(v)jv 2 Vg, pois,¶(v) = 0, 8v 2 V. Temos,

portanto,d(J) = D(J) = 0:

Exemplo5. Seja agora um grafo W= f V;Ag, onde há uma mesma quantidade

de interações entre seus vértices. Segue uma possível interpretação grá�ca.

Figura 4: Grafo W.

v1

v2 v3

v4

Fonte: Elaboração própria em 2018.

Semelhantemente ao Exemplo 4, independente do vértice que escolha, a

quantidade de interações entre os vértices será a mesma. Assim,maxf ¶(v)jv 2

Vg = minf ¶(v)jv 2 Vg, pois, ¶(v) = 2, 8v 2 V. Temos, portanto,d(W) =

D(W) = 2:
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Note que, em um grafo, não importa a quantidade de vértices de mesmo

grau, e sim a quantidade de interações.

Exemplo6. Se tivermos um grafo G= f V;Ag tal que, V= f v1;v2;v3;v4;v5g

com¶(v1) = x, ¶(v2) = y, ¶(v3) = z,¶(v4) = x, ¶(v5) = y. Como, neste caso,

temos apenas três valores possíveis de graus, o grau máximo será o maior entre

eles. Ou seja, entre x;y e z. Isto é,D(G) = maxf x;y;zg. De manerira análoga,

d(G) = minf x;y;zg.

Neste ponto podemos introduzir alguns teoremas sobre a existência de um

grafo a partir do que vimos até agora. Isso porque existe uma relação de um

dado grafo enquanto aos graus de seus vértices. No seguinte, veremos que a

soma dos graus de um grafo é igual ao dobro da quantidade de arestas desse

mesmo grafo.

Teorema 1.Seja G= f V;Ag um grafo, simples e de comprimento n, ou seja,

sem arcos e com n arestas. Então,

å
v2VG

¶(v) = 2n:

Demonstração.Para isso, utilizaremos da indução matemática.

Assuma que existeG = f V;Ag um grafo simples de comprimentom, com a

seguinte propriedadeP:

å
v2VG

¶(v) = 2m:

Vejamos paraGf 1; /0g tem-se que o grau do único vértice, obviamente é zero

(0) e que temos nenhuma aresta(m= 0). LogoP é verdade emG.

Seja agora um grafoG0 obtido a partir deG citado, imediatamente, acima

por alguma das operações a seguir:

� Inserindo um vértice: o vérticeu inserido tem grau zero, pois não está
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conectado a nennhum outro vértice. Dessa maneira:¶(u) = 0. Logo,

0+ å
v2VG0

¶(v) = 2m:

Como a quantidade de arestas não é alterada,P também é mantida emG0.

� Inserindo uma aresta:neste caso temos que a aresta inserida conecta dois

vértices deG . Logo, haverá dois vértices que terão seus graus acrescidos

de uma unidade. Assim,

1+ 1+ å
v2VG0

¶(v) = 2+ å
v2VG0

¶(v) = 2m+ 2 = 2(m+ 1):

Com isso, temos pelo princípio de indução que a propriedadeP é verdadeira

para qualquer grafo simples. �

Corolário 1. Seja G= f V;Ag um grafo simples. Então o número de vértices de

G, que possuam grau ímpar, é par.

Demonstração.Para essa prova, nos apropriaremos doTeorema 1.

� Prova direta: Admita queG = f V;Ag é um grafo simples. Seja agoran

o número de vértices de grau ímpar pertencentes aG. PeloTeorema 1,

temos que o somatório dos graus dos vértices deG é um número par. Logo

a quantidade de vértices de grau ímpar pertecentes aG é sempre par.

� Prova por contradição: Assuma queG= f V;Ag é um grafo simples. Seja

n a quantidade dos vértices deG que tenham grau ímpar. Suponha, agora,

quen seja ímpar. Ocorre agora que o somatório dos graus dos vértices de

G é ímpar, contradizendo oTeorema 1. Logo, o número de vértices de grau

ímpar pertencentes aG é sempre par.

�
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2.3 GRAFOS ESPECIAIS

No que segue, de�niremos dois tipos de grá�cos. O primeiro chamado de

grafo trivial, o segundo de grafo completo.

2.3.1 Grafo trivial

De�nição 1. Um grafo G= f V;Ag é denominado detrivial , se este tiver apenas

um vértice, isto é,#VG = 1; Caso contrário, G é não trivial.

Figura 5: Grafo Trivial.

v

Fonte: Elaboração própria em 2018.

Figura 6: Grafo não-trivial mais simples.

v1 v2

Fonte: Elaboração própria em 2018.

2.3.2 Grafo Completo

De�nição 2. Um grafo G= KV é denominado degrafo completoem VG se,

tomado quaisquer dois vértices distintos, estes sejam adjacentes. Assim, todos

os vértices interagem uns com os outros e A= A(V). Dessa maneira, todos os

grafos completos de ordem n podem representar os mesmos casos e problemas

com cada ordem correspondente. Eles serão denotados por Kn.

Figura 7: Grafo completo.

v1

v2

v3

v4

v5

v6

Fonte: Elaboração própria em 2018.
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2.3.3 Complementar de um Grafo

De�nição 3. O complementarde G é o grafoG em VG, tal que AG = f a 2

A(V)ja =2 AGg. O complementar do grafo completo G= Kn é chamado degrafo

discreto. Em um grafo discreto AG = /0. O grafo discreto comumente pode ser

chamado degrafo vazio.

Ou seja, o complemento de um grafo G, denotado porG, é o grafo simples

que possui os mesmos vértices de G, de maneira que se dois vértices distintos

são adjacentes emG, não sejam em G.

Exemplo 7. Considere os grafos representados a seguir, note que se caso

venhamos sobrepor um ao outro, não teríamos arestas coincidentes. Perceba

também que a junção de G comG é exatamente o grafo K4.

Figura 8: GrafoG.

Fonte: Elaboração própria em

2018.

Figura 9: GrafoG.

Fonte: Elaboração própria em

2018.

Figura 10: GrafoG[ G = K4.

Fonte: Elaboração própria em

2018.

2.3.4 Grafo regular

De�nição 4. Um grafo G de ordem n é ditoregular, se todos seus vértices

apresentarem o mesmo grau. Caso¶(v1) = ¶(v2) = � � � = ¶(vn� 1) = ¶(vn) = x,

G é denotado por x-regular ou regular de graux.

Por exemplo os grafos regulares representados nas �guras 3, 4 e 7 que vimos

anteriormente. Na Figura 3 temos um grafo 0-regular, na Figura 4 temos um

2-regular e a Figura 7 é um 5-regular.
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Mais geralmente, todo grafo discreto é um 0-regular, e um grafo completo

Kn é (n � 1)-regular. Em particular, #AKn = n(n � 1)=2, e com isso #AG �

n(n� 2)=2 para todo grafoG de ordemn.

2.4 PASSEIO, CAMINHO E CICLO

Alguns assuntos em Teoria dos Grafos têm o papel de ferramentas

fundamentais para o entendimento de outros assuntos mais complexos, ou pelo

menos não triviais, e que são de uso signi�cativo no estudo e aplicação da

Matemática. É o caso dos conceitos de Passeio e Caminho. Primeiramente

abordaremos o que é um passeio e, desse conceito, abordaremos o que é um

caminho.

2.4.1 Passeio

Um passeio de comprimentok em um grafoG é uma sequência de

alternâncias entre vértices e arestasv1;a1;v2;a2; : : : ;vk;ak;vk+ 1, de modo que

um passeio começa em um vértice e termina em outro não necessariamente

distintos entre si. O cenário em que esse passeio tenha todas as arestas distintas,

dizemos que esse passeio é umatrilha .

Quando um passeio contiver todos os vértices distintos – exceto,

possivelmente, o primeiro e o último – chamamos esse passeio decaminho.

Dizemos que dois vértices estão conectados se, e somente se, houver um

passeio entre eles. Esse passeio garante, sem importar a distância entre esses

vértices, que essas duas extremidades estão ligadas.

O comprimento de um passeio entre os vérticesu e v, por exemplo, é dado

pela qantidade de arestas entre essas duas extremidades.

De�nição 5. Seja ai = uiui+ 1 2 G as arestas de G para i2 [1;k]. A sequência
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W = a1a2 : : :ak é umpasseiode comprimento k que vai de u1 até uk+ 1. Podemos

aqui, dizer que ai e ai+ 1 são adjacentes para todo i2 [1;k� 1]. Assim,

W : u1 ! u2 ! � � � ! uk ! uk+ 1

ou, até mesmo

W : u1
k! uk+ 1:

Escreveremosu  v para dizer que esse passeio tem comprimento qualquer

e que vai deu até v. Podemos entender então queW : u  v sempre será

um passeio especí�coW = a1a2 : : :ak. Para o comprimento de um passeioW

denotamosjWj.

De�nição 6. Seja W= a1a2 : : :ak, com(ai = uiui+ 1) um passeio. Então:

� W éfechado, se u1 = uk+ 1;

� W é umcaminho, se ui 6= u j 8 i 6= j; exceto, possívelmente, o primeiro e o

último.

� W é umciclo, se esse for fechado e ui 6= ui+ 1 8 i = j exceto que u1 = uk+ 1;

� W é umcaminho trivial, se seu comprimento for nulo(jWj = 0). É fácil

ver que um caminho trivial não tem arestas;

� Para todo

W : u = u1 ! � � � ! uk+ 1 = v

passeio em G, então

W� 1 : v = uk+ 1 ! � � � ! u1 = u

também é um passeio em G chamado depasseio inversode W.

Um vértice u é o�m de um caminho P, se P inicia ou termina em u.
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A junção de dois passeios com um �m comum, W1 : u  v e W2 : v  w é um

passeio W1W2 : u  w. Isso porque ambos passeios têm um �m v em comum.

Dois caminhos P e Q são ditosdisjuntosse não têm vértices em comum, e

são denominadosindependentesse podem compartilhar apenas seus �ns.

Claramente, o passeio inverso P� 1 de um caminho P também é um caminho.

A junção de dois caminhos não nessariamente é um caminho. Por exemplo,

basta tomar dois caminhos triviais.

Exemplo8. Sejam P e Q dois caminhos triviais distintos, então sua junção não

pode ser um caminho.

Figura 11: P : u

u

Fonte: Elaboração própria em 2018.

Figura 12: Q : v

v

Fonte: Elaboração própria em 2018.

Figura 13: JunçãoPQ

u v

Fonte: Elaboração própria em 2018.

De fato, a resultante da junção entre P e Q não pode ser um caminho pois a

condição mínima, de ser um grafo conectado, não é atendida.

Exemplo 9. Sejam dois caminhos P e Q que têm apenas um vértice w em

comum, ou seja, ambos passam pelo vértice w de maneira que P: u  w  v e

Q: s w t com P\ Q= f wg. A junção entre eles, de maneira alguma poderá

ser um caminho. Para �ns didáticos, nas contruções abaixo, representaremos o

símbolo”  ” por uma aresta.
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Figura 14: P1 : u  w  v

u

w

v

Fonte: Elaboração própria em 2018.

Figura 15: Q1 : s  w  t

s

w

t

Fonte: Elaboração própria em 2018.

Figura 16: JunçãoP1Q1

u

w

v

s t

Fonte: Elaboração própria em 2018.

De fato a junçãoP1Q1 não é um caminho. Isso devido ao fato de que para

ser caminho, durante todo o passeio,ui 6= u j 8 i 6= j. Não é o que acontece. Pois

para um possível passeio contemplando todas as arestas, seria preciso passar

mais de uma vez porw impossibilitando que esse passeio seja um caminho.

Um grafo que é um caminho, sem ciclo, de comprimentok� 1 temk vértices

e é denotado porPk. Sek é par, dizemos que o caminho épar, casok seja ímpar

o caminho também seráímpar.

Exemplo10. P3;P5;P7; : : : são caminhos ímpares, já os caminhos P2;P4;P6; : : :

são caminhos pares.
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Figura 17: CaminhoP3

a

b

c

Fonte: Elaboração própria em 2018.

Figura 18: CaminhoP4

a

b

c

d

Fonte: Elaboração própria em 2018.

Um grafo que é também um ciclo de comprimentok tem k vértices e é

denotado porCk. Casok seja par, chamamos os ciclo depar. Caso contrário,

ou seja, sek for um número ímpar, chamamos o ciclo deímpar.

Exemplo11. C3;C5;C7; : : : são ciclos ímpares, porém, os ciclos C2;C4;C6; : : :

são ciclos pares.

Figura 19: Ciclo C3

a

b

c

Fonte: Elaboração própria em 2018.

Figura 20: Ciclo C4

a

b c

d

Fonte: Elaboração própria em 2018.

Claramente todos os caminhos de comprimentok são isomorfos entre si. Ou

seja, podem ser repreentado com um mesmo grafo. O mesmo acontece com os

"pedaços"de ciclos de comprimentos �xados.
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2.5 CONEXIDADE DE GRAFOS

Uma ponto muito pertinente, também, na Teoria dos Grafos que reaciona-se

com o que acabamos de expor é o conceito deconexidade. Esse é de extrema

importância para a resolução de vários problemas neste ramo da matemática.

De�nição 7. Um grafo G é dito conexo quando, dados dois vértices quaisquer,

existe um caminho entre eles. Ou seja, para cada dois elementos de VG exixte

um caminho que os ligam.

9 PG : ui  u j 8 i , j.

Exemplo12. Grafos formados por caminhos disjuntos de forma alguma são

conexos.

De maneira geral, grafos não conexos são compostos de caminhos disjuntos.

Esses caminhos, isoladamente, podem ser confundidos como grafos menores

isolados entre si.

Exemplo 13. Considerando os grá�cos G e H das �guras 21 e 22

respectivamente, observamos que G é claramente conexo enquanto H

desconexo.

Figura 21: G conexo.

u

w

v

x

y

Fonte: Elaboração própria em 2018.

Figura 22: H não conexo.

ab

c d

e f

Fonte: Elaboração própria em 2018.

Veja que o grafo H (Figura 22) pode ser expresso pela junção de dois

(sub)grafos disjuntos, os quais podem ser chamados de H0
1 e H0

2 de maneira

que H0
1;H0

2 � H. Com isso, temos a junção H0
1H0

2 = H.
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Figura 23: H0
1.

ab

c d

Fonte: Elaboração própria em 2018.

Figura 24: H0
2.

e f

Fonte: Elaboração própria em 2018.

Teorema 2.Seja G= f V;Ag um grafo simples e conexo de n vértices. Então,

G contém pelo menos n� 1 arestas. Ou seja,#AG � #VG � 1.

Demonstração.Adote queG = f V;Ag é um grafo simples e conexo den

vértices. SejaP a propriedade de queG tenha pelo menosn� 1 arestas.

Note que paraG = ff v1g; /0g tem um vértice e nenhuma aresta. Logo, a

propriedadeP é verdadeira.

SejaG = f V;Ag um grafo simples e conexo com a propriedadeP descrita

acima, e a partir deG considere um grafoG0 obtido por meio de uma das

seguintes operações:

� Inserindo um vértice: Para que o grafoG0 permaneça conexo, é

necessário adicionarmos pelo menos mais uma aresta que o relacione com

outro vértice deG0. Neste casoG0tem(m+ 1) vértices em= ( m+ 1) � 1

arestas. Logo, a propriedadeP é mantida.

� Inserindo uma aresta:A inserção de uma aresta não altera a propriedade

P. Pois, se tiver-mosn arestas, mesmo assim, teremos pelo menosn� 1

arestas.

Assim,G tem(m+ 1) vértices e pelo menosm= ( m+ 1) � 1 arestas como no

enunciado. �
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Teorema 3.Seja G= f V;Ag um grafo simples e conexo de n vértices. Se G

contém mais do que n� 1 arestas, então G tem pelo menos um ciclo.

Demonstração.Admita queG = f V;Ag é um grafo simples e conexo comn

vérticies e mais den� 1 arestas. Assim,G contém um ou mais subgrafos na

formaG0= f V;A0g comA0� A ejA0j = n� 1, porém, comoG é conexo, teremos

que pelo menos um destes subgrafos é uma trilha. SendoT = f V;A0g a trilha

em questão, ou seja,T não tem ciclos. ComoG tem mais do quen� 1 arestas,

qualquer aresta deAG � AT que for transportada deG paraT criará uma ligação

alternativa entre dois vértices nos quais esta aresta está relacionando. Logo,G

tem pelo menos um ciclo. �

2.5.1 Pontes

No início do capítulo falamos sobre o problema inicial da teoria dos Grafos,

o das Pontes de Königsberg. Esse problema gerou, também, um conceito bem

estabelecido, a saber o de pontes.

De�nição 8. Uma aresta a2 G é umapontede G, se(G� a) tiver mais partes

conexas que G. Ou seja, ao retirar a pontea tem-se dois "pedaços"do grafo G,

assim, a quantidade de partes é maior sem a ponte do que com ela. Nota-se

que, ao retirar uma ponte tem-se um grafo desconexo em algum par de vértices.

Em particular, e mais importante, uma arestaa em um grafo conexoG é

uma ponte se e somente se(G� a) é um grafo desconexo. Assim, temos que

para qualquer arestaa 2 G, a = uv é uma ponte se e somente seu;v estão em

diferentes componentes conexas de(G� a).

Exemplo14. Seja o grafo G representado naFigura 25, um grafo conexo e

a 2 AG. Ao retirarmos a aresta a, temos que o novo grafo(G� a) é desconexo

como podemos ver naFigura 26. Sendo assim, pela de�nição 8 temos que a
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é uma ponte de G. Note que, além disso, a é a única ponte de G, logo, ao

suprimirmos uma aresta qualquer, desde que não seja a arestaa, não teremos

um grafo desconexo.

Figura 25: G.

a

Fonte: Elaboração própria em 2018.

Figura 26: (G� a).

Fonte: Elaboração própria em 2018.

Teorema 4.Uma aresta a= uv2 G é uma ponte se, e somente se,a não está

em algum ciclo de G.

Demonstração.Por contraposição, temos:() ) Se existe um ciclo emG que

contenhaa, digamosC = PaQ, entãoQP : v  u é um caminho emG� a.

Logo,a não é ponte deG, pois ainda teremos um grafo conexo.

(( ) Sea = uv não é uma ponte, entãou e v estão no mesmo componente

conexo deG� a, e existe um caminhoP : v  u em G� a. Agora,aP : u !

v  u é um ciclo emG. �

2.5.2 Árvores

Você provavelmente já deve ter visto uma árvore. Pois bem. Me re�ro ao

vegetal de natureza frutífera ou não que possue rami�cações e folhas. Porém,

Árvore também é o nome de uma das áreas mais importantes da teoria dos

grafos, além de ser um importate aliado das tecnologias da informação.

O conceito que conhecemos hoje sobre árvores tem três protagonistas, a

saber, Kirchhoff (1847), Cayley (1857) e Jordan (1869). O primeiro criou a

teoria das árvores ao aplicar modelos de grafos para problemas de circuitos

elétricos, já o segundo aplicou, embora na mesma linha de grafos, na química



2.5 CONEXIDADE DE GRAFOS 31

com a enumeração de isômeros de hidrocarbonetos alifáticos saturados. O

terceiro se deteve a uma abordagem puramente matemática.

De�nição 9. Um grafo é denominadoacíclico, se não tem ciclos. Um grafo

acíclico e desconexo é chamado de�oresta. Umaárvore é um grafo acíclico

conexo.

Pelo teorema 4 e pela de�nição de árvores, temos o resultado seguinte.

Corolário 2. Um grafo conexo é uma árvore se e somente se todas as arestas

são pontes.

A seguir temos a classi�cação das árvores dadas as quantidades dos vértices.

E apesar de existirem várias provas, a primeira foi dada por Cayley em 1889.

Na prova em questão é a�rmado que existemnn� 1 árvores possíveis em um

conjunto de vérticesV com n elementos. Por precisar de elementos como

dígrafos (que não apresentaremos aqui) omitiremos a prova.

Por outro lado, comparando com a quantidade de isomor�smos de uma

árvore den vértices, temos que poucas árvores não isomorfas.

Exemplo 15. Segundo a fórmula de Cayley, uma árvore com7 vértices tem

76 = 117;649árvores possíveis. Porém, com apenas11 árvores não isomorfos

entre si. Ilustramos:

Figura 27: Primeiro não isomorfo.

Fonte: Elaboração própria em 2018.

Figura 28: Segundo não isomorfo.

Fonte: Elaboração própria em 2018.
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Figura 29: Terceiro não isomorfo.

Fonte: Elaboração própria em 2018.

Figura 30: Quarto não isomorfo.

Fonte: Elaboração própria em 2018.

Figura 31: Quinto não isomorfo.

Fonte: Elaboração própria em 2018.

Figura 32: Sexto não isomorfo.

Fonte: Elaboração própria em 2018.

Figura 33: Sétimo não isomorfo.

Fonte: Elaboração própria em 2018.

Figura 34: Oitavo não isomorfo.

Fonte: Elaboração própria em 2018.

Figura 35: Nono não isomorfo.

Fonte: Elaboração própria em 2018.

Figura 36: Décimo não isomorfo.

Fonte: Elaboração própria em 2018.

Figura 37: Décimo primeiro não isomorfo.

Fonte: Elaboração própria em 2018.

Dizemos que um caminhoP : u  v é máximo emG, se não há uma 2 G

de maneira quePa ou aP sejam um caminho. ComoVG é �nito, esse caminho
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existe.

Exemplo16. Suponha que P seja um caminho P: u  v (�gura 38) que começa

em u e termina em v um caminho máximo em G, isso signi�ca que não existe

caminho maior que conecta u a v. Caso exista uma aresta a= uiu ou a= vvi

com ui;vi 2 VG então os novos caminhos aP ou Pa seriam caminhos máximos

em G.

Figura 38: CaminhoP.

ui

u

v
vi

Fonte: Elaboração própria em 2018.

Figura 39: CaminhoaP.

ui

u

v
vi

Fonte: Elaboração própria em 2018.

Figura 40: CaminhoPa.

ui

u

v
vi

Fonte: Elaboração própria em 2018.

Note que, caso tivéssomos os caminhos aP (�gura 39) ou Pa (�gura 40),

como aP> P e também Pa> P, P não poderia ser um caminho máximo em G.

Teorema 5.Seja P: u v um caminho máximo em um grafo G. Então, NG(v) �

P. Além disso, se G é acíclico, então¶(v) = 1.

Demonstração.Sea = vw2 AG comw =2 P, entãoPa também é um caminho,

o que contradiz a suposição de maximilidade paraP. PortantoNG(v) � P. Para

grafo acíclico, sewv2 G, entãow pertence aP, ewvé necessáriamente a ultima

aresta deP para que não haja cíclos. �
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2.5.3 Grafos Eulerianos

Leonard Euler, segundo (ORE, 1990), é considerado o primeiro matemático

a escrever um documento sobre o início do que conhecemos por Teoria dos

Grafos. Iniciou tal estudo, sobre essa teoria, analizando e tentando resolver

um problema conhecido como Problema das Pontes de Königsberg. A cidade

de Königsberg, na região da Prússia, estava localizada nas margens e em

duas ilhas do rio Preguel, as quais eram ligadas por sete pontes, como vimos

anteriormente. Também vimos que a discussão entre os moradores da cidade

era: Será possível sair e retornar para casa, percorrendo a cidade toda cruzando

cada ponte apenas uma vez?

A contribuição de Euler no problema citado acima foi a demonstração de

que o problema não tinha solução. Generalizando, a solução do seu teorema

estava baseada em três quesitos: se há mais de duas márgens/ilhas às quais

leva um número ímpar de pontes, então tal percurso é impossível, (este era

o caso de Königsberg); caso o número de pontes seja ímpar para exatamente

duas regiões (margens ou pontes), então, o percurso é possível se começar

em qualquer dessas regiões; �nalmente, caso não existam regiões às quais

incidam um número ímpar de pontes, então o percurso quisto pode ser realizada

começando a partir de qualquer região da cidade.

De modo simpli�cado pode ser dito que o trajeto do tipo descrito logo acima

(conhecido também como um Caminho Euleriano) só é possível se e somente

se a quantidade de regiões que contemplam um número ímpar de pontes é 0 ou

2. No caso, a cidade de Königsberg tinha quatro regiões onde uma contemplava

cinco e, as outras, três pontes cada, de modo que não era possível um Caminho

Euleriano. Porém, como a guerra destruiu algumas pontes, na reconstrução

e construção de uma nova ponte o problema foi modi�cado, mas a solução

global de Euler se manteve e este passou a apresentar um percurso Euleriano.
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