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Resumo

MEDEIROS, F. B. Dimensao global forte e complexidade na categoria derivada.
2014. Tese (Doutorado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo,
Sao Paulo, 2014.

Apresentamos neste trabalho uma definicao de complexidade na categoria derivada de
complexos (limitados superiormente) de modulos sobre uma k-algebra de dimensao finita.
Um dos resultados que conseguimos foi uma relagao entre a complexidade de objetos in-
decomponiveis e a nogao de dimensao global forte. Mais especificamente, mostramos que a
existéncia de um objeto indecomponivel em D~ (mod A) com complexidade nao nula é condi-
¢ao suficiente para que A tenha dimensao global forte infinita. Também investigamos se existe
uma relagao entre as dimensoes global e global forte da classe das algebras shod (|CL99)).
Fomos motivados pela caracterizacao da classe das algebras quase inclinadas ([HRS96b])
em termos da sua dimensao global forte, dada por D. Happel e D. Zacharia em [HZ08|, e
pelo fato das algebras shod serem uma generalizacdo das algebras quase inclinadas. Nossa
conclusao foi que nao existe, em geral, uma caracterizacao das algebras shod em termos de
sua dimensao global forte. Isto é, mostramos que para cada inteiro d > 3 existe uma algebra

shod estrita cuja dimensao global forte é igual a d.

Palavras-chave: complexidade, categoria derivada, dimensao global forte, algebra shod.
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Abstract

MEDEIROS, F. B. Strong global dimension and complexity in the derived cate-
gory. 2014. Tese (Doutorado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao
Paulo, Sao Paulo, 2014.

We introduce in this thesis a definition of complexity in the derived category of bounded
above complexes of modules over a finite dimensional k-algebra. One of our result shows
a relationship between the complexity of indecomposable objects and the notion of strong
global dimension. More specifically, we prove that the existence of an indecomposable object
in D~ (mod A) whose complexity is not zero is a sufficient condition for A being of infinite
strong global dimension. We also investigate the existence of a relationship between the glo-
bal dimension and the strong global dimension of shod algebras (|CL99]). Our motivation
came from characterization of quasitilted algebras ([HRS96b]) by its strong global dimen-
sion, given by D. Happel and D. Zacharia in [HZ08|, and from the fact that shod algebras
are a generalization of quasitilted algebras. Our conclusion was that there is not in general
a characterization of shod algebras in terms of its strong global dimension. This conclusion
comes from the fact that we showed that for each integer d > 3 there exists a strictly shod

algebra whose strong global dimension is d.

Keywords: complexity, derived category, strong global dimension, shod algebra.
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A
mod A
P ou proj A
ind A
rad M
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gl.dim A
s.gl.dim A
Bi(M)
cx(M)
C(A)
C™(A)
C*(A)
K(A)
K~ (A)
KP(A)
D(A)
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D*(A)
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radical de Jacobson de um A-modulo M

dimenséao projetiva de um A-modulo finitamente gerado M
dimensao injetiva de um A-moédulo finitamente gerado M
dimensao global da algebra A

dimenséao global forte da algebra A

1-ésimo namero de Betti de um A-moédulo finitamente gerado M
complexidade de um A-modulo finitamente gerado M

categoria dos complexos sobre uma categoria aditiva A
subcategoria plena de C(A) dos complexos limitados superiormente
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cone de um morfismo de complexos f

i-ésimo numero de Betti de um objeto M*® de K~ (P) =2 D~ (mod A)
complexidade de um objeto M*® de K~ (P) =2 D~ (mod A)
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Introducao

Uma das motivagoes deste trabalho foi definir o conceito de complexidade na categoria
derivada de uma &lgebra. Primeiramente por que a nogao de complexidade — aparentemente
proposto em [Alp77| como uma forma de estudar o comportamento do crescimento dos ter-
mos de uma resolucao projetiva minimal de um dado médulo finitamente gerado sobre uma
algebra de grupo — tem se mostrado, nos ultimos anos, como uma interessante ferramenta
para estudar caracteristicas dos moédulos em componentes do carcas de Auslander-Reiten de
uma algebra de Artin, em especial das algebras de Artin autoinjetivas (vide, por exemplo,
[GZ09, GZ11, KZ11, Purl2]). Vale salientar que o conceito de complexidade tem sido estu-
dado em outras areas da matematica (vide, por exemplo, [Car83, Avr89, Avr10, EHTT04]).

Segundo, por que a categoria derivada de uma &algebra tem se mostrado bastante util em
teoria de representacoes de élgebras (vide, por exemplo, [Hap91, HRS96b, Hap01]), principal-
mente depois de resultados de D. Happel em [Hap88|. Por exemplo, foi a partir de resultados
deste trabalho que se deu uma caracterizacao das algebras quase inclinadas em termos de
categorias derivadas, que também foi dada por D. Happel em [Hap01] através de uma carac-
terizacao das categorias hereditarias abelianas com objetos inclinantes. Vale a pena lembrar
que a introdugao da nogao de objeto inclinante numa categoria abeliana, dada em [HRS96D],
tinha como objetivo encontrar um tratamento comum para a classe das algebras inclinadas
(|[HR82]) e para a classe das &lgebras canénicas (|[Rin90]) e, segundo os autores, foi a busca
por este tratamento comum que os levaram & definicao de élgebra quase inclinada.

Diante deste contexo, ja estavamos muito “préximos” da nogao de algebra hereditdria
por partes. Classe esta de algebras definida inicialmente em |[Hap88| como sendo aquelas
algebras cuja categoria derivada limitada é equivalente a categoria derivada limitada de uma
algebra hereditaria de dimensao finita H, isto é, derivadamente equivalente a uma algebra
hereditaria de dimensao finita. Neste mesmo trabalho, o autor caracterizou esta classe de
algebras como sendo as algebras inclinadas iteradas ([AHS81]), no caso de H ser do tipo de
representagao finito; e em [Hap87| no caso de H ser do tipo de representagao manso. Em
[HRS88|, os autores estenderam este resultado sem levar em conta o tipo de representagao
de H. Finalmente, ap6s os novos conceitos e ferramentas obtidos em [HRS96b|, deu-se a

seguinte nova definicdo para algebra hereditdria por partes.

Definigao ([HRS96a]) Seja A uma dlgebra de Artin. Dizemos que A € uma dlgebra heredi-
taria por partes, do tipo H, se existe uma categoria abeliana hereditdria H e uma equivaléncia

triangulada entre as categorias derivadas limitadas D®(mod A) e D*(H).
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Seja A uma algebra de dimensao finita sobre um corpo algebricamente fechado k (k = k).
D. Happel e I. Reiten provaram em [HR98| que se A é hereditaria por partes do tipo H,
entdao H tem objeto inclinante. Por outro lado, D. Happel mostrou em [Hap01] que existem
apenas dois tipos de categorias que sao derivadamente equivalentes a uma categoria abeliana
hereditaria com objeto inclinante. A saber, mod H, onde H é uma k-algebra hereditaria de
dimensao finita, ou mod C, onde C é uma k-algebra canonica de dimensao finita. Logo, a
algebra A é do tipo mod H ou do tipo mod C.

Foi a partir de uma caracterizagao homologica das &lgebras hereditarias por partes, dada
em |HZ08|, que fomos levados a um dos temas deste trabalho. A saber, a dimensdo global
forte de uma algebra.

Na década de 80, C. M. Ringel propo6s considerar o supremo dos comprimentos dos
complexos limitados indecomponiveis de modulos projetivos finitamente gerados (sobre uma
algebra de dimensao finita A). Esta nogao foi denominada, a posteriori, dimensao global forte
da &algebra A. Denotamos este invariante homolégico de A por “s.gl.dim A”. A. Skowroriski
retomou este assunto em [Sko87|, onde caracaterizou a classe das k-algebras de dimensao
global forte finita como sendo aquelas cuja algebra repetitiva (|[HW83]) é localmente de
suporte finito ([DS85]), para k algebricamente fechado. No final deste trabalho, o autor
sugere que seria interessante conhecer quando uma dada k-algebra, de dimensao finita, tem
dimensao global forte finita; e como a dimensao global forte depende da dimensao global. Mais
tarde, O. Kerner, A. Skowrorniski, K. Yamagata e D. Zacharia, em [KSYZ04], responderam
parcialmente a primeira questao. Eles mostraram que se A é uma k-algebra de dimensao finita
com rad?A = 0, entdo A tem dimensdo global forte finita se e somente se A ¢ hereditéria
por partes (também para k algebricamente fechado). Finalmente, quatro anos mais tarde, D.
Happel e D. Zacharia mostraram, em [HZ08|, que esta caracterizagdo também ¢ verdadeira
sem as hipoteses “rad?A = 07 e “k = k.

Quanto a segunda questao, nao parece que a dimensao global forte (finita) dependa da
dimensao global, como sugere, por exemplo, [HZ10]-(2.8). A saber, os autores mostram que

a algebra A = kQ/I, onde Q é de tipo A,,, para n impar, orientado linearmente,
Q=1& 282 ..y

e I = (o, aqas, ..., ap_10p,_2), é hereditaria por partes com gl.dim A = 2 e s.gl.dim A =
n—1.

Ainda nestes dois trabalhos, D. Happel e D. Zacharia se propuseram, dentre outras
coisas, a investigar a classe das algebras hereditarias por partes cuja dimensao global coincide
com a dimensao global forte. No primeiro deles, [HZ08|, viram que as algebras que tém
dimensao global e dimensao global forte iguais a 1 sdo justamente as algebras hereditarias nao
semisimples. Ainda nesta mesma direcdo, eles também obtiveram a seguinte caracterizagao

para as algebras quase inclinadas.

Teorema 1 ([HZO08|, Prop. 3.3) Seja A uma k-dlgebra de dimensao finita. As sequintes
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proposicoes sao equivalentes:
(i) gl.dimA =2 =s.gl.dimA.

(ii) A € uma dlgebra quase inclinada nao hereditdria. 0

No segundo trabalho, [HZ10], eles obtiveram o resultado seguinte, que de certa forma

esta relacionado com o teorema acima.

Teorema 2 ([HZ10], Cor. 2.12) Seja A uma dlgebra de dimensao finita sobre um corpo

algebricamente fechado. Se A € hereditdria por partes e
gl.dim A = d = s.gl.dim A,

entao pd X +id X < d + 1, para cada A-mddulo indecomponivel X . O

Apesar da caracterizacdo dada no teorema anterior ndo dizer muito sobre a classe das
algebras hereditéarias por partes que tém dimensao global igual a dimensao global forte, vimos
que esta caracaterizagao poderia servir como um “filtro” na hora de escolher uma classe de
algebras para estudar uma relagao similar & dada no Teorema 1. Nossa ideia, inicialmente, foi
estudar o caso d = 3. Neste contexto, aparecem a classe das algebras shod ([CL99]), ndo s6
por que generalizam as algebras quase inclinadas, mas também por que uma algebra shod A

que nao é quase inclinada (chamada de shod estrita) tem dimensao global igual a 3 e satisfaz
pd X +id X <341, para cada A-mo6dulo indecomponivel X.

Juntando os fatos e as questoes acima, foi natural pensarmos sobre a existéncia de um
resultado semelhante ao Teorema 1 para a classe das algebras shod estritas. Em caso negativo,
poderiamos pensar se para esta classe de dlgebras existiria pelo menos alguma relagao entre
as dimensoes global e global forte, como proposto em [Sko87|.

O primeiro passo, naturalmente, foi investigar se a classe das algebras shod estritas estaria
contida na classe das algebras hereditdrias por partes, ou seja, se toda algebra shod estrita

teria dimensao global forte finita. Porém, a k-algebra kQ/I onde @ é o carcés
.

/ \ .

NS

o <~

e I é o ideal de k@ gerado pelos caminhos de comprimento 2, é um exemplo de algebra shod
estrita que nao é hereditdria por partes (para detalhes, veja o Exemplo 3.4.2). Em particular,

uma das implicacoes dada no Teorema 1 para o caso shod estrita nao vale.
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ian isto, m investigar resu ria vali I ntando- i-
Diante disto, passamos a estigar se o resultado seria vélido acrescentando-se a h
potese “hereditaria por partes” & classe das algebras shod estritas. Porém, mais uma vez,

encontramos um contraexemplo. A saber, a k-algebra A = kQ/I onde @ é o carcas

e I é o ideal de kQ gerado pelos caminhos de comprimento 2, é uma &lgebra que satisfaz a
igualdade
gl.dim A = 3 =s.gl.dim A

e que nao ¢ shod (estrita) — para detalhes, veja o Exemplo 3.4.3. Em particular, ndo vale uma
das implicacoes do Teorema 1, para o caso shod, mesmo quando acrescentamos a hipotese
“hereditaria por partes”.

A partir destes contraexemplos e de uma conversa com, & epoca, estudante de pos-
doutorado do IME-USP, Heily Wagner, pensamos que um dos seus resultados do doutorado
poderia ser um caminho para determinar um limitante para a dimensao global forte da
classe das algebras shod estritas (hereditarias por partes). A saber, nossa ideia seria usar o
Teorema 1 juntamente com o fato de que toda algebra shod estrita poder ser escrita como
um tipo especial de pullback de algebras A — B e C' — B, onde as algebras A e C sao
quase inclinadas ([CW]). O resultado principal do Capitulo 3 mostra que tal limitante
também nao existe. Isto é, mostramos que para cada inteiro d > 3, existe uma algebra
shod estrita cuja dimensao global forte é igual a d (vide Teorema 3.4.4). Na prova deste
resultado, usamos: uma caracterizagao das algebras shod strings, dada por J. Bélanger e C.
Tosar ([BT05]); um resultado de R. Bautista e S. Liu que determina um limitante para a
dimensao global forte de uma classe especial de algebras hereditarias por partes (|[BL13|);
e a nogao de diagramas escada, defina neste trabalho em 3.3.5. Desses diagramas e de um
resultado de [HZO08| foi possivel construir complexos indecomponiveis a partir do cone de
certos morfismos na categoria de homotopia de complexos.

Voltemos a primeira motivacao deste trabalho: definir o conceito de complexidade na
categoria derivada. O que foi feito no Capitulo 2. Inicialmente, definimos a sequéncia dos
numeros de Betti de um objeto da categoria de homotopia de complexos limitados superi-
ormente. Dai, para definir a sequéncia de Betti de um objeto da categoria derivada limi-
tada superiormente usamos a bem conhecida equivaléncia (triangulada) entre D~ (mod A) e
K~ (projA), onde A é uma k-algebra de dimensao finita e proj A é a subcategoria plena de
mod A dos modulos projetivos. Aqui, a nogao de complexo radical fez o papel da nogao de
resolugao projetiva minimal, que é usada para definir a sequéncia de Betti de um modulo.
E, naturalmente, definimos a complexidade de um objeto da categoria derivada como sendo
a complexidade da sequéncia dos niimeros de Betti deste objeto.

Para que a sequéncia de Betti de um dado objeto de K~ (proj A) estivesse bem definida,
precisamos de alguns resultados de [Kra05]. Mais especificamente, do resultado que garante
que todo complexo cujas componentes sao moédulos projetivos finitamente gerados pode ser

escrito como uma soma direta de um complexo homotopicamente minimal com um complexo
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homotopicamente nulo; e que, além disso, o somando homotopicamente minimal é unicamente
determinado, a menos de isomorfismos (vide Teorema 2.1.6). Neste contexto, mostramos que
a nogao de complexo homotopicamente minimal é equivalente ao conceito de complexo radical
e isso nos permitiu definir a sequéncia dos ntimeros de Betti de um objeto de K~ (proj A)
através de seu somando radical.

Ainda no Capitulo 2, mostramos que nossa definicdo de complexidade estende a nogao
de complexidade na categoria de médulos e que algumas propriedades de complexidade de
modulos podem ser reproduzidas em objetos da categoria derivada. Além disso, vimos que a
existéncia de objetos indecomponiveis de D~ (A) com complexidade ndo nula esté relacionada
com a dimensao global forte de A. Mais especificamente, mostramos no Teorema 2.4.13 que
se existe um objeto indecomponivel em D~ (A) cuja complexidade é maior ou igual a 1, entao
A tem dimenséao global forte infinita. Acreditamos que vale a reciproca deste resultado, pelo
menos para o caso em que rad’A = 0. Esta discussdo ¢ tratada somente no Capitulo 4,
devido a necessidade de algumas ferramentas utilizadas no Capitulo 3, tais como o critério
de Bautista-Liu (Teorema 3.2.5) e a nogao de diagramas escada (Definigdo 3.3.5). Outro
resultado, do Capitulo 4, que gostariamos de destacar é o Teorema 4.2.2, que da condicoes
sobre o carcas ordinario de uma algebra A, com rad?A = 0, para que ela seja hereditaria por
partes. Tal teorema complementa, portanto, o critério de Bautista-Liu.

Como de praxe, reservamos o capitulo inicial para apresentar ao leitor um resumo dos
principais conceitos utilizados ao longo dos capitulos seguintes. A saber, categorias e funtores;
categorias aditivas, abelianas e Krull-Schmidt; categoria de complexos, categoria de homoto-
pia de complexos e categorias derivadas. Para o leitor familiarizado com estes conceitos, o
Capitulo 1 pode ser evitado sem maiores prejuizos.

Assumimos conhecidos os conceitos e propriedades da categoria de modulos sobre um
anel associativo com unidade e, em especial, sobre uma k-algebra, onde k é um corpo. Sobre
estes temas, indicamos como referéncia os livros “Rings and categories of modules”, [AF92];
Algebres et modules: Cours et exercices”, [Ass97]; “Representation theory of Artin algebras”,
[ARS97]; e “Elements of the representation theory of associative algebras, vol. 17, [ASS06].

Antes de encerrar é importante salientar que todas as dlgebras consideradas neste traba-
lho, a menos de mencao em contrario, sao algebras associativas com unidade e de dimensao
finita sobre um corpo algebricamente fechado k£, mesmo tendo consciéncia de que muitos dos
conceitos e resultados, aqui apresentados, valem num contexto mais geral. Para denota-las,

escolhemos a décima primeira letra do alfabeto grego, A.
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Capitulo 1

Conceltos basicos

Apresentaremos neste capitulo uma compilacdo dos conceitos de categorias e funtores;
categorias aditivas, abelianas e Krull-Schmidt; categoria de complexos, categoria de homotopia
de complexos e categorias derivadas.

Como enfatizado na Introducao, todas as dlgebras consideradas neste trabalho, a menos
de mensao em contrario, sao algebras associativas com unidade e de dimensao finita sobre um
corpo algebricamente fechado k. Resevamos a letra grega “A” para tais algebras. Além disso,
denotamos por Mod A a categoria dos A-modulos & direita; por mod A a subcategoria plena
de Mod A cujos objetos sdo os A-mddulos finitamente gerados; por proj A, ou simplesmente
por P, a subcategoria plena de mod A cujos objetos sdo A-mddulos projetivos; por ind A a
subcategoria plena de mod A cujos objetos sdo A-mo6dulos indecomponiveis; e por rad M o
radical de Jacobson de M € Mod A. Finalmente, quando mencionarmos “A-médulo” estaré
subentendido, a menos de mencao em contririo, que se trata de um modulo finitamente
gerado a direita sobre uma k-algebra de dimensao finita A, onde escreveremos, algumas

vezes, simplesmente M € mod A.

1.1 Categorias e funtores

Apresentamos nesta se¢do o conceito de uma categoria e definimos as nocoes de mo-
nomorfismo, epimorfismo, secdo, retragdo e isomorfismo em uma categoria qualquer. As
definicoes de pullback, pushout e soma direta, bem conhecidas na categoria de moédulos, tam-
bém serao apresentadas para uma categoria arbitraria. Os conceitos de funtor e equivaléncia

de categorias também serao abordados nesta segao.

Categorias e subcategorias

Definigao 1.1.1 Uma categoria C € dada por uma classe ObC, cujos elementos sao cha-
mados de objetos de C, uma classe HomC, cujo elementos sao chamados de morfismos de

C, e uma operag¢ao parcial bindria o definida em HomC, tais que:

(a) a cada par ordenado de objetos X,Y € ObC, associamos um conjunto Home(X,Y) tal

que:
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e HomC = Uy ycobexobe Home(X,Y); e

e Home(X,Y) =Home(Z,U) se e somente se X =Z eY =U.

(b) para cada tripla ordenada de objetos X,Y,Z € Ob(C), a operagao
o: Home(Y, Z) x Home(X,Y) — Home(X, Z), (g, f) —go f,

(chamada de composigao de f e g), estd definida e tem as duas sequintes propriedades:

e ho(go f) = (hog)of, para toda tripla de morfismos f € Home(X,Y),g €
Home (Y, Z),h € Home(Z,U); e

e para cada X € ObC existe um elemento 1x € Home (X, X), chamado morfismo
identidade de X, tal que se f € Home(X,Y) e g € Home(Z, X), entao folx = f
elxog=y.

Notagoes: Escreveremos, algumas vezes,
e X €(C aoinvésde X € Ob(;

e Hom(X,Y) ao invés de Home (X, Y'), quando nao houver dividas sobre a categoria em

questao;

e f: X—>YouX i) Y ao invés de f € Home(X,Y), e diremos que f é um morfismo

de X em Y ou que f é um morfismo com dominio X e codominio Y; e
e que um diagrama na categoria C da forma

xt.oy

h g

é comutativo para dizer que sao iguais as composicoes de morfismos go f e [ o h.

Definigao 1.1.2 Dizemos que uma categoria C' é uma subcategoria da categoria C se todo
objeto de C' é um objeto de C, se todo morfismo em C' é um morfismo em C, se a composi¢ao é
a mesma em C' e C e se o morfismo identidade 1y € Home: (X, X) coincide com o morfismo
identidade 1x € Home (X, X), para todo objeto X € C'.

Assim, se X e Y sao dois objetos de C’, entao
Home/ (X,Y) € Home(X,Y).

Se esta inclusao é uma igualdade para todo X,Y € C’, dizemos que C' é uma subcategoria

plena de C.
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Objetos e morfismos especiais

Definigao 1.1.3 Sejam C uma categoria e f: X — Y um morfismo de C. Chamaremos o

morfismo [ de:

(a) um endomorfismo de X quando X =Y.

(b) wm monomorfismo se fou = fowv implica que u = v, para todo par de morfirmos u, v

com codominio X. Em diagrama:

(c) um epimorfismo se uo f = vo f implica que u = v, para todo par de morfirmos u,v com

dominio Y. Em diagrama:

v 7

(d) wma retragao se existe um morfismo f':' Y — X tal que f o f' = 1y. Em diagrama:

Y
77

/

»
X ——Y
f

(e) uma segao se existe um morfismo f”:Y — X tal que f" o f = 1x. Em diagrama:

x—t.vy

s
;
4
P f”
X

(f) wm isomorfismo se f € uma retragao e uma se¢do. Neste caso, dizemos que X ¢é isomorfo

a'Y e escrevemos X =Y. Em diagrama:

e

I
/,/

x oy

/
/
/
» f//
X
Da comutatividade do diagrama acima, temos que

flleof/:fllol}/:f//-

Neste caso, chamaremos f' = f" de inversa de f e a denotaremos por f~'.
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Listamos na proposicao seguinte uma série de resultados que envolvem os morfismos que

definimos acima.

Proposigao 1.1.4 Sejam f: X =Y eg: Y — Z dois morfismos da categoria C.
(a) Se f € uma retragao, entao f é um epimorfismo.
(b) Se f é uma segao, entao f é um monomorfismo.

(c) Se f e g sio monomorfismos (respectivamente, epimorfismos), entao a composta g o f

também € um monomorfismo (respectivamente, epimorfismo).

(d) Se f e g sao retragées (respectivamente, segoes), entao a composta go f também é uma

retragao (respectivamente, se¢@o).

(e) Se a composta go f € um isomorfismo, entao g € um retragcao e f € uma segao. O

Definigao 1.1.5 (a) Dados dois morfismos X1 fﬁl X <f—2 Xo em uma categoria C, diremos

que o diagrama comutativo
P2
Y — X,

W e

Xl — X
f1

€ um pullback de fi e fo se satisfaz a sequinte propriedade universal: para todo par de
morfismos py: Y — X1 eph: Y — Xa tais que frop| = faoph, existe iinico morfismo

[:Y' =Y tal quep) =prof eph=paof. Isto € o diagrama sequinte € comutativo.

(b) Dados dois morfismos X1 <f—1 X fHQ X9 em uma categoria C, diremos que o diagrama
comutativo
x-Ix

"

X2*>P
P2

€ um pushout de f1 e fo se satisfaz a sequinte propriedade universal: para todo par de

morfismos py: X1 — P’ eph: Xo — P’ tais que pyo f1 = pho fa, existe iinico morfismo



1.1 CATEGORIAS E FUNTORES 11

f: P — P tal que py = fopi eph= fops. Isto é, o diagrama sequinte € comutativo.

Caso exista o pullback de dois morfismos em C, ele é tinico no seguinte sentido:

Lema 1.1.6 Seja

P, x,

N

X1 —X
fi

um pullback dos morfismos f1 e fa. Se o diagrama sequinte

/
P2
P —= X,

| e

X1 —X

1

também € um pullback de fi1 e fo, entdao existe um tnico isomorfismo f: P — P’ tal que

pr=piofepr=phof. O

Analogamente ao lema acima para um diagrama pullback, tem-se que se existe o pushout

de dois morfismos em C, ele é tinico a menos de isomorfismos.

Funtores
Definigao 1.1.7 Sejam C e C' duas categorias. Um funtor covariante F': C — C’ consiste:
(a) de uma aplicagao que associa a cada objeto X de C um objeto F(X) de C'; e

(b) para cada par ordenado de objetos X,Y € C, de uma aplicagao
Fxy:Home(X,Y) — Home/ (F(X), F(Y)),
tal que

e Fxx(1x) = 1px)-

e Fxz(gof)=Fxy(g)oFyz(f), para cada par de morfismos X L YeY -1 7

em C.
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Quando nao houver perigo de confusao, denotaremos Fx y(g) simplesmente por F(g).

Exemplo 1.1.8 (a) Seja C' uma subcategoria de C. Existe um funtor natural, chamado de
inclusdo, J: C' — C definido para cada objeto X € C' por J(X) := X e para cada
morfismo f de C' por J(f) := f. Se C' = C, o funtor inclusio é chamado funtor
identidade e denotado por 1¢: C — C.

(b) Sejam C,C" e C" trés categorias ¢ F: C — C' ¢ G: C' — C" dois funtores. O funtor
composi¢ao Go F' de C em C" ¢ definido por (Go F)(X) := G(F (X)), para todo objeto
X eC,e(GoF)(f):=G(F(f)), para todo morfismo f em C.

Lema 1.1.9 Sejam F: C — C' um funtor e f um morfismo em C.
(a) Se f € uma retragao em C, entao F(f) é uma retragao em C'.

(b) Se f é uma secao em C, entao F(f) € uma se¢io em C'. O

Definigao 1.1.10 Sejam F,G: C — C' dois funtores. Definimos um morfismo funtorial ou
uma transformacao natural ¥: F' — G, de F em G, como sendo uma classe de morfismos

em C'
Uy: F(X) = G(X), Xec,

tal que para todo morfismo f: X —Y em C, o diagrama sequinte é comutativo.

F(X) 25 G(x)

Sejam F, G, H: C — (' trés funtorese ¥: F — G e ®: G — H dois morfismos funtoriais.
O morfismo funtorial composicio ® o ¥: F — H é definido por

(PoV)x :=dx o Uy,

para todo objeto X € C. Para todo funtor F: C — (', definimos o morfismo funtorial
identidade 1p: F'— F por (1p)x = 1p(x).

Sejam F,G: C — C' dois funtores e ¥: F — G um morfismo funtorial. Dizemos que
U ¢ um isomorfismo funtorial se para cada objeto X € C, ¥y ¢ um isomorfismo em C’.
Vemos, entao, facilmente que os morfismos \I'}l definem um morfismo funtorial de G em F,
o qual denotamos por V™': G — F e o chamamos de inversa de W. Logo, U: ' — G ¢é
um isomorfismo funtorial se e somente se existe um morfismo funtorial ®: G — F' tal que
Vod=1gePoV =1p.

Definigao 1.1.11 Duas categorias C e C' sao ditas equivalentes se existe dois funtores

F:C — C eG:C — C e dois isomorfismos funtoriais F o G — 1lor e Go F —» 1¢.
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Neste caso, os funtores F' e G sao chamados equivaléncias e G € chamado um quase inverso
do funtor F.

Existe um critério bem conhecido que permite dizer quando duas categorias C e C’ sao
equivalentes. Para tanto, precisamos das defini¢oes seguintes: dizemos que um funtor F' de
C em C’ é denso quando para cada objeto Y € (’, existe um objeto X € C e um isomorfismo
F(X) =5 Y em C'; ¢ fiel quando a aplicacdo Fx y & injetora, para todo par de objetos
X,Y € C;eé pleno quando a aplicagao F'x y € sobrejetora, para todo par de objetos X,Y € C.

Teorema 1.1.12 Sejam C e C' duas categorias. Um funtor F: C — C' € uma equivaléncia

se e somente se F' € fiel, pleno e denso.

Prova. Veja, por exemplo, Teorema 2.5 do Apéndice A de [ASS06]. O

1.2 Categorias aditivas e abelianas

Apresentamos nesta secdo os conceitos de categoria aditiva e categoria abeliana, além
de objetos e morfismos especiais destas classes de categorias. Dentre os quais, veremos as
defini¢oes de morfismo idempotente e objeto indecomponivel, assim como alguns resultados
que relacionam estes conceitos entre si e com as nogoes de ntcleo e conticleo. Alguns dos
resultados e notagbes podem ser encontrados em, por exemplo, “Abelian categories with

applications to rings and modules”, [Pop73|.

Soma direta, niicleo e conticleo

Definigao 1.2.1 Seja C um categoria e considere X1 e Xo dois objetos de C. Uma soma
direta (ou um coproduto) de X; e Xo em C é um objeto S junto com morfismos t1: X1 — S
e to: Xo — S satisfazendo a sequinte propriedade universal: para todo Y € C e morfismos

fi: Xi = Yefo: Xo—=Y, existe um dnico morfismo f: S =Y fazendo o sequinte diagrama

Y
A
ny
\

X1 —/=5<—Xo

comutativo.

Note que se a soma direta de dois objetos existe, ela é tinica, a menos de isomorfismos.
Neste caso, denotaremos por {11: X1 — X1 @ Xo,12: Xo — X7 @ X3} a uma destas somas
direta; cada ¢;: X; — X1 @ Xy serd chamado de inclusdo candnica; e dados fi1: X1 — Y e

fo: X9 — Y, denotaremos por
f=h ) XieXs —Y

o tnico morfismo f em C tal que fo; = f;, parai=1,2.
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Definigao 1.2.2 Um objeto 0 em uma categoria C é chamado de objeto zero em C se para
cada X € C, existe um unico morfismo f: 0 — X e um dnico morfismo g: X — 0. Neste
caso, diremos que um morfismo f: X — Y € um morfismo zero se ele se fatora pelo objeto

ZETO0.

Note que se 0 e 0 sao dois objetos zero da categoria C, entao 0 = (0'. Além disso, se C
possui objeto zero, entao cada conjunto Home(X,Y') tem exatamente um morfismo zero, o

qual serd denotado, também, por 0.

Definigao 1.2.3 Sejam C uma categoria com objeto zero e f: X — Y um morfismo em C.

(i) Um nucleo de f é um objeto Nucf juntamente com um morfismo u: Nucf — X satis-

fazendo as sequintes condigoes:

(a) fou=0;e
(b) para todo objeto Z de C e para todo morfismo h: Z — X tal que foh =0, existe

um tnico morfismo h': Z — Nucf tal que h =uoh/'.

Equivalentemente, um nicleo de f € dado pelo sequinte diagrama de pullback.

Nucf ——=0

‘|

X——Y
!

(ii) Um conucleo de f € um objeto Conucf juntamente com um morfismo p: Y — Conucf

satisfazendo as sequinte condigoes:

(a) pof=0;e
(b) para todo objeto Z de C e para todo morfismo g: Y — Z tal que go f =0, existe

um tnico morfismo g': Conucf — Z tal que g = g’ o p.

Equivalentemente, um conicleo de f € dado pelo sequinte diagrama de pushout.

Ty

bk

—— Conucf

Segue-se do Lema 1.1.6 (e de seu dual) que caso exista o niicleo (ou conticleo) de um
morfismo, ele é inico a menos de isomorfismos. Além disso, o morfismo u: Nucf — X é um

monomorfismo e o morfismo p: Y — Conucf é um epimorfismo.

Nucf — X Ty py Conucf
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Categorias aditivas

Definigao 1.2.4 Uma categoria C € uma categoria aditiva se as seguintes condi¢oes sao

satisfeitas:
(A1) existe soma direta em C para quaisquer X,Y € C;
(A2) C é uma categoria com objeto zero;

(A3) para cada par de objetos X,Y € C, o conjunto Home(X,Y') é munido de uma estrutura

de grupo abeliano; e
(A4) para cada tripla de objetos X,Y,Z de C, a composi¢ao de morfismos em C
o: Hom(Y, Z) x Hom(X,Y) — Hom(X, Z)
¢ bilinear, isto €, (f + f')og=fog+ flogefo(g+g)=fog+ fog, para todo
f,f € Hom(Y,Z) e g,¢g € Hom(X,Y).

Proposigao 1.2.5 Sejam C uma categoria aditiva e X1 e Xo dois objetos de C. Entdo, o
conjunto {t1: X1 — X1 ® Xo,19: Xo — X1 @ Xo} € uma soma direta em C de X1 e Xy se e
somente se existem dois morfismos m1: X1 ® X9 — X1 e mo: X1 @& Xo — Xo, chamados de

projecoes candnicas associadas a t1 e tg, tais que:
(a) L1 0T + 1y 0Ty = 1X1€BX2;' e
(b) mpoe=0=mg004.

Neste caso, dados dois morfismos g1: Z — X1 e go: Z — Xo, existe um unico morfismo

g: Z — X1 ® Xy tornando o seguinte diagrama comutativo.

XX 6X s X,

A
\g ! /
g1 | 91
VA

Dados dois morfismos g1: Z — X1 e go: Z — X5 na categoria aditiva C, denotaremos

por

= ). z—=x0x
g2

o tnico morfismo g em C tal que m; 0 g = g;, para i = 1,2, onde cada m;: X1 ® Xo — X; é a

projecao canonica.

Lema 1.2.6 Sejam C uma categoria aditiva e f: X — Y um morfismo em C com nicleo

u: Nucf — X e conicleo p: Y — Conucf. Entdo,
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(a) f € um monomorfismo se e somente se Nucf = 0;

(b) f é um epimorfismo se e somente se Conucf = 0. a

Exemplo 1.2.7 Seja R um anel associativo com 1.

(a) A categoria Mod R — cujos objetos sao R-mddulos a direita e, para cada par de objetos
M,N € Mod R, o conjunto de morfismos entre M e N ¢é o conjunto de Hompg(M, N)
de todos os homomorfismos de R-maddulos & direita — € aditiva. Também € aditiva a

categoria mod R de todos os mddulos finitamente gerados sobre R.

(b) A subcategoria plena Proj R de Mod R, consistindo dos mddulos projetivos sobre R, é
uma categoria aditiva. Também € aditiva a subcategoria plena proj R de mod R, dos

modulos projetivos finitamente gerados sobre R.

Daremos outros exemplos de categorias aditivas nas segoes 1.5 e 1.7.

Objetos indecomponiveis e morfismos idempotentes

Definigao 1.2.8 Seja C uma categoria qualquer. Dizemos que X' € C é um sub-objeto de
X € C se existe um monomorfismo u: X' — X. Neste caso, diremos que u € uma inclusao
de X' em X.

Sejam C uma categoria aditiva e X7 e X2 dois sub-objetos de X. Entao existe um tnico

morfismo s: X7 & X9 — X fazendo o seguinte diagrama comutativo,

X
A
%sy
I

Xi— X190 Xo5—Xo

onde: (a) ¢;: X; — X1® Xo, ¢ = 1,2, sao as inclusdes canonicas; e (b) u;: X; — X, 1 =1,2,
sao as inclusoes de X; em X. Chamaremos s de morfismo soma e diremos que X7 e X9 sao
suplementares quando s: X1 @ X9 — X for um isomorfismo. Neste caso, diremos que X7 é

um suplementar de Xo, e vice-versa.

Proposigao 1.2.9 Sejam C uma categoria aditiva e X1 um sub-objeto de X. Sio equivalen-

tes as sequinte condigoes:
(a) X1 tem um suplementar.

(b) Eziste um sub-objeto Xo de X tal que o morfismo soma
s: X1 Xo—> X

€ um isomorfismo.
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(c) A inclusio de Xy em X, uy: X7 — X, é uma se¢ao. O

Um sub-objeto X7 de X que verifica uma das condi¢Ges da proposi¢ao acima é dito um

somando direto de X.

Definigao 1.2.10 Sejam C uma categoria qualquer e p: X — X um endomorfismo em C.
Dizemos que ¢ € idempotente se ¢ = . E, se além disso, existe morfismos p: X — Y e

u:Y — X tais queuop = epou=1ly, dizemos que ¢ € um idempotente que cinde.

Note que se ¢: X — X é um endomorfismo tal que “uop =9 e pou = 1y”, entao ¢ é
idempotente, pois
p? = (uop)o(uop)=uolyop=uop=ep.
Lema 1.2.11 Sejam C uma categoria aditiva e ¢: X — X um morfismo idempotente. Fn-

tao:

(a) 1x — ¢ é um morfismo idempotente.

(b) ¢ cinde se e somente se o morfismo 1x — ¢ tem naicleo.
(c) ¢ cinde se e somente se o morfismo 1x — ¢ tem coniicleo.

(d) Seup: X1 — X ewug: Xo — X sao nicleos de 1x — ¢ e ¢, respectivamente, entdo

X = X1 ® Xo, sendo uy e ug as inclusoes candénicas. O

Definigao 1.2.12 Um objeto X de uma categoria aditiva C é chamado indecomponivel se
X ndo € o objeto zero de C e se de um isomorfismo da forma X =2 X1 @& Xo deduzimos que
X1 =0 ou Xo=0.

Devida a importancia da bem conhecida caracterizagao seguinte para objetos indecom-
poniveis, usada aqui principalmente nos exemplos, e da auséncia de referéncias para uma

prova — até onde podemos verificar —, achamos conveniente apresentar uma prova.

Proposigao 1.2.13 Seja C uma categoria aditiva em que todo idempotente cinde e seja
X um objeto de C. Entao, X € indecompononivel se e somente se 0 e 1x sdo os unicos

idempotentes de End(X).

Prova. (=) Suponha que X é indecomponivel e seja ¢ € End(X) um idempotente. Entao,
1x — ¢ também é idempotente por Lema 1.2.11-(a). Por hipotese, ¢ e 1x — ¢ cindem. Segue
de 1.2.11-(b) que ¢ = 1x — (1x — ¢) tém nucleo e de 1.2.11-(d) Nucy é um somando direto
de X. Logo, como Xé indecomponivel, Nucy = X ou Nucy = 0. No primeiro caso, tem-se

que ¢ = 0. No segundo caso, ¢ é um monomorfismo e, portanto, ¢ o = ¢ = o 1x implica

que ¢ = ly.
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(<) Suponha que 0 e 1x sao os tnicos idempotentes de End(X) e seja X; um somando
direto de X. Entao, da Proposicao 1.2.9, a inclusao de X; em X, uy: X1 — X, é uma secao,
ou seja, existe p1: X — X tal que p; ou; = 1x,. Logo, ¢ := uj op; € End(X) é um
idempotente e, portanto, u; o p; = 0 ou u3 o p; = 1x. No primeiro caso, p1 = 0 (por u; ser
um monomorfismo) e assim 0 = p; ou; = lx,, ou seja, X; = 0. No segundo caso, tem-se que

u1 € uma retragdo e, portanto, u; é um isomorfismo de X; em X. O

Funtores aditivos
Sejam C e C’ duas categorias aditivas e F': C — C’ um funtor. Dizemos que F preserva

somas diretas se, para qualquer par de objetos X1, X9 € C, os morfismos
F F
F(Xy) it F(X1 & Xo) ) F(X2),
induzidos pelas inclusoes canénicas X3 2L X B X, ¢ X5, nos dao o seguinte isomorfismo

F(Xl (&) XQ)
F(u1) A F(e2)

|
F(X)) e F(X0) & F(X2) ~— F(Xa).

O funtor F é aditivo se ele preserva somas diretas e se, para cada par de objetos X,Y € C,

a aplicacao Fxy satisfaz

F(f +g) = F(f) + F(g), para todo f, g € Home(X,Y),

Categorias abelianas
Seja C uma categoria com objeto zero em que todo morfismo admite um nitcleo e um
conticleo. Entdo, para cada morfismo f: X — Y, existe um tnico morfismo f em C tornando

o seguinte diagrama comutativo

Nucf —= X Y P Conucf

S

Conucu —= > Nucp,

onde u': Nucp — Y ¢é o niicleo de p e p’: X — Conucu é o contcleo de u. O objeto Nucp
serd chamado de imagem de f e denotado por Imf. Em particular, Imf é Gnico a menos de

isomorfismos.

Definigao 1.2.14 Uma categoria C é uma categoria abeliana se:

(Abl) C € aditiva; e
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(Ab2) cada morfismo f: X — Y admite um nicleo u: Nucf — X e um conicleo p: Y —

Conucf e o morfismo induzido f: Conucu — Nucp € um isomorfismo.

Note que do Lema 1.2.11 podemos concluir que todo morfismo idempotente em uma
categoria abeliana cinde. Juntando este fato com a Proposicao 1.2.13, temos o resultado

seguinte.

Corolario 1.2.15 Sejam C uma categoria abeliana e X € C. Entao, X € indecompononivel

se e somente se 0 e 1x sdo os unicos idempotentes de End(X). O

Exemplo 1.2.16 Seja R um anel associativo com 1.

(a) A categoria Mod R € uma categoria abeliana. De fato, seja f: M — N um homomor-

fismo de R-mddulos. Entao,

o Nuc(f) :={me M : f(m) =0} e a inclusao de submddulos u: Nuc(f) — M é

um nicleo de f;

e Conuc(f) := N/Im(f) e a proje¢io canénica p: N — Conuc(f) € um conicleo de
f, onde Im(f) :={f(m): me M}; e

e como consequéncia do Teorema de Isomorfismos para R-mddulos, o homomorfismo
f: X/Nuc(f) — Im(f), do item (Ab2) da Definicio 1.2.14, é um isomorfismo.

(b) A subcategoria plena mod R de Mod R nao €, em geral, uma categoria abeliana. Isto
ocorre porque o nicleo de homomorfismos entre mddulos finitamente gerados nao € em
geral um mddulo finitamente gerado. No entanto, € sabido que mod R € uma categoria
abeliana se e somente se R € um anel noetheriano. Em particular, se A € uma k-dlgebra

de dimensao finita, a categoria mod A € abeliana.

(c) A subcategoria plena Proj R (respectivamente, proj R) de Mod R (respectivamente, mod R)
nao é em geral uma categoria abeliana, visto que o nicleo de homomorfismos entre mo-
dulos projetivos nao € necessariamente um mddulo projetivo. Porém, se R € um anel

hereditdrio (a direita), entao Proj R é uma categoria abeliana.

1.3 Categorias Krull-Schmidt

Apresentamos nesta secao algumas caracterizacoes daquelas categorias em que vale o
Teorema de Krull-Schmidt. Tivemos como base as notas “Krull-Remak-Schmidt categories

and projective covers”, [Kral2].

Definicao 1.3.1 Uma categoria aditiva C é chamada de uma categoria Krull-Schmidt! se
todo objeto X de C possui uma decomposicio X = X1 ®--- P X, onde cada X; € um objeto

indecomponivel cujo anel de endomorfismos Ende(X;) € local.

'E comum encontrar a denominacéo categoria Krull-Remak-Schmidt.
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Observagao 1.3.2 A menos de isomorfismos e permutagdes, a decomposicao de um objeto
como soma direta de indecomponiveis com anel de endomorfismos local, em uma categoria
Krull-Schmidt, € unica. Uma prova deste fato pode ser encontrada em, por exemplo, Prop.
3.2.1 de [Kral2].

Proposigao 1.3.3 Seja R um anel associativo com 1. Sao equivalentes as sequintes condi-

coes:

(a) R tem um conjunto ortogonal completo de idempotentes {e1,...,e,} em que cada e;Re;

€ um anel local.
(b) mod R ¢ uma categoria Krull-Schmidt.

(c) O mddulo Rr admite uma decomposicao R = P, @ --- @ P, tal que cada P; tem anel de

endomorfismos local.
(d) Todo R-mddulo simples admite uma cobertura projetiva.

(e€) Todo R-mddulo finitamente gerado admite uma cobertura projetiva.

Prova. As equivaléncias (b) < (c) < (d) < (e) s@o justamente a Proposigao 3.1.1 de [Kral2]
e as equivaléncias (a) < (d) < (e) s@o demonstradas, por exemplo, no Teorema 27.6 de
[AF92]. 0

Um anel é semiperfeito se ele satisfaz uma das condigoes da proposicao anterior. Uma
boa referéncia sobre a teoria de anéis semiperfeitos é a Secao 27 de [AF92].

A partir desta defini¢do, temos a seguinte caracterizagao para categorias Krull-Schmidt.

Teorema 1.3.4 ([Kral2|, Cor. 3.2.3) Uma categoria aditiva C é uma categoria Krull-
Schmidt se e somente se todo idempotente de C cinde e Ende(X) é um anel semiperfeito,
para todo X € C. |

Veremos que a partir da caracterizacao acima é possivel concluir que mod A e proj A sao
categorias Krull-Schmidt sempre que A for uma &algebra de dimensao finita sobre um corpo

k (n@o necessariamente algebricamente fechado).

Definigao 1.3.5 Seja k um corpo qualquer. Uma categoria C € chamada de k-categoria se,
para cada par de objetos X,Y € C, o conjunto Home(X,Y) é munido de uma estrutura de
k-espago vetorial tal que a composicao de morfismos em C € uma aplica¢do k-bilinear. Se
além disso, dimy Hom(X,Y) < oo, para todo par de objetos X,Y € C, dizemos que C é uma

k-categoria Hom-finita.

Note que para qualquer objeto X de um k-categoria C (respectivamente, Hom-finita), o
grupo End¢(X) é uma k-algebra (respectivamente, de dimensao finita), onde o produto é a

composi¢ao de morfismos e 1 = 1x.
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Exemplo 1.3.6 Sejam k um corpo e A uma k-dlgebra. Entdo Mod A e mod A sdo exemplos
de k-categorias. E no caso em que dimp A < oo, tem-se que mod A € uma k-categoria Hom-
finita.

Corolario 1.3.7 Seja C uma k-categoria aditiva Hom-finita. Entao C é Krull-Schmidt se e
somente se todo idempotente de C cinde. Em particular, toda k-categoria abeliana Hom-finita
€ Krull-Schmidt.

Prova. A primeira parte segue do Teorema 1.3.4 e do fato de que toda k-algebra de dimen-
sao finita é um anel semiperfeito. Para a segunda parte, basta lembrar que numa categoria

abeliana todo idempotente cinde (vide observagao que segue a Definigao 1.2.14). O

Lema 1.3.8 Sejam C uma categoria aditiva em que todo idempotente cinde e C' uma subca-
tegoria plena de C. Entdo, todo idempotente em C' cinde se e somente se C' é fechada para

somandos direto.

Prova. (<) Suponha que C’ é fechada para somandos direto e seja p: X’ — X’ um idempo-
tente em C’. Como ¢ também é um idempotente em C e, por hipotese, todo idempotente de
C cinde, entao existe um objeto Y € C e morfismos u: ¥ — X’ e p: X' — Y, em C, tais que
¢ =wuopepou = ly. Em particular, Y é um somando direto de X’ e como C’ é fechada para
somandos direto, segue que Y € C’. Logo, por C’ ser uma subcategoria plena de C, temos que
u:Y — X' ep: X’ =Y sao morfismos de C’. De onde segue que ¢: X' — X' cinde em C'.

(=) Suponha que todo idempotente em C’ cinde e seja Y € C um somando direto de
um objeto X’ de C’. Entao, existem morfismos ¢t: Y — X' e m: X’ — Y, em C, tais que
mot = ly. Em particular, ¢ := 1o7m: X’ — X’ ¢ idempotente em C’ e assim, por hipotese,
cinde em C’, isto é, existe Y’ € C' e morfismos u: Y’ — X' e p: X’ — Y’ em ', tais que

p=wuopepou=ly. Logo, temos o seguinte diagrama comutativo.

oL
777p777>_yl7777r 777777777 /
)

Y
N TN
X’ X'
¥

De modo que se f:=por: Y =Y eg:=mowu:Y' — Y, temos que

gof=mopor=motromor=1yoly =1y

fog=poywou=pouopou=lyroly = ly,

ou seja, Y =¢ Y’ onde Y’ € C’ é um somando direto de X’. Isto mostra que C’ é fechada

para somandos direto. O



22 CONCEITOS BASICOS 1.3

Os dois resultados anteriores, Corolario 1.3.7 e Lema 1.3.8, sdo boas ferramentas para

mostrar que determinadas categorias sao Krull-Schmidt, como vemos a seguir.

Exemplo 1.3.9 (a) Seja A uma k-dlgebra de dimensdo finita. Entao modA é uma k-
categoria abeliana Hom-finita (vide exemplos 1.3.6 e 1.2.16-(b) ). Em particular, mod A
€ uma categoria Krull-Schmidt. Este fato poderia ser constatado, também, usando di-

retamente a Proposi¢ao 1.3.3.

(b) Seja R um anel associativo com 1. Entao, proj R é uma categoria aditiva em que todo
idempotente cinde. De fato, dado que proj R € fechada para somandos direto e também
€ uma subcategoria plena de uma categoria em que todo idempotente cinde, a saber
Mod R, entao todo idempotente de proj R cinde, pelo Lema 1.3.8. E se A é uma k-
dlgebra de dimensao finita, entdo projA € uma k-categoria Hom-finita em que todo

idempotente cinde e, portanto, pelo Corolario 1.3.7 é uma categoria Krull-Schmidt.

Categorias quociente
Seja C uma k-categoria aditiva. Dizemos que uma classe Z de morfismos de C é um ideal

em C se 7 satisfaz as seguintes condigoes:
(a) para cada objeto X € C, o morfismo zero Ox € Hom¢ (X, X) pertence a Z;
(b) se f,g: X — Y s@o morfismos em Z e p, A € k, entdo fu+g\€Z;e

(c) se f: X Y éummorfismoemZeg: Y — Zeh: W — X sao morfismo em C, entdo
go f e foh pertencem a Z.

Dado um ideal Z de uma k-categoria aditiva C, definimos a categoria quociente C/Z como
sendo a categoria cujos objetos sdo os mesmos objetos de C e o espaco dos morfismos de X

para Y em C/Z é o espago quociente
Home,z(X,Y) := Home(X,Y)/Z(X,Y),

onde Z(X,Y) é o subespaco de Home(X,Y') formado pelos morfismos de X para Y em Z. E
facil ver que a categoria quociente C/Z é uma k-categoria aditiva e no caso em que C é uma

k-categoria aditiva Hom-finita, C/Z também o é.

Exemplo 1.3.10 Sejam C uma k-categoria aditiva e D uma subcategoria plena aditiva de
C. Denotamos por Ip a classe de morfismos em C que se fatoram sob algum objeto de D.
Entao, Ip € um ideal em C e a categoria quociente C/Ip é chamada de categoria estavel de
C por D. Note que se X € C é um somando direto de algum objeto de D, entao X = 0 em
C/Ip.

O resultado abaixo é bem conhecido — veja, por exemplo, “Auslander-Reiten theory in
a Krull-Schmidt category”, [Liul0], pag. 431 — e nos sera tutil na Segao 1.5, aonde veremos

outros exemplos de categorias Krull-Schmidt.
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Lema 1.3.11 Seja C uma k-categoria aditiva Hom-finita que é Krull-Schmidt e seja I um
ideal de C. Entao, a categoria quociente C/Z também é uma k-categoria aditiva Hom-finita
que € Krull-Schmidt. O

1.4 Algebras de caminhos e representacoes

Uma importante classe de algebras associativas com unidade (de dimensao finita) sdo
aquelas que s@o dadas por um carcés finito (aciclico), também conhecidas como dlgebras de
caminhos. E desta classe de algebras que tiramos boa parte dos exemplos apresentados neste
trabalho. Com isto, se faz necessario apresentarmos aqui uma descricao de tais algebras.

Indicamos os Capitulos II e IIT de [ASS06] para os detalhes omitidos.

Carcases e algebras de caminhos

Um carcds Q = (Qo, Q1) é um grafo orientado onde @y é o conjunto de vértices e Q1 &
o conjunto de flechas entre os vértices. O tipo de @ é o do seu grafo subjacente, o qual é
obtido de @) “esquecendo” a orientacao das flechas. Um carcéas é dito finito se os conjuntos
Qo e Q1 sao finitos; e conexo se seu grafo subjacente é conexo.

Para uma dada flecha «: v — v de um carcéas @, dizemos que « inicia em u e termina
em v e escrevemos s(a) = u e t(a) = v. Um caminho p, de comprimento positivo r, no carcas
@ é uma sequéncia de flechas p = ay - - a, tal que s(o;) = t(a;—1), para todo 1 < i < 7.
Neste caso, dizemos que s(aq) € o inicio de p e t(a,) € o término de p. E no caso em que o
inicio e o término de p concidem, dizemos que p é um ciclo orientado. Um carcis sem ciclos
orientados é chamado de carcas aciclico.

Para cada vértice v € @Qg, associamos um caminho trivial de comprimento zero, denotado
por &,, onde definimos s(e,) = t(gy).

Dados um carcéas @@ e um corpo k, denotamos por kQ o k-espago vetorial que tem como
base o conjunto de caminhos em ). Definimos em k() um produto da seguinte forma: dados

dois caminhos p=a1---a, e g = P1--- Bs em Q, seja

P, se g =gy e tla,) =,

0 se p=cy e 5(B1) = v;
p-q:=

al"'arﬁlu'lﬁ57 se t(ar):S(ﬁl);e

0, caso contrario.

Estendendo linearmente tal produto, temos definido em k(@ uma estrutura de k-algebra
associativa, a qual, com esta estrutura, é chamada de dlgebra de caminhos de Q sobre k.

Definida desta forma, a algebra de caminhos tem as seguintes propriedades.

Proposigao 1.4.1 Seja kQ a dlgebra de caminhos de um carcds @ sobre k. Entao,
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(a) kQ tem unidade se e somente se Qo é um conjunto finito. Neste caso, {e, : v € Qo} €

um conjunto completo de idempotentes ortogonais primitivos de kQ;
(b) dimg(kQ) < 0o se e somente se Q € finito e aciclico; e

(c) kQ € uma dlgebra conezxa se e somente se Q) € um carcds conezo. |

Sejam k(@) a algebra de caminhos de um carcas finito Q) e J o ideal em kQ gerado pelas
flechas de @, isto é, gerado pelo conjunto ();. Entdo, dizemos que um ideal I de k@ é
admissivel se existir um inteiro m > 1 tal que J™ C I C J2. E bem conhecido que se I &
um ideal admissivel de k@), entdo I é gerado, como ideal de k@, por um subconjunto finito
{p1,-++,pn} de kQ, onde cada p; é uma combinagao k-linear de caminhos de comprimento
maior do que um e com os mesmos vértices iniciais e finais, isto é, para cada um dos caminhos
da k-combinagao linear de p;, existem vértices u,v € Qg tais que s(p;) = u e t(p;) = v, para

todo i =1,...,n. Um elemento como um dos p; é chamado de relagdo em Q.

Definigao 1.4.2 Seja I um ideal admissivel de kQ. O par (Q,I) é chamado carcis com
relagoes e a dlgebra quociente KQ /1, associada ao par (Q, ), € chamada &lgebra de caminhos

do carcés com relagoes (@, I).

Proposigao 1.4.3 Sejam Q um carcds finito e I um ideal admissivel de kQ. Entao,
(a) kQ/I é uma k-dlgebra bdsica de dimensao finita;

(b) {ev := ey + I}veq, € um conjunto completo de idempotentes ortogonais primitivos de

kQ/I;
(c) kQ/I € conexa se e somente se Q) é conexo; e
(d) rad (kQ/I)=J/I.

O seguinte resultado, devido a Gabriel, mostra que sob certas condi¢Ges, uma dada

algebra de dimensao finita pode ser descrita em termos de um carcas com relagoes.

Teorema 1.4.4 ([Gab72]) Seja A uma dlgebra bdsica de dimensao finita sobre um corpo
k algebricamente fechado. Entao, existem um carcds finito Qa e um ideal admissivel I da

dlgebra kQn, tal que A = kQx/I é um isomorfismo de k-dlgebras. a

O carcids Qp associado a A é tnico e é chamado de carcds ordindrio de A. Veremos
no proximo toépico que usando o carcés ordinario associado Qp é possivel visualizar um
A-mo6dulo finitamente gerado como uma familia de k-espagos vetoriais de dimensao finita

conectados por transformacoes lineares.
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Representagoes e moédulos
Seja @ um carcés finito. Uma representacao M = (My, 9a)veQy,acq, de Q é um conjunto

de k-espagos vetoriais {M, : v € Qp} e um conjunto de transformagoes lineares
{Qa: My, — M, /a: u— v é uma flecha de Q1 }.

Uma representacao M = (M,, ¢,) de um carcas Q é de dimensao finita se cada k-espago
vetorial M, tem dimensao finita.

Sejam M = (M,,¢,) e M' = (M], ) duas representagoes de um carcas finito Q.
Um morfismo de representagoes f: M — M’ é um conjunto de transformagoes lineares
[ = (fo)veqy, onde f,: M, — M}, tal que para cada flecha a: v — v em @ o diagrama
seguinte comuta.

M, —2> M,

A

! !
M, —— M,
Pa

A composta de morfismos de representacoes é definida coordenada a coordenada.

Desta forma, obtemos uma categoria Rep(Q), chamada de categoria das representagoes de
@. Denotamos por rep(Q) a subcategoria plena de Rep(Q) cujos objetos séo as representagoes
de dimensdo finita. E bem conhecido que Rep(Q) e rep(Q) sdo k-categorias abelianas.

A nocao de representacdo de um carcas pode ser estendida a carcases com relagoes da
seguinte forma: sejam M = (M,, ¢, ) uma representacao de um carcés finito Q ep = aq - - - a,

um caminho néo trivial em (). Definimos a transformagao linear ¢, M) — M;(,) como

P
sendo a composta @q, - - - Pq, . Estendemos esta defini¢do por linearidade a tz)do elemento da
algebra de caminhos kQ. Finalmente, uma representacao de um carcds com relagoes (Q,I),
onde I é um ideal admissivel de k@, é uma representagdo M = (M,, p,) do carcas @ tal
que ¢, = 0, para todo p € I. Denotamos por Rep(Q,I) e rep(Q, I) as subcategorias plenas
de Rep(Q) e rep(Q), respectivamente, cujos objetos sdo as representagoes do carcis com
relagoes (Q, ).

O resultado abaixo, juntamente com o Teorema de Gabriel, nos permite identificar os
objetos e os morfismos da categoria mod A, onde A é uma algebra de dimensao finita sobre

um corpo k algebricamente fechado.

Teorema 1.4.5 Sejam (Q,I) um carcds finito com relagées e A = kQ/I a dlgebra de cami-

nhos de (Q,I). Entao, as k-categorias rep(Q,I) e mod A sao equivalentes. O

Em véarios momentos deste trabalho, nao fazemos distingao entre um k@ /I-modulo fini-
tamente gerado e sua imagem na categoria rep(Q, I), em especial, os k@) /I-mddulos simples
e projetivos indecomponiveis, os quais podem ser calculados explicitamente como represen-

tagoes do carcas com relagoes (@, I) (vide, por exemplo, Segao I11.2 de [ASS06]).
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Carcas de Auslander-Reiten

Assumimos, do leitor, alguma familiaridade com sequéncias quase cindidas, também co-
nhecidas como sequéncias de Auslander-Reiten, em referéncia aqueles que as introduziram.
Tal nogao teve papel fundamental no desenvolvimento da teoria de representagoes de alge-
bras de Artin. Por exemplo, foi a partir das sequéncias quase cindidas que C. M. Ringel
definiu um carcas que reune importantes informagoes da categoria dos médulos finitamente
gerados sobre uma algebra de Artin. Carcas este conhecido como carcds de Auslander-Reiten.

Apesar do carcas de Auslander-Reiten ser usado em poucos momentos (de forma expli-
cital) neste trabalho, achamos importante apresentar seus elementos. Vale salientar, de todo
modo, que nossa exposicao nao seré suficiente para entender os poucos exemplos que fazem
uso de tal ferramenta, principalmente por nao abordarmos a estrutura combinatorial deste
carcas. Citamos como referéncia o texto [ARS97|. Porém, toda a informacao mencionada
abaixo pode ser encontrada, também, no Capitulo IV de [ASS06].

Sejam k um corpo algebricamente fechado e A uma k-algebra de dimenséo finita. Uma

sequéncia quase cindida (ou sequéncia de Auslander-Reiten) é uma sequéncia exata em mod A
0—X-%FE-%Z-—0, (1.1)

satisfazendo as seguintes condigoes:

(AR1) X e Z sao indecomponiveis;

(AR2) v nao é uma retragao; e

(AR3) se f: W — Z ndo é uma retragao, entdo existe f': W — E tal que vo f' = f.

Teorema 1.4.6 (Auslander-Reiten) Sejam A uma dlgebra de dimensao finita sobre um
corpo k algebricamente fechado. Entdo, para cada Z € ind A, ndao projetivo, existe uma

sequéncia quase cindida da forma (1.1), dnica a menos de isomorfismos, com X € ind A. O

Sejam X e Y dois moédulos em mod A. Dizemos que um morfismo f: X — Y é irredutivel
se f nao é secao e nem retracao e a igualdade f = fo o f; implicar que f1 é secao ou fo
é retragao. Para qualquer sequéncia quase cindida da forma (1.1), os morfismos u e v sao
irredutiveis.

Sejam X,Y € ind A e considere o quociente de k-espagos vetoriais
Irr(X,Y) :=rad z(X,Y)/rad 3 (X,Y),

onde rad A (X,Y) é o k-espago vetorial dos homomorfismos nao invertiveis de X em Y e
rad%(X ,Y) é o k-espago vetorial dos homomorfismos da forma g o f com f € rad (X, Z)
e g € rad(Z,Y), para algum Z € mod A. E bem conhecido que a dimensdo de Irr(X,Y)
¢ igual ao namero (maximo) de morfismos irredutiveis de X em Y, que sdo linearmente
independentes. Finalmente, definimos o carcds de Auslander-Reiter I'(mod A) da categoria

mod A da seguinte forma:
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e Os vértice de I'(mod A) sao as classes de isomorfismos [X] dos A-mddulos indecompo-

niveis X.

e Se [X] e [Y] sao dois vértices de I'(mod A), correspondentes aos A-mddulos indecom-
poniveis X e Y, o namero de flechas de [X] para [Y] é igual & dimensao do k-espago
vetorial Irr(X,Y).

Notagao: Com o intuito de ndo sobrecarregar a notagao, escreveremos X no lugar [X].
Finalizaremos este capitulo introdutério com uma breve exposicao, ao longo das préximas
trés secoes, do principal objeto de estudo do trabalho. A saber, as categorias de complexos

e de homotopia de complexos e as categoiras derivadas.

1.5 As categorias de complexos e de homotopia

Nosso objetivo nesta secao é apresentar ao leitor uma coletdnea de defini¢cbes e propri-
edades de objetos e morfismos das categorias de complexos e de homotopia de complexos.
Estas categorias serao objeto de estudo ao longo de boa parte do trabalho.

Seja A uma categoria aditiva. Um complexo sobre A é uma familia
X* = (X", dX)nez

de objetos X" de A e de morfismos d%: X" — X"t tais que d% o d}fl = 0, para todo
n € Z. O objeto X™ sera chamado de componente homogénia de grau n de X*® e os morfismos
d% de diferenciais de X*®. Escreveremos, algumas vezes, um complexo como X*® = (X", d%)
ou simplesmente como X°® ou até mesmo na forma de uma sequéncia de objetos e morfismos,

como indicado abaixo.

avt dn
X o xnlX, xn A L

Sejam X*® = (X", d%) e Y* = (Y",dy) dois complexos sobre A. Um morfismo de com-

plexos f: X® — Y*® é uma familia de morfismos
f=U" X" =Y )hez

de A satisfazendo f" o d}_l = d?/_l o f*»~1, para todo n € Z. Neste caso, temos o seguinte

diagrama comutativo.

X . . Xn—l }71 Xn dr;( Xn-‘rl - ...

fl fnll fnl fn+ll

Y® - .. yn—1 y”n ) 4
ant dy

Escreveremos, algumas vezes, um morfismo de complexos na forma f = (f™),: X* — Y* ou
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simplesmente f = (f™),. A composta de dois morfimos, quando possivel, ¢ feita de forma
natural: go f := (g" o f"),.

Os complexos sobre uma categoria aditiva .4 juntamente com os morfismos de complexos
formam uma categoria C(.A), a categoria de complexos sobre A. Durante o resto desta segao,
a menos de mengao em contrario, A serd um categoria aditiva.

Apresentamos nos proximos paragrafos os principais elementos da categoria de complexos
que serao usados neste trabalho, tais como: complexos limitados, o truncamento bruto de um
complexo, o cone de um morfismo, o funtor transla¢do e as nogoes de complexos radicais e

de morfismos homotdpicos.

Complexos limitados inferiormente e superiormente

Seja X® um complexo sobre A. Dizemos que X*® é (a) um complexo limitado inferior-
mente (respectivamente, superiormente) quando existe ng € Z tal que X™ = 0 para todo
n < ng (respectivamente, n > ng); (b) um complexo limitado quando é limitado inferior-
mente e superiormente; e (c) um complexo concentrado em grau n quando X™ # 0e X™ =0
para todo m # n.

Indicaremos por CT(A), C~(A) e C°(A) as subcategorias plenas de C(.A) cujo objetos sdo

os complexos limitados inferiormente, limitados superiormente e limitados, respectivamente.

Notagao: Quando dissermos que uma determinada propriedade é valida para C*(.A), esta-
remos dizendo que a tal propriedade é valida para a categoria dos complexos C(.A) e para

qualquer uma das subcategorias plenas: C*(A), C~(A) e C°(A).

Lema 1.5.1 Seja f = (f")n: X®* — Y*® um morfismo de complexos.

(a) Se f € um se¢ao em C*(A), entao cada f™*: X" — Y™ € uma segcao em A.

(b) Se f é um retragao em C*(A), entao cada f™*: X" — Y™ € uma retragio em A.

(c) f € um isomorfismo em C*(A) se e somente se cada f*: X™ — Y™ € um isomorfismo
em A. O

Truncamento bruto
Dados um complexo X*® e um inteiro m, definimos um complexo chamado de truncamento

bruto do complezo X*®, o qual denotamos por 72" X*, da seguinte forma:

X' sei>m; %, sei>m;

€ d:_sz. =
0, se 1 < m. 0, se 1 < m.

(TZmX*) =

Dai podemos definir um funtor 7=™: C(A) — CT(A), chamado de funtor trucamento, que

associa cada complexo X*® ao seu truncamento bruto 72 X*® e cada morfismo de complexos
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f = (f"n: X* — Y* a sua restricdo e correstricio a 7=™X® e 72™Y®, respectivamente.

Isto é
9
fh sei>my

(=" () =

0, sei<m.

Observagao 1.5.2 Note que:
(a) se f: X* — Y* é um morfismo em C~(A), entdo 72™(f) ¢ um morfismo em C°(A); e

(b) pelo Lema 1.1.9, o funtor truncamento 7=™: C(A) — C*(A) preserva somandos diretos,

isto €, se Y'* € um somando direto de X*® entdo 72™Y® é um somando direto de T=™X*.

Funtor translagao
Dados um complexo X*® e um inteiro p, “transladando” suas componentes homogénias
e seus diferenciais podemos definir um novo complexo X*[p], que chamaremos de p-ésima

translacao de X°, da seguinte formas:
X[p]" = X" e }[p] = (—l)pd§+p.

Ese f: X* — Y* é um morfismo de complexos, também podemos definir um novo morfismo

flp], de X°®[p] em Y*[p], da seguinte forma:

Flpl" = g

Dai temos definido um funtor [p]: C(A) — C(A), que chamaremos de funtor translagdo
por p, que associa cada complexo X*® a sua p-ésima translagdo X°®[p] e cada morfismo de
complexos f: X® — Y*® ao morfismo f[p]: X*[p] — Y*[p]. Note que [p] o [-p] = [-p] o [p] =
Le(ay, ou seja, [p] ¢ um automorfismo de C(A). Este também é um automorfismo quando

restrito a quaisquer uma das subcategorias de complexos: C™(A), CT(A) e C*(A)

Cone de um morfismo
Para um dado um morfismo de complexos f: X*®* — Y*, podemos definir um novo com-

plexo, chamado de cone do morfismo f e que denotaremos por Cy, da seguinte forma:

A% 0
CP=XA"aY" e d¢, ::( X0 >
e dy

Note que, neste caso, existe a seguinte sequéncia de objetos e morfismos em C(.A)

x* Lye 2 00 I xoq), (1.2)

0
onde p'f := ( " ) (YY" - Xntlgyn emy = ( 1}"'1 0 ) : X" Hlgy™ — X"+ Observe
Y



30 CONCEITOS BASICOS 1.5

também que se X*® e Y® sao objetos em C*(A), entao Cy € C*(A); ese f: X* = Y* éum

morfismo em C(D), onde D é uma subcategoria aditiva de A, entao Cy € C(D).

Lema 1.5.3 Sejam X*® = (X", d%) um complezo de C*(A) e 1xe o morfismo identidade de
X*. Entao,

. 0 0
Crye 21(X®) = (X" @ X" ") ez, onde = ( g ) )
X

Prova. Definindo f = (f")n: C1,. — I(X*®) por

1 dy
fn = X X . Xn+1 EBXTL N Xn+1 @Xn

0 1% ’
temos que f é um morfismo de complexos em que cada uma de suas componentes f™ é um

isomorfismo em A, cuja inversa é dada por

1
no.__ 1?(+ _d&

Logo, do Lema 1.5.1-(c), temos que f é um isomorfismo em C*(.A). O

Homotopia
Sejam f,g: X®* — Y* dois morfismos em C(A). Dizemos que f e g s@o homotdpicos, e
denotamos por f ~ g, se existe uma familia (s"),cz de morfismos s": X" — Y™~ ! em A
satisfazendo a igualdade
ff—4g" :dg_l os" + 5"t ody,

para todo n € Z. Neste caso, diremos que a familia (s"),cz de morfismos é uma homotopia
de f em g. Em particular, quando g for o morfismo zero de C(A) — veremos no Lema 1.5.10
que C(A) é uma categoria aditiva —, diremos que f é homotdpico a zero; que (s")nez € uma
homotopia de f; e escrevemos f ~ 0.

E facil ver que ~ é uma relagio de equivaléncia sobre os morfismos de C(.A). Além disso, se
f,9: X®* — Y*® sao homotopicos e a: W*® — X® e f: X® — W* sdo morfismos de complexos,
entdo foa ~ goae fof ~ Bog, sempre que f ~ g. De onde segue-se que temos bem-definida
a composicao de classes de equivaléncia de morfismos médulo homotopia, quando definimos
a composicao em seus representantes.

Entao, definimos a categoria de homotopia de complexos, denotada aqui por K(A), da

seguinte forma:
e Ob/C(A) :=ObC(A);

e Homy(4)(X*®,Y®) := Homg(4)(X*®, Y*®)/~, para todo X*, Y* € ObK(A).
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As categorias de homotopia das categorias C~(A), C*(A) e C*(A) serdo denotadas por
K= (A), KT (A) e Kb(A), respectivamente.

Exemplo 1.5.4 Seja X* = (X",d%) € C(A) tal que o diferencial d}: X° — X' é um
isomorfismo em A e X™ =0 para todo n € Z \ {0,1}. Entao, o morfismo identidade de X*
¢ homotdpico a zero. De fato, definindo a familia (s™),cz de morfismos s™: X™ — X"~ ! em

A como sendo s': X' — X0 a inversa de dg( e §" := 0 para todo n # 1, temos que

1%, sen€{0,1}

dvlos™ +s"ody = )
0, senecZ\{0,1}

isto €, (8" )nez € uma homotopia de 1x-e.

dO
X° 0% x0 X x1 0
/ Ve /
1 o i o
l %/ /’/5 P/
X 0 X0 X! 0
0 dOX 0

Assim, na categoria de homotopia K(A) o morfismo identidade 1xe € igual ao morfismo
zero. Em particular, X® =0 em KC(A) (veremos no Lema 1.5.10 que K(A) é uma categoria
aditiva).

No caso em que X=X = X! e dg( = 1y, denotamos o complexo X*® acima por X.

X: 50— X-5X -0

Diremos que um complexo X *® sobre A é homotopicamente nulo se o morfismo identidade
1xe é homotopicamente nulo. Mostraremos no Lema 2.4.10 uma bem conhecida caracteriza-

¢ao destes objetos, quando sao indecomponiveis em C~(P).

Cohomologia de complexos e quase isomorfismos
Sejam R um anel associativo com 1, A uma subcategoria plena aditiva de Mod R e X*® =
(X", d%) um complexo em C(A). Definimos a n-ésima cohomologia H"(X*®) do complexo X*

como sendo o quociente em Mod R

Nucd?
H?(X®) 1= — X
Imd'y
Note que se f: X® — Y* é um morfismo de complexos, entao

f*(Nucdy%) C Nucdy e f"(Imdy ') CImdy ', paratodo n € Z.

Em particular, para cada n € Z, existe um morfismo induzido de f, denotado aqui por
H™(f): H*(X*®) — H™"(Y®), que associa cada classe T de H"(X*®) a classe f(z) de H*(Y*).

O resultado abaixo, cuja prova pode ser encontrada na péagina 18 do livro “An introduction
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to homological algebra”, [Wei08], mostra que também estao bem definidos os morfismos H™( f)

para um dado morfismo f na categoria de homotopia K(A).

Lema 1.5.5 Sejam f,g: X* — Y* dois morfismos em C(A) que sao homotdpicos. Entao,
H"(f) = H"(g) para todo n € Z. O

Definigao 1.5.6 Diremos que um morfismo f: X®* — Y* de complexos, em C(A) ou em
K(A), é um quase isomorfismo quando H™(f): H*(X®) — H"(Y'®) for um isomorfismo em
Mod R, para todo n € Z.

Exemplo 1.5.7 Sejam A uma k-dlgebra de dimensao finita e A = mod A. Entao, para um
dado X € mod A, a cobertura projetiva e: P° — X induz um morfismo de complezos € entre

uma resolucao projetiva Py de X e o complexo concentrado em X no grau zero.

Py : p2 p1 PO 0
X : 0 0 X 0

Dado que H"(Py) = 0 = H"(X), para todo n # 0, e HO(Py) = X = HY(X), entio o

morfismo €: Py — X € um quase isomorfismo.

Denotamos por C7*(A) e CT*(A) as subcategorias plenas de C~(A) e C*(A), respectiva-
mente, cujos complexos possuem apenas uma quantidade finita de cohomologias nao nulas.

E por K=%(A) e KT°(A) suas respectivas categorias de homotopia.

Complexos radicais

Sejam R um anel associativo com unidade 1 ¢ A = Mod R. Dizemos que um homo-
morfismo f: X — Y em A é um morfismo radical se Imf C radY; e que um complexo
X* = (X", d%) em C(A) é um complexo radical se cada um dos seus diferenciais é um
morfismo radical, isto ¢, se Imd% C rad X"+ para todo n € Z.

E bem conhecido que se f: X — Y é um homomorfismo de R-modulos, entdo a imagem de
rad X por f esta contida em radY, isto é, f(rad X) C radY (veja, por exemplo, Proposigao
9.14 de [AF92]). Os dois resultados abaixo seguem diretamente deste fato.

Lema 1.5.8 Seja f = (f™)n: X® — Y um morfismo em C(A), onde X® e Y*® sao complezos
radicais. Se existe uma homotopia (s")nez de f, entiao cada f™ = d’;’l os"+ 5" o dy ¢

um morfismo radical.
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Prova. Seja n € Z.. Entao,

FUX™) = Ay o s (XM + [s"T o dR)(XT)
C radY" 4 s"(rad X" 1)
C radY" +radY"

radY"™.

Lema 1.5.9 (a) Set= (t"),: Y* = X* é uma se¢ao em C(A) e X*® é um complexo radical,

entao Y® também € radical.

(b) Sem = (7")y: X* = Y* é uma retragao em C(A) e X® é um complexo radical, entdo

Y* também € radical.

Prova. Provaremos somente (a). A prova do item (b) é anéloga.
Dado que ¢: Y* — X*® é uma secao em C(A), existe um morfismo p = (p"),: X* = Y*
em C(A) tal que por = lys. Em particular, p” o/ = 1., para todo n € Z. Juntando isto ao

fato de X*® ser radical, temos que

dp (Y™ =p" oo di(Y") = p" o d% o M(YT) C p" T (rad X)) C rad YT

Algumas propriedades de C(A) e K(A)

Apresentamos agora algumas das propriedades das categorias de complexos e de homoto-
pia de complexos que sdo herdadas da categoria A. Veremos, por exemplo, que tais categorias
sao aditivas e, entdo, usaremos os resultados da Secdo 1.3 para mostrar que C°(A) e K°(A)
sao categorias Krull-Schmidt, para A € {mod A, proj A}, onde A é uma algebra de dimensao

finita sobre um corpo k.

Proposigao 1.5.10 (a) C*(A) é uma categoria aditiva.

(b) K*(A) é uma categoria aditiva.

(c) Se A € abeliana, entdo a categoria C*(A) também é abeliana.

Apesar do resultado acima ser bem conhecido e de sua prova constar em praticamente
todo livro de Algebra Homologica que aborde o tema, para conveniéncia do leitor resolvemos
apresentar aqui um arcabougo com os principais elementos da demonstragao dos itens (a) e

(c). Aquele leitor interessado nos detalhes, poderé consultar, por exemplo: Teorema 1.2.3 de



34

CONCEITOS BASICOS 1.5

[Wei08]; Proposigao 5.100 de [Rot09]; ou Proposigoes 1.4 (pag. 3) e 2.5 (pag. 9) de [HJ10].
Ja a prova do item (b), podera ser encontrada na Proposigao 1.7 (pag. 5) de [HJ10].

Esquema da Prova: (a) Seja A uma categoria aditiva.

(A2)

(A3-4)

O objeto zero em C*(A) é o complexo (04,d), onde 04 € o objeto zero de A e todos os

diferenciais sdo o inico morfismo zero sobre o objeto zero de A.

Para cada par de morfismos f = (f™), e g = (¢")n em C*(A), definimos a adi¢ao f+g¢
da seguinte forma:
(f+9)" = f"+g", para todon € Z.

Para cada par de complexos X°®,Y* € C*(A), definimos X®* & Y* em C*(A) como
sendo (X" @& Y™, d"),, onde cada diferencial d"” ¢ obtido da seguinte forma: sejam
% : X" 5 X"0Y" ey Y — X" @ Y" as inclusoes canonicas da soma direta de

X" e Y™ em A. Logo, do diagrama

Xn+1 D Yn+1
S oty
X' — > X"@Y" < YT
tx ty

existe um tnico morfismo d”: X" @Y" — X" @Y™ *! fazendo comutar o diagrama

seguinte.
Xn+1 D Yn+1
A
|
S | g
dam |
\
[
X" — X"pY" Yy
tx Ly

Definido desta forma, temos que X®* @ Y*® := (X" @ Y" d"),cz é um objeto de C*(.A)
e o conjunto {tx = (% )n: X®* = X* @Y 1y = ((f)n: Y* = X* @ Y*} satisfaz a

propriedade universal da soma direta.

(c) Seja A uma categoria abeliana.

(Abl) Segue de (a) que C*(A) ¢é aditiva.

(Ab2) Para cada morfismo f = (f"),: X®* — Y*® em C*(A), definimos um nticleo de f como

sendo Nucf := (Nucf”,d}) e u := (u™: Nucf” — X"),: Nucf — X*, onde cada u"

¢ o nicleo de f*: X™ — Y™ em A e cada diferencial d’ é o tinico morfismo fazendo o
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diagrama seguinte comutativo.

Nucf™

]

XnJrl Yn+1

fn+1

De forma anéloga, constrbi-se o contdcleo p: Y* — Conucf. E, finalmente, o iso-
morfismo do morfismo induzido f: Conucu — Nucp segue do isomorfismo de cada
f7: Conucu™ — Nucp® (vide Lema 1.5.1-(c)). O

Observagao 1.5.11 (a) Quando A= Mod R, onde R € um anel associativo com unidade,
a soma direta de dois complezos X® e Y*®, em C*(A), € o complexo (X" ®Y",d")nez

onde cada diferencial d” € dado por

d*(z",y") = (dx («"), dy(y")), para 2™ € X" ey™ € Y™,

- %0
0 dp

Além disso, 0os morfismos tx: X® = X*®Y® ery: Y® = X*DY* sao inclusoes. Vale

ou, na forma matricial, por

o mesmo para quando A é uma das subcategorias: mod R, Proj R ou proj R.

(b) Ainda quando A = Mod R, temos que a soma direta de complexos radicais € um com-
plexo radical e seque do Lema 1.5.9 que somando direto de complexo radical também é

um complezxo radical.

Teorema de Krull-Schmidt em C’(A) e K°(A)

Lema 1.5.12 Seja A uma categoria aditiva. Entao, todo idempotente de C*(A) cinde se e

somente se todo idempotente de A cinde.

Prova. Se todo idempotente de C*(A) cinde, entao vendo os objetos de A como comple-
x0s concentrados em grau zero, tem-se que todo idempotente de A cinde. Reciprocamente,
suponha que todo idempotente de A cinde e seja ¢ = (¢"),: X* — X°* um idempo-
tente de C*(A). Logo, cada uma das componentes ¢": X" — X" é um idempotente em
A e, por hipotese, cinde. Isto é, para cada n € Z, existem morfismos u™: Y — X" e
P X" — Y™ tais que " = u" o p” e p" ou” = lyn. Se para cada n € Z, definimos o

morfismo df := p" Tl od% ou™: Y™ — Y™ temos que:

(i) Y* := (Y",d} )nez € um complexo em C*(A);
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(ii) u:=(u")p: Y* > X®ep:=(p")n: X* = Y* sdo morfismos de complexos; e
(iii) uop=pepou=lys.

De fato, o item (iii) ¢ trivial e os outros itens seguem das contas abaixo.

. -1 dy ! dx +1
X X" X" X"
N ~ _ AN ~
N f ~ \pn 1 N 571, ~ \pn+1
\ \~\ dr;—l NN ; \-\
) Ye Y”*1,, _ X _syn _ 7777>Yn+1
7 1 - n 7 n+1 -
/ ¥ - v © -
7 \‘ - /n—l \ 7 X‘ /n+1
VA 1/— u ¥ +1/— u
. n— n n
X X - X — X
X X
Para cada n € Z, temos:
(i)
m odn—l _ ( n+1 Odn oun) O( n odn—l Ounfl)
y ©dy = W X p X
— pn-i-l o d’r)L( o SOn o d’r)z(—l o un—l
— pn-l—l o d’r)l( o dr)z{—l o (Pn—l o un—l
(ii)
um o dgfl — o (pn o d}fl o un—l) d?}l/fl opn—l — (pn o d}fl ° un—l) Opn—l
n n—1 n—1 n n—1 n—1
= "o dX ou = p'o dX oY
_ d}fl o SDn—l o un—l _ pn o Son o d&il
— d}fl o un—l Opn—l o un—l _ pn ou™ Opn o Cl&il
— d}_l o unfl _ pn o d}_l.

Sejam A uma k-categoria aditiva e X°*,Y* € C*(A). Entao, a estrutura de k-espaco
vetorial de cada conjunto de morfismos Hom4(X™,Y™), onde a composi¢do de morfismos
é uma aplicagao k-bilinear, induz naturalmente uma estrutura de k-espago vetorial para o
conjunto de morfismos de complexos Hom(X*®,Y®), onde a composi¢ao de morfismos também
é uma aplicagao k-bilinear. Em outras palavras, C*(A) é uma k-categoria aditiva sempre que
A o for. E se além disso A for uma categoria Hom-finita, entdo C®(A) também o é. De fato,
para cada par de objetos X*,Y* € C’(A), existe apenas uma quantidade finita de inteiros

em que Hom 4(X™,Y"™) # 0. E por A ser Hom-finita, cada um destes conjuntos de morfismos
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é um k-espaco vetorial de dimensao finita. Logo,

dimy Homes(4)(X®,Y*) <> dimg Hom (X", Y™) < oo,
nel

ou seja, C’(A) é uma categoria Hom-finita. Resumimos esta discussao no lema abaixo.

Lema 1.5.13 (a) Se A é uma k-categoria aditiva, entao C*(A) é uma k-categoria aditiva.

(b) Se A € uma k-categoria aditiva Hom-finita, entio C°(A) é uma k-categoria aditiva Hom-
finita. O

Proposicao 1.5.14 Se A uma k-dlgebra de dimensdo finita, entio C®(modA) e C’(projA)
sao k-categorias Hom-finita Krull-Schmidt.

Prova. Dado que mod A e proj A sdo k-categorias Hom-finita em que todo idempotente cinde
(vide Exemplo 1.3.9), entdo C®(mod A) e C®(proj A) sdo k-categorias Hom-finita (pelo Lema
1.5.13) em que todo idempotente cinde (pelo Lema 1.5.12). E, portanto, sao Krull-Schmidt
pelo Corolério 1.3.7. O

E conhecido que a categoria de homotopia K*(A) pode ser vista, também, como a catego-
ria estavel da categoria de complexos por uma subcategoria plena de C*(A). Vejamos abaixo
uma ideia de como podemos chegar a este fato. Caso o leitor se interesse pelos detalhes,
basta consultar, por exemplo, as paginas 27 e 28 de [Hap88|. Teremos como consequéncia
imediata que K°(A) é Krull-Schmidt, para A € {mod A, proj A}.

Lema 1.5.15 Sejam A uma categoria aditiva e f = (f")n: X®* — Y* um morfismo em
C*(A). Entao, f € homotdpico a zero se e somente se f se fatora através do morfismo

canonico p = 14 X* — C1,., onde C1,, € o cone do morfismo identidade de X°.

Prova. Suponha que f: X® — Y* é homotopico a zero e considere (s™),ecz uma homotopia
de f. Definindo g = (¢")n: C1,e — Y*® por

g = ("t M X e Xt Y,

temos que g é um morfismo de complexos que faz o diagrama seguinte comutar.

Clye

Isto completa a primeira parte. Reciprocamente, se g = (¢")n: C1,. — Y* é um morfismo
em C*(A) tal que g o = f, entdo, para cadan € Z, g" = (¢¥™ ¢5): X" 1o X"* Y ¢
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tal que
0
=g ou" = (gI"" g3) ( - ) = g5
X
e dai,
grody, , =dyog'l & —giT odk + f" =dy ogf,
isto é, f ~ 0 onde (g7 )nez é uma homotopia de f. O

Sejam A uma k-categoria aditiva e D um subcategoria plena aditiva de C*(.A) cujos

objetos sao da forma

0 0
I*(X) = (X" @ X", 1") ez, onde ":= .
].Xn+1 0

Seguindo a notagao do Exemplo 1.3.10, considere Zp o ideal de C*(.A) dado pela classe dos
morfismos em C*(.A) que se fatora por algum objeto de D. Usando os Lemas 1.5.15 e 1.5.3,
temos que o quociente aditivo de C*(A) por D, que denotamos por C*(A)/Zp, é igual a
categoria de homotopia K*(A).

Juntando estas consideragoes a Proposicao 1.5.14 e ao Lema 1.3.11, obtemos o seguinte

bem conhecido resultado.

Proposicao 1.5.16 Se A uma k-dlgebra de dimensao finita, entdo as categorias de homo-
topia K°(mod A) e K°(proj A) sdo k-categorias Hom-finita Krull-Schmidt. O

1.6 Triangulos na categoria de homotopia

Apesar da nogao de categoria triangulada ser fundamental no Capitulo 3 e em alguns
momentos do Capitulo 2, ndo usaremos as ferramentas, em si, desta classe de categorias. De
modo que vamos no restringir a uma apresentacao da definicdo de categoria triangulada e,
mais especificamente, mostrar os tridngulos da categoria de homotopia. Nossa apresentagao
se baseia em [HJ10] e [Alv14]. Além destes textos, sugerimos os livros Triangulated Cate-
gories ([NeeOl|) e Triangulated categories in the representation theory of finite-dimensional
algebras (|[Hap88|) aquele leitor interessado num estudo aprofundado da nogao de categoria

triangulada.

Categoria triangulada
Sejam A4 uma categoria aditiva e T: A — A um funtor aditivo que é um automorfismo

de A. Um tridngulo em A é uma sequéncia de objetos e morfismos em A da forma
X5y %z 5 T1X).

Um morfismo de tridgngulos é uma tripla (f,g,h) de morfismos em A fazendo o diagrama
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seguinte comutativo em A.

X' Y’ Z' ~T(X")
u v w
Se, neste caso, os morfismos f,g e h sdo isomorfismos em A, dizemos que o morfismo de

triangulos (f, g, h) é um isomorfismo de triangulos.

Definigao 1.6.1 Uma categoria triangulada é uma categoria aditiva munida de um au-
tomorfismo aditivo T: A — A e uma familia de tridngulos distinguidos satisfazendo os

sequintes axriomas:

(TRO) Qualquer tridngulo isomorfo a um triangulo distinguido € também um trindngulo dis-

tinguindo;

(TR1) Para qualquer objeto X € A, o tridgngulo X x50 — T(X) é um triangulo

distinguido;

(TR2) Para qualquer morfismo u: X — Y em A existe um triangulo distinguido da forma
X5LY —-Z7Z—TX);

(TR3) Um tridngulo X — Y - Z % T(X) € um tridngulo distinguido se e somente se o
triangulo Y — Z - T(X) ) T(Y) também é um tridngulo distinguido;

'U/

(TR4) Dados dois triangulos distinguidos X ==Y —» Z 5 T(X) e X' VN N

T(X"), cada diagrama comutativo

pode ser completado a um morfismo de tridngulos; e

(TR5) Dados os tridngulos distinguidos
XLy -7 —-T7TX),Y 572 =X —-TY)eX % 7 Y —

T(X), existe um tridngulo distinguido Z' — Y' — X' — T(Z") fazendo o sequinte
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diagrama comutativo.

XY A T(X)
}

X ==7 i’ T(X)
iu |
y =7 X’ T(Y)
| |
z' Y’ X’ T(Z')

Proposicao 1.6.2 Sejam A uma categoria triangulada e

um morfismo de tridngulos distinguidos. Se quaisquer dois dos trés morfismos f,g e h sdo
isomorfismos, entao o terceiro morfismo também é um isomorfismo. Neste caso, (f,g,h) é

um isomorfismo de tridngulos. O

Equivaléncia triangulada

Sejam A e A’ duas categorias trianguladas com automorfismos T' e T”, respectivamente.
Um funtor aditivo F: A — A’ é chamado ezato se leva triangulo distinguido de A em
triangulo distinguido de A’, no seguinte sentido: existe um isomorfismo natural ¥: FoT —
T’ o F tal que dado um triangulo distinguido X Y - Z %% T(X) em A, entao

FO ™™ vy 29 pz) ) 1 (pix)

¢ um triangulo distinguido em A’. Se um funtor exato F': A — A’ é uma equivaléncia de
categorias, dizemos que F' é uma equivaléncia de categorias trianguladas. E conhecido que
um quase inverso de uma equivaléncia triangulada também é uma equivaléncia triangulada

(vide, por exemplo, pag. 4 de [Hap88|).

Estrutura triangulada da categoria de homotopia

Vimos na Se¢ao 1.5 que a categoria de homotopia de complexos K(.A), sobre uma cate-
goria aditiva A, é uma categoria aditiva. Descrevemos agora uma familia de tridngulos em
K(A) que dao uma estrutura de categoria triangulada a esta categoria. Para tanto precisa-

mos do resultado seguinte, o qual mostra que podemos estender a categoria de homotopia o
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funtor translagao [p] de C(A) e a sequéncia de objetos e morfismos
x*Loye X 00 I xo),
descrita na expressao (1.2) da Segao 1.5.

Lema 1.6.3 Sejam f,g: X* — Y* dois morfismos em C(A) tais que f ~ g. Entao,

(a) flp] ~ glp] e [p] € um automorfismo aditivo de KC(A), para todo p € Z; e

(b) existe um isomorfismo em C(A) do cone de f no cone de g, digamos h: Cy — Cl,

fazendo o diagrama seguinte comutar em K(A).

e [ o Mf Tf o
X Y Cf X [1]
\
:
Y
X 7 Y ” C’g Wg X [1]

Prova. (b) Por hipétese, existe uma homotopia (s": X™ — Y™ 1), cz de f em g. Entao,
definindo h: Cy — Cy por

1n+1 0
W= X M X"May" - X"ay",

temos que h é um morfismo de complexos onde cada componente h” é um isomorfismo em

A, cuja inversa é dada por

1TL+1 O
(hm)y~t= X X" oy 5 Xl ey
Sn+1 11}7}

Logo, pelo Lema 1.5.1, h: Cy — Cy é um isomorfismo em C(A). Além disso, ¢ facil ver que

hoypy=pgemyoh=mns Em particular, o diagrama do enunciado comuta em /C(A). |

Definigao 1.6.4 Seja f: X®* — Y* um morfismo em C(A). Chamamos a sequéncia de ob-
jetos e morfismos
x*Loye M 00 I xeoq

de triangulo padrao em K(A) ligado a f. Um triangulo distinguido em K(A) é uma sequéncia

de objetos e morfismos em K(A),
X Ly 5oze X,

que € isomorfo (em K(A)) a um tridngulo padrao.

Note que apesar de morfismos homotépicos em C(A) nao “produzirem” necessariamente

o mesmo tridngulo padrao, podemos garantir pelo Lema 1.6.3-(b) que tais triangulos sao
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isomorfos em K(A). De modo que a familia de triangulos distinguidos de K(A) esta bem
definida. Portanto, a categoria de homotopia (A) quando munida do funtor translagao
T := [1] e da classe de triangulos distinguidos é uma categoria triangulada. Uma prova para
este fato pode ser encontrada, por exemplo, no Teorema 6.7 de [HJ10].

Com a mesma estrutura dada acima, também sao trianguladas as categorias de homotopia

K= (A), KH(A), Kb (A), KHP(A) e KE(A).

1.7 Categorias derivadas

Uma classe importante de categorias trianguladas é formada pelas categorias derivadas de
categorias abelianas. Tais categorias sdo obtidas das categorias de homotopia de complexos
por um processo de localizagdo com respeito aos quase isomorfismos. Em outras palavras,
por um processo formal que torna invertivel todos os quase isomorfismos da categoria de
homotopia.

Como na segao anterior, o que se segue ¢ baseado em [HJ10] e [Alv14]|. Nao vamos des-
crever, formalmente, os morfismos da categoria derivada, uma vez que nao vamos precisar
manipula-los neste trabalho. Este também é motivo pelo qual nao iremos falar sobre loca-
lizagdo de categorias. Ao leitor interessado numa descrigdo formal dos morfismos categoria
derivada e/ou no estudo de localizagao de categorias, sugerimos, além das referéncias supra-
citadas, o Capitulo 10 de [Wei08] ou os classicos “Residues and Duality”, [Har66|(Cap. 1), e
“Catégories dérivées, état 07, [Ver77|, aonde o leitor encontrara, além destes assuntos, formas

diferentes (e equivalentes) de descrever a categoria derivada.

Definicao

Nesta segao A sera uma categoria abeliana e K(.A) a categoria de homotopia de com-
plexos sobre A. Estamos particularmente interessados no caso em que A = mod A, onde A é
uma k-algebra de dimensao finita. Neste caso, denotamos K(mod A) simplesmente por K(A).

Primeiro, observe que um morfismo de complexos f é um quase isomorfismo se e somente
se todo morfismo que é homotopico a f é um quase isomorfismo (vide Lema 1.5.5). De
modo que, a partir de agora, sempre que dissermos que um morfismo em K(A) é um quase
isomorfismo estard subentendido que qualquer uma de suas classes de equivaléncia é um

quase isomorfismo.

Teorema 1.7.1 ([HJ10], Teo. 7.10) Seja A uma categoria abeliana. Entao, eziste uma
categoria D(A), chamada a categoria derivada de A, e um funtor Q4: K(A) — D(A),

chamado funtor localizagao, satisfazendo as segquintes propriedades:
(L1) Para todo quase isomorfismo s em K(A), Qa(s) é um isomorfismo em D(A); e

(L2) Todo funtor G de K(A) em uma categoria qualquer D associando a todo quase isomor-
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fismo de K(A) um isomorfismo em D, fatora-se unicamente sobre Q 4.

Note que a propriedade (L2) implica, em particular, que a categoria derivada é tnica a
menos de equivaléncia de categorias.

Na prova do teorema acima define-se os objetos da categoria D(.A) como sendo os mesmos
da categoria K(A) e o funtor localizagdo Q4 como sendo a identidade sobre os objetos
de K(A). Logo, da propriedade (L1), podemos concluir que dois complexos X*® e Y* sao
isomorfos como objetos da categoria derivada D(.A) sempre que existir um quase ismorfismo
de complexos s: X* — Y*.

Sobre os morfismos de D(A), podemos dizer, a grosso modo, o seguinte: um morfismo
f de X* para Y*® na categoria derivada D(A) pode ser representado por uma classe de
equivaléncia de uma fracdo f/s, onde f: Z® — Y*® é um morfismo em K(A) e s: Z* — X*
um quase isomorfismo de K(A). Dizemos que duas fragdes f/s e g/t de X*® para Y* sao

equivalentes se existe um diagrama comutativo da forma

onde sor é um quase isomorfismo (o que nao significa que o par (r,h) é uma fragao). Uma
prova de que tal relacao é de fato uma relacao de equivaléncia pode ser encontrada, por
exemplo, no Lema 2.2.1 de [Alv14]. Note que estamos visualizando cada fragdo f/s como

um “telhado” da forma abaixo.

xe /ZX ye

E conhecido que a categoria derivada D(A) é uma categoria aditiva (vide, por exem-
plo, Proposicao 7.15 de [HJ10]) e que o funtor localizacdo Q4 é um funtor aditivo (vide,
por exemplo, Corolario 10.3.11 de [Wei08]). Ingredientes estes necessarios para definirmos a

estrutura triangulada de D(A).
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Proposicao 1.7.2 Seja A uma categoria abeliana. Entao, a categoria derivada D(A) é uma

categoria aditiva e o funtor localizacdo Q 4 € um funtor aditivo. a

Triangulos em D(A)

Podemos obter uma estrutura triangulada para a categoria derivada D(.A) quando “trans-
portamos”, via o funtor localizacao Q_4: K(A) — D(A), os tridngulos da categoria de homo-
topia IC(A).

O automorfismo T' sobre D(A) é definido como o funtor translagao [1] sobre os objetos,
ou seja, T(X*®) = X°[1] para todo objeto X* € D(A), e para um morfismo f: X* — YV*
em D(A), representado por uma fracio f/s, definimos T'(f) = f[1] como uma classe de

equivaléncia do “telhado” seguinte.

Palil
s[1] f[1]
X'[lf/ \rm

Um triangulo em D(A) é um tridngulo distinguido se ele é isomorfo (em D(A)) a imagem de
um tridngulo distinguido de IC(A) pelo funtor localizagao @ 4.

A categoria derivada D(A) quando munida do funtor T e da classe de tridngulos distin-
guindos, como definidos acima, é uma categoria triangulada. Uma prova deste fato pode ser
encontrada, por exemplo, no Teorema 7.18 de [HJ10]. Com esta mesma estrutura, também
sdo trianguladas as categorias derevidas D~ (A), Dt (A) e D°(A) das categorias de homotopia
K=(A), KT (A) e K°(A), respectivamente.

D~ (mod A) versus K~ (projA)

Sejam A = mod A a categoria de modulos finitamente gerados sobre uma k-algebra A de
dimensao finita e P = proj A a subcategoria plena de mod A dos médulos projetivos finita-
mente gerados. Denotamos a categoria de homotopia de complexos limitados inferiormente
simplesmente por K~ (A); e por K~ (P) a categoria de homotopia da categoria C~(P) de com-
plexos limitados inferiomente sobre P. Entao, existe um funtor inclusao ¢: £~ (P) — K~ (A).
Denotando a categoria D~ (mod A) simplesmente por D~ (A) e o funtor localiza¢ao de K~ (A)
em D~ (A) por Q,, temos um funtor F': K~ (P) — D~ (A) dado pela composicao Q, o ¢.
Como consequéncia direta da Proposicao 1.7.2 e das defini¢des dos tridngulos distinguidos
de K= (P) e de D~ (A), tem-se que F' é um funtor exato. E usando uma versao dual do Te-
orema II1.5.21 do livro “Methods of Homological Algebra”, [GMO03], temos o seguinte (bem

conhecido) resultado.

Teorema 1.7.3 O funtor F: K~ (P) — D~ (A) é uma equivaléncia de categorias triangula-
das. a

No préximo capitulo apresentamos uma prova da densidade do funtor F', a qual sera tutil

no desenvolmento daquele capitulo.



Capitulo 2

Complexidade na categoria derivada

Apresentaremos, neste capitulo, uma definicdo de complexidade na categoria derivada
(limitada superiormente) da categoria de modulos sobre uma k-algebra de dimenséo finita.
Veremos que nossa defini¢ao contempla a nogao de complexidade como definida na categoria
de moédulos e que algumas propriedades de complexidade de médulos podem ser reproduzidas
em objetos da categoria derivada. Por exemplo, daremos uma caracterizacao para os objetos
da categoria derivada que tém complexidade menor do que ou igual a 1. Em particular, ve-
remos que os objetos indecomponiveis da categoria derivada limitada que tém complexidade
zero sao justamente aqueles que sdo finais de tridngulos de Auslander-Reiten. Nosso princi-
pal resultado, que é mostrado na dltima secao, trata de uma conexao entre a complexidade
de objetos indecomponiveis da categoria derivada e a dimensao global forte da respectiva
algebra.

Ao longo do capitulo, A denotara uma algebra nao semisimples e de dimensao finita sobre
um corpo k (nao necessariamente algebricamente fechado); mod A a categoria de A-modulos
finitamente gerados; P = proj A a subcategoria plena de mod A cujos objetos sdo modulos
projetivos; C(P) e K(P) as categorias de complexos e de homotopia, respectivamente, sobre
P; D(A) a categoria derivada de mod A; pd M a dimensao projetiva de M € modA; e
gl.dim A a dimensao global da algebra A.

Comegaremos lembrando a definigao de complexidade de sequéncias de inteiros nao ne-

gativos e, em seguida, de modulos finitamente gerados sobre uma algebra A de Artin.

Definigao. Seja (b;); uma sequéncia de inteiros nao negativos. Dizemos que a complexidade

de (b;); € no méximo n, e escrevemos cx(b;) < n, se existe ¢ € Q tal que
bi < c-i", para todo i € N suficientemente grande (i > 0).

Se cx(bi) < n mas cx(b;) £ n— 1, dizemos que a sequéncia (b;); tem complexidade igual a
n e escrevemos cx(b;) = n. Finalmente, dizemos que a complexidade de (b;); é infinita, e
escrevemos cx(b;) = 0o, se tal n nao existe.

Para uma dada uma algebra de Artin A, definimos a complexidade de um A-moédulo

finitamente gerado M como sendo a complexidade da sequéncia dos niimeros de Betti de M.

45
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Mais precisamente, seja
2 d2 pl di, po do
Py: -+ —P —P —P —M-—70 (2.1)

uma resolugdo projetiva minimal de M € mod A. Entéo, o i-ésimo nimero de Betti de M,
denotado por B;(M), é definido como sendo o niimero de somandos indecomponiveis de P*.
Note que cada (;(M) é um inteiro nao negativo e depende somente de M por que cada A-
médulo projetivo P? da resolucio (2.1) é unicamente determinado (a menos de isomorfismos)
por M. Portanto, definimos a complexidade M, e denotamos por cx(M), como sendo a
complexidade da sequéncia (f;(M)); dos nimeros de Betti de M.

Encerraremos este tépico com uma lista de propriedades sobre a complexidade de médulos
que, apesar de elementares, tém um papel importante na obtencao de outros resultados nao
tdo imediatos. Como se vé nas segoes seguintes, procuramos apresentar uma versao para

cada uma destas propriedades em objetos da categoria derivada.

(a) cx(M) =0 se e somente se pd M < oo. Em particular, se gl.dim A < oo entao cx(M) =
0, para todo M € mod A.

(b) cx(M) =1 se e somente se pd M = oo e M tem sequéncia de Betti limitada.
(c) cx(M) = 2 se e somente se existe ¢ € Q tal que 5;(M) < c¢- i, para i > 0.
(d) ex(M & N) = max{cx(M),cx(N)}.

(e) Seja 0 — M; — My — M3 — 0 uma sequéncia exata em mod A. Entao,
ex(M;) < max{cx(M;), cx(M;)}

para {i,7,l} = {1,2,3}.

2.1 Complexos homotopicamente minimal

Antes de definir o conceito de complexidade em D~ (A), introduziremos a nogao de com-
plexo homotopicamente minimal. Veremos que esse conceito, sob certos aspectos, é equi-
valente a nocao de complexo radical, definida no capitulo anterior. A nocao de complexo
homotopicamente minimal terd papel fundamental na nossa definicao de complexidade de
objetos da categoria derivada. A saber, usaremos frequentemente neste capitulo o fato, de-
vido a H. Krause (|[Kra05]), de que todo complexo em C(P) pode ser escrito como uma soma
direta de um complexo homotopicamente minimal e de um complexo homotopicamente nulo
(vide Teorema 2.1.6).

Definigao 2.1.1 ([Kra05]) Um complezo P®* em C(P) € dito homotopicamente minimal se

todo automorfismo f: P®* — P® em IC(P) também é um automorfismo de complezos.
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Note que um isomorfismo f: X®* — Y*® em C(P) também é um isomorfismo em K(P). O
lema abaixo mostra que vale a reciproca quando os complexos X*® e Y'® sao homotopicamente

minimais.

Lema 2.1.2 Todo isomorfismo em K(P) entre complexos homotopicamente minimais é tam-

bém um isomorfismo em C(P).

Prova. Seja f: P* — @°® um isomorfismo em IC(P) onde P*® e QQ® sd@o complexos homotopi-
camente minimais. Entao existe g: Q* — P*® tal que go f ~ 1pe e f o g ~ 1g.. Logo, por
go f: P* — P*® ser um isomorfismo em K(P) e por P*® ser um complexo homotopicamente
minimal, tem-se que go f é um isomorfismo em C(P). Em particular, pela Proposi¢ao 1.1.4-
(e), f é uma secao em C(P). Tem-se de forma analoga que f é uma retragdo em C(P) e,

portanto, um isomorfismo em C(P). O

Dualizando o Lema B.1 de [Kra05|, teremos o seguinte resultado.

Lema 2.1.3 ([Kra05]) Seja P* = (P",d")nez um complexo em C(P). As sequintes condi-

coes sGo equivalentes:
(i) O complexo P*® é homotopicamente minimal.
(ii) Se Q® é um somando direto de P® que nao é homotopicamente nulo, entio Q® =0

(iii) A aplicagao d™ : P™ — Im(d"™) é uma cobertura projetiva para todo n € Z. O

Observagao 2.1.4 Segue da equivaléncia (1)-(ii) do lema acima que somando direto nao
nulo de complexo homotopicamente minimal em C(P) € ainda um complezo homotopicamente

minimal. Compare isto com o Lema 1.5.9.

Vemos abaixo que os conceitos de complexo homotopicamente minimal e complexo radical

sao equivalentes em C(P).

Lema 2.1.5 Um complexo P* = (P",d"™) em C(P) é homotopicamente minimal se e so-

mente se ele € radical.

Prova. Suponha que P® seja homotopicamente minimal. Dado n € Z qualquer, da equiva-
léncia (i)-(iii) do Lema 2.1.3 tem-se que d": P" — Im(d") é uma cobertura projetiva. Logo,
Nuc(d™) C rad (P") e, portanto, Im(d"~!) C Nuc(d") C rad (P"). Como n é um inteiro
arbitrario, isto mostra que P® é um complexo radical.

Reciprocamente, suponha que P* é um complexo radical e seja f: P®* — P*® um auto-
morfismo em KC(P). Entao, existe um morfismo de complexos g: P®* — P* tal que fog ~ 1pe

e go f ~ 1pe. Em particular, existe uma homotopia s de talque 1pe —go f =sod+dos.
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Como P* é radical por hipétese, entdo Im(d" 1) C rad (P") para todo n € Z. Logo, do Lema

1.5.8, tem-se que
[1pn —g" o fY(P") = [s"T o d™ 4+ d" 1 0 s"](P") C rad (P") = P" -rad A, ¥ n € Z. (2.2)
Se para cada n € Z denotarmos 1pn — g" o f™ por h,, entdo, da expressao (2.2),
h2(P™) = hy(hyp(P™)) C hy(P™ -rad A) = hy,(P™) -tad A C P™ - (rad A) - (rad A) = P™ - rad ?A.

Continuando este processo indutivamente, tem-se que hfl(P”) C P"-rad'A, para todo | > 1
e para todo n € Z. Mas por A ser uma algebra de dimenséao finita, segue-se que rad A é
nilpotente e, portanto, cada h, = 1pn — g™ o f™ é nilpotente, todos com o mesmo indice de
nilpoténcia. Logo, a composta go f = 1pe — (1pe — g o f) é um autormorfismo de P*. Em
particular, f é uma segao em C(P).

Usando o mesmo raciocinio para 1ps — f o g, chegaremos que f é uma retragao em C(P).

Portanto, f ¢ um automorfismo em C(P), como queriamos demonstrar. a

A prova de que todo complexo radical é um complexo homotopicamente minimal, dada
acima, é apenas uma adaptagao do item (1) da Proposi¢ao 3.1 de [BL13]. Vale salientar que
apesar de termos uma prova independente, optamos pela demonstracao de Liu e Bautista
por se tratar de uma ideia usada em outras momentos deste texto.

O proximo resultado (dual da Proposigao B.2 de [Kra05]) mostra que todo complexo P*
em C(P) admite uma decomposi¢do P* = P @ Py, onde P é um complexo radical e Py é

homotopicamente nulo.

Teorema 2.1.6 ([Kra05]) Todo objeto P* € C(P) admite uma decomposicao P* = PP @
P3, onde P € um complexo radical e Py € homotopicamente nulo. Além disso, o com-
plexo Py € unicamente determinado no sequinte sentido: dada uma sequnda decomposi¢ao
P* = Q% ® Q5, onde Q) € um complexo radical e Q5 € homotopicamente nulo, a aplicagao

canonica P — P®* — Q3 € um isomorfismo em C(P). O

Observacgao 2.1.7 Note que se P* é um complexo em C(P) e P* = P{ @ Py € uma decom-

posi¢io de P* como no teorema acima, entio P® e Py sdao isomorfos em K(P).

Finalizaremos esta se¢ao mostrando que os complexos indecomponiveis radicais de C(P)

e IC(P) sdo os mesmos.

Lema 2.1.8 Seja X*® = (X', d%) € C(P) um complexo radical. Entio, X*® ¢ indecomponivel

em C(P) se e somente se X* € indecomponivel em K(P).

Prova. (<) Suponha que X*® é indecomponivel em IC(P) e seja Y* um somando direto, néo

nulo, de X* em C(P). Entao, é claro que X*® é um complexo diferente de zero e, pelos lemas



2.2 COMPLEXIDADE EM D~ (A) 49

2.1.5 e 2.1.3 (equivaléncia (i)« (ii)) e pela Observagao 2.1.4, Y'* é um complexo radical e
nao nulo em K(P). Logo, como X* é indecomponivel em K(P) e Y* também é um somando
direto de X*® em K(P), segue que X*® =2 Y*® em K(P). Portanto, pelo Lema 2.1.2, temos que
X*2Y*®em C(P).

(=) Suponha agora que X* é indecomponivel em C(P). Para ver que X*® é um objeto

nao nulo de KC(P), basta observar que para qualquer sequéncia de homomorfismos
(s X & X,

temos que Im(s"*! o d% + dy ' os™) C rad X" e, portanto, s"* o d" +d" "t o s™ # 1yn.
Seja Y* = (Y*,d},) um somando direto nao nulo de X* em K(P). Pelo Teorema 2.1.6,
podemos supor que Y*® é um complexo radical. Assim, se ¢: Y* — X°® é uma secdo em
K(P), entao existe um morfismo 7: X* — Y* tal que lye — m o ¢ é homotopicamente
nulo. Como consequéncia existe uma homotopia r = (r**1: Yit!l — Y),.7 de 1y tal que
lyn — 7o =r"Tlo dy + dg_l or", para todo n € Z. Mas como cada dy- ¢ um morfismo
radical, entao todos os morfismos 1y» — 7™ o™ sao radicais. Logo, para todo n € Z, temos que
(1yn — ™ 01™)! = 0, onde I é o indice de nilpoténcia de rad A, e portanto (1ys — 7o)l = 0.
Isto é suficiente para concluirmos que 7o ¢ é um isomorfismo de complexos e, em particular,
t:Y® — X*® éuma se¢ao em C(P). Logo, por X*® ser um indecomponivel em C(P), Y* = X°.

Isto conclui a prova. O

2.2 Complexidade em D~ (A)

Como na categoria de moédulos, definimos primeiro a nocao de ntmero de Betti em
D~ (A) antes de definir o conceito de complexidade nesta categoria. Vamos comegar definindo
nameros de Betti de objetos de X~ (P).

Definigao 2.2.1 Seja P* € K~ (P) e considere uma decomposi¢ao P* = PP @& Py em C~(P),
onde P? € radical e Py € homotopicamente nulo, conforme Teorema 2.1.6. Para cada i € 7Z,
defina B;: K~ (P) — NU{0} como sendo a fungao que associa a cada objeto P* de K~ (P)
o numero natural dado pela quantidade de somandos indecomponiveis projetivos da i-ésima
componente P} do complexo Py. Tal mimero serd denotado por 3;(P*®) e chamado de i-ésimo

numero de Betti de P°.

Note que se P* = Q] ® Q5 ¢ outra decomposicao de P°®, onde Q] ¢é radical e Q5 ¢
homotopicamente nulo, segue do Teorema 2.1.6 que P} = @} em C~(P) e, em particular,
P} =2 Qi para todo i € Z (vide Lema 1.5.1-(c)). Isto mostra que a relagao 3;, como definida
acima, é de fato uma fungao.

Vamos usar a equivaléncia

F: K- (P) < K- (A) 2% p(A),
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dada no Teorema 1.7.3, para estender a no¢ao de ntumeros de Betti na categoria K~ (P) para
a categoria D~ (A). Para tanto, precisamos ver que a sequéncia dos numeros de Betti de

objetos em K~ (P) ¢ a mesma para aqueles objetos que tém imagens, por F, isomoérficas em
D~ (A).

Lema 2.2.2 Seja F: K~ (P) — D~ (A) a equivaléncia triangulada dada acima e suponha que
P* e Q* sao dois objetos de K~ (P) tais que F(P®) = F(Q®) em D~ (A). Entao, 3;(P®) =
Bi(Q®) para todo i € 7Z.

Prova. Dado que F': K~ (P) — D~ (A) é uma equivaléncia, o isomorfismo F'(P®) = F(Q°*)
em D~ (A) implica que os complexos P*® e Q® sao isomorfos em K~ (P). Sejam P* = P’ & Py
e Q* = QP Q3 decomposicoes de P* e Q® em C~ (P), onde P} e QF sdo complexos radicais e
Py e Q% sao complexos homotopicamente nulos. Assim, como P®* = PP ¢ Q* = Q) em K~ (P)
(vide Observagao 2.1.7), segue-se do isomorfismo P*® = Q°® que P = ()} em K~ (P). Logo,
do Lema 2.1.2, P’ = Q% em C~ (P), pois, por hipotese, Py e ()} sdo ambos homotopicamente
minimais. De onde segue que Q% = P{, para todo i € Z, ou seja, 5;(P*) = 3;(Q®) para todo
1€ Z. a

Pela densidade da equivaléncia F': K~ (P) — D~ (A), temos que para cada objeto M*®
em D~ (A) existe um objeto P* em K~ (P) tal que F(P*®) = M*® em D~ (A). Tendo em vista

este fato e o lema acima, podemos finalmente definir a nogao de nimero de Betti em D~ (A).

Definigao 2.2.3 Seja M*®* € D~ (A) e considere P* € K~ (P) tal que F(P®*) = M*® em
D~ (A). Entao, define-se o i-ésimo nimero de Betti de M®, denotado por [;(M®), como
sendo (B;(P*).

Note que o Lema 2.2.2 garante que a defini¢ao acima nao depende da escolha do objeto
P* de K~ (P). Também é natural esperar que a sequéncia dos niameros de Betti em D~ (A)

seja invariante sob isomorfismos. E o que mostra o resultado abaixo.

Lema 2.2.4 Sejam M*® e N*® dois objetos de D~ (A) que sao isomorfos. Entao, B;(M®) =
Bi(N*®), para todo i € Z.

Prova. Sejam P*® e Q°® objetos de K~ (P) tais que F(P®) = M*® ¢ F(Q®) = N° em
D~ (A). Logo F(P®*) = F(Q®) e segue do Lema 2.2.2 que f;(P°®) = [;(Q®). Portanto,
Bi(M*®) = 5;(N*®) para todo i € Z. O

Vamos incluir aqui uma prova da densidade da equivaléncia F': K~ (P) — D~ (A) — dada
em [GMO3]|(I11.5.21) —, a qual sera util, por exemplo, para o calculo dos nimeros de Betti de

certos objetos da categoria derivada.
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Densidade do funtor F: K~ (P) — D~ (A)

Seja M® = (M*,d");cz um objeto em D~ (A). Suponha, sem perda de generalidade, que
M? = 0 para todo i > 0. Note que para verificar a densidade de F ¢é suficiente construir
um complexo P* em K~ (P) e um quasi-isomorfismo s: P®* — M*®. Faremos isto por indugao

sobre 1.

e Seja s9: PO — MY a cobertura projetiva de M? e considere o pullback seguinte.

y-1_a1_ po

o

M~ MO

Agora considere a cobertura projetiva de Y1, digamos t~': P~! — Y~ e defina os
homomorfismos e ! :==a 1ot 1: Pl 5 Plesti=plot t: P71 5 ML

e—1

-~ ~
7 N

\
y-1_a', po

\
\ p—1 30
AN

s_l ~ AM*I 1; MO
d-

Neste caso, temos que

sfoet=socatott=dtob ot t =dtos!. (2.3)

e Suponha definidos P",e" e s paran € {—1,-2,...,i} eseja K := Nuc(e’). Tomamos

a inclusdo *: K — P*, o pullback

) i—1 .
Yl*l a K

bili isiﬁ'

Mi=! — M
di71

e a cobertura projetiva t~1: P=! — Y?~! e assim definimos os homomorfismos ¢! ! :=

toa~loti=l: piml 5 piegi=l = pi-logi=l: pi=l 5 ppi-t

62—1
- T T =
~
~

~
/t.71 i1 i A

yi-1 a’ Ki_“_ pi
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Neste caso, temos que
sto ezfl —solo azfl Otzfl — dzfl o bzfl Otlil _ dzfl o Szfl’ Vi < —1. (24)

Usando a construcio acima, seja P* = (P?, e');cz, onde P! = 0 para todo i > 0. Entdo,
P*® ¢ um objeto de K~ (P). De fato, é claro que P*® ¢ limitado superiormente e por constugao
suas componentes estdo em P. Além disso, como para todo i < —1 temos que ¢/ é a inclusdo

de Nuc(e?) em P?, segue-se que

ol =¢loioa ot =0, Vi< —1.
N~

=0

Segue das expressoes (2.3) e (2.4) que os homomorfismos s": P" — M?® determinam um
morfismo de complexos s = (s™),,: P* — M®. Para a prova de que s é um quase isomorfismo,
veja [GMO3](I11.5.21). Portanto, P®* = M*® em D~ (A).

A partir de agora, denotaremos o complexo P*, obtido na construgao acima, por P(M*®) e
o chamaremos de resolug¢ao de M*® em K~ (P). Neste caso, temos que 5;(M*®) = 3;(P(M?*)),
para todo i € Z. Temos também como consequéncia direta da construgao de P(M*®) os

seguintes fatos.

Observagao 2.2.5 (a) Note que s: P(M®) — M?*® ser um quase isomorfismo implica que
as cohomologias de P(M®) e de M*® sao isomorfas, em cada grau. De modo que se
M?® € D°(A), entdo P(M®) tem cohomologia limitada, ou seja, P(M®) € K~ °(P).

(b) Seja M um A-mdédulo e considere o complexo M*® como sendo o concentrado de M em
grau zero. Vendo M® como um objeto de Db(A), tem-se que a resolucao de M*® em
K=b(P) € a resolugio projetiva minimal de M em mod A. De fato, basta observar
que do item (a) tem-se que P(M®) é um complexo aciclico e aplicando a defini¢ao
categorica de nicleo em cada passo da construgio de P(M®) tem-se que Y ! = Nuc(s?)
e Y™ = Nuc(e™), para todo n < —2.

Dadas estas observagoes, vemos abaixo que o conceito de niimeros de Betti, como definido

em 2.2.3, estende a nogao de ntumeros de Betti na categoria de moédulos.

Proposigio 2.2.6 Seja M*® € DP(A) o complexo concentrado em grau zero de um mddulo
M € mod A. Entao, 3;(M) = B_;(M®) para todo i > 0.

Prova. O resultado segue do item (b) da Observagao 2.2.5, uma vez que 3;(M*®) = f_;(P(M?*))
para todo ¢ > 0. O

Complexidade
Sejam M® € D™ (A), n € Z e M*®[n] seu o transladado de grau n. Logo, se P* € K~ (P)
é tal que F(P®*) = M*® em D~ (A), entao

M*[n] = F(P*)[n] = F(P*[n]).
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Em particular, 8;(M®[n]) = Bitn(M?®) para todo i € Z. Portanto, ndo estaremos perdendo
nada em supor, a partir de agora, a menos de men¢ao em contrario, que ;(M?®) denota o
i-ésimo nimero de Betti de um objeto M*® € D~ (A) cuja componente homogénea de grau
zero é nao nula e todas as componentes de grau positivo sdo iguais a zero. Isto é, MO #0e

M"™ = 0 para todo n > 0. Finalmente, a defini¢do de complexidade em D~ (A).

Definigao 2.2.7 Seja M*® um objeto de D~ (A).

(a) Dizemos que a complexidade de M® é no maximo n, e escrevemos cx(M®) < n, se existe
c € Q tal que B;(M*®) < c-|i|*™!, para todo i < 0.

(b) Dizemos que a complexidade de M* éigual a n, e escrevemos cx(M®) = n, se cx(M*®) <
n mas cx(M®) £ n — 1.

(c) Dizemos que a complexidade de M*® ¢ infinita, e escrevemos cx(M®) = oo, se tal n nao

existe.

Observagao 2.2.8 A definicio de complexidade de um objeto em K~ (P) é dada como

acima, aonde usamos o conceito de nimeros de Betti em K~ (P).

E imediato da defini¢io que a complexidade de um objeto M*® € D~(A) nio depende
de uma quantidade finita de termos da sequéncia dos ntmeros de Betti de M*®. Além disso,
como [;(M?®[j]) = Biyj(M?*), para todo M*® € D~ (A) e todo i,j € Z, a complexidade de um
objeto de D~ (A) é invariante sob translagoes, isto é, cx(M®) = cx(M*®[n]) para todo n € Z.
Juntando este fato com a Proposigao 2.2.6, vemos que a nogao de complexidade em D~ (A)
estende o conceito de complexidade na categoria mod A no seguinte sentido: se considerarmos
M € mod A como sendo um complexo concentrado, digamos M*®, entao cx(M) = cx(M?*).
Finalmente, segue do lemas 2.2.2 e 2.2.4 que a complexidade é invariante sob isomorfismos
em D™ (A) e que a complexidade de um objeto M*® de D~ (A) pode ser “calculada” usando a

resolugao de M*® em K~ (P). Resumimos na proposi¢ao seguinte estas propriedades.

Proposicao 2.2.9 Sejam M® e N*® dois objetos de D~ (A) e seja M € mod A. Entao:
(i) cx(M*®) = cx(M?®[n]) para todo n € Z.

(ii) Se M*® € o concentrado do modulo M, entao cx(M®) = cx(M).

(iii) Se M*® e N*® sao dois objetos isomorfos em D~ (A), entao cx(M*®) = cx(N°*).

(iv) cx(M®) = cx(P(M?*)). O

Vimos acima que quando consideramos um moédulo como sendo um objeto da categoria
derivada limitada sua complexidade na categoria de moédulos coincide com a complexidade
na categoria derivada. Na verdade vale um pouco mais do que isto, conforme proposicao

abaixo.
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Proposicao 2.2.10 Seja M® = (M?,d") um objeto de D°(A). Entdo, existe um A-médulo
Ko tal que cx(M®) = cx(Kpye).

Prova. Suponha que M? # 0 e que M* = 0 para todo i < d < 0. Temos da construcdo de
P(M?*) o diagrama seguinte

d—1 d d
Yd—l e Nuc(ed) L Pd € Pd+1 o

0 Md Md-&-l;)‘_.’

d,d
onde Y41 ¢ o pullback dos homomorfismos Nuc(ed) 25 M9 «— 0, que por sua vez é igual
a Nuc(s? 0 %) = Nuc(e?) N Nuc(s?), e a?! é a inclusdo de Y9! em Nuc(e?). Tomando
Ko := Y91 = Nuc(e?) N Nuc(s?), temos que t?~1: P9=1 — Kjse & cobertura projetiva.

Repetindo este argumento para cada passo da construgao de P(M?*®), chegamos ao diagrama

seguinte.
pa—2 ed2 pa-1 ed? pa
N / \ / \ /
Nuc(e?2?) 0 Nuc(e?1) 0 Ko sd
0 0 M
Logo,

oo — P2 Pl Kye — 0

& a resolugao projetiva minimal de Kjse e, neste caso, 3j1q-1(M*®) = B; (K ), para todo
j < 0. Portanto, cx(M®) = cx(Kjpe), uma vez que a complexidade nado depende de uma
quantidade finita de termos da sequéncia dos niimeros de Betti e ela pode ser calculada via
P(M®). O

Corolario 2.2.11 Seja A uma k-dlgebra de dimensao finita. Entdo, gl.dim A < 0o se e so-

mente se todo objeto de D°(A) tem complexidade nula. O

Veremos abaixo uma caracterizagao dos objetos cuja complexidade ¢é igual a 0 ou a 1.
Ficara claro na prova que esta caracterizacao de M*® € D~ (A) poderia ser dada em termos
de um objeto qualquer da imagem inversa de M*® pela equivaléncia F'. Fizemos a opc¢ao pela

resolugdo P(M?*®) por esta ser dada explicitamente em termos do objeto M?®.
Proposicao 2.2.12 Seja M*®* € D~ (A). Entao

(i) cx(M*®) =0 se e somente se P(M*®) € K°(P).
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(i) cx(M®) =1 se e somente se P(M®) ¢ K°(P) e M*® tem sequéncia de Betti limitada.
Prova. Seja P(M*®) = P} @& Py uma decomposi¢ao de P(M*®) como no Teorema 2.1.6.

(i) («=) Suponha que P(M*) € K’(P). Como P? ¢ um somando direto de P(M®) na

categoria complexos e P(M®) é um complexo limitado, entdo P{ € C°(P). De modo
que existe apenas uma quantidade finita de termos da sequéncia de Betti de M*® que é
diferente de zero. Logo, cx(M?®) = 0.
(=) Se cx(M*) = 0 entao existe ¢ € Q tal que 0 < 3;(M*®) < ¢/|i|, para todo i < 0.
Como cada (;(M*®) é um inteiro ndo negativo, segue-se que [3;(M®) = 0 para todo
i < 0. Logo, P é um complexo limitado e como P(M*®) = P em K~ (P), temos que
P(M*) € K*(P).

(ii) (=) Suponha que cx(M*®) = 1. Entao P(M*®) ¢ K'(P), pelo item (i); e existe ¢ € Q
tal que B;(M*®) < c- |i|'”! = ¢, para todo i < 0, pela defini¢do de complexidade.
(<) De P(M*®) ¢ K°(P) segue que cx(M®) > 0. E por M* ter sequéncia de Betti
limitada segue que cx(M*®) < 1. O

Corolario 2.2.13 (i) Se M*® € D~(A) € tal que cx(M®) = 0, entdo M*® € D°(A).

ii) Seja M* € DY(A). Entao cx(M®) = 1 se e somente se pd Kpe = 00 e Ko tem
(ii) Sej

sequéncia de Betti limitada, onde Kpre € 0 A-mddulo obtido na Proposicao 2.2.10.

Prova.
(i) Segue do fato de M*® = P(M?®) em D~ (A) e do item (i) da proposigao acima.

(ii) Segue do item (ii) da proposicao acima e da igualdade cx(M*®) = cx(K3,), obtida na
Proposigao 2.2.10. O

Note que a segunda parte do corolario acima sugere que nao vale, em geral, a reciproca
do primeiro item. Isto ¢, pode existir objetos de D’(A) cuja complexidade ¢ diferente de zero.
De fato, basta tomar um moédulo de dimensao projetiva infinita cuja complexidade é igual
a 1 (ou, equivalentemente, com sequéncia de Betti limitada). Dai, temos que o complexo

concentrado neste modulo é um objeto de D?(A) com complexidade é igual a 1.

2.3 Complexidade e triangulos

Vimos no inicio deste capitulo que existe uma relacao entre as complexidades dos termos
de uma sequéncia exata na categoria de moédulos. Veremos agora que vale uma relacao
similiar para as complexidades dos termos de um triangulo em D~ (A). Veremos também

uma outra forma de caracterizar os objetos em Db(A) de complexidade zero, a saber, em
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termos de triangulos de Auslander-Reiten de D° (A), quando estes existirem. Para tanto,
vamos precisar, além dos resultados da tltima secao, do resultado principal do trabalho de
D. Happel (|[Hap91]) em que o autor mostra condi¢oes necessarias e suficientes sobre A para
que D°(A) tenha tridngulos de Auslander-Reiten.

Vamos comecar definindo os conceitos de tridngulo de Auslander-Reiten e de catego-
ria com tridngulos de Auslander-Reiten. Para definigbes equivalentes e propriedades destes
conceitos, o leitor podera consultar, por exemplo, [Hap88§].

Seja C uma k-categoria triangulada (com automorfismo 7': C — C), Hom-finita e Krull-

Schmidt. Um tridngulo em C
XLy -5 75 T17(X) (2.5)

é chamado de tridngulo de Auslander-Reiten se satisfaz as seguintes condigoes:

(AR1) X e Z sao indecomponiveis;

(AR2) v nao ¢é uma retracao; e

(AR3) Se f: W — Z nao é uma retragao, entao existe f': W — Y tal que f =vo f'.

Dizemos que a categoria C tem tridngulos de Auslander-Reiten se para todos objetos
indecomponiveis Z € C existe um tridngulo satisfazendo as condigoes acima. O tridngulo
(2.5) é chamado de tridngulo de Auslander-Reiten terminando em Z.

Sabemos, por exemplo, que os triangulos de Auslander-Reiten de DY(A) que sdo provi-

nientes de sequéncias de Auslander-Reiten de mod A, da forma

0—X-5%Y -5 Z-—0, (2.6)

~

siao aqueles em que idX < 1 e pdZ < 1. Em outras palavras, se w € Ext}(Z,X) =

Hompu(4)(Z, X[1]) € o elemento correspondente a sequéncia (2.6), entao
XSy 575 X[

¢ um triangulo de Auslander-Reiten em D°(A) se e somente se id X < 1 e pdZ < 1 (vide
[Hap88] — Capitulo I, se¢ao 4.7). Em particular, o termo final de tais tridngulos tém comple-
xidade zero. Veremos a seguir que este fato também é valido para o termo final de qualquer

triangulo de Auslander-Reiten de DP(A). Para tanto, vamos precisar do seguinte resultado.

Teorema 2.3.1 ([Hap91], Th. 1.4) Sejam A uma k-dlgebra de dimensao finita e Z* um

objeto indecomponivel de KK~°(P). Entdo, existe um tridngulo de Auslander-Reiten
X*—Y*—Z7°— X*[1]

se e somente se Z* € K°(P).
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Proposigio 2.3.2 Seja Z* € D°(A) um indecomponivel. Entdo, existe um tridngulo de

Auslander-Reiten terminando em Z® se e somente se cx(Z*) = 0.

Prova. Pelo teorema anterior e pela equivaléncia triangulada F': K=*(P) — D’(A), temos
que um indecomponivel Z* € DP(A) ¢ final de um triangulo de Auslander-Reiten se e so-

mente se sua resolucdo P(Z*®) pertence a K’(P). O resultado segue da Proposicio 2.2.12-(i). O

Encerraremos esta se¢ao mostrando que a complexidade de qualquer termo de um trian-
gulo distinguido de D~ (A) nao ultrapassa o méaximo da complexidade dos outros dois termos

deste tridngulo. Para isto, precisaremos do seguinte lema.
Lema 2.3.3 Sejam M® e N*® dois objetos em D~ (A). Entao
cx(M® & N°®) = max{cx(M?®),cx(N*)}.

Prova. Sejam P* Q* € K~ (P) tais que F(P®) 2 M*® e F(Q®) = N°®, em D~ (A). Entao,
dado que F' é funtor aditivo, FI(P*® Q°®) = F(P®)® F(Q®) 2 M*® N°®, em D~ (A), e assim
Bi(M®* @ N°®) = B;(P* @ Q°), para todo i € Z. Além disso, tem-se do Teorema 2.1.6 que
os complexos P*® e )* admitem decomposigoes P* = P @ P35 e Q°* = Q] © @3, onde P} e
(3 sao radicais e Py e (5 sao homotopicamente nulos. Logo, como P @& ()] é um complexo
radical e Py & Q3 é um complexo homotopicamente nulo, entao (P @ Q) & (Ps & Q%) é
uma decomposigao para P® @ Q°® como no Teorema 2.1.6. Em particular, §;(P* ® Q°®) =
B1(P°®) + 5i(Q°®), para todo i € Z. Portanto,

Bi(M®* @& N®) = Bi(M®)+ 5;(N°®), para todo i € Z. (2.7)

Pela igualdade acima, temos que a tese é clara nos casos em que cx(M®) = oo ou
cx(N®) = oo. Entao, suponha que cx(M®) = m < 0o e cx(N®) = n < oo. Logo, existem
c,d € Q tais que 3;(M*®) < c-|i|™ L e Bi(N®) < d-|i|*~!, para todo i < 0. Seja r = max{c, d}

e s = max{m,n}. Assim, pela igualdade (2.7) temos que

Bi(M*®N®) < c-|if™+d- i~

5T e a5

IN

= 2r-|il*"!, paratodo i < 0.

Portanto,
cx(M® @ N°®) < s = max{cx(M?®),cx(N°®)}.

Para verificar que vale a igualdade, basta notar que se existe um inteiro ¢ < s e um
racional ¢ tais que B;(M*® @ N*®) < ¢ -|i|'~!, para todo i < 0, entdo B;(M*®) < ¢ - |i|'1 e

Bi(N®) < - |i|*~1, para todo i < 0, o que contradiz a minimalidade de m e n. O
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Proposigao 2.3.4 Sejan: M — M3 — M3 — M?[1] um tridngulo distinguido em D~ (A).

Entao, a desigualdade

ex(M;) < max{ex(M7), ex(M])} (2.8)
é verdadeira para {i,j,1} = {1,2,3}.
Prova. Vamos mostrar somente a desigualdade

cx(M3) < max{cx(M7), cx(M3)}.

As outras duas desigualdades podem ser verificadas de forma analoga usando o fato da
complexidade ser invariante sob translagoes; e o axioma (TRS3) da defini¢ao de categoria
triangulada, isto é, que My — M3 — M7P[1] — M3[1] e M3 — MP[1] — M3[1] — M3[1]
também sao triangulos distinguidos em D~ (A).

Dado que os triangulos distinguidos de D~ (A) sao isomorfos a imagem dos tridngulos
distiguidos de K~ (P) pela equivaléncia triangulada F': K~ (P) — D~ (A); os triangulos dis-

tinguidos de K~ (P) sao isomorfos a triangulos (padroes) da forma
xeLoye X 00 I xoqy (2.9)

e a complexidade é invariante sob isomorfismos e sob a imagem do funtor F', entdo podemos
“substituir” o triangulo n de D~ (A) pelo tridngulo padrao (2.9) de £~ (P), ou seja, é suficiente
verificar a desigualdade

cx(Cf) < max{cx(X®),cx(Y*)}.

Para tanto, considere as decomposigoes X® = X7 @ X3 e Y* =Y ® Yy como no Teorema

2.1.6. Escrevendo o morfismo f: X® — Y*® na forma matricial

fu . .
f:(f; f:z>,ondefij:XjHYi,

temos que os morfismos fi2, fo1 € fa2 sao homotépicos a zero, uma vez que X3 e Yy sao,
por construcao, complexos homotopicamente nulos. Logo, temos o diagrama comutativo em

K=(P)

xedoye Moo T xep)
(1 D)l l(l 0) J{(l 0)[1]
Xl f11 le u‘fll Cfll 7rf11 Xl [1]

que, pelo axioma (TR4), pode ser completado a um morfismo de tridngulos em K~ (P), isto
é, existe um morfismo de complexos h: Cy — Cfy,, fazendo o diagrama acima comutativo
em K~ (P). Além disso, como os morfismos correspondentes as duas primeiras flechas verti-

cais s@o isomorfismos em K~ (P), h também é um isomorfismo (vide Proposigao 1.6.2). Em
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particular,
cx(Cy) = cx(Cyy,). (2.10)

Por outro lado, dado que (Cy,,)" = (X[1])" @ (Y;*)%, para todo i € Z, e os complexos X}[1]
e Y}® sdo, respectivamente, os somandos diretos radicais de X*[1] e Y'* usados para o calculo

de suas rescpectivas sequéncias de Betti, temos que
Bi(C,) < Bi(X®[1] @ Y*), para todo i € Z.
Portanto, cx(Cy,,) < cx(X°®[1] @ Y*) e, pelo Lema 2.3.3 e pela igualdade (2.10),
cx(Cf) < ex(X°*[1] @ Y*®) = max{cx(X°*[1]),cx(Y*)} = max{cx(X*), cx(Y*)},
como querfamos demonstrar. O

Note que a desigualdade (2.8), obtida na proposi¢ao anterior, pode ser estrita. De fato,

basta tomar o tridngulo distinguido
XL X0 — X°[1],

em D~ (A), com X*® sendo um objeto de complexidade diferente de zero.

2.4 Complexidade e dimensao global forte

O objetivo desta segdo é mostrar que podemos relacionar a nogdo de complexidade de
objetos indecomponiveis de D~ (A) com a dimensao global forte de A. Fomos motivados pelos
seguintes fatos: vimos no final da Segao 2.2 que os objetos de D~ (A) cuja complexidade é
nula sdo justamente aqueles em que sua resolucao pertence a KP(P); como consequéncia
deste resultado, mostramos na Proposicao 2.3.2 que é possivel decidir se A tem dimensao
global finita analisando a complexidade dos indecomponiveis de D°(A); e, finalmente, pelo

fato (bem conhecido) de que a dimensdo global de A nao excede sua dimensao global forte.!

Dimensao global forte

Sejam A uma k-algebra de dimensdo finita e X* € C’(A), ndo nulo. Entdo, existem
inteiros 7 < s tais que X" # 0 # X* e X? = 0 para todo i < r ou i > s. Neste caso,
definimos o comprimento de X*® como sendo ¢(X*®) := s — r. Portanto, a dimensao global
forte de A é definida por

s.gl.dim A := sup{¢(P®) : P* € C°(P) indecomponivel}.

1Apresen‘caremos aqui uma prova alternativa para este fato.
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Note que da desigualdade
gl.dim A < s.gl.dim A (2.11)

e da Proposigao 2.3.2, temos que se s.gl.dimA < oo entdo cx(M®) = 0, para todo inde-
componivel M® € DY(A). No entanto, a reciproca nao ¢ verdadeira em geral, isto &, o fato
da complexidade de todos os indecomponiveis de D(A) ser nula, ndo significa, necessari-
amente, que s.gl.dim A < oo. De fato, basta lembrar que existem algebras cuja dimensao
global é finita (o que implica que todo indecomponivel M*® € D°(A) tem complexidade zero)
e cuja dimensao global forte é infinita (veremos isto no Exemplo 3.4.2 e no exemplo dado na
Segao 4.2). Em resumo, nao parece existir uma relagao simples, nos moldes da Proposigao
2.3.2, entre a dimensdo global forte e a complexidade de indecomponiveis de DY(A). Porém,

o resultado seguinte nos levou a outros questionamentos.

Lema 2.4.1 Seja M € ind A e denote por P(M) sua resolu¢ao projetiva minimal
PM)=---—»P"—ptt ... Pt PV 0.,

Entio, P(M) é um objeto indecomponivel de C~(P) em que cada truncamento bruto 7= P(M),

com m < —1, é um complexo radical indecomponivel em CP(P).

Antes de apresentar uma prova para este resultado, faremos um resumo de algumas de
suas implicagoes. Primeiro, veremos uma prova alternativa para a ja conhecida desigualdade
(2.11). Em seguida, ainda como consequéncia deste resultado, veremos que é possivel concluir
que se existe um modulo indecomponivel em mod A cuja complexidade é maior do que zero,
entdo s.gl.dimA = oo. Neste ponto, naturalmente, perguntamos se vale a reciproca: “se
s.gl.dim A = oo entdo existe M € ind A tal que cx(M) > 17”. A resposta ¢ sim no caso
em que gl.dim A = 0o e nao no caso em que gl.dim A < oo. Na verdade, é conhecido que a
existéncia ou nao de um moédulo indecomponivel cuja complexidade é diferente de zero nao

depende da dimensao global forte da algebra. De fato,

e se gl.dimA = oo entdo existe M € ind A tal que pd M = oco. De onde segue-se que
ex(M) > 1,

e se gl.dim A < oo entdo pd M < oo, qualquer que seja M € ind A. Em particular, todo

modulo finitamente gerado tem complexidade nula.

Daremos a seguir provas para o Lema 2.4.1 e para as suas implicagoes, comentadas
acima. Em seguida, veremos que a existéncia de um objeto indecomponivel em D~ (A) cuja
complexidade é diferente de zero nos da alguma informacgao sobre a dimensao global forte

da &algebra A; e vice-versa.

Prova do Lema 2.4.1: Note que por M ser um moédulo indecomponivel, P(M) é um objeto
indecomponvel de £~ (P). Mas como P(M) é radical, entdo temos do Lema 2.1.8 que P(M)

também ¢ indecomponivel em C~(P).
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Vejamos que 72~™P(M) ¢é indecomponivel em C°(P), para todo m > 1. Suponha, por
absurdo, que existem m > 1 e dois complexos nao nulos X® = (X', d% )icz e Y* = (Y, d% )icz
em CY(P) tais que 72"™P(M) = X*®Y*. Como P(M) é um complexo radical, 72~ P(M)
também é radical e, por conseguinte, X*® e Y® sdo radicais (vide Lema 1.5.9). Suponha, sem
perda de generalidade, que X° # 0 e seja tg := max{t € Z : Y # 0}. Entdo, —m < to < 0.
Como M & indecomponivel e X® e Y'® sdo complexos radicais com X° # 0, temos que tg # 0,
pois M = Conuc(dp') = Conuc(dy') @ Conuc(dy') e Conuc(dy') # 0. Assim, existe uma
se¢ao t: Y* — 727 P(M) em C*(P), onde i # 0, para todo —m < i <ty < 0, e /! = 0 para

todo i < —m ou i > tg.

Ye - 0 y—m Yto 0 0

| o o] ol )

TZ_WP(M) . .. 0 p—m . Pto - Pptot+l .. PO
dP

Vemos no diagrama acima que d§2 o =0, de onde segue que
V' 2 Im(:0) C Nuc(d9) C rad (P') = rad (X') @ rad (Y'0),

o que é um absurdo. O

Corolario 2.4.2 Seja A uma k-dlgebra de dimensao finita. Entao, gl.dim (A) < s.gl.dim (A).

Prova. Seja M € ind A tal que gl.dim (A) = p

d(M). Entao, P(M) é um complexo radical
indecomponivel em C~(P) tal que £(P(M)) = pd (M). Dai temos os seguintes casos:

(i) Se pd (M) =n < oo, entdo P(M) é um complexo radical indecomponivel em C*(P) cujo

comprimento é igual n. Logo, s.gl.dim (A) > n = gl.dim (A).

(ii) Se pd (M) = oo, entdo segue do Lema 2.4.1 que (72" P(M));,>1 é uma sequéncia
(infinita) em C®(P) de complexos radicais indecomponiveis. Como £(7Z~™P(M)) = m,

para todo m > 1, entao gl.dim (A) = s.gl.dim (A) = oc.

Em quaisquer dos casos, tem-se que gl.dim (A) < s.gl.dim (A). O

Corolario 2.4.3 Seja A uma k-dlgebra de dimensdo finita. Se existe M € ind A tal que
cx(M) > 1, entao s.gl.dim (A) = co.

Prova. Seja M € ind A tal que cx(M) > 1. Entao, pd M = oo e, portanto, gl.dim A = co. O

resultado segue do corolario anterior. O
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E importante investigar se o resultado do Lema 2.4.1 pode ser estendido para complexos
radicais indecomponiveis em C~(P). De fato, se tal lema pode ser estendido, entao da exis-
téncia de um objeto indecomponivel M*® € D~ (A) cuja complexidade é positiva, terfamos
um complexo radical indecomponivel — a seber o somando direto radical de P(M*®) obtido
no Teorema 2.1.6, que ¢é indecomponivel em C~(P) pelo Lema 2.1.8 —, em que cada trunca-
mento bruto seria um complexo radical indecomponivel em C?(P). De modo que se segueria
da Proposigao 2.2.12 que s.gl.dim (A) = oco. Porém, veremos no Exemplo 2.4.5 que o funtor

truncamento nao preserva indecomponiveis. Para fazé-lo, precisaremos do seguinte resultado.

Lema 2.4.4 Seja X* = (X°, d:ix)ieZ um complexo e suponha que existe um somando direto
de X", digamos Y", tal que Y™ C ker(d% ). Entdo, o complezo concentrado em Y™, no grau

n, € um somando direto de T=Z"X?*.

Prova. Denote o complexo concentrado em Y no grau n por Y* e seja ¢: Y* — 72" X*
a aplicacdo induzida naturalmente da inclusdo de Y™ em X™. Como Y™ C ker(d%), por

hipétese, entao d% o™ = 0 e, portanto, ¢ ¢ um morfismo de complexos.

Y°*: e 0 Y™ 0
Li Ol L”l Ol
FEnXe . 0 xn xn+l o ...
d’y

Além disso, denotando por 7™ a projecao canoénica de X™ em Y, temos um morfismo de

complexos 7: 72" X® = Y*® em que ot = lye.

rZnxe . 0 xn i Xl o
| |
Y*: e 0 yn» 0
Logo, Y* & um somando direto de 72" X°. O

Exemplo 2.4.5 Mostraremos um exemplo de um complexo radical indecomponivel P® €
C~(P) onde nenhum truncamento bruto T="P*®, com n < —1, ¢ indecomponivel em C°(P).

Considere a k-dlgebra A dada pelo carcds com relagéoes (Q,I), onde Q = = COQ Y e
I =J2. Seja P* = (P' d');cz o complezo em C~(P) dado por

PP A A S A A A AT A 00—
0
onde d~1 = (z 0) ed"z(x O),pamtodong—Z
Yy

Primeiro, note que como Im(d=') = (x) e Im(d") = () ® (y), para todo n < —2, entdo

Im(d™) C rad P!, para todo n € Z. Logo, P®* é um complexo radical. Note também que a
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seqgunda copia de A em P" = A® A, para n < —1, estd contida em Nuc(d™). De onde segue,
pelo Lema 2.4.4, que o complexo concentrado em A, no graun < —1, € um somando direto de
T2 P*. Isto €, nenhum trucamento bruto de P® de comprimento positivo € indecomponivel
em CP(P). Resta-nos, portanto, verificar que P* ¢ indecomponivel, que serd feito vendo que
0 e 1 sao os unicos indepotentes de End(P*®) — vide Corolario 1.2.15.

Seja p = (¢i)icz € End(P®) tal que p* = . Entdo ¢o: A — A e o, AOA — ADA, para

todo n < —1, sdo tais que 9§ = @o € @y, = pn. Para cada n < —1, denote @, = ( :" N >
n  Un

Como Ap € indA e A € uma k-dlgebra de dimensao finita, entao End(Ap) € local e,
portanto, oo =0 ou g = 1.
Usando a hipdtese de ¢ ser um morfismo de complexos vemos — por induc¢do — que para

cada n < —1 o homomorfismo ¢, € da forma:

Tn S
(1) on = ( o ), COM Ty, Spy by Uy € Tad A, no caso em que ¢y = 0.

th  Up

1+7 Sn , ,

(2) pn = , COM 17, Spytn, vy, € rad A, no caso em que pg = 1.
tn 1+ U;l

E usando a hipdtese o2 = p,, para todon € Z, em cada um dos dois casos acima, tem-se

que:
(1’) 7y =sp =t =v, =0, no caso em que o = 0.
(2°) 7l, = sp =t, =), =0, no caso em que vy = 1.

De modo que o = 0 ou @ = 1pe, respectivamente. Isto mostra que 0 e 1 sao os unicos
idempotentes de End(P®) e, portanto, P® € indecomponivel.
Colocamos abaizo as contas para a prova do caso (2) (o outro caso é andlogo). Ou seja,

vamos supor que g = 1 e mostrar por inducdo que as componentes de cada @y, tém a forma:

rn =141}, onde 7], € rad A
vy, = 140, onde v, € rad A (2.12)
Sp,tn € rad A

P ——=ADN—ASAN—ADA A 0
TR R R
P ——=ADA—ABPA—ADA

(
(@) (z 0)=(x 0)- < -1 51 ) <:>{ s_1 €rad A
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T_1T + S_1Y = TTr_9
(b) r_1 S_1 Y 0 [ 0 o T2 s-2 rs_o =0
t1 vy y 0O y O to v_9 l1x + vy = yr—2
ys—o =0
T =ar_o
xs_o =0

Segue do item (a) que isto ocorre se e somente se . Logo,
t1r +v_1y =yr—g

ys_2 =10

r_o=141",,0onder’ 5 €radA
s_geradA
t_peradA e vy =140 |, onde v | €radA

De onde seque que

147 5_
p_1= -1 ! yonde r’_q,s_1,t_1,v" | € rad A,
t_1 1+ Ul_l

e, portanto, as componentes de p_1 tém a forma (2.12).
Suponha que as componentes de p; tém a forma (2.12) e vejamos que vale o mesmo para

as componentes de p;_1.

(c) De p;od =t =d~'oy; 1 e da hipétese de inducio tem-se que
1+T,§ S; z 0 z 0 Ti—1 Si—1
/ . pr— . é 3
i 14 y 0 y 0 tic1 vie1
z 0 _ TTri—1 TSi-1
y 0 yric ysi-1 )
Logo, s;—1 €radA er; 1 =1+7r]_4, onder]_; € rad A.

(d) Dew;_10d=2=d"20p; 5 e doitem (c) tem-se que
1+ 7"2/-_1 Si—1 z 0 z 0 Ti—2 Si—2
: = : =
tic1 Vi1 y 0 y 0 ti—o Vi—2
x 0 _ TTri—2 TS;i—2
tiir+viy 0 yri—e ysi—a |

Si_9 € rad A

Logo,

Ticg =1471]_o,onder,_, € rad A

ti 1+ U1y = yri—2

Segue das igualdades t;_1x + v;_1y = yri_s er;_o =1+ r§72, com 7";72 € rad A, que
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ti—i €radA e vy =1+ v,_4, comv,_; € radA.

Juntando as conclusoes de (c) e (d) tem-se que

1+ ’I"/; Si—1
Vi1 = i—l ! . yonde 15_q,8i—1,ti—1,v,_q € rad A.
ti—1 14+v;_,

Isto conclui a prova de que as componentes de cada @, é da forma (2.12).

Observagao 2.4.6 Seja P* € C~(P). Note que se (quase) todos truncamentos bruto 7="P*®
¢ indecomponivel em CP(P), entio P* é indecomponivel em C~(P). De fato, se Q* um so-

mando direto nio nulo de P®, entio 7="Q® é um somando direto de T="P®, para todo

n < —1. Pode-se mostrar que cada T="Q® é ndo nulo e, portanto, igual a T="P*. Logo,
Q. — P..

Vimos com o exemplo anterior que a partir de um complexo radical indecomponivel
P* € C~(P) nao é possivel construir uma sequéncia de complexos radicais indecomponiveis
em C°(P) usando apenas truncamentos de P*. Porém, veremos que a partir de um dado inde-
componivel P* € C~(P), nao limitado, é possivel construir uma sequénica infinita (P3)n<_1
em C~(P) com as seguintes propriedades:

(i) 72"P2 é um indecomponivel em C°(P), para todo n < —1;
(i) £(T="P?) = |n|, para todo n < —1; e
(iii) Cada P2 sera radical sempre que P*® for um complexo radical.

Lema 2.4.7 Seja P* € C~(P) indecomponivel, nao limitado, tal que P° # 0 e P" = 0 para
todo n > 0. Seja Q* € C*(P) um somando direto nao nulo do truncamento bruto 72" P*,
para n < —1, entdo existe um homomorfismo ndao nulo 6"~1: PPt — Q" tal que

n—2 —1

o d g1 dn o
Pl=..—pr 2, pnl L Lt 0 QY — 00—

€ um complexo em C~(P). Além disso,

(a) se P* é um complexo radical, entio Q® e Py sao radicais;

(b) se Q® é um indecomponivel tal que Q° # 0, entio =" P2 & um indecomponivel em C*(P)
cujo comprimento € igual a |n|

Prova. Sejam n < —1 e @® um somando direto ndo nulo de 72" P*®. Entdo, existem mor-

fismos de complexos ¢: Q® — 72"P* e m: T="P* — Q® tais que ™ot = 1ge. Definindo

6"~ 1. Pl 5 Q™ como sendo a composta 7" o d?fl, temos que o diagrama

m—2
dP

Pnf2




66 COMPLEXIDADE NA CATEGORIA DERIVADA 2.4

é comutativo e assim:
n—1 n—2 _ _n mn—1 n—2 __
) odp “=rn"odp odp “=0ce
o dhod"l =dhonmody ! =x" M odpody ! = 0.

De onde segue-se que P* é um objeto de C~(P). Vejamos que 6" ! ¢ diferente de zero: se
"1 = 0 entdo podemos considerar um morfismo de P®* em @Q° induzido de 7, como no

diagrama abaixo.

Q°: 0 Q" Qn+1 QO 0
| b b b ]
P I Ly prtl P 0
ﬁi lo\o\ lw” lwnﬂ \LWO l
Q°: 0 Q" Qntt Q° 0

Observe que neste caso terfamos Q® como sendo um somando nao trivial de P®, contradizendo
o fato de P*® ser indecomponivel.

A seguir mostraremos os itens (a) e (b).
(a) Suponha que P* é um complexo radical. Entdo, 7="P* é radical e, assim, o somando
direto * também é radical.

Note que para verificar que P? ¢ radical é suficiente mostrar que 6"~ 1: P*~!1 — Q" ¢ um

morfismo radical. De fato,
Imé" = "1 (P ) = 7"(dy H(P™Y)) € 7"(rad P™) C rad Q™.
(b) Suponha que Q® ¢ um indecomponivel tal que Q° # 0. Como §"~1: P"~1 — Q" ¢ um

homomorfismo nio nulo, tem-se em particular que Q™ # 0. Logo, 72" P® é um indecompo-

nivel em C’(P), a saber Q*, cujo comprimento ¢ igual a |n|. O

Exemplo 2.4.8 Seja P®* o complexo do Exemplo 2.4.5:

(10) ()

ISP WS S WP N Wy Ry
(a) Note que Q* =--- -0 — A s A — 0 — --- € o complemento, indecomponivel,
do complexo concentrado em A, no grau —1, como somando direto do truncamento
r=-1lpe.

A*: A—"-0

i @ 1)tJ/ lo

rZ71pe . A@A(&A

T (1 o)tT Tl

Q°: A—2 A
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0
Neste caso, 6—2: A®A — A € dado pelo produto (1 O)( v 0 >, ou seja, 672 = (x 0).
Y
FE assim,
dp x
Pt = —>A@A—>A@A(—OQA—>A—>O—>

€ tal que TE*IP:1 = Q* € um indecomponivel radical com comprimento igual a 1.

z y)t x
(b) Sejamn<-2eQ =50 —A" L AaA — ... —A0A"IA 0.

o complemento do complexo concentrado em A, no grau n, como somando direto do

truncamento T="P*.

AC A 0 0
e ]
2P ABA T ASA— o AB AT A
I [ |
Q° AT WSy Y =) WA

Procedendo de forma andloga ao Exemplo 2.4.5, tem-se que 0 e 1 sdo os tinicos idem-
potentes de End(Q®) e, portanto, Q* ¢é indecomponivel em C°(P). Como em (a),
"L A® A — A € dado por (z 0), de modo que

P s A A A A TYA Y A A e ABA T A 0 -

¢ tal que T="P* = Q* € um indecomponivel radical com comprimento igual a |n.

Observagao 2.4.9 Nao sabemos se, para um dado n € Z, a “colagem” de um complexo
indecomponivel P* € C~(P) a um somando indecomponivel Q* € C*(P) do truncamento
bruto T="P* (constru¢io do complero Pt no Lema 2.4.7) determina um objeto indecom-
ponivel em C~(P). O exemplo acima nao serve de contra-exemplo, uma vez que cada P? ¢é

indecomponivel em C~(P).

Lema 2.4.10 Seja P* € C~(P) um indecomponivel que é homotopicamente nulo. Entdo, a

menos de translagoes, P® € da forma
50— P BP0 (2.13)
para algum maodulo projetivo indecomponivel P.

Prova. Seja n € Z tal que P" # 0 e P™ = 0 para todo m > n. Dado que P*® é homotopica-



68 COMPLEXIDADE NA CATEGORIA DERIVADA 2.4

mente nulo, existe uma homotopia s = (s;); de 1pe, como ilustrado abaixo.

P e pr2 T ot pn
7/ 7/ / /
1P‘ sn 2 n—1 n 0
J 2 e P
pe - A Pn—2 Pn—l pn 0
dn—2 dn—l

Em particular, s”: P* — P"! ¢ um homomorfismo tal que d”~! 0™ = 1p». De onde temos

os dois seguintes morfismos de complexos

P 0 pPr——pP" 00—
/| | |
p* s pr2 8 pr1 T pn g
: |~ |
P 0 pn Pt —-

satisfazendo g o f = 157, ou seja, P é um somando direto de P°®. Logo, como P # 0 e P*
¢ indecomponivel, tem-se que P®* = P". Finalmente, se P ¢ um somando direto indecompo-
nivel de P", entdo o complexo P é um somando nao nulo de P® e, portanto, P* = P. O que

conclui a prova do lema. a

Observacgao 2.4.11 (i) Note que se P* € C~(P) € um indecomponivel ilimitado, entio P*
€ um complexo radical. De fato, por P* ser indecomponivel, seqgue do Teorema 2.1.6 que
P* é um complexo radical ou um complexo homotopicamente nulo. E por ser ilimitado,

o lema acima garante que P® ndo pode ser homotopicamente nulo.

(ii) De forma andloga, um indecomponivel em Cb(P) ou € um complexo radical ou € da forma
(2.13). Em particular,

s.gl.dim A = sup{1,£(P®) : P* € C°(P) indecomponivel radicaly}. (2.14)

Por outro lado, como estamos supondo neste trabalho que A nao é semisimples, entdo
pela prova do Corolario 2.4.2 temos que C*(P) possui wm complexo radical indecompo-
nivel cujo comprimento é maior ou igual a 1. Portanto, podemos reescrever (2.14) da

sequinte forma:
s.gl.dim A = sup{£(P*®) : P* € C*(P) indecomponivel radicall. (2.15)

(iii) Segue do item (i), acima, que a hipdtese “se P® é um complexo radical” dada no item

(a) do Lema 2.4.7 € desnecessdria.

Proposicao 2.4.12 Seja A uma dlgebra de dimensao finita. Se existe P* € C~(P) indecom-

ponivel e nao limitado, entdo s.gl.dim A = oo.
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Prova. Suponha que P° # 0 e P* = 0 para todo n > 0. Para cada n < —1, seja
72"P* € C’(P) o truncamento bruto de P®. Como C®(P) é Krull-Schimdit e P° # 0,
72" P*® possui um somando direto indecomponivel Q% com QO # 0. Logo, pelo Lema 2.4.7 e
pela Observacio 2.4.11, existe um complexo radical P? tal que 72" P2 = Q% é um indecom-

ponivel cujo comprimento é igual a |n|. Em particular, s.gl.dim A = co. O

Teorema 2.4.13 Seja A uma dlgebra de dimensao finita. Se existe M* € D~ (A) indecom-
ponivel e tal que cx(M®) > 1, entao s.gl.dim A = oo.

Prova. Seja P* € K~ (P) tal que F(P®) = M*®, onde F ¢é a equivaléncia triangulada entre
as categorias K~ (P) e D~ (A). Seja P* = P @ Py uma decomposicao em C~(P), onde P
é radical e Py ¢ homotopicamente nulo (vide Teorema 2.1.6). Assim, P} = M® em D~ (A),
e por M*® ser indecomponivel em D~ (A) e F' ser um funtor aditivo que é uma equivaléncia,
tem-se que P ¢ indecomponivel em K~ (P) e, pelo Lema 2.1.8, indecomponivel em C~(P).
Além disso, como cx(M®) # 0, segue-se da Proposi¢ao 2.2.12-(i) que P ¢ um complexo

ilimitado. O resultado segue-se da aplicagao da Proposicao 2.4.12 ao complexo P;. O

Naturalmente, estamos interessados na reciproca do resultado acima. Isto é, queremos
saber se para algebras A satisfazendo s.gl.dim A = oo sempre existe um objeto M*® € D~ (A),
indecomponivel, tal que cx(M*®) > 1. Claramente, esta afirmagao vale se gl.dim A = oo (vide
Proposigao 2.2.9-(ii) e o paragrafo seguinte ao Lema 2.4.1). Para &lgebras de dimensao global
finita, é claro que o resultado nao vale se nos restringirmos ao complexos concentrados. No
entanto, acreditamos que neste caso, gl.dim A < oo, sempre existe um complexo nao limitado
e indecomponivel em K~ (P).

Para fazer um esbogo de como estamos pensando neste problema, no caso de dlgebras
com radical quadrado zero, precisaremos de algumas defini¢oes e ferramentas utilizadas ao
longo do Captitulo 3, de modo que optamos por adiar essa discussao para o ultimo capitulo
deste trabalho.
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Capitulo 3

Sobre a dimensao global forte de

algebras shod

Vimos na Introdugdo que um dos objetivos deste trabalho é descobrir se para a classe
das algebras shod (nao quase inclinadas ou shod estritas) existe alguma relagao entre sua
dimensao global forte e sua dimensao global e, ao mesmo tempo, se a classe das algebras
shod estritas podem ser caracterizadas, homologicamente, como sendo aquelas algebras cujas
dimensoes global e global forte sao ambas iguais a 3. Como observamos anteriormente, estas
questoes foram pensadas a partir questionamentos deixados por A. Skowroriski, em [Sko87],
e por D. Happel e D. Zacharia, em [HZ08, HZ10|.

Veremos neste capitulo que uma tal caracterizacdo nao existe para as algebras shod
estritas e que, além disso, nao existe uma relacdo entre as dimensoes global e global forte de
tais algebras. Em outras palavras, veremos que para cada inteiro d > 3, existe uma algebra
shod estrita Aq cuja dimensao global forte é igual a d.

Trés trabalhos tiveram papel fundamental na construcao de tais algebras. A saber: (i) um
preprint de R. Bautista e S. Liu (|[BL13]), onde mostram, dentre outras coisas, uma forma
de encontrar um limitante para a dimensao global forte de uma classe especial de algebras
hereditarias por partes (vide Teorema 3.2.5); (ii) um trabalho de J. Bélanger e C. Tosar
(IBT05]), em que usamos, especificamente, uma caracterizacao da classe das éalgebras shod
strings em termos de elementos do seu respectivo carcas ordinario (vide Teorema 3.1.13); e
(iii) o artigo [HZ08], que dentre outras diversas contribuigdes para o nosso trabalho, usamos
um critério que mostra condigdes necessarias para que o cone de um morfismo seja um objeto
indecomponivel numa categoria triangulada (vide Lema 3.3.1).

Ao longo do capitulo, A denotard uma algebra de dimenséao finita sobre um corpo alge-

bricamente fechado k e s.gl.dim A a dimenséao global forte da algebra A.

3.1 Algebras shod

A classe das algebras shod (small homological dimension), introduzida por F. U. Coelho

e M. A. Lanzilotta ([CL99]), é uma generalizagao das algebras quase inclinadas que foram

71
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definidas por D. Happel, I. Reiten ¢ S. Smalg ([HRS96b]) como uma generalizacao das
algebras inclinadas (J[HR82]).

Um dos objetivos desta secao é apresentar a nogao de algebra shod, assim como algumas
de suas caracterizagoes. Além disso, apresentaremos também uma caracterizagao das algebras
shod string, por meio do seu carcés ordinario, devida a J. Bélanger e C. Tosar ([BT05]), a
qual sera 1til na prova do resultado principal do capitulo (Teorema 3.4.4).

Comegaremos relembrando a definicao de uma algebra quase inclinada e algumas de
suas caracterizagoes. Para tanto, vamos precisar definir mais alguns conceitos da teoria de
categorias e de algumas subcategorias da categoria de médulos.

Seja A uma k-algebra de dimensao finita. Dados X,Y € ind A, dizemos que existe um
caminho de X para Y, e denotamos por X ~ Y, quando existe uma sequéncia de morfismos

nao nulos entre A-modulos indecomponiveis da forma
X=Xo 1o X, — - — X, B x =Y,
para algum ¢t > 0. Neste caso, define-se as seguintes subcategorias plenas de ind A:
Lr:={X e€indA:seY ~ X, entdo pdY <1} e

Rao:={X €indA:se X ~ Y, entaoidY <1}

Seja H uma k-categoria abeliana Hom-finita. Dizemos que H é hereditdria quando para
cada par de objetos X,Y € H, Ext% (X,Y) =0 e o k-espaco vetorial Ext%_[(X, Y) tem dimen-
sdo finita. Neste caso, dizemos que um objeto T' € H, é inclinante quando Ext%{ (T,T)=0
e X = 0 é tnico objeto de H tal que Homy (X, T) =0 = Ext%_L(X, T).

Definigao 3.1.1 (JHRS96b]) Uma dlgebra T é dita quase inclinada se existe uma categoria
hereditdria H e um objeto inclinante T em H tais que I' = Endy/(T).

As 4algebras quase inclinadas possuem vérias propriedades e caracteristicas interessantes,

mas nos limitaremos aqui a seguinte caracterizacao homolégica desta classe de algebras.

Teorema 3.1.2 ([HRS96b]) Seja I' uma dlgebra de dimensao finita. As sequintes condi-

coes sao equivalentes:

(a) T € quase inclinada.

(b) gl.dim T" <2 e todo I'-mddulo indecomponivel X satisfaz pd X <1 ouid X < 1.
(c) Lr contém todos os T'-mddulos projetivos indecomponiveis.

(d) Rr contém todos os I'-mddulos injetivos indecomponivess. a

Seguindo F. U. Coelho e M. A. Lanzilotta, em [CL99], temos o seguinte conceito.
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Definicao 3.1.3 Dizemos que uma dlgebra A € shod se todo A-mddulo indecomponivel X
satisfaz pd X < 1 ouid X < 1. Se A € shod mas nao € quase inclinada, dizemos que A €

shod estrita.

Observe que, pelo Teorema 3.1.2 e pela definicdo acima, toda algebra quase inclinada
é shod e, portanto, a classe das algebras shod consiste das algebras quase inclinadas e das
algebras shod estritas. Além disso, sabemos de [HRS96b] (Ch. II, Proposition 1.1) que a
dimensao global de uma algebra shod é menor ou igual a 3. Logo, pelo Teorema 3.1.2, uma

algebra shod estrita tem dimensao global igual a 3.

Teorema 3.1.4 ([CL99], Th. 2.1) Seja A wma dlgebra de dimensao finita. Entao, A €
uma dlgebra shod se e somente se ind A = LA URA,. O

Como uma consequéncia direta deste resultado e do Teorema 3.1.2 temos a seguinte

caracterizacao das algebras shod estrita, dentro da classe das algebras shod.

Teorema 3.1.5 ([CL99|) Para uma dlgebra shod A, as segquintes condigoes sao equivalen-

tes.
(a) A € shod estrita.
(b) LA\ Ra contém um A-mddulo injetivo indecomponivel.

(c) Ra\ La contém um A-mddulo projetivo indecomponivel. O

Exemplo 3.1.6 (a) Seja (Q,I) o carcds com relagoes

onde uma linha pontilhada sobre um caminho significa que a composicao das flechas

sobre este caminho € um gerador do ideal I. Note que o carcds de Auslander-Reiten da

dalgebra A = kQ/I € dado por

P, =1 Py =13

7N N

Sy S S S,.

N 7

Ps=1

Observe também que Lp = {S1, P2, S2, P3}, Ra = {I2,S3,13,54} eind A = L) UR,,
de modo que A € shod, pelo Teorema 3.1.4. Além disso, como L \ Ra contém um
A-mddulo injetivo indecomponivel, a saber I, entdo A € shod estrita, pelo Teorema
3.1.5.



74 SOBRE A DIMENSAO GLOBAL FORTE DE ALGEBRAS SHOD 3.1

(b) Seja (Q,I) o carcds com relagoes

/\
\/
/\

Lp ={S1,P},Rn = {I2,S3} e LA URp € ind A. Logo, pelo Teorema 3.1.4, A nao é
shod.

Antes de apresentar a caracterizagao das algebras shod string ([BT05]), precisamos lem-
brar a definicdo de mais alguns elementos de um carcas.

Seja @ um carcas finito. Para cada flecha o em @, define-se uma inversa formal a~! em
que s(a™1) = t(a) e t(oz_l) = s(a). Um passeio w em @ é um produto formal w = ¢y --- ¢y
com n > 0, onde ¢; é um caminho trivial, uma flecha ou a inversa de uma flecha, tal que
s(¢i) = t(ci—1) para todo 1 < ¢ < n. Neste caso, escrevemos s(w) = s(c1) e t(w) = t(cy),

/

e dizemos que w é um passeio de s(w) para t(w). Se w =¢1---¢, e W =)+, sdo dois

/
m

passeios em @ tais que t(w) = s(w’'), entdo ww' = ¢y ¢uc) -+, € um passeio em Q,
chamado a composta de w e w’. Um passeio w em @ é dito fechado se s(w) = t(w); e reduzido
se w é um caminho trivial ou se w = ¢ --- ¢, com ¢; € Q1 ou c;l € (1 tal que ¢;41 # c;l,
para todo 1 <1 < n.

Seja w um passeio reduzido nao trivial em @) e sejam w; e we dois subpasseios de w.
Diz-se que w1 e we apontam na mesma dire¢do em w se existem caminhos p e ¢ de @) tais
quewlzpewgzqouwlzp_lew2:p_1.

Seja (@, I) um carcas com relagdes. Um caminho p em @ é chamado caminho nulo se p
pertence ao ideal I. Uma relag¢ao zero em (Q,I) é um caminho nulo tal que nenhum de seus
subcaminhos proprios é um caminho nulo. Seja w = ¢; - - - ¢, um passeio reduzido nao trivial
em (. Diz-se que um subpasseio v = ¢; - - - ¢4 é uma relagao zero contida em w se u = p ou
u = p~! para alguma relacdo zero p em (Q,I). Um caminho em @ é dito um caminho nao
nulo se ele nao contém relagoes zero. Finalmente, diz-se que um caminho p em ) contém
duas relagoes zero que se sobreponhem se p = p1p2ps3, onde o8 p;’s sdo caminhos nao nulos e

nao triviais tais que pipa e paps sao relagoes zero. No caso em que p; (ou p3) é uma flecha,
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diz-se que p é start-tight (ou end-tight, respectivamente).

. . D3

Exemplo 3.1.7 (|[BT05]) Seja (Q,I) o sequinte carcds com relagoes abaizo.

Note que o caminho p = ajasagzay contém duas relagoes zero que se sobreponhem, a saber
Q103 € asaizay, € que o caminho p € start-tight e end-tight. No entanto, o caminho q =
arasagagas, contendo as relacoes zero que se sobreponhem ayasag e agayas, nao € start-

tight nem end-tight.

Definigao 3.1.8 Uma dlgebra A é dita string se A = kQ/I, onde (Q,I) um carcis com

relacoes satisfazendo as sequintes condicoes:
(1) O ideal I € gerado por um conjunto de caminhos.

(2) Cada vértice de Q € o inicio de no mdzimo duas flechas e final de no mdximo duas

flechas.

(3) Para uma dada flecha o, existe no mdzimo uma flecha 5 e no mdzimo uma flecha v tal

que afl e ya nao pertencem a I.

Exemplo 3.1.9 O carcds com relagoes (Q, )

satisfaz as condigoes (1)-(3) de 3.1.8, de modo que A = kQ/I é uma dlgebra string.
A definicao seguinte sera particularmente 1til na caracterizacao das algebras shod string,.

Definigao 3.1.10 Seja (Q, I) um carcds com relagoes e seja w um passeio reduzido em (Q, I)
contendo pelo menos duas relagoes zero tais que todas relacées zero apontam na mesma
dire¢io em w. Entdo, qualquer subpasseio de w contendo pelo menos duas relagdes zero é

chamado um zero consecutivo.

Observagao 3.1.11 Note que no carcds com relagoes (Q,I) do Exemplo 3.1.9, os passeios
A1
cada um destes zero consecutivos possui exatamente duas relagdes zero, as quais se sobrepo-

araaas, aqasas, B1BaBs e B1BaB3d Tt sdo todos os zeros consecutivos. Note também que

nhem. Além disso, os caminhos aiasag e 515283 sdo, trivialmente, start-tight e end-tight.



76 SOBRE A DIMENSAO GLOBAL FORTE DE ALGEBRAS SHOD 3.1

Exemplo 3.1.12 Seja (Q,I) o carcds ordindrio

onde I = (o). Note que w = afy~ ' af é um passeio reduzido em Q contendo duas relagdes
zero apontando na mesma diregdo, a saber aff duas vezes. Logo, w € um zero consecutivo

1

em Q. Temos, analogamente, que w, = cico-- ¢y, onde n > 1 e ¢;g = afy™ ", para todo

1 < i < n, é um passeio reduzido em @Q contendo n relagoes zero apontando na mesma

direcao, todas iguais a af.
Em [BTO05] J. Bélanger e C. Tosar enunciaram o resultado seguinte.

Teorema 3.1.13 Seja A = kQ/I uma dlgebra string. Entdo, A € shod se e somente se (Q, )

satisfaz as sequintes condigoes:

(1) Todo zero consecutivo em (Q,I) contém exatamente duas relagoes zero. Neste caso, elas
se sobreponhem e o caminho contendo estas duas relacoes zero é um start-tight ou um
end-tight.

(2) (Q,I) nao contém subcategoria plena das sequintes formas ou duais.

(1) .

(i) R
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Tal como enunciado este resultado nao é verdadeiro, como mostra o Exemplo 3.4.3.

Porém, o enunciado é valido para o caso de arvores, que é o que serd usado neste trabalho.

Exemplo 3.1.14 (a) Seja (Q,I) o carcds com relagoes do Exemplo 3.1.7. E claro que A
€ uma dlgebra string. Note que o caminho ¢ = qiaoazaqqs € um zero consecutivo
contendo trés relagoes zero. Portanto, A nao € shod, uma vez que (Q,I) nao satisfaz a

condi¢ao (1) do teorema acima.

(b) Considere a dlgebra A = kQ/I onde (Q,I) € o carcds com relagées do Exemplo 3.1.9.
Como jd observado, A é uma dlgebra string. Além disso, a condigcdo (2) do teorema

acima € trivialmente satisfeita e a condi¢ao (1) seque da Observagao 3.1.11. Logo, A

€ shod.

(c) Seja A = kQ/I a dlgebra dada pelo carcdis com relagoes do Exemplo 3.1.12. Vimos no
Exemplo 3.1.6-(b) que esta dlgebra nao é shod. Observe que A € uma dlgebra string e
que, para cada inteiro positivon > 1, existe um zero consecutivo wy contendo n relagoes

zero, ou seja, A nao satisfaz a condi¢ao (1) do Teorema 3.1.13.

3.2 Critério de Bautista-Liu

Apresentaremos nesta segdo um resultado de R. Bautista e S. Liu (|[BL13]), que tera
um papel importante neste capitulo e em parte do capitulo seguinte. O resultado trata da
existéncia de um limitante para o comprimento dos objetos indecomponiveis da categoria
derivada limitada de uma &algebra de dimensao finita com radical quadrado zero (|[BL13],
Corollary 3.14). Este limitante ¢ dado em fungao de alguns elementos do respectivo carcas
ordinéario da algebra. Deste mesmo trabalho, usaremos uma caracterizacao para as algebras
com radical quadrado zero que sao derivadamente equivalentes a algebras hereditirias de
dimensao finita (|[BL13|, Corollary 4.7).

Ao longo desta secdo, A denotard uma algebra conexa, ndo semisimples, de dimensao
finita (sobre um corpo k algebricamente fechado) e com radical quadrado zero. Neste caso,
A = kQ/J?, onde Q é um carcas conexo e finito e .J é o ideal de kQ gerado pelas flechas de
Q.

Seja @@ um carcas. Um passeio w em ) é chamado um ciclo se w é reduzido, fechado e

nao é trivial. O grau de um passeio w, denotado por d(w), é definido como segue:

(a) O(w) = 0,1 ou —1 no caso em que w é um passeio trivial, uma flecha ou o inverso de

uma flecha, respectivamente.
(b) d(uv) = d(u) + d(v) sempre que u e v sdo passeios com t(u) = s(v).
Note que neste caso um caminho é um passeio cujo grau é igual ao seu comprimento.

Definigao 3.2.1 Um carcds Q € chamado graduével se o grau de todo passeio fechado em

Q ¢ zero.
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Sejam x e y dois vértices de um carcés graduédvel ). Entao todos os passeios em @ de
x para y tém o mesmo grau, o qual serd denotado por d(z,y). Temos a seguinte relagao
de equivaléncia ~ sobre Qo: © ~ y se e somente se d(z,y) = 0. As classes de equivaléncia
em o/~ sdo chamadas de classes de gradua¢io de Qy. Tal nome se deve ao seguinte fato:
fixe z9p € Qo e para cada n € Z defina Q" (z¢) = {x € Qo: d(zo,x) = n}. Entdo as classes
em o/~ s@o precisamente os conjuntos nao-vazios Q"(xg) com n € Z. Ilustremos estes

conceitos com os exemplos seguintes.

Exemplo 3.2.2 Seja Q o carcds abaizo

o B v
Zo n 22 w3

S

as
Y=

S

I Wy

A

Note que, por ser uma drvore, QQ € gradudvel. Note também que hd 5 classes de graducado,
onde os vértices indexados pelo mesmo numero pertencem a mesma classe. De fato, fixando

0 vértice xg, temos, por exemplo, que oflﬁflfyfl& € um passeio de xg para T cujo grau €

O™t 5y 10) = B~ +H(57) + () +0(6) + (e)
= (DD ()11
= -1,

de modo que d(xg, 1) = —1 e portanto x1 € Q' (xq). Uma forma mais simples de verificar
isto € observando que o passeio 6*17*156, de y1 para x1, tem grau zero e assim x1 ey per-
tencem a mesma classe de graduagdo, que neste caso é Q™1 (xg) — observe que y1 € Q™ (o)

porque o1

€ um passeio de xy para y1 cujo grau € —1. Temos da mesma forma que qualquer
passeio ligando dois dos trés vértices zo,as € Yo tem grau zero, de modo que eles pertencem
a mesma classe de graduacio Q= 2(xg). Analogamente, vemos que ws e z3 estdo na mesma
classe de graduagio Q3(x0). E ws € Q~*(x0) porque o passeio a B~y 5en= 1071\~ de
xo para wy tem grau —4. Vejamos, finalmente, que aqueles vértices que estao indexados por
naturais diferentes nao pertencem a mesma classe de graduacdo. Para tanto, observe que €
suficiente verificar este fato para os vértices do subcarcds x; <— yiy1 < Ziy2 < Witz de Q,

onde it =0 oui =1, o que € evidente, pois
d(xi, Yi+1) = d(Yit1, zit2) = d(zip2, wiys) = =1 # 0,

d(xi, ziy2) = d(Yir1, wiy3) = =2 # 0 e d(x;, wiq3) = =3 # 0.
Portanto, temos as sequintes classes de graduacgao:

Q°(wo) = {zo}, Q@ (w0) = {z1, 1}, Q*(20) = {2, a2, 22},
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Q3 (x0) = {23, w3} e Q (o) = {wa},

as quais podem ser ilustradas da sequinte forma:

o n 22 w3

—
e

a2
X1 Y2 z3 Wy

Q" (o) Q™ (o) Q?(x0) Q3 (o) Q (o)

Exemplo 3.2.3 Seja Q o carcds abaizo

Zo Y1 22 w3
/
az
/
T Y2 z3 W4
/
as
/
Z2 Y3 24 ws.
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Assim como no exemplo anterior, Q € gradudvel (por ser uma drvore) e o0s passeios entre

quaisquer dois vértices inderados pelo mesmo natural tem grau zero e assim pertencem a

mesma classe de graduagao. De fato, olhando Q) como a uniao (nao disjunta!) de dois carcases

do Exemplo 3.2.2, onde 1 < ys < 23 < w4 € a parte comum, temos que y; ~ Ty, 22 ~

ag ~ Yo e wy ~ z3 (da parte superior) e que Yo ~ To, z3 ~ az ~ Y3 € wy ~ 24 (da parte

inferior). Logo, temos as sequintes relagoes: Y1 ~ T1,29 ~ Gz ~ Yo ~ T, W3 ~ 23 ~ a3 ~ Y3

e wy ~ z4. Finalmente, para verificar que os vértices indexados por naturais diferentes nao

pertencem a mesma classe de graduacdo, basta observar que as contas do exemplo anterior

para o subcarcds x; <— Yi+1 < Zit2 < Wi+3 de Q ndo dependeram do valor de i.
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Fizando xo € Qq, podemos ilustrar as classes de graduacdo de () como abaizo:

Zo 1 ) w3

/

a2
/
T Y2 z3 w4
/
as
/
T2 Y3 Z4 Ws

Q°(zo) Q™! (o) Q*(zo) Q% (xo) Q (o) Q" (20)
Usando as técnicas destes dois exemplos, podemos provar o resultado seguinte.

Lema 3.2.4 Seja d > 4. Entao, o carcds Q abaizo tem d + 1 classes de graduagado.

Zo 1 22 w3
/
a2
/
T Y2 z3 Wy
/
a3

Zd—2 < Wqg-1

e

aq—2

~

Ld—3 Yd—2 2d—1 Wq

Prova. Por ser uma drvore, QQ € gradudvel. Além disso, como o conjunto dos indices dos ele-
mentos de Qqy € o conjunto de inteiros {0,1,2,...,d}, entdo € suficiente provar que aqueles
vértices de @ que sao indexados pelo mesmo natural estdo na mesma classe de graduacgdo e
que aqueles com indices diferentes estao em classes de graduagao distintas. Usando o mesmo

raciocinio do Exemplo 3.2.3, basta entdo verificar que para cada © > 0, os vértices perten-
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centes ao subcarcds pleno de @ dado por

T Yi+1 Zi4+2 Wi+3
Ai42
Ti4+1 Yi4-2 Zi+3 Wi4-4

satisfaz tais condigoes. Fato este jd verificado no Exemplo 3.2.2, a menos da numeragdo dos

vértices. O

Teorema 3.2.5 (Critério de Bautista-Liu, Cor. 4.7 e 3.14) Seja A uma k-dlgebra de
dimensao finita, nao semisimples e com radical quadrado zero. Se o carcds ordindrio () de A é
gradudvel, entio DP(A) = D(kQP) e todo objeto indecomponivel em DP(A) € isomorfo a um
complexo radical de ICb(P) cujo comprimento € menor que o numero de classes de graduagao
de Q. Reciprocamente, se eriste uma equivaléncia triangulada D°(A) = D*(H), onde H ¢

uma k-dlgebra de hereditdria de dimensdo finita, entdo o carcds ordindrio de A € gradudvel. O

Note que do Lema 2.1.8 e da Observacao 2.4.11-(ii), temos que
s.gl.dim A = sup{£(P*) : P* € K°(P) indecomponivel radical}. (3.1)

Juntando este fato ao critério de Bautista-Liu podemos concluir que se o carcas ordinario
@ de uma algebra A de dimenséo finita com radical quadrado zero é graduavel, entdo A é
hereditaria por partes (do tipo kQ°P) e s.gl.dim A < m, onde m ¢é o nimero de classes de

graduacao de Q).

Observagao 3.2.6 A partir de agora quando fizermos referéncia a dimensao global forte,
nao faremos distingao entre as igualdades (2.15) e (3.1). Em outras palavras, faremos uso

daquela que for mais conveniente.

Exemplo 3.2.7 (a) Seja A uma dlgebra de dimensao finita com radical quadrado zero cujo
carcds ordindrio € aquele do Lema 3.2.4. Entao, pelo critério de Bautista-Liu, A é
hereditdria por partes. Além disso, como Q) possui d+ 1 classes de graduacao, seque do

observado no pardgrafo anterior que s.gl.dim A < d.

(b) Seja (Q,I) o carcis com relagoes abaizo.

Observe que Q € gradudvel com 4 classes de graduagao e, assim, a dlgebra A = kQ/I

€ hereditaria por partes com dimensao global forte menor ou igual a 3. Por outro
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lado, sabemos do Exemplo 3.1.6-(a) que A é uma dlgebra shod estrita e, portanto,
gl.dim A = 3. Logo, pelas desigualdades 3 = gl.dim A < s.gl.dimA < 3, temos que
s.gl.dim A = 3.

3.3 Diagramas escada

Vimos na secao precedente um critério que determina um limitante superior para a
dimensao global forte de uma classe de algebras hereditarias por partes (vide Teorema 3.2.5
e comentario que o segue). Nesta segao, encontraremos um limitante inferior para a dimensao
global forte de alguns exemplos especificos de dlgebras de caminhos. Para tanto, vamos definir
um tipo especial de quintupla na categoria de complexos limitados. Estas quintuplas serao
chamadas de diagrama escada e veremos que elas serao tteis na construgao de complexos
indecomponiveis na categoria de homotopia de complexos limitados. Vamos precisar também
de um resultado de D. Happel e D. Zacharia, [HZ08|, onde se determina condigbes necessarias
para que o cone de um dado morfismo seja um objeto indecomponivel.

Ao longo desta secao, A denotard uma algebra de dimensao finita sobre um corpo k
algebricamente fechado.

Seja A uma k-categoria triangulada, Hom-finita e Krull-Schimidt. Dado um morfismo

f: X =Y em A, temos um tridngulo distinguido em A da forma
x4y oo -,

O objeto C'y é unicamente determinado, a menos de isomorfismos, e chamado de cone de f.
Dizemos que uma tripla (X,Y, f) em A tem a propriedade x se as seguintes condigdes sao

satisfeitas:

(¥1) X e Y s@o objetos indecomponiveis;
(¥2) f: X — Y é um morfismo nao nulo;
(*3) f nao é um isomorfismo; e

(x4) Homa(Y, X[1]) = 0.

Lema 3.3.1 ([HZ08]) Se (X,Y, f) € uma tripla em A com a propriedade *, entio Cy €

indecomponivel em A. O

Estamos particularmente interessados no resultado acima para A € {K°(A), KP(P)}.

Ainda antes da defini¢ao de diagrama escada, faremos alguns lemas técnicos.

Lema 3.3.2 Seja X*® = (X', d% ) um complezo em C(A) onde (i) cada componente nao nula
X" € um mddulo indecomponivel e (i) d% = 0 se e somente se XJ =0 para todo 7 > n ou

X7 =0 para todo j < n. Entdo, X* é indecomponivel em C(A).
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Prova. Seja Y* = (Y d}) um complexo ndo nulo e considere uma retragio 7 = (7'); de
X*® em Y*. Vejamos que 7 é um isomorfismo de complexos. Para tanto, considere uma secao
t=(1");: Y* — X*em C(A) tal que mor = lye. Em particular, para cada n € Z, temos que
" X™ — Y™ é uma retragao e ¢*: Y — X é uma secao satisfazendo 7" o™ = 1lyn~. Para
cada [ € Z tal que Y! # 0 (existe porque Y'* # 0) temos um diagrama comutativo

di-t dt
Yl—l Y Yl Y Yl+1

lLll \LLZ iLlJfl
-1 1

Xl—l X Xl X Xl+1

Yl—l Yl Yl+1
di-1 dl ’
Y Y

onde 7! é um isomorfismo com inversa ¢!, dado que X! é um modulo indecomponivel. Logo,

o se X7 £ 0 entdo Y71 £ 0, uma vez que dl);l #£ 0 implica que 0 # 7t o dlgl =

dlY_ Lozl=1. Neste caso, por X1 ser indecomponivel, temos que 7*~1 é um isomorfismo

com inversa (/1.

e se X!T1 £ 0 entdo Y!*! #£ 0, uma vez que dy # 0 implica que 0 # dly o/l = !F1odl,.

Neste caso, por X!+ ser indecomponivel, temos que 7!*! & um isomorfismo com inversa
Ll+1

Continuando este processo indutivamente, teremos que 7 é um isomorfismo com inversa ¢. O

Corolario 3.3.3 Seja X* = (X', d%) um complezo em C(P) onde (i) cada componente nao
nula X™ € indecomponivel, (i) d% = 0 se e somente se X7 =0 para todo j >n ou XI =0
para todo j < m, e (iii) todo diferencial nao nulo d% nao é um isomorfismo. Entao, X® €

indecomponivel em IC(P).

Prova. Pelo Lema 3.3.2 temos que X *® é indecomponivel em C(P). Além disso, se o diferencial
d%: X" — X n+l ¢ diferente de zero, entdao por hipétese d% nao ¢ um isomorfismo e pelo
fato de X™ e X" ! serem projetivos indecomponiveis, segue que Imd™® C X"*! e, portanto,
Imd" C rad X™*!. De modo que X*® é um complexo radical. Portanto, pelo Lema 2.1.8, X*®

¢ indecomponivel em K(P). O

Lema 3.3.4 Sejamn € Z e f: X* — Y* um morfismo em C(A) tais que:
(a) X" £0£Y",
(b) X* =0 para todoi <mn e Y’ =0 para todo j > n;

(c) Homp(Y™, X™) =0; e
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(d) X*® ouY* € indecomponivel em IC(A).

Entao, f nao € um isomorfismo em KC(A). |

Definigao 3.3.5 Sejam X* = (X', dy),Y* = (Y',d%) e Z* = (Z',d%) trés complezos em
C’(A). Diremos que uma quintupla (X*,Y*, Z*, f,g) forma um diagrama escada em grau ng

quando:

(E1) np = min{n : X" # 0} = max{m : Z™ # 0} e Y* é um complexo concentrado em

grau ng;
(E2) f: X™ Y™ eg: Y™ — Z™ sao dois homomorfismos nao nulos tais que go f = 0;
(E3) Homp (Y™, X™) =0 e Homy (2", X"*2) =0, paran € {ng —2,n0 — 1,n0}; €

(E4) as triplas (X, Y, f*) e (Y*,Z°, ¢%) tém a propriedade * para A = K°(A), onde f* e
g°® s@o os morfismos de complexos induzidos naturalmente dos homomorfismos f e g,

respectivamente.
A fim de simplificar a notagdo, vamos denotar os morfismos f® e ¢* da defini¢do acima,
simplesmente, por f e g. Além disso, a quintupla (X°®,Y*, Z°®, f, g) serd denotada por

D=x*1ye 9 2o

Ocultando as entradas nulas dos complexos X®,Y*® e Z°, podemos visualizar as condigoes

(E1) e (E2) de um diagrama escada em grau ng da seguinte forma:

X" o ... Xnotr

|+
|s

gno—r' ... 7no
Quanto as condigoes (E3) e (E4), temos as seguintes observagoes:
Observacao 3.3.6 (i) Pelo Lema 3.3.4, as hipdteses Hom(Y™, X™) = 0 e X*® indecom-
ponivel em KP(A) sdo suficientes para concluir que o morfismo f: X® — Y*® ndo ¢

um isomorfismo em K°(A). Portanto, para mostrar que X® Toye 95 70 ¢ um dia-

grama escada nao € necessdrio verificar a condigao (¥3) da Definigdo 3.3 para a tripla
(XY f).

(ii) Se Hom(Y™,X"0) =0 eY*® é um complexo concentrado em grau ng, entao

Homye(4)(Y'*, X*[1]) = Homg()(Y'*, X°[1]).
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(iii) Segue da condi¢ao (E4) que os objetos X*,Y*® e Z* de um diagrama escada sao inde-

componiveis em KP(A).

O proéximo resultado mostra como obter, a partir de um diagrama escada D, um objeto
indecomponivel de K° (A) cujo comprimento é uma fungao determinada pelos comprimentos

dos objetos do diagrama D.

Proposigao 3.3.7 Seja D o diagrama escada X*® Toye 9y 70 em grau ng. Entdo, a
aplicagio h: Cy — Z°, dada por h™ = (0 g) e hi = 0 para todo i # ng, € um morfismo de

complexos cujo cone Cj, é um objeto indecomponivel de K°(A).

Prova. Suponha, sem perda de generalidade, que ng = 0. A comutativadade do diagrama

abaixo, que segue de (E2) da Definicao 3.3.5, mostra que h: Cy — Z* é um morfismo de

complexos.
dO 0\t dl 0
Cp: - 0 XO(Xf)Xl@YO(L)))@LQ)...
DT e
VAR Z72 — Z 1 - Z0 0
ClZ dZ

Para mostrar que Cj é indecomponivel em KCP(A), é suficiente verificar que a tripla

(Cy,Z*, h) tem a propriedade .

(¥1) Z* e C} sao indecomponiveis em KP(A) por hipétese e porque a tripla (X®,Y®, f) tem

a propriedade *, respectivamente.
(¥2) h é nao nulo em KP’(A). De fato, suponha, por absurdo, que existe uma aplicacio

s: C¢[1] = Z* tal que h' = si“dicf + diZ_lsi para todo ¢. Entao, para ¢ = 0, podemos

escrever sV = (u® v), com 1" # 0, e teremos

(09) = h¥ = s'(d 0) +d' (u® ) = (s'd} +dj '’ d""),

de modo que o diagrama seguinte é comutativo

Yye: ... 0 Yo 0
/ 7 /
v w0 s v
g v s 9
s ¥ ¥
ge. .. 71 70 0 .
dy"

o que contradiz o fato de g ser ndao nulo em KC°(A).

(¥3) h ndo é isomorfismo em K°(A). Suponha o contrario. Entdo existe um morfismo de

complexos [: Z* — Cy tal que loh ~ 1¢, e hol ~ 1z.. Em particular, existe uma
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aplicacao s: Cf[1] — Cy e um diagrama comutativo

d° t dL 0 d2
Cr: - 0 x0 B 51 gy o0 xo By
] / /
DTk e 4
AREE 72 /71 L 70 -0 0
' 0 /0 /1 /52
/ /8 , S Vi
zl l 7 lz—l// 10/ l 7 l
A ¥
Cr: - 0 X0 X' pY? X2 X3
(dxf)' (dxo) dX

tal que 1o, —loh = sodg, +dg, os. Podemos escrever 50 = (u900), st = (u! vH) e
1= (19 19)t. Mas como Hom(Y?, X°) = 0, por hipétese, entdao s° = (u° 0). Logo

d

f

1X0—0:SOO(dg(f)t+0:(u00)< >:u0dg<eassim

1o = u’d%;

[ ]
7N
—
o™
—
~ o
(=]
~~_
|
N
NS Ko
~~_
—
(@]
S~—
Il

ul 1 d3 0
<'u1 ) (dy 0) + < ;( ) (u” 0), de onde segue que

11 = u'dy + d%u?;

1x2 — 0= s%d% + (d% 0) <:ﬁ > e assim
ly2 = s?d% +dyul;e

e para todo n > 3, temos que 1x» = s"d’ + d}flsn_l.

Isso mostra que 1x« é homotopicamente nulo, o que contradiz o fato de X*® ser inde-

componivel em KC°(A).

(+4) Home(2)(Z°®,Cy[1]) = 0. Seja I € Homyn(py(Z°, C[1]). Entao, existe um diagrama

comutativo da forma abaixo.

AR Z3 dz” 72 dz” Vi 4z 70 0
l i ll_fz i,_l llo l
17: - X0 Xlapy® X2 X3

¢l 0 @ 2 avo &,

Como por hipétese Hom(Z", X"+2) = 0, paran € {—2,—1,0}, entdio 72 =1"=0¢e

=1 =(0 l;l)t. Logo, da comutatividade do diagrama acima, segue que l2_1al§2 = 0.
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Entao, existe um morfismo dado pelo diagrama comutativo abaixo.

AR 72 dz” z-1 i Z0 0
i N
Ye[: .- 0 & 0 0

Neste caso, se Iy 1 £ 0 entéo existe s: Z0 — YO tal que sod 1= l;l pois a tripla
(Y*,Z*, g) tem a propriedade * e, em particular, Homyes (4 (Z*,Y*[1]) = 0. Definindo
a aplicagao r: Z°[1] — Cy[1] por r® = (0 s)': 20 — X1 @ YO e 7' = 0 para todo
i # 0, teremos que [ = rodyz +dc, or, ou seja, [ ¢ homotopicamente nulo e, portanto,
Homyeo(py(Z°, C¢[1]) = 0.

Isto mostra que a tripla (Cf, Z®, h) tem a propriedade * e com isso podemos concluir

pelo Lema 3.3.1 que C}, é um objeto indecomponivel de KC°(A). O

Segue da demonstragdo acima que o complexo Cj, = (C,il, ) & dado por

sz LBl X072 X g Y0zl S X220 e X3 S Xt
onde ¢" = d’, para todo n < —4, ¢" = d}‘(“, para todon > 1, ¢3 = (_523 > 2 =
& 0 d 0 0
é‘ (;)_2 Lol = ( é( o —dz! ) e ® = (d% 0), de modo que C, pode ser visualizado da
%z

seguinte forma:

gi l l l l l
AR 72 Z—l 70 b !
C,;?’v Ch*?“ o C,?'ﬁ C}L

Além disso, observe que se os complexos X®, Z® € C’(A) sdo radicais e os homomorfismos f

e g sdo morfismos radicais, entdo Cj, ¢ um complexo radical de C’(A). Este caso particular

de diagrama escada serd chamado de diagrama escada radical.

O resultado a seguir mostra que se D = X* L> ye 25 Z* ¢ um diagrama escada radical

em C°(P), entdo é possivel determinar o comprimento do indecomponvel Cj, em funcio dos
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comprimentos de X°® e Z°.

Corolario 3.3.8 Seja D = X* Tyye 2 70 um diagrama escada radical em C°(P).

Entao, Cy, € um objeto indecomponivel de K°(P) cujo comprimento é dado pela formula:

2, se l(X®)=40(Z°%) =1;
UCy) = 0Zze), se l(X®)=1el(Z®%) > 2; (3.2)
0(X*), sel(Z°)=1el(X®)>2
UX®)+0(Z%) =2, sel(X®),L(Z*)>2
g

Vamos aplicar este resultado juntamente com o critério de Bautista-Liu e a Proposicao
3.3.7 para calcular a dimensao global forte de algumas algebras com radical quadrado zero.

Comecemos com a algebra dada pelo carcas do Exemplo 3.2.2.

Exemplo 3.3.9 Considere a dlgebra A com rad?A = 0 cujo carcds ordindrio Q é

Zo Y1 22 w3
a2
X1 Y2 zZ3 wW4.

Seque do critério de Bautista-Liu e do Exemplo 3.2.2 que A é uma dlgebra hereditdria por
partes com s.gl.dim A < 4.

Usemos agora a Proposicio 3.3.7 para construir um objeto indecomponivel de K(P) de
comprimento 4 para entdo concluir que s.gl.dim A = 4. Para tanto, considere o diagrama
comutativo abairo, em CP(P), onde os morfismos entre os mddulos projetivos sio 0s homo-

morfismos nao-nulos induzidos das flechas do carcds Q.

/S Y 2 A
R NN SO SN N N

Vejamos que (X*®,Y*, Z° f,g) é um diagrama escada (em grau zero). Primeiro, note
que a condi¢ao (E1) € satisfeita pela propria construg¢ao do diagrama acima. Além disso,
da forma como foram escolhidos, os homomorfismos f e g sao nao nulos e go f = 0

por rad®’A = 0. Isto ¢ justamente a condicio (E2). Para a condi¢io (E3), basta notar
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que Hom(Y?, X°) = Hom(P,,, Py,) = 0 e que ndo existe homomorfismo, que ndo o nulo,
de projetivos que aparecem em Z°® para projetivos que aparecem em X°® e, em particular,
Hom(Z", X"*2) = 0 para todo n. Resta-nos, portanto, verificar que as triplas (X*,Y*, f) e
(Y*, Z% g) tém a propriedade *:

(x1) E claro que o complexo Y'* ¢é indecomponivel em K (P). Jd o complezo X* ¢ indecom-
ponivel pelo Corolario 3.3.3, visto que suas entradas nao nulas sao mddulos projetivos
indecomponiveis, dois a dois nao isomorfos, e os diferenciais entre eles sGdo homomor-

fismos nao nulos.
(x2) f #0 em K°(A) pois o homomorfismo f: Py, — Pa, € nio nulo e Hom(P,,, Pa,) = 0.
(¥3) Que f nao é um isomorfismo em KP(A) seque da Observagio 3.3.6-(i).

(x4) Dado que Hom(Py,, Py,) = 0, entao temos que Homes ) (Y, X*[1]) = 0 e, portanto,
Home(A) (Y', X.[l}) =0.

Isto mostra que a tripla (X*,Y®, f) tem a propriedade x. Analogamente, pode-se verificar o
mesmo para a tripla (Y*,Z°,g). Assim, podemos concluir que o complezo C}, € indecompo-
nivel em K°(P). Por outro lado, como X® e Z* sio radicais, assim como os morfismos f e

g, entdao podemos aplicar o Corolario 3.3.8 para determinar o comprimento de C:

UCh) = UX®)+Z°%) -2 [Expressao (3.2)]
— 3+43-2
= 4.

A algebra do exemplo anterior serd denotada por Ay, para indicar que o maior indice de
uma fonte ‘w’ é igual a 4 e que também, neste caso, s.gl.dim A4 = 4. Tal notacao ficara clara
mais adiante.

A nocao de diagramas escada consecutivos, definida abaixo, sera tutil na obtencao de uma

sequéncia de algebras Az, Ay, As, ... tal que

s.gl.dim (A3) < s.gl.dim (A4) < s.gl.dim (A5) < - -+ < o0.
Definicio 3.3.10 Sejam Dy = X* —5 v* %5 z° e Dy = L* % M* Y5 N* dois
diagramas escada em graus ng e ni, respectivamente. Dizemos que os diagramas Dg e Dy

sdo consecutivos se L* = Z* e ny = ng — £(Z*), onde £ denota o comprimento em C*(A).

Observe que podemos esquematizar os diagramas escada consecutivos Dg e D1 da se-
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guinte forma, ocultando as entradas nulas:

Xno o ... o XnotiX®)

|

ymo
an — e e — ZTLO
MM

|

Nm—¢N®) ... Nm

A partir de agora, a menos de mencao em contrario, qualquer diagrama escada D =
x* Lyye % 70 ¢ tal que £(X*),4(Z*) > 3, onde £ denota o comprimento em C’(A).

Sejam Dy = X* i> ye %4 Z*e Dy = Z° 2y Mo i) N* dois diagramas escada
consecutivos, em graus ng e ny, respectivamente. Como ¢(Z°®) > 3, entao C;' = Z™ e assim
temos um diagrama D} = C}, 2y M Y Ne induzido, naturalmente, de Dy e Dy. Se
esperaria que o diagrama D/ fosse um diagrama escada, mas isto nem sempre ocorre, como
mostrara o Exemplo 3.3.16. Daremos na proposicao seguinte condigoes suficientes sobre Dg

e Dy para que D] seja, de fato, um diagrama escada.

Proposigao 3.3.11 Seja Z* € C°(A) tal que £(Z°) = 3 e sejam Dy = X° oy 9y g0 e
D=2z i> M* & N* dois diagramas escada consecutivos, em graus ng e ny, respectiva-
mente. Se Hom(N™,Y™) = Hom(N™, X"0*+!) = Hom(N™~! X™0) = Hom(M™, X"™0) =
Hom(X"0, M™) =0, entao D} = C}, & M* i> N*® é um diagrama escada.

Antes de passar a prova deste resultado, ilustramos na figura abaixo as hipoteses adici-

onais aos diagramas Dy e D; para que D] seja um diagrama escada.

......... n no+1
. ;X OHX-O PN

0 . no

Prova. Temos que verificar as condi¢oes (E1)-(E4) da Defini¢ao 3.3.5. As condicoes (E1) e

(E2) sao triviais.
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Suponha, sem perda de generalidade, que ng = 0. Assim n; = —3 e temos o seguinte

diagrama:

Oy, - e 0= G O O e ) s
X - 0 O X0 X 1 X2

f e

z* (L R 00

@ i @

M*: 0 M3 0

Y i ¥

N*: N4 N3 0

Como Hom(M3,Z73) =0 e 0, = Z73, entdo Hom(M~3,C; %) = 0. Além disso, dado
que Hom(N?, Zi+2) = 0 para i € {5, —4, —3}, entdo:

e Hom(N~°,C,*) = Hom(N~°, Z73) = 0;

e Hom(N~%,C;?) = Hom(N~*, X%) @ Hom(N—*, Z~2) = 0;

e Hom(N~3,C;") = Hom(N 3, X1) ® Hom(N—3,Y?%) @ Hom(N—3,Z71) = 0.
Isso prova a condi¢ao (E3) para o diagrama D).

Para verificar a condi¢ao (E4) é suficiente provar que a tripla (Cj, M*®, ¢) tem a propri-

edade *. Vejamos:

(x1) M* ¢ indecomponivel em K°(A) por hipétese e Cf, também é indecomponivel em K?(A)
pela da Proposigao 3.3.7;

(x¥2) ¢: Cp — M® éum morfismo nao nulo em K°(A). De fato, se existisse uma homotopia de
¢, digamos (st C}t1 — M?),cz, entdo existiria s72 = (s;? 57%): X' @ 272 - M3
tal que s 20c¢™3 = ¢. Como Hom(X?, M ~3) = 0, entdo 352 = 0. Por outro lado, como
c3=(0 —d}g)t entdo o homomorfismo 8;2, de Z72em M3, étal que ¢ = —sf20d§3,

o que é uma contradicio, pois ¢: Z* — M* é nao nulo em K?(A);

(¥3) Segue da Obsevagao 3.3.6-(i) que ¢: Cj — M*® ndo é um isomorfismo em K?(A); e
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(#4) Homyer(py(M*®,Cp[1]) = 0. De fato, como Hom(M =3, X% = 0 e M*® é o complexo

concentrado M~ entdo
Homenpy(M*®, Cp[1]) = Homenpy (M*®, Z°[1]).

Por outro lado, como Hom(M 3, Z~3) = 0, temos pela pela Observacao 3.3.6-(ii) que
Homes () (M*, Z*[1]) = Homyes () (M*, Z°[1]),

que por sua vez ¢ igual a zero pela condigao (x4) da tripla (Z°, M*, ¢). O

Sejam Dg e D; como acima. A partir de agora denotaremos por Cp, o cone indecompo-
nivel obtido aplicando a Proposi¢ao 3.3.7 em Dy, e por C}, o cone indecomponivel obtido

pela mesma proposi¢ao em DY .

Corolario 3.3.12 Se os diagramas escada Dg e Dy na Proposicao 3.3.11 sdo radicais e
estio em C°(P), entdo DY também é um diagrama escada radical. Em particular, Cy, €

indecomponivel em KP(P) cujo comprimento ¢ dado pela soma
UX®)+0(Z%)+4(N®)—2-2.

Prova. Ja sabemos que C},, ¢ um complexo radical pelo fato de Dy = X*® L y* L Z° ser

um diagrama escada radical. Por outro lado, do lema anterior sabemos que D} = Cy, N

Y . . , . .
M® — N°® é um diagrama escada. Além disso, como os homomorfismos radicais ¢ e ¥ e o
complexo radical N*® sdo os mesmos para os diagramas D; e D/, entdo D} ¢ um diagrama

escada radical. Assim podemos aplicar a formula do Corolario 3.3.8 ao diagrama D/:

UChy) = L£(Chy) +L(N®) -2
— [UX®) +6(Z%) — 2] + £{(N®) — 2
= U(X)+L(Z%) +UN®) —2-2,

Teorema 3.3.13 Seja Do, D1,...,D,, com r > 1, uma sequéncia de diagramas escada ra-
dical em C*(P), onde cada par ordenado (D;, D;;1) é como na Proposicao 3.3.11, cada D; =
X? N Y N X2, € um diagrama em graun; e, para todo 2 < i < r, Hom(X[ |, X["5*%) =

0. Entao Cp, € um objeto indecomponivel em KC(P) cujo comprimento é dado por

r+1
UCh,) = UXS) = (r+1)-2>r+4. (3.3)
=0
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Prova. Dado que cada par ordenado (D;, D;y1) ¢ como na Proposigao 3.3.11, entao /(X7 |) =
3, para todo 0 < i <r —1, e £(X]),4(X}, ) > 3. De onde segue que

r+1
Y UX) = (r+1)-2>(r+2)-3—(r+1)-2=r+4.
=0

Faremos o restante da prova por indugao sobre 7.

r = 1: Temos pelo Corolario 3.3.12 que Cf, é um indecomponivel de K?(P) cujo comprimento

é dado pela soma

UCh,) = UXQ)+UXT)+L(X3)—2-2.

r =1i: Suponha que para todo r < i o cone C}, obtido do diagrama escada radical D/,
¢ um indecomponivel de K°(P) cujo comprimento ¢ dado pela expressdo (3.3). Em
particular, D}_; = C}, , fioy Y?, = X7 ¢ um diagrama escada radical, do qual

obtemos o indecomponivel Cj,,_, de K°(P) cujo comprimento é dado por
E(Chi—l) = ZE(X;) -2 (3.4)
j=0

E claro que o par de diagramas escada (D;_,,D;) & consecutivo. Vejamos agora que
(D]_,,D;) satisfaz as hipoteses da Proposicao 3.3.11. Por hipotese, temos que ¢(X?) =
3, de modo que falta verificar que cada um dos possiveis homomorfismos ilustrados

abaixo é igual a zero.

02?4-3 C}TZL?+4
7 1—2 1—2
n;+3
Yt

g
Y,

|

n;—1 7 U RS
=X —Xih

Por hipétese, Hom(X[;, X]"5?) = 0 e Hom(X[%,, X/"*) = 0 porque (D;_y,D;)
satisfaz as condicoes da Proposicao 3.3.11. De C’;Ziijf = Xl-nj;Q o Xinjlﬂ = X?jf o

X?_i#, segue que Hom(X},, C’Z:;‘l) = 0. Os outros homomorfismos sao nulos porque:

(i) o par (D;_1,D;) satisfaz as condigdes da Proposicao 3.3.11; (ii) ¥;*, X7 e X,
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sao comuns aos pares (D;_1,D;) e (D}_;,D;); e (iii) Cgfig = XT3 Logo, D} =

Ch, , LN Y* LN X?.1 ¢ um diagrama escada radical, do qual obtemos o cone Cp,,

indecomponivel em K°(P), cujo comprimento ¢ dado por

U(Ch;,) = LCh,_,)+ L ¢°+1) -2 [Corolario 3.3.8]
= ZE(X;) —i-2 | +0(X7)—2 [Expressao (3.4)]
j=0
i+1
= > UXD) = (i+1)-2.
j=0

Corolario 3.3.14 Se o comprimento de cada X? € igual a 3, entao ((C},) = r + 4.

Exemplo 3.3.15 Considere a dlgebra A com rad®A = 0 cujo carcds ordindgrio Q ¢é

Zo Y1 22 w3
/
az
/
T Y2 z3 W4
/
as
/
x2 Y3 24 ws.

Segue do critério de Bautista-Liu e do Exemplo 3.2.3 que A é uma dlgebra hereditdria por

partes com s.gl.dim A < 5. Vejamos que vale a igualdade. Para tanto, vamos definir um par

de diagramas escada e usar a Proposigao 3.3.11.

Sejam Do e D1 os dois diagramas comutativos, em Cb(P), abaizro

X

2V
w
c3<7c3<7@>U

Pg
|
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€
AR 0 0 0 P, Py, P, Py,
| N
M* 0 0 0 Pa, 0 0 0
| N
N* Py, P, P, P, 0 0 0,

onde os morfismos f9, ¢°, 073,03 e os diferenciais de X®,Y*, Z* M® e N® sio os ho-
momorfismos nao nulos induzidos das flechas do carcds ). Usando os mesmos argumen-
tos do Exemplo 3.3.9, aplicados a cada um destes diagramas, vemos que Dg = X* i>
ye 4 Z* eDy = Z° Oy M Y N® sdo diagramas escada radicais em C°(P). Além
disso, da forma como escolhemos tais diagramas, eles sdo consecutivos. Finalmente, note
que £(X°®) =L(Z®*) = U(N*®) = 3 e, como nao existe caminhos em @Q de nenhum dos vértices
que determinam X*® para nenhum dos vértices que determinam N*®, entdo Hom(N?, X7) = 0,
para todo 1,7 € 7. E claro também que Hom(P,,, P,,) = Hom(P,,, P,,) = 0. Logo, pode-
mos aplicar a Proposicao 3.3.11 ao par de diagramas escada Do e Dy para concluir que

L =Ch i) ve Y5 N® ¢ um diagrama escada. Além disso, por Dg e Dy serem radicais,

o Corolario 3.3.12 afirma que Cy, € um indecomponivel de K (P), com comprimento
U(Chy) = U(X®) +6(Z°) +{(N®) —2-2=3+3+3 -4 =5

Seguindo a notagao que segue o Exemplo 3.3.9, vamos denotar a algebra do exemplo acima

por Ajs, indicando que o maior indice de uma fonte ‘w’ é igual a 5 e que s.gl.dim A5 = 5.
Vimos na Proposigdao 3.3.11 condigoes suficientes sobre um par de diagramas escada
consecutivos Dy = X* i> ye L Z° e Dy = 2° Oy M s Ne para que o diagrama
L' =Ch, & Y* i> N* seja um diagrama escada. Veremos agora que tais condigbes sao,

também, necessarias. Comecemos com a hipotese “Hom(N"™ | Y"0) = ("

Exemplo 3.3.16 Considere a dlgebra A com rad®A = 0 cujo carcds ordindrio Q é

xo Y1 z2 w3
a2
/ ’
T Y2 W4

a

as

/.

1) Y3 24 Wy

Sejam Dqg e D1 os diagramas definidos no Exemplo 3.3.15. Note que a existéncia da flecha
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a nao muda dos diagramas Do e Dy definidos naquele exemplo. Logo, estes sao diagramas
escada consecutivos de C°(P). Porém, como Hom(N™,Y"™) = Hom(P,,, P,;) # 0, entio
Hom(N™, C,?;J“Q) = Hom(Py,, Py, ® Py, ® P.;) # 0, onde ng =0 e n; = —3. Portanto, a
sequnda hipdtese da condigao (E3), da definicao de diagrama escada, nao é satisfeita para
D;.

Py —— Pry ® Pyy ——= Py © Poy © Py —— P2y © Puy —— Puy;

P:Ito Py1 PZ2 ng

E facil produzir exemplos semelhantes que mostram a necessidade das outras hipoteses

na Proposicao 3.3.11.

3.4 Dimensao global forte de algebras shod

Veremos agora o principal resultado do capitulo, onde mostramos que para cada inteiro
d > 3 existe uma algebra shod estrita cuja dimensao global forte é igual a d (vide Teorema
3.4.4).

Comecaremos a se¢ao com dois exemplos. No primeiro deles, veremos um exemplo de uma
algebra shod estrita que nao é hereditaria por partes, ou seja, cuja dimensao global forte é
infinita. Ja no segundo, daremos um exemplo de uma algebra A que nao é shod estrita e que
vale a relacao gl.dim A = 3 = s.gl.dim A. Estes dois exemplos, juntamente com o resultado
principal do capitulo, mostram que nao existe uma caracterizagao para a classe das algebras

shod estritas aos moldes do Teorema 1 ([HZ08]), discutido na Introdugao.

Lema 3.4.1 (JHZ10], Prop. 2.13) As seguintes proposigoes sao equivalentes para uma dl-

gebra A de dimensdo finita.
(i) s.gl.dimA < occ.

(ii) Para todo P* € KP(P) indecomponivel e para todos A-mddulos simples S, existe no md-
zimo dois graus i e j tais que a cobertura projetiva P(S) de S é um somando direto de
P' e PJ; eseij, entio |i —j| = 1. a
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Exemplo 3.4.2 Seja A a dlgebra com rad?A = 0 cujo carcds ordindrio Q € dado abaizo.
4
/ \ 5
N /
3

2

1

Considere o diagrama escada D = X*® Tyye 9, X*[3] em C°(P), dado abaizo,

X*: P, P Py Ps
/| |
Y°: Py
| |
X*[3] : P Py P3 Ps

onde 0s morfismos entre 0s mddulos projetivos sao os homomorfismos nao nulos induzidos

das flechas de Q. Denotando por D[3] o diagrama escada
x*3) 2 verg) & xope),
temos que D e D[3] sao consecutivos e o diagrama obtido deles,

D =, B yez 2Bl xeq,

também € um diagrama escada, mesmo nao satisfazendo uma das condig¢oes da Proposicao
3.3.11, a saber
0 = Hom (X", M™) := Hom(P, Py) # 0.

De fato, basta observar que esta condi¢do € usada na prova da proposicao supracitada apenas
para verificar que f[3]: Cy, — Y°[3] é um morfismo nao nulo em K°(P), condigio esta
desnecessdria no caso em que rad*A = 0. Em particular, o objeto Ch, de KO (P), obtido do

diagrama escada D',
Chy=PL =P &P P OoPRoPteoPs > P®P,&Ps®Ps — P3® Ps — Ps,

¢ indecomponivel em K°(P) que ndo satisfaz a condicio (ii) do Lema 3.4.1. Portanto,

s.gl.dim A = oo ou, equivalentemente, A ndao é hereditdria por partes.
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Vejamos agora que A € uma dlgebra shod estrita. Para tanto, note que o carcds de

Auslander-Reiten de A € dado por:

Py=1,

Neste caso, ﬁA = {Pl,PQ,P4,Il,SQ,P3,S4}, RA = {P3,S4,53,P5,I4,13,I5} e, portanto,
La URA = indA. Logo, pelo Teorema 3.1.4, A € uma dlgebra shod. Além disso, como

\ \
/

P; € Ry \ La entao seque do Teorema 3.1.5 que A € shod estrita, como queriamos verificar.

Exemplo 3.4.3 Considere A a dlgebra com rad?A = 0 cujo carcds ordindrio € dado abaizo.

Temos, pelo critério de Bautista-Liu, que A é hereditdria por partes e que s.gl.dim A < 3.

Mas como gl.dim A = 3 e gl.dim A < s.gl.dim A, entdo
gl.dim A = 3 = s.gl.dim A.

Para ver que A nao € shod, basta notar que o A-mddulo 7752 = g g tem dimensao

projetiva e injetiva igual a 2.

Teorema 3.4.4 Para cada d > 3 existe uma dlgebra shod estrita Ay, hereditdria por partes,

tal que s.gl.dim A = d.
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Prova. Se d = 3, o resultado segue do Exemplo 3.2.7(b). Suponha que d > 4 e considere a

algebra Ay com rad?Ay4 = 0 cujo carcés ordinario Q ¢ dado abaixo.

o U1 Z2 w3
/
ag
/
T Y2 <3 Wy
/
as

Z2d—2 = Wg—-1

e

aq—2

~

Td—3 Yd—2 2d—1 Wq

(1) s.gl.dim Ay = d.

Vimos no Lema 3.2.4 que o carcas ) possui d + 1 classes de graduagao. Logo, como
consequéncia do critério de Bautista-Liu, Ay é uma algebra hereditaria por partes com
s.gl.dim Ay < d. Para verificar que vale a igualdade, é suficiente econtrar um indecomponivel
em KP(P) cujo comprimento ¢ igual a d. Considere a sequéncia de diagramas Dy, ..., D,,
onde r =d—4e, paratodo 0 <¢<r, D; = X? i) Y* LN X7 1 € o diagrama

X7 0 0 0 Popini == Py s —> Poris P, s

o
Ye: 0 0 0 Pa, s, 0 0 0

R Y Y S R R
Xip Peo i =Py s —>Poy i —> P, 0 0 0
cujas componentes homogéneas Py, ., ;, Py, ., ; € Py, de X7, Y,* e X2 |, respectivamente,
estao no mesmo grau n; = —3i. Logo, a condigao (E1) da Defini¢ao 3.3.5 (diagrama escada)

é trivialmente satisfeita para cada D;. Quanto aos morfismos f; e g; e aos diferenciais de

X7 e X7, eles sao definidos, naturalmente, pelos homomorfismos nao nulos induzidos das
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flechas de @, ou ainda, das flechas do subcarcés pleno, @, de @ dado abaixo.

i1 ~A Lp—i < Yr+1—i <= Zr42—3 <= Wr43—4
giT /
Y;e ~ Ar+2—j
fiT /
X7 ~ Tpi1i < Yr42—i < Zr43—i < Wrd—;

Assim, por rad?Aq = 0, X7 e X?, | sdo complexos limitados — ambos de comprimento igual

3 — e os homomorfismos nao nulos f;: Py ., ., — Py, , €9it Pa.,y ; — Py, , , sdo tais

r+1—1
que g;o f; = 0. Em particular, cada diagrama D, satisfaz a condigao (E2) da Defini¢ao 3.3.5.
A verificagao das condigoes (E3) e (E4) para D; ¢ igual & dada no Exemplo 3.3.9, a menos
de uma mudanca na numeracao dos vértices do subcarcas Q°. E facil ver que X7 e X?\ sao
complexos radicais e que f; e g; sdo morfismos radicais. Portanto, cada D; é um diagrama
escada radical.

Segue dos exemplos 3.3.9 e 3.3.15 que podemos supor que d > 6 ou, equivalentemente, que
r > 2. Vejamos que, neste caso, a sequéncia Dg, Dq,..., D, de diagramas escada (radicais)

satisfaz as hipoteses do Teorema 3.3.13. Para tanto, basta observar que:

e niy1 = —3(i+1) = -3t —3 =n; —€(X}), para todo 0 < i < r. Logo, cada par de

diagramas (D;,D;41) é consecutivo;

e como nao existem caminhos de nenhum dos vértices que determinam X? para ne-
nhum dos vértices que determinam as componentes de X?, para todo ¢ # j, entao
Hom(le,XJ’?) = 0, para todo m,n € Z e para todo 0 < i # j <r;

e como Hom(F,,, Ax) = Hom(Py,, Py,,,), paratodo 2 < i < r+2, entao Hom (Y™, X7') =

0, para todo j # i + 1 e para todo m,n € Z;

e como Hom(Ay, P,,) = Hom(P,, ., P,,), paratodo 2 < i < r+42, entdo Hom(Xj’."‘, Y =
0, para todo j # i — 1 e para todo m,n € Z.

Portanto, Cj,, ¢ um objeto indecomponivel em K°(P) que, pelo Corolario 3.3.14, tem

comprimento igual a r +4 = d.

(2) A4 é shod estrita.

Note que cada vértice do carcas ordinéario () de Ay é inicio de no méaximo duas flechas
e final de no maximo duas flechas. E no caso de duas, estes vértices ou sao fontes ou sao
pocos. Juntando isto ao fato de que Ay = kQ/J?, onde J é o ideal das flechas de @, temos
que Ay é string.

Segue da Observagao 3.1.11 que cada um dos zeros consecutivos de () possui exatamente

duas relagoes zero, as quais se sobreponhem e cada caminho contendo estas (duas) relagoes
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zero é start-tight e end-tight. Em particular, o carcas com relagdes (Q,.J?) satisfaz a condi-
¢ao (1) do Teorema 3.1.13. Além disso, dado que o comprimento dos caminhos em @ tém
comprimento no méaximo 3, entdo é claro que (Q, J?) ndo contém subcategorias plenas nas
formas dos itens (i) e (ii) (e seus duais) da condi¢ao (2) desse mesmo teorema. Também
é claro que (Q, J?) ndo contém uma subcategoria plena na forma do item (iii). Portanto,
pelo Teorema 3.1.13, A4 é shod. Finalmente, para ver que Ay é shod estrita, basta usar que
s.gl.dim Ay = d > 3 e lembrar que uma Agebra quase inclinada tem dimensdo global forte

menor ou igual a 2 (vide Teorema 1 da Introdugao). O

Exemplo 3.4.5 Considere a dlgebra As com rad®As = 0 cujo carcds ordindrio é

Zo 1 <2 w3
/
ag
/
T Y2 z3 Wy
/
as

e

1) Y3 24 Wy

Neste caso, Ly, e Ra, sao dadas, respectivamente, pelos predecessores e sucessores dos in-
decomponiveis

Pzz = I227Sa27PZ3 = IzgaSa3 6P24 = IZ4~

Além disso,
Py — Py, ® Py, = Py, ® Py, ® Py, ® P,y = Py, ® Pyy ® Poy ® Pyy — Poy ® Py, — Py

50 as componentes homogéneas nao nulas do indecomponivel Cy,, de K°(P), obtido no Exem-

plo 3.3.15, cujo comprimento é maximal.

Agora estamos interessados em pesquisar o que acontece em outras classes de dlgebras.
Por exemplo, para a classe das algebras ada, introduzidas em [ACLV12], que incluem a classe
das &lgebras shods, podemos construir com ideias semelhantes as aqui apresentadas uma
algebra ada com dimensao global 4 e dimensdo global forte n, para cada n > 4. E sabido
também que todo moédulo indecomponivel X sobre uma algebra ada A também satisfaz
pdX +id X < d+1, onde d = gl.dim A (vide Corollary 2.6 ¢ Remark 2.7 de [ACLV12]).
Também estamos interessados em caracterizar as algebras shod estritas com dimensao global

forte igual a 3.
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3.4



Capitulo 4

Dimensao global forte e complexidade

Vimos no Capitulo 2 que a complexidade de objetos indecomponiveis na categoria deri-
vada esta, de certa forma, relacionada com a nogao de dimensao global forte. Mais especi-
ficamente, vimos no Teorema 2.4.13 que a existéncia de um indecomponivel M*® € D~ (A)
cuja complexidade é maior do que zero é condicao suficiente para que s.gl.dimA = oco. O
objetivo principal deste capitulo é mostrar que, ao contrario do que ocorre na categoria de
modulos, a reciproca deste resultado nao é falsa, em geral, no caso em que gl.dim A < oo
(vide Secao 4.2). Na verdade, acreditamos que vale a reciproca no caso em que rad?A = 0.
Mostraremos aqui um esbogo de como estamos trabalhando neste problema.

Vamos precisar de trés resultados que foram bastante utilizados no capitulo anterior. A
saber: (i) a propriedade % (vide Lema 3.3.1); (ii) o critério de Bautista-Liu (vide Teorema
3.2.5); e (iii) o Teorema de D. Happel e D. Zacharia ([HZ08|) que caracteriza, homologica-
mente, as dlgebras hereditarias por partes como sendo aquelas que tém dimensao global forte
finita.

4.1 Limite inverso na categoria de complexos

Para que possamos mostrar de forma clara nossas ideias vamos precisar também de nogoes
bésicas do conceito de limite inverso, em especial na categoria de complexos. Os detalhes

podem ser encontrados em [Rot09].

Definigao 4.1.1 Dado um conjunto parcialmente ordenado (I,>) e uma categoria C, um
sistema inverso em C € um par ordenado ((M;)icr, (Vi ;)j=i), ou simplesmente {M;,1; ;},
onde (M;)ier € uma familia de objetos em C e (;;: Mj — M;)j=; € uma familia de mor-
fismos em C para os quais ¥;; = 1y, para todo i € I, e tal que o diagrama sequinte €

comutativo sempre que k > j >~ 1.
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Nos sera util, particularmente, o conjunto dos ntimeros naturais N com sua ordem parcial

usual. Isto é, sistemas inversos sobre N em uma categoria C da forma
M0<—M1(—M2<—--'

onde M, — M, é o morfismo identidade e M, — M, é a composicao em C, para todo
n,k € N.

Definigao 4.1.2 Seja {M;,1; ;} um sistema inverso sobre (I,>=) em uwma categoria C. O
limite inverso (também chamado de limite projetivo ou limite) é um objeto @Ml e uma
familia de morfismos (p;: I#li — M;)icr, chamados de projecoes, satisfazendo:

(L1) 9 opj = pi, sempre que j = i; e

(L2) para todo objeto X € C e toda familia de morfismos (fi: X — M;)ier satisfazendo

(L1), existe um inico morfismo 6: X — @ M; fazendo o diagrama abaizo comutativo.

Como quase todo objeto definido como uma solucao de uma determinada propriedade
universal, o limite inverso de um sistema inverso, se ele existe, é tinico a menos de isomor-
fismos. E também bem conhecido que existe o limite inverso para qualquer sistema inverso
{M;,1;;} em Mod R (vide, por exemplo, Proposicao 5.17 de [Rot09]) e, por conseguinte,
para qualquer sistema inverso na categoria de complexos C(R) sobre Mod R (vide, por exem-
plo, Exercicio 6.9 de [Rot09]). Como vamos precisar calcular o limite inverso na categoria de
complexos, achamos conveniente mostrar como ele pode ser obtido.

Seja {M?,4; j} um sistema inverso sobre (I, >) em C(R). Como ) j 0 ;1 = 1; 1, para
todo k = j = 4, e para cada j = ¢ o morfismo de complexos ¢;;: M7 — M7 é uma familia
de homomorfismos de R-moédulos (¢7;: M — M)nez tal que

Yt od) = df o

i para todo n € Z,

n.
1/7],
onde os d' sdo os diferenciais do complexo M}, entdo, fixado n € Z, {M, fj} é um
sistema inverso sobre (I,>) em Mod R. Dado que em Mod R existe limite inverso para
todo sistema inverso, segue-se que para cada n € Z existe um R-modulo @MZ" e uma
familia de homomorfismos (pf*: lim M;" — M;")ic satisfazendo as condigoes (L1) e (L2)
acima. Denotando @MZ” por M", para cada n € Z, e definindo M*® := (M",d};)necz, onde
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dy : M™ — M "+1 & o inico homomorfismo fazendo o diagrama

Mt _ By
%1 d;y
n+1
M,
’ﬂJrl 7Lp7l
p +1 7+
I Td’?,j
M
J

comutativo, temos que M*® é um complexo sobre Mod R. Finalmente, se para cada ¢ € [

definimos p; := (p': M™ — M )nez, temos que (p;: M® — M?);c; é uma familia de mor-

fismos de complexos que satisfaz a condigao (L1). Nao ¢ dificil verificar que o par ordenado
L m M, d%;)n, (pi)icr) também satisfaz a condicao (L2).

Os seguintes fatos sobre limite inverso também serdo tteis na resolugao do exemplo que

segue.

Proposicao 4.1.3 (a) Seja (My)nen uma sequéncia de R-mddulos isomorfos entre si, di-
gamos, M, = M para todo n € N. Se

Mo&Ml &Mg(—

€ um sistema inverso sobre N onde cada ¥ pni1: Mpy1 — M, € um isomorfismo, entao

lim M, = M.

(b) Seja J wm subconjunto cofinal de um conjunto parcialmente ordenado (I,>) — isto é,
para cada i € I, existe j € J com j = i. Sejam {M;, v} um sistema inverso sobre
(I,=) e {Mj, i} um subsistema inverso cujos indices estao em J. Entao, o limite

inverso sobre I € isomorfo ao limite inverso sobre J. a

4.2 Exemplo

Seja A a algebra com rad?A = 0 cujo carcas ordinario é dado abaixo.

E facil ver que A é uma algebra com dimensdo global finita, a saber gl.dimA = 2, e é
conhecido que s.gl.dim A = oo (vide [Sko87|, Example 4.2).

Vamos construir uma sequéncia de morfismos de complexos, cada qual satisfazendo a
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propriedade #, e daf obteremos um sistema inverso sobre N em C(P)
pe & pr P2 pe (4.1)

tal que:

(SI1) Cada P? é radical e indecomponivel em KY(P) e, em particular, indecomponivel em

C*(P):
(SI2) ¢(P?) =n+ 3, para todo n € N;! e

SI3) lim P? é um complexo radical indecomponivel em C~(P) — e, em particular, indecom-
n

ponivel em K~ (P) —, cuja complexidade é igual a 1.

Seja P; o projetivo (indecomponivel) associado ao vértice i, com i € {1,2,3}, e considere

o complexo em C°(P)
X'= i 50-—5P 5P 2P0

onde P3 é a componente homogénea de grau zero de X*. Entao, segue do Corolario 3.3.3 que

X* & indecomponivel em K°(P). Pela mesma razio, o complexo
i3 0— PP P50

onde z € {a, —a} e y € {8, —B}, ¢ indecomponivel em K?(P). Quando z = —a e y = —f,
denotamos o complexo acima por “—X*".
Note que todos estes complexos sdo radicais. Além disso, do homomorfismo nao nulo de

P; em Ps, induzido pela flecha v: 3 — 1, existe um morfismo nao nulo de complexos

—-X*: P =% p,——% p,
WO\L l’\/

. o 8
X[2] P14>P24>P3

tal que:

(i) 7o é nfio nulo em K°(P). De fato, se existe uma homotopia s = (s™),, de g, entdo existem

escalares a e b tais que s ' =a-f: P > P3es 2=b-a: P, — P, e, portanto,
y=a fB(-a)+Bb-a)=0+0=0,

0 que é uma contradicao.

(ii) 7o ndo é um isomorfismo em K°(P) (vide Lema 3.3.4).

!Note que com isto temos, em particular, que s.gl.dim A = oo.
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(iii) Homes(py(X*[2], =X *[1]) = 0. Em particular, Homy p) (X *[2], =X *[1]) = 0.

X*[2] - p—2-p "o p
I | I
0l 0l 0l
Y Y v
CE P p " p

Logo, a tripla (y9, —X*®, X*[2]) satisfaz a propriedade * e, portanto, o cone C, = P§ é um

indecomponivel de KC?(P).
( 0 ) ( a 0 )
o vy B 0
2 D “o

By = h——P &P ——- Py ——P3

Analogamente, existe um morfismo nao nulo v; de =P em X*[4], induzido da flecha -,

—dph 47 472
-P3: P —>PoP—>P®P—D;
’Yll l’Y

x'4: P--p-l.p

satisfazendo as condigbes (i), (ii) e (iii) acima. De modo que a tripla (yi, —PBg, X*[4])

também satisfaz a propriedade * e, portanto, o cone C,, = P é um indecomponivel de

Ko (P).
(0) (oz O) (a 0 0)
« vy B v B 0 (8 0)

PP = Ph—PoR PO o P& P3——P3

Continuando este processo obtemos um indecomponivel em K?(P) da forma

t
Pg:Pl(M PI@P2—>P1G9P2@P3%-'-—>P169P269P3—>P2@P3(6_0>)p3’

onde a componente homogénea Ps esta no grau —n — 1; possui exatamente n + 4 termos nao
nulos, sendo que cada uma das n componentes homogéneas do “meio” do complexo igual a

P ® P, ® P53 e cada um dos diferenciais entre tais componentes dado pela matriz abaixo.

(4.2)

o o o
o O O

0
a
v

Além disso, dado que o complexo X* é radical e a componente nao nula de cada ~,, a saber
a multiplicacao pela flecha v, € um morfismo radical, entao cada P é um complexo radical.

Em particular, ¢(Py) = n + 3, para todo n > 0. Usando a sequéncia de objetos e morfismos
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em C°(P)

M L N 2 o T e,
para cada um dos morfismos 79, v1,72, - ., obtemos um sistema inverso sobre N em Cb(P)
da forma

Py &L prl—1] &2 PY—2) «— -+, (4.3)

satisfazendo as condigoes (SI1) e (SI2) dadas acima. Finalmente, usando que o comple-
mentar de qualquer subconjunto finito de N é um subconjunto cofinal de N e aplicando a
Proposigao 4.1.3 ao sistema inverso (4.3), temos que o limite inverso 1&1]37; [—n] ¢ dado pelo
complexo ilimitado

-5 -4 -3 B0
"*>P1@PQ@P3L>P1®P2€BP3L>P1@P2€BP3L>P2EBP3Q>P3, (4.4)

a 0 0

onde a componente homogénea P; esté no grau —1; d =3 = ( 5 0
~

); e para todo i < —4

o diferencial d' ¢ dado pela matriz (4.2).

—6 -5 —4 -3 -2 -1 grau
it - P — PoP——=PoP—=P | P
T g:. _5: T :':_ ' : . : 70,1
; : : : ; FR |
0 Py =P OP,——>P ool —= PO —>1 , Pr-1]
T ‘; ;‘ . |
?. .5 - \ e
; i § L L | e
Ph——P 0P — POl —POoRhok—RhoPk —D | P3[-2]
: ‘ : : ‘ : : : : | }
‘ 2,3
. . I
|
|
I
o ___ i ____i___i__i__ i
|
|
o —>PI PP —>P &P, P —>P &P, o Ps—>P, &P —>P; 1(£nP,:[fn]

Procedendo como no Exemplo 2.4.5, mostra-se que o complexo dado em (4.4), Jim P [—n],
é indecomponivel em C~(P). Em particular, por ser um complexo radical, também é inde-
componivel em K~ (P). E, finalmente, é facil ver que cx(l'£1 P?[—n]) = 1. Isto conclui a

verificacao do item (SI3).

Observacao 4.2.1 O complexo l&nPﬁ[—n} obtido acima é outro exemplo de um indecom-
ponivel em C~(P) tal que todo truncamento bruto de comprimento maior do que zero é

decomponivel em C°(P). De fato, basta observar que o mddulo Py estd contido em Nuc(d'),
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para todo i1 < —2, e aplicar o Lema 2.4.4.

Seja A uma k-algebra de dimenséao finita satisfazendo as condigGes:
(a) rad?A = 0;
(b) gl.dimA < oo; e

(c) o carcés ordinario de A contém um passeio fechado w da forma abaixo.

Pelas condigoes (a) e (b), temos que o carcas ordinario de A ¢é aciclico (vide, por exemplo,
[Far12], Corollary 3). Isto é suficiente para que possamos replicar a constru¢ao do exemplo
anterior ao passeio w = a~!371y e construir um sistema inverso da forma (4.1) satisfazendo
as condigbes (SI1), (SI2) e (SI3). Em particular, s.gl.dim A = co.

E importante observar que o fato do carcas ordinario de A conter um passeio fechado
cujo grau é diferente de zero, nao significa, em principio, pelo critério de Bautista-Liu, que
s.gl.dim A = oco. De fato, o critério de Bautista-Liu assegura, neste caso, que A nao é de-
rivadamente equivalente a uma &lgebra hereditaria de dimensao finita, o que nao significa
que A ndo é uma algebra hereditaria por partes. No entanto, D. Happel mostrou que uma
algebra hereditéaria por partes do tipo canonica, que nao é derivadamente equivalente a uma
algebra hereditaria de dimenséao finita, tem o primeiro grupo de cohomologia de Hochschild
igual a zero (vide Theorem 2.4 de [Hap98|). Juntando este fato ao critério de Bautista-Liu
e ao resultado de M. J. Bardzell e E. N. Marcos que diz que o primeiro grupo de cohomo-
logia de Hochschild de uma &lgebra monomial A = kQ/I ¢é igual a zero se e somente se o
grafo subjacente ao carcas ordinario () ¢ uma arvore (vide Theorem 2.2 de [BM98|), temos

o seguinte resultado.

Teorema 4.2.2 Seja A € uma k-dlgebra de dimensao finita com radical quadrado zero cujo
carcds ordindrio contém um passeio fechado com grau diferente de zero. Entdao, A nao € he-

reditdria por partes (ou, equivalentemente, s.gl.dim A = 00 ). |

Note que com este teorema pode-se concluir diretamente que a algebra do exemplo acima
tem dimensao global forte infinita. O mesmo para as &lgebras satisfazendo as condigoes (a)
e (c) acima e para a algebra do Exemplo 3.4.2.

Feitas estas consideragoes, temos as seguintes conjecturas.
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Conjectura 1: Seja A uma k-élgebra de dimensao finita satisfazendo as condi¢oes:

(a) rad?A = 0;

(b) gl.dimA < oo e

(c) o carcas ordinario de A contém um passeio fechado cujo grau é diferente de zero.
Entao, existe um objeto indecomponivel em D~ (A) cuja complexidade é maior do que zero.
Conjectura 2: Seja A uma k-élgebra de dimenséo finita satisfazendo as condigoes:

(a) rad®A = 0;

(b) gl.dimA < oo; e

(c) s.gldimA = oo.

Entao, existe um objeto indecomponivel em D~ (A) cuja complexidade é maior do que zero.

Note que pelo critério de Bautista-Liu e pelos comentarios do paragrafo precedente, as
condigoes (a) e (c) das conjecturas 1 e 2 sdo equivalentes.

Dada a dificuldade na constru¢ao de um sistema inverso da forma (4.1) satisfazendo as
condigoes (SI1), (SI2) e (SI3), estamos verificando se é possivel reduzir o problema ao caso

de um passeio fechado da forma

onde p # ¢; e se existe condiges suficientes para que um sistema inverso da forma (4.1),
satisfazendo a consi¢oes (SI1) e uma condigao similar & (SI2), tenha limite inverso inde-
componivel. E importante salientar que ja temos alguns exemplos de sistemas de objetos
indecomponiveis em que seu limite inverso ¢ um objeto decomponivel; inclusive na categoria

de complexos. Mas nenhum destes exemplos serve como contraexemplo para o nosso caso.
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inversa de um, 9
irredutivel. 26 de Auslander-Reiten, 56
niicleo de 171m 14 distinguidos, 39

radical, 32 7 distinguidos em D(A), 44
distinguidos em K(A), 41

transformagao natural, 12
triangulo(s), 38

soma, 16
zero, 14 isomorfismo de, 39
morfismos morfismo de, 39

homotoépicos, 30 padrao em K(A), 41

pullback de, 10

pushout de, 10 zero consecutivo, 75
)

nimero de Betti
em mod A, 46
em D~ (A), 50
em K~ (P), 49

objeto, 7
inclinante, 72
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