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Resumo

MEDEIROS, F. B. Dimensão global forte e complexidade na categoria derivada.
2014. Tese (Doutorado) - Instituto de Matemática e Estatística, Universidade de São Paulo,
São Paulo, 2014.

Apresentamos neste trabalho uma definição de complexidade na categoria derivada de
complexos (limitados superiormente) de módulos sobre uma k-álgebra de dimensão finita.
Um dos resultados que conseguimos foi uma relação entre a complexidade de objetos in-
decomponíveis e a noção de dimensão global forte. Mais especificamente, mostramos que a
existência de um objeto indecomponível em D−(mod Λ) com complexidade não nula é condi-
ção suficiente para que Λ tenha dimensão global forte infinita. Também investigamos se existe
uma relação entre as dimensões global e global forte da classe das álgebras shod ([CL99]).
Fomos motivados pela caracterização da classe das álgebras quase inclinadas ([HRS96b])
em termos da sua dimensão global forte, dada por D. Happel e D. Zacharia em [HZ08], e
pelo fato das álgebras shod serem uma generalização das álgebras quase inclinadas. Nossa
conclusão foi que não existe, em geral, uma caracterização das álgebras shod em termos de
sua dimensão global forte. Isto é, mostramos que para cada inteiro d ≥ 3 existe uma álgebra
shod estrita cuja dimensão global forte é igual a d.

Palavras-chave: complexidade, categoria derivada, dimensão global forte, álgebra shod.
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Abstract

MEDEIROS, F. B. Strong global dimension and complexity in the derived cate-
gory. 2014. Tese (Doutorado) - Instituto de Matemática e Estatística, Universidade de São
Paulo, São Paulo, 2014.

We introduce in this thesis a definition of complexity in the derived category of bounded
above complexes of modules over a finite dimensional k-algebra. One of our result shows
a relationship between the complexity of indecomposable objects and the notion of strong
global dimension. More specifically, we prove that the existence of an indecomposable object
in D−(mod Λ) whose complexity is not zero is a sufficient condition for Λ being of infinite
strong global dimension. We also investigate the existence of a relationship between the glo-
bal dimension and the strong global dimension of shod algebras ([CL99]). Our motivation
came from characterization of quasitilted algebras ([HRS96b]) by its strong global dimen-
sion, given by D. Happel and D. Zacharia in [HZ08], and from the fact that shod algebras
are a generalization of quasitilted algebras. Our conclusion was that there is not in general
a characterization of shod algebras in terms of its strong global dimension. This conclusion
comes from the fact that we showed that for each integer d ≥ 3 there exists a strictly shod
algebra whose strong global dimension is d.

Keywords: complexity, derived category, strong global dimension, shod algebra.
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Introdução

Uma das motivações deste trabalho foi definir o conceito de complexidade na categoria
derivada de uma álgebra. Primeiramente por que a noção de complexidade – aparentemente
proposto em [Alp77] como uma forma de estudar o comportamento do crescimento dos ter-
mos de uma resolução projetiva minimal de um dado módulo finitamente gerado sobre uma
álgebra de grupo – tem se mostrado, nos últimos anos, como uma interessante ferramenta
para estudar características dos módulos em componentes do carcás de Auslander-Reiten de
uma álgebra de Artin, em especial das álgebras de Artin autoinjetivas (vide, por exemplo,
[GZ09, GZ11, KZ11, Pur12]). Vale salientar que o conceito de complexidade tem sido estu-
dado em outras áreas da matemática (vide, por exemplo, [Car83, Avr89, Avr10, EHT+04]).

Segundo, por que a categoria derivada de uma álgebra tem se mostrado bastante útil em
teoria de representações de álgebras (vide, por exemplo, [Hap91, HRS96b, Hap01]), principal-
mente depois de resultados de D. Happel em [Hap88]. Por exemplo, foi a partir de resultados
deste trabalho que se deu uma caracterização das álgebras quase inclinadas em termos de
categorias derivadas, que também foi dada por D. Happel em [Hap01] através de uma carac-
terização das categorias hereditárias abelianas com objetos inclinantes. Vale a pena lembrar
que a introdução da noção de objeto inclinante numa categoria abeliana, dada em [HRS96b],
tinha como objetivo encontrar um tratamento comum para a classe das álgebras inclinadas
([HR82]) e para a classe das álgebras canônicas ([Rin90]) e, segundo os autores, foi a busca
por este tratamento comum que os levaram à definição de álgebra quase inclinada.

Diante deste contexo, já estávamos muito “próximos” da noção de álgebra hereditária
por partes. Classe esta de álgebras definida inicialmente em [Hap88] como sendo aquelas
álgebras cuja categoria derivada limitada é equivalente a categoria derivada limitada de uma
álgebra hereditária de dimensão finita H, isto é, derivadamente equivalente a uma álgebra
hereditária de dimensão finita. Neste mesmo trabalho, o autor caracterizou esta classe de
álgebras como sendo as álgebras inclinadas iteradas ([AH81]), no caso de H ser do tipo de
representação finito; e em [Hap87] no caso de H ser do tipo de representação manso. Em
[HRS88], os autores estenderam este resultado sem levar em conta o tipo de representação
de H. Finalmente, após os novos conceitos e ferramentas obtidos em [HRS96b], deu-se a
seguinte nova definição para álgebra hereditária por partes.

Definição ([HRS96a]) Seja A uma álgebra de Artin. Dizemos que A é uma álgebra heredi-
tária por partes, do tipo H, se existe uma categoria abeliana hereditária H e uma equivalência
triangulada entre as categorias derivadas limitadas Db(modA) e Db(H).

1
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Seja A uma álgebra de dimensão finita sobre um corpo algebricamente fechado k (k = k̄).
D. Happel e I. Reiten provaram em [HR98] que se A é hereditária por partes do tipo H,
então H tem objeto inclinante. Por outro lado, D. Happel mostrou em [Hap01] que existem
apenas dois tipos de categorias que são derivadamente equivalentes a uma categoria abeliana
hereditária com objeto inclinante. A saber, modH, onde H é uma k-álgebra hereditária de
dimensão finita, ou modC, onde C é uma k-álgebra canônica de dimensão finita. Logo, a
álgebra A é do tipo modH ou do tipo modC.

Foi a partir de uma caracterização homológica das álgebras hereditárias por partes, dada
em [HZ08], que fomos levados a um dos temas deste trabalho. A saber, a dimensão global
forte de uma álgebra.

Na década de 80, C. M. Ringel propôs considerar o supremo dos comprimentos dos
complexos limitados indecomponíveis de módulos projetivos finitamente gerados (sobre uma
álgebra de dimensão finita Λ). Esta noção foi denominada, a posteriori, dimensão global forte
da álgebra Λ. Denotamos este invariante homológico de Λ por “s.gl.dim Λ”. A. Skowroński
retomou este assunto em [Sko87], onde caracaterizou a classe das k-álgebras de dimensão
global forte finita como sendo aquelas cuja álgebra repetitiva ([HW83]) é localmente de
suporte finito ([DS85]), para k algebricamente fechado. No final deste trabalho, o autor
sugere que seria interessante conhecer quando uma dada k-álgebra, de dimensão finita, tem
dimensão global forte finita; e como a dimensão global forte depende da dimensão global. Mais
tarde, O. Kerner, A. Skowroński, K. Yamagata e D. Zacharia, em [KSYZ04], responderam
parcialmente a primeira questão. Eles mostraram que se Λ é uma k-álgebra de dimensão finita
com rad2Λ = 0, então Λ tem dimensão global forte finita se e somente se Λ é hereditária
por partes (também para k algebricamente fechado). Finalmente, quatro anos mais tarde, D.
Happel e D. Zacharia mostraram, em [HZ08], que esta caracterização também é verdadeira
sem as hipóteses “rad2Λ = 0” e “k = k̄”.

Quanto a segunda questão, não parece que a dimensão global forte (finita) dependa da
dimensão global, como sugere, por exemplo, [HZ10]-(2.8). A saber, os autores mostram que
a álgebra Λ = kQ/I, onde Q é de tipo An, para n ímpar, orientado linearmente,

Q = 1
α1←− 2

α2←− · · · αn−1←− n

e I = 〈α2α1, α4α3, . . . , αn−1αn−2〉, é hereditária por partes com gl.dim Λ = 2 e s.gl.dim Λ =

n− 1.
Ainda nestes dois trabalhos, D. Happel e D. Zacharia se propuseram, dentre outras

coisas, a investigar a classe das álgebras hereditárias por partes cuja dimensão global coincide
com a dimensão global forte. No primeiro deles, [HZ08], viram que as álgebras que têm
dimensão global e dimensão global forte iguais a 1 são justamente as álgebras hereditárias não
semisimples. Ainda nesta mesma direção, eles também obtiveram a seguinte caracterização
para as álgebras quase inclinadas.

Teorema 1 ([HZ08], Prop. 3.3) Seja Λ uma k-álgebra de dimensão finita. As seguintes
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proposições são equivalentes:

(i) gl.dim Λ = 2 = s.gl.dim Λ.

(ii) Λ é uma álgebra quase inclinada não hereditária. 2

No segundo trabalho, [HZ10], eles obtiveram o resultado seguinte, que de certa forma
está relacionado com o teorema acima.

Teorema 2 ([HZ10], Cor. 2.12) Seja Λ uma álgebra de dimensão finita sobre um corpo
algebricamente fechado. Se Λ é hereditária por partes e

gl.dim Λ = d = s.gl.dim Λ,

então pdX + idX ≤ d+ 1, para cada Λ-módulo indecomponível X. 2

Apesar da caracterização dada no teorema anterior não dizer muito sobre a classe das
álgebras hereditárias por partes que têm dimensão global igual a dimensão global forte, vimos
que esta caracaterização poderia servir como um “filtro” na hora de escolher uma classe de
álgebras para estudar uma relação similar à dada no Teorema 1. Nossa ideia, inicialmente, foi
estudar o caso d = 3. Neste contexto, aparecem a classe das álgebras shod ([CL99]), não só
por que generalizam as álgebras quase inclinadas, mas também por que uma álgebra shod Λ

que não é quase inclinada (chamada de shod estrita) tem dimensão global igual a 3 e satisfaz

pdX + idX ≤ 3 + 1, para cada Λ-módulo indecomponível X.

Juntando os fatos e as questões acima, foi natural pensarmos sobre a existência de um
resultado semelhante ao Teorema 1 para a classe das álgebras shod estritas. Em caso negativo,
poderíamos pensar se para esta classe de álgebras existiria pelo menos alguma relação entre
as dimensões global e global forte, como proposto em [Sko87].

O primeiro passo, naturalmente, foi investigar se a classe das álgebras shod estritas estaria
contida na classe das álgebras hereditárias por partes, ou seja, se toda álgebra shod estrita
teria dimensão global forte finita. Porém, a k-álgebra kQ/I onde Q é o carcás

•

ww• •

gg

��
•

__

•oo

e I é o ideal de kQ gerado pelos caminhos de comprimento 2, é um exemplo de álgebra shod
estrita que não é hereditária por partes (para detalhes, veja o Exemplo 3.4.2). Em particular,
uma das implicações dada no Teorema 1 para o caso shod estrita não vale.
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Diante disto, passamos a investigar se o resultado seria válido acrescentando-se a hi-
pótese “hereditária por partes” à classe das álgebras shod estritas. Porém, mais uma vez,
encontramos um contraexemplo. A saber, a k-álgebra Λ = kQ/I onde Q é o carcás

• •oo
oo •oo

oo •oo
oo

e I é o ideal de kQ gerado pelos caminhos de comprimento 2, é uma álgebra que satisfaz a
igualdade

gl.dim Λ = 3 = s.gl.dim Λ

e que não é shod (estrita) – para detalhes, veja o Exemplo 3.4.3. Em particular, não vale uma
das implicações do Teorema 1, para o caso shod, mesmo quando acrescentamos a hipótese
“hereditária por partes”.

A partir destes contraexemplos e de uma conversa com, à epoca, estudante de pós-
doutorado do IME-USP, Heily Wagner, pensamos que um dos seus resultados do doutorado
poderia ser um caminho para determinar um limitante para a dimensão global forte da
classe das álgebras shod estritas (hereditárias por partes). A saber, nossa ideia seria usar o
Teorema 1 juntamente com o fato de que toda álgebra shod estrita poder ser escrita como
um tipo especial de pullback de álgebras A → B e C → B, onde as álgebras A e C são
quase inclinadas ([CW]). O resultado principal do Capítulo 3 mostra que tal limitante
também não existe. Isto é, mostramos que para cada inteiro d ≥ 3, existe uma álgebra
shod estrita cuja dimensão global forte é igual a d (vide Teorema 3.4.4). Na prova deste
resultado, usamos: uma caracterização das álgebras shod strings, dada por J. Bélanger e C.
Tosar ([BT05]); um resultado de R. Bautista e S. Liu que determina um limitante para a
dimensão global forte de uma classe especial de álgebras hereditárias por partes ([BL13]);
e a noção de diagramas escada, defina neste trabalho em 3.3.5. Desses diagramas e de um
resultado de [HZ08] foi possível construir complexos indecomponíveis a partir do cone de
certos morfismos na categoria de homotopia de complexos.

Voltemos a primeira motivação deste trabalho: definir o conceito de complexidade na
categoria derivada. O que foi feito no Capítulo 2. Inicialmente, definimos a sequência dos
números de Betti de um objeto da categoria de homotopia de complexos limitados superi-
ormente. Daí, para definir a sequência de Betti de um objeto da categoria derivada limi-
tada superiormente usamos a bem conhecida equivalência (triangulada) entre D−(mod Λ) e
K−(proj Λ), onde Λ é uma k-álgebra de dimensão finita e proj Λ é a subcategoria plena de
mod Λ dos módulos projetivos. Aqui, a noção de complexo radical fez o papel da noção de
resolução projetiva minimal, que é usada para definir a sequência de Betti de um módulo.
E, naturalmente, definimos a complexidade de um objeto da categoria derivada como sendo
a complexidade da sequência dos números de Betti deste objeto.

Para que a sequência de Betti de um dado objeto de K−(proj Λ) estivesse bem definida,
precisamos de alguns resultados de [Kra05]. Mais especificamente, do resultado que garante
que todo complexo cujas componentes são módulos projetivos finitamente gerados pode ser
escrito como uma soma direta de um complexo homotopicamente minimal com um complexo
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homotopicamente nulo; e que, além disso, o somando homotopicamente minimal é unicamente
determinado, a menos de isomorfismos (vide Teorema 2.1.6). Neste contexto, mostramos que
a noção de complexo homotopicamente minimal é equivalente ao conceito de complexo radical
e isso nos permitiu definir a sequência dos números de Betti de um objeto de K−(proj Λ)

através de seu somando radical.
Ainda no Capítulo 2, mostramos que nossa definição de complexidade estende a noção

de complexidade na categoria de módulos e que algumas propriedades de complexidade de
módulos podem ser reproduzidas em objetos da categoria derivada. Além disso, vimos que a
existência de objetos indecomponíveis de D−(Λ) com complexidade não nula está relacionada
com a dimensão global forte de Λ. Mais especificamente, mostramos no Teorema 2.4.13 que
se existe um objeto indecomponível em D−(Λ) cuja complexidade é maior ou igual a 1, então
Λ tem dimensão global forte infinita. Acreditamos que vale a recíproca deste resultado, pelo
menos para o caso em que rad2Λ = 0. Esta discussão é tratada somente no Capítulo 4,
devido a necessidade de algumas ferramentas utilizadas no Capítulo 3, tais como o critério
de Bautista-Liu (Teorema 3.2.5) e a noção de diagramas escada (Definição 3.3.5). Outro
resultado, do Capítulo 4, que gostaríamos de destacar é o Teorema 4.2.2, que dá condições
sobre o carcás ordinário de uma álgebra Λ, com rad2Λ = 0, para que ela seja hereditária por
partes. Tal teorema complementa, portanto, o critério de Bautista-Liu.

Como de praxe, reservamos o capítulo inicial para apresentar ao leitor um resumo dos
principais conceitos utilizados ao longo dos capítulos seguintes. A saber, categorias e funtores;
categorias aditivas, abelianas e Krull-Schmidt; categoria de complexos, categoria de homoto-
pia de complexos e categorias derivadas. Para o leitor familiarizado com estes conceitos, o
Capítulo 1 pode ser evitado sem maiores prejuízos.

Assumimos conhecidos os conceitos e propriedades da categoria de módulos sobre um
anel associativo com unidade e, em especial, sobre uma k-álgebra, onde k é um corpo. Sobre
estes temas, indicamos como referência os livros “Rings and categories of modules”, [AF92];
Algèbres et modules: Cours et exercices”, [Ass97]; “Representation theory of Artin algebras”,
[ARS97]; e “Elements of the representation theory of associative algebras, vol. 1”, [ASS06].

Antes de encerrar é importante salientar que todas as álgebras consideradas neste traba-
lho, a menos de menção em contrário, são álgebras associativas com unidade e de dimensão
finita sobre um corpo algebricamente fechado k, mesmo tendo consciência de que muitos dos
conceitos e resultados, aqui apresentados, valem num contexto mais geral. Para denotá-las,
escolhemos a décima primeira letra do alfabeto grego, Λ.
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Capítulo 1

Conceitos básicos

Apresentaremos neste capítulo uma compilação dos conceitos de categorias e funtores;
categorias aditivas, abelianas e Krull-Schmidt; categoria de complexos, categoria de homotopia
de complexos e categorias derivadas.

Como enfatizado na Introdução, todas as álgebras consideradas neste trabalho, a menos
de mensão em contrário, são álgebras associativas com unidade e de dimensão finita sobre um
corpo algebricamente fechado k. Resevamos a letra grega “Λ” para tais álgebras. Além disso,
denotamos por Mod Λ a categoria dos Λ-módulos à direita; por mod Λ a subcategoria plena
de Mod Λ cujos objetos são os Λ-módulos finitamente gerados; por proj Λ, ou simplesmente
por P, a subcategoria plena de mod Λ cujos objetos são Λ-módulos projetivos; por ind Λ a
subcategoria plena de mod Λ cujos objetos são Λ-módulos indecomponíveis; e por radM o
radical de Jacobson de M ∈ Mod Λ. Finalmente, quando mencionarmos “Λ-módulo” estará
subentendido, a menos de menção em contrário, que se trata de um módulo finitamente
gerado à direita sobre uma k-álgebra de dimensão finita Λ, onde escreveremos, algumas
vezes, simplesmente M ∈ mod Λ.

1.1 Categorias e funtores

Apresentamos nesta seção o conceito de uma categoria e definimos as noções de mo-
nomorfismo, epimorfismo, seção, retração e isomorfismo em uma categoria qualquer. As
definições de pullback, pushout e soma direta, bem conhecidas na categoria de módulos, tam-
bém serão apresentadas para uma categoria arbitrária. Os conceitos de funtor e equivalência
de categorias também serão abordados nesta seção.

Categorias e subcategorias

Definição 1.1.1 Uma categoria C é dada por uma classe Ob C, cujos elementos são cha-
mados de objetos de C, uma classe Hom C, cujo elementos são chamados de morfismos de
C, e uma operação parcial binária ◦ definida em Hom C, tais que:

(a) a cada par ordenado de objetos X,Y ∈ Ob C, associamos um conjunto HomC(X,Y ) tal
que:

7



8 CONCEITOS BÁSICOS 1.1

• Hom C =
⋃
X,Y ∈Ob C×Ob C HomC(X,Y ); e

• HomC(X,Y ) = HomC(Z,U) se e somente se X = Z e Y = U .

(b) para cada tripla ordenada de objetos X,Y, Z ∈ Ob (C), a operação

◦ : HomC(Y, Z)×HomC(X,Y ) −→ HomC(X,Z), (g, f) 7→ g ◦ f,

(chamada de composição de f e g), está definida e tem as duas seguintes propriedades:

• h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f , para toda tripla de morfismos f ∈ HomC(X,Y ), g ∈
HomC(Y,Z), h ∈ HomC(Z,U); e

• para cada X ∈ Ob C existe um elemento 1X ∈ HomC(X,X), chamado morfismo
identidade de X, tal que se f ∈ HomC(X,Y ) e g ∈ HomC(Z,X), então f ◦1X = f

e 1X ◦ g = g.

Notações: Escreveremos, algumas vezes,

• X ∈ C ao invés de X ∈ Ob C;

• Hom(X,Y ) ao invés de HomC(X,Y ), quando não houver dúvidas sobre a categoria em
questão;

• f : X → Y ou X f−→ Y ao invés de f ∈ HomC(X,Y ), e diremos que f é um morfismo
de X em Y ou que f é um morfismo com domínio X e codomínio Y ; e

• que um diagrama na categoria C da forma

X
f //

h
��

Y

g

��
Z

l
// U

é comutativo para dizer que são iguais as composições de morfismos g ◦ f e l ◦ h.

Definição 1.1.2 Dizemos que uma categoria C′ é uma subcategoria da categoria C se todo
objeto de C′ é um objeto de C, se todo morfismo em C′ é um morfismo em C, se a composição é
a mesma em C′ e C e se o morfismo identidade 1′X ∈ HomC′(X,X) coincide com o morfismo
identidade 1X ∈ HomC(X,X), para todo objeto X ∈ C′.

Assim, se X e Y são dois objetos de C′, então

HomC′(X,Y ) ⊆ HomC(X,Y ).

Se esta inclusão é uma igualdade para todo X,Y ∈ C′, dizemos que C′ é uma subcategoria
plena de C.
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Objetos e morfismos especiais

Definição 1.1.3 Sejam C uma categoria e f : X → Y um morfismo de C. Chamaremos o
morfismo f de:

(a) um endomorfismo de X quando X = Y .

(b) um monomorfismo se f ◦ u = f ◦ v implica que u = v, para todo par de morfirmos u, v
com codomínio X. Em diagrama:

U
u //
v
//

""
==X

f // Y =⇒ u = v

(c) um epimorfismo se u◦f = v ◦f implica que u = v, para todo par de morfirmos u, v com
domínio Y . Em diagrama:

X
f //

""
==Y

u //
v
// V =⇒ u = v

(d) uma retração se existe um morfismo f ′ : Y → X tal que f ◦ f ′ = 1Y . Em diagrama:

Y
f ′

~~
X

f
// Y

(e) uma seção se existe um morfismo f ′′ : Y → X tal que f ′′ ◦ f = 1X . Em diagrama:

X
f // Y

f ′′~~
X

(f) um isomorfismo se f é uma retração e uma seção. Neste caso, dizemos que X é isomorfo
a Y e escrevemos X ∼= Y . Em diagrama:

Y
f ′

~~
X

f // Y

f ′′~~
X

Da comutatividade do diagrama acima, temos que

f ′ = 1X ◦ f ′ = f ′′ ◦ 1Y = f ′′.

Neste caso, chamaremos f ′ = f ′′ de inversa de f e a denotaremos por f−1.
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Listamos na proposição seguinte uma série de resultados que envolvem os morfismos que
definimos acima.

Proposição 1.1.4 Sejam f : X → Y e g : Y → Z dois morfismos da categoria C.

(a) Se f é uma retração, então f é um epimorfismo.

(b) Se f é uma seção, então f é um monomorfismo.

(c) Se f e g são monomorfismos (respectivamente, epimorfismos), então a composta g ◦ f
também é um monomorfismo (respectivamente, epimorfismo).

(d) Se f e g são retrações (respectivamente, seções), então a composta g ◦ f também é uma
retração (respectivamente, seção).

(e) Se a composta g ◦ f é um isomorfismo, então g é um retração e f é uma seção. 2

Definição 1.1.5 (a) Dados dois morfismos X1
f1−→ X

f2←− X2 em uma categoria C, diremos
que o diagrama comutativo

Y
p2 //

p1

��

X2

f2

��
X1

f1

// X

é um pullback de f1 e f2 se satisfaz a seguinte propriedade universal: para todo par de
morfismos p′1 : Y ′ → X1 e p′2 : Y ′ → X2 tais que f1 ◦p′1 = f2 ◦p′2, existe único morfismo
f : Y ′ → Y tal que p′1 = p1 ◦ f e p′2 = p2 ◦ f . Isto é, o diagrama seguinte é comutativo.

Y ′

f

  

p′1

  

p′2

  
Y

p2 //

p1

��

X2

f2

��
X1

f1

// X

(b) Dados dois morfismos X1
f1←− X

f2−→ X2 em uma categoria C, diremos que o diagrama
comutativo

X
f1 //

f2

��

X1

p1

��
X2 p2

// P

é um pushout de f1 e f2 se satisfaz a seguinte propriedade universal: para todo par de
morfismos p′1 : X1 → P ′ e p′2 : X2 → P ′ tais que p′1 ◦f1 = p′2 ◦f2, existe único morfismo
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f : P → P ′ tal que p′1 = f ◦ p1 e p′2 = f ◦ p2. Isto é, o diagrama seguinte é comutativo.

X
f1 //

f2

��

X1

p′1

��

p1

��
X2

p′2 ..

p2

// P

f
  
P ′

Caso exista o pullback de dois morfismos em C, ele é único no seguinte sentido:

Lema 1.1.6 Seja
P

p2 //

p1

��

X2

f2

��
X1

f1

// X

um pullback dos morfismos f1 e f2. Se o diagrama seguinte

P ′
p′2 //

p′1
��

X2

f2

��
X1

f1

// X

também é um pullback de f1 e f2, então existe um único isomorfismo f : P → P ′ tal que
p1 = p′1 ◦ f e p2 = p′2 ◦ f . 2

Analogamente ao lema acima para um diagrama pullback, tem-se que se existe o pushout
de dois morfismos em C, ele é único a menos de isomorfismos.

Funtores

Definição 1.1.7 Sejam C e C′ duas categorias. Um funtor covariante F : C → C′ consiste:

(a) de uma aplicação que associa a cada objeto X de C um objeto F (X) de C′; e

(b) para cada par ordenado de objetos X,Y ∈ C, de uma aplicação

FX,Y : HomC(X,Y ) −→ HomC′(F (X), F (Y )),

tal que

• FX,X(1X) = 1F (X).

• FX,Z(g ◦f) = FX,Y (g)◦FY,Z(f), para cada par de morfismos X f−→ Y e Y g−→ Z

em C.
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Quando não houver perigo de confusão, denotaremos FX,Y (g) simplesmente por F (g).

Exemplo 1.1.8 (a) Seja C′ uma subcategoria de C. Existe um funtor natural, chamado de
inclusão, J : C′ → C definido para cada objeto X ∈ C′ por J(X) := X e para cada
morfismo f de C′ por J(f) := f . Se C′ = C, o funtor inclusão é chamado funtor
identidade e denotado por 1C : C → C.

(b) Sejam C, C′ e C′′ três categorias e F : C → C′ e G : C′ → C′′ dois funtores. O funtor
composição G◦F de C em C′′ é definido por (G◦F )(X) := G(F (X)), para todo objeto
X ∈ C, e (G ◦ F )(f) := G(F (f)), para todo morfismo f em C.

Lema 1.1.9 Sejam F : C → C′ um funtor e f um morfismo em C.

(a) Se f é uma retração em C, então F (f) é uma retração em C′.

(b) Se f é uma seção em C, então F (f) é uma seção em C′. 2

Definição 1.1.10 Sejam F,G : C → C′ dois funtores. Definimos um morfismo funtorial ou
uma transformação natural Ψ: F → G, de F em G, como sendo uma classe de morfismos
em C′

ΨX : F (X)→ G(X), X ∈ C,

tal que para todo morfismo f : X → Y em C, o diagrama seguinte é comutativo.

F (X)
ΨX //

F (f)

��

G(X)

G(f)

��
F (Y )

ΨY
// G(Y )

Sejam F,G,H : C → C′ três funtores e Ψ: F → G e Φ: G→ H dois morfismos funtoriais.
O morfismo funtorial composição Φ ◦Ψ: F → H é definido por

(Φ ◦Ψ)X := ΦX ◦ΨX ,

para todo objeto X ∈ C. Para todo funtor F : C → C′, definimos o morfismo funtorial
identidade 1F : F → F por (1F )X := 1F (X).

Sejam F,G : C → C′ dois funtores e Ψ: F → G um morfismo funtorial. Dizemos que
Ψ é um isomorfismo funtorial se para cada objeto X ∈ C, ΨX é um isomorfismo em C′.
Vemos, então, facilmente que os morfismos Ψ−1

X definem um morfismo funtorial de G em F ,
o qual denotamos por Ψ−1 : G → F e o chamamos de inversa de Ψ. Logo, Ψ: F → G é
um isomorfismo funtorial se e somente se existe um morfismo funtorial Φ: G → F tal que
Ψ ◦ Φ = 1G e Φ ◦Ψ = 1F .

Definição 1.1.11 Duas categorias C e C′ são ditas equivalentes se existe dois funtores
F : C → C′ e G : C′ → C e dois isomorfismos funtoriais F ◦ G '−→ 1C′ e G ◦ F

'−→ 1C.
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Neste caso, os funtores F e G são chamados equivalências e G é chamado um quase inverso
do funtor F .

Existe um critério bem conhecido que permite dizer quando duas categorias C e C′ são
equivalentes. Para tanto, precisamos das definições seguintes: dizemos que um funtor F de
C em C′ é denso quando para cada objeto Y ∈ C′, existe um objeto X ∈ C e um isomorfismo
F (X)

'−→ Y em C′; é fiel quando a aplicação FX,Y é injetora, para todo par de objetos
X,Y ∈ C; e é pleno quando a aplicação FX,Y é sobrejetora, para todo par de objetosX,Y ∈ C.

Teorema 1.1.12 Sejam C e C′ duas categorias. Um funtor F : C → C′ é uma equivalência
se e somente se F é fiel, pleno e denso.

Prova. Veja, por exemplo, Teorema 2.5 do Apêndice A de [ASS06]. 2

1.2 Categorias aditivas e abelianas

Apresentamos nesta seção os conceitos de categoria aditiva e categoria abeliana, além
de objetos e morfismos especiais destas classes de categorias. Dentre os quais, veremos as
definições de morfismo idempotente e objeto indecomponível, assim como alguns resultados
que relacionam estes conceitos entre si e com as noções de núcleo e conúcleo. Alguns dos
resultados e notações podem ser encontrados em, por exemplo, “Abelian categories with
applications to rings and modules”, [Pop73].

Soma direta, núcleo e conúcleo

Definição 1.2.1 Seja C um categoria e considere X1 e X2 dois objetos de C. Uma soma
direta (ou um coproduto) de X1 e X2 em C é um objeto S junto com morfismos ι1 : X1 → S

e ι2 : X2 → S satisfazendo a seguinte propriedade universal: para todo Y ∈ C e morfismos
f1 : X1 → Y e f2 : X2 → Y , existe um único morfismo f : S → Y fazendo o seguinte diagrama
comutativo.

Y

X1 ι1
//

f1

>>

S

f

OO

X2ι2
oo

f2

``

Note que se a soma direta de dois objetos existe, ela é única, a menos de isomorfismos.
Neste caso, denotaremos por {ι1 : X1 → X1 ⊕X2, ι2 : X2 → X1 ⊕X2} a uma destas somas
direta; cada ιi : Xi → X1 ⊕X2 será chamado de inclusão canônica; e dados f1 : X1 → Y e
f2 : X2 → Y , denotaremos por

f = (f1 f2) : X1 ⊕X2 −→ Y

o único morfismo f em C tal que f ◦ ιi = fi, para i = 1, 2.



14 CONCEITOS BÁSICOS 1.2

Definição 1.2.2 Um objeto 0 em uma categoria C é chamado de objeto zero em C se para
cada X ∈ C, existe um único morfismo f : 0 → X e um único morfismo g : X → 0. Neste
caso, diremos que um morfismo f : X → Y é um morfismo zero se ele se fatora pelo objeto
zero.

Note que se 0 e 0′ são dois objetos zero da categoria C, então 0 ∼= 0′. Além disso, se C
possui objeto zero, então cada conjunto HomC(X,Y ) tem exatamente um morfismo zero, o
qual será denotado, também, por 0.

Definição 1.2.3 Sejam C uma categoria com objeto zero e f : X → Y um morfismo em C.

(i) Um núcleo de f é um objeto Nucf juntamente com um morfismo u : Nucf → X satis-
fazendo as seguintes condições:

(a) f ◦ u = 0; e

(b) para todo objeto Z de C e para todo morfismo h : Z → X tal que f ◦ h = 0, existe
um único morfismo h′ : Z → Nucf tal que h = u ◦ h′.

Equivalentemente, um núcleo de f é dado pelo seguinte diagrama de pullback.

Nucf //

u
��

0

��
X

f
// Y

(ii) Um conúcleo de f é um objeto Conucf juntamente com um morfismo p : Y → Conucf

satisfazendo as seguinte condições:

(a) p ◦ f = 0; e

(b) para todo objeto Z de C e para todo morfismo g : Y → Z tal que g ◦ f = 0, existe
um único morfismo g′ : Conucf → Z tal que g = g′ ◦ p.

Equivalentemente, um conúcleo de f é dado pelo seguinte diagrama de pushout.

X
f //

��

Y

p

��
0 // Conucf

Segue-se do Lema 1.1.6 (e de seu dual) que caso exista o núcleo (ou conúcleo) de um
morfismo, ele é único a menos de isomorfismos. Além disso, o morfismo u : Nucf → X é um
monomorfismo e o morfismo p : Y → Conucf é um epimorfismo.

Nucf
u−→ X

f−→ Y
p−→ Conucf
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Categorias aditivas

Definição 1.2.4 Uma categoria C é uma categoria aditiva se as seguintes condições são
satisfeitas:

(A1) existe soma direta em C para quaisquer X,Y ∈ C;

(A2) C é uma categoria com objeto zero;

(A3) para cada par de objetos X,Y ∈ C, o conjunto HomC(X,Y ) é munido de uma estrutura
de grupo abeliano; e

(A4) para cada tripla de objetos X,Y, Z de C, a composição de morfismos em C

◦ : Hom(Y,Z)×Hom(X,Y ) −→ Hom(X,Z)

é bilinear, isto é, (f + f ′) ◦ g = f ◦ g + f ′ ◦ g e f ◦ (g + g′) = f ◦ g + f ◦ g′, para todo
f, f ′ ∈ Hom(Y, Z) e g, g′ ∈ Hom(X,Y ).

Proposição 1.2.5 Sejam C uma categoria aditiva e X1 e X2 dois objetos de C. Então, o
conjunto {ι1 : X1 → X1 ⊕X2, ι2 : X2 → X1 ⊕X2} é uma soma direta em C de X1 e X2 se e
somente se existem dois morfismos π1 : X1 ⊕X2 → X1 e π2 : X1 ⊕X2 → X2, chamados de
projeções canônicas associadas a ι1 e ι2, tais que:

(a) ι1 ◦ π1 + ι2 ◦ π2 = 1X1⊕X2; e

(b) π1 ◦ ι2 = 0 = π2 ◦ ι1.

Neste caso, dados dois morfismos g1 : Z → X1 e g2 : Z → X2, existe um único morfismo
g : Z → X1 ⊕X2 tornando o seguinte diagrama comutativo.

X1 X1 ⊕X2
π1oo π2 // X2

Z

g1

dd
g

OO

g1

::

2

Dados dois morfismos g1 : Z → X1 e g2 : Z → X2 na categoria aditiva C, denotaremos
por

g =

(
g1

g2

)
: Z −→ X1 ⊕X2

o único morfismo g em C tal que πi ◦ g = gi, para i = 1, 2, onde cada πi : X1 ⊕X2 → Xi é a
projeção canônica.

Lema 1.2.6 Sejam C uma categoria aditiva e f : X → Y um morfismo em C com núcleo
u : Nucf → X e conúcleo p : Y → Conucf . Então,
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(a) f é um monomorfismo se e somente se Nucf = 0;

(b) f é um epimorfismo se e somente se Conucf = 0. 2

Exemplo 1.2.7 Seja R um anel associativo com 1.

(a) A categoria ModR – cujos objetos são R-módulos à direita e, para cada par de objetos
M,N ∈ ModR, o conjunto de morfismos entre M e N é o conjunto de HomR(M,N)

de todos os homomorfismos de R-módulos à direita – é aditiva. Também é aditiva a
categoria modR de todos os módulos finitamente gerados sobre R.

(b) A subcategoria plena ProjR de ModR, consistindo dos módulos projetivos sobre R, é
uma categoria aditiva. Também é aditiva a subcategoria plena projR de modR, dos
módulos projetivos finitamente gerados sobre R.

Daremos outros exemplos de categorias aditivas nas seções 1.5 e 1.7.

Objetos indecomponíveis e morfismos idempotentes

Definição 1.2.8 Seja C uma categoria qualquer. Dizemos que X ′ ∈ C é um sub-objeto de
X ∈ C se existe um monomorfismo u : X ′ → X. Neste caso, diremos que u é uma inclusão
de X ′ em X.

Sejam C uma categoria aditiva e X1 e X2 dois sub-objetos de X. Então existe um único
morfismo s : X1 ⊕X2 → X fazendo o seguinte diagrama comutativo,

X

X1 ι1
//

u1

::

X1 ⊕X2

s

OO

X2ι2
oo

u2

dd

onde: (a) ιi : Xi → X1⊕X2, i = 1, 2, são as inclusões canônicas; e (b) ui : Xi → X, i = 1, 2,
são as inclusões de Xi em X. Chamaremos s de morfismo soma e diremos que X1 e X2 são
suplementares quando s : X1 ⊕X2 → X for um isomorfismo. Neste caso, diremos que X1 é
um suplementar de X2, e vice-versa.

Proposição 1.2.9 Sejam C uma categoria aditiva e X1 um sub-objeto de X. São equivalen-
tes as seguinte condições:

(a) X1 tem um suplementar.

(b) Existe um sub-objeto X2 de X tal que o morfismo soma

s : X1 ⊕X2 → X

é um isomorfismo.
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(c) A inclusão de X1 em X, u1 : X1 → X, é uma seção. 2

Um sub-objeto X1 de X que verifica uma das condições da proposição acima é dito um
somando direto de X.

Definição 1.2.10 Sejam C uma categoria qualquer e ϕ : X → X um endomorfismo em C.
Dizemos que ϕ é idempotente se ϕ2 = ϕ. E, se além disso, existe morfismos p : X → Y e
u : Y → X tais que u ◦ p = ϕ e p ◦ u = 1Y , dizemos que ϕ é um idempotente que cinde.

Note que se ϕ : X → X é um endomorfismo tal que “u ◦ p = ϕ e p ◦ u = 1Y ”, então ϕ é
idempotente, pois

ϕ2 = (u ◦ p) ◦ (u ◦ p) = u ◦ 1Y ◦ p = u ◦ p = ϕ.

Lema 1.2.11 Sejam C uma categoria aditiva e ϕ : X → X um morfismo idempotente. En-
tão:

(a) 1X − ϕ é um morfismo idempotente.

(b) ϕ cinde se e somente se o morfismo 1X − ϕ tem núcleo.

(c) ϕ cinde se e somente se o morfismo 1X − ϕ tem conúcleo.

(d) Se u1 : X1 → X e u2 : X2 → X são núcleos de 1X − ϕ e ϕ, respectivamente, então
X = X1 ⊕X2, sendo u1 e u2 as inclusões canônicas. 2

Definição 1.2.12 Um objeto X de uma categoria aditiva C é chamado indecomponível se
X não é o objeto zero de C e se de um isomorfismo da forma X ∼= X1 ⊕X2 deduzimos que
X1 = 0 ou X2 = 0.

Devida a importância da bem conhecida caracterização seguinte para objetos indecom-
poníveis, usada aqui principalmente nos exemplos, e da ausência de referências para uma
prova – até onde podemos verificar –, achamos conveniente apresentar uma prova.

Proposição 1.2.13 Seja C uma categoria aditiva em que todo idempotente cinde e seja
X um objeto de C. Então, X é indecompononível se e somente se 0 e 1X são os únicos
idempotentes de End(X).

Prova. (⇒) Suponha que X é indecomponível e seja ϕ ∈ End(X) um idempotente. Então,
1X −ϕ também é idempotente por Lema 1.2.11-(a). Por hipótese, ϕ e 1X −ϕ cindem. Segue
de 1.2.11-(b) que ϕ = 1X − (1X − ϕ) têm núcleo e de 1.2.11-(d) Nucϕ é um somando direto
de X. Logo, como Xé indecomponível, Nucϕ = X ou Nucϕ = 0. No primeiro caso, tem-se
que ϕ = 0. No segundo caso, ϕ é um monomorfismo e, portanto, ϕ ◦ϕ = ϕ = ϕ ◦ 1X implica
que ϕ = 1X .
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(⇐) Suponha que 0 e 1X são os únicos idempotentes de End(X) e seja X1 um somando
direto de X. Então, da Proposição 1.2.9, a inclusão de X1 em X, u1 : X1 → X, é uma seção,
ou seja, existe p1 : X → X1 tal que p1 ◦ u1 = 1X1 . Logo, ϕ := u1 ◦ p1 ∈ End(X) é um
idempotente e, portanto, u1 ◦ p1 = 0 ou u1 ◦ p1 = 1X . No primeiro caso, p1 = 0 (por u1 ser
um monomorfismo) e assim 0 = p1 ◦u1 = 1X1 , ou seja, X1 = 0. No segundo caso, tem-se que
u1 é uma retração e, portanto, u1 é um isomorfismo de X1 em X. 2

Funtores aditivos
Sejam C e C′ duas categorias aditivas e F : C → C′ um funtor. Dizemos que F preserva

somas diretas se, para qualquer par de objetos X1, X2 ∈ C, os morfismos

F (X1)
F (ι1)−→ F (X1 ⊕X2)

F (ι2)←− F (X2),

induzidos pelas inclusões canônicas X1
ι1−→ X1⊕X2

ι2←− X2, nos dão o seguinte isomorfismo

F (X1 ⊕X2)

F (X1) //

F (ι1)
77

F (X1)⊕ F (X2)

'

OO

F (X2).oo

F (ι2)
gg

O funtor F é aditivo se ele preserva somas diretas e se, para cada par de objetos X,Y ∈ C,
a aplicação FX,Y satisfaz

F (f + g) = F (f) + F (g), para todo f, g ∈ HomC(X,Y ).

Categorias abelianas
Seja C uma categoria com objeto zero em que todo morfismo admite um núcleo e um

conúcleo. Então, para cada morfismo f : X → Y , existe um único morfismo f̄ em C tornando
o seguinte diagrama comutativo

Nucf
u // X

p′

��

f // Y
p // Conucf

Conucu
f̄ // Nuc p ,

u′

OO

onde u′ : Nuc p → Y é o núcleo de p e p′ : X → Conucu é o conúcleo de u. O objeto Nuc p

será chamado de imagem de f e denotado por Imf . Em particular, Imf é único a menos de
isomorfismos.

Definição 1.2.14 Uma categoria C é uma categoria abeliana se:

(Ab1) C é aditiva; e
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(Ab2) cada morfismo f : X → Y admite um núcleo u : Nucf → X e um conúcleo p : Y →
Conucf e o morfismo induzido f̄ : Conucu→ Nuc p é um isomorfismo.

Note que do Lema 1.2.11 podemos concluir que todo morfismo idempotente em uma
categoria abeliana cinde. Juntando este fato com a Proposição 1.2.13, temos o resultado
seguinte.

Corolário 1.2.15 Sejam C uma categoria abeliana e X ∈ C. Então, X é indecompononível
se e somente se 0 e 1X são os únicos idempotentes de End(X). 2

Exemplo 1.2.16 Seja R um anel associativo com 1.

(a) A categoria ModR é uma categoria abeliana. De fato, seja f : M → N um homomor-
fismo de R-módulos. Então,

• Nuc(f) := {m ∈ M : f(m) = 0} e a inclusão de submódulos u : Nuc(f) ↪→ M é
um núcleo de f ;

• Conuc(f) := N/Im(f) e a projeção canônica p : N → Conuc(f) é um conúcleo de
f , onde Im(f) := {f(m) : m ∈M}; e

• como consequência do Teorema de Isomorfismos para R-módulos, o homomorfismo
f̄ : X/Nuc(f)→ Im(f), do item (Ab2) da Definição 1.2.14, é um isomorfismo.

(b) A subcategoria plena modR de ModR não é, em geral, uma categoria abeliana. Isto
ocorre porque o núcleo de homomorfismos entre módulos finitamente gerados não é em
geral um módulo finitamente gerado. No entanto, é sabido que modR é uma categoria
abeliana se e somente se R é um anel noetheriano. Em particular, se Λ é uma k-álgebra
de dimensão finita, a categoria mod Λ é abeliana.

(c) A subcategoria plena ProjR (respectivamente, projR) de ModR (respectivamente, modR)
não é em geral uma categoria abeliana, visto que o núcleo de homomorfismos entre mó-
dulos projetivos não é necessariamente um módulo projetivo. Porém, se R é um anel
hereditário (à direita), então ProjR é uma categoria abeliana.

1.3 Categorias Krull-Schmidt

Apresentamos nesta seção algumas caracterizações daquelas categorias em que vale o
Teorema de Krull-Schmidt. Tivemos como base as notas “Krull-Remak-Schmidt categories
and projective covers”, [Kra12].

Definição 1.3.1 Uma categoria aditiva C é chamada de uma categoria Krull-Schmidt1 se
todo objeto X de C possui uma decomposição X = X1⊕ · · · ⊕Xn, onde cada Xi é um objeto
indecomponível cujo anel de endomorfismos EndC(Xi) é local.

1É comum encontrar a denominação categoria Krull-Remak-Schmidt.
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Observação 1.3.2 A menos de isomorfismos e permutações, a decomposição de um objeto
como soma direta de indecomponíveis com anel de endomorfismos local, em uma categoria
Krull-Schmidt, é unica. Uma prova deste fato pode ser encontrada em, por exemplo, Prop.
3.2.1 de [Kra12].

Proposição 1.3.3 Seja R um anel associativo com 1. São equivalentes as seguintes condi-
ções:

(a) R tem um conjunto ortogonal completo de idempotentes {e1, . . . , en} em que cada eiRei
é um anel local.

(b) modR é uma categoria Krull-Schmidt.

(c) O módulo RR admite uma decomposição R = P1 ⊕ · · · ⊕ Pr tal que cada Pi tem anel de
endomorfismos local.

(d) Todo R-módulo simples admite uma cobertura projetiva.

(e) Todo R-módulo finitamente gerado admite uma cobertura projetiva.

Prova. As equivalências (b)⇔ (c)⇔ (d)⇔ (e) são justamente a Proposição 3.1.1 de [Kra12]
e as equivalências (a) ⇔ (d) ⇔ (e) são demonstradas, por exemplo, no Teorema 27.6 de
[AF92]. 2

Um anel é semiperfeito se ele satisfaz uma das condições da proposição anterior. Uma
boa referência sobre a teoria de anéis semiperfeitos é a Seção 27 de [AF92].

A partir desta definição, temos a seguinte caracterização para categorias Krull-Schmidt.

Teorema 1.3.4 ([Kra12], Cor. 3.2.3) Uma categoria aditiva C é uma categoria Krull-
Schmidt se e somente se todo idempotente de C cinde e EndC(X) é um anel semiperfeito,
para todo X ∈ C. 2

Veremos que a partir da caracterização acima é possível concluir que mod Λ e proj Λ são
categorias Krull-Schmidt sempre que Λ for uma álgebra de dimensão finita sobre um corpo
k (não necessariamente algebricamente fechado).

Definição 1.3.5 Seja k um corpo qualquer. Uma categoria C é chamada de k-categoria se,
para cada par de objetos X,Y ∈ C, o conjunto HomC(X,Y ) é munido de uma estrutura de
k-espaço vetorial tal que a composição de morfismos em C é uma aplicação k-bilinear. Se
além disso, dimk Hom(X,Y ) <∞, para todo par de objetos X,Y ∈ C, dizemos que C é uma
k-categoria Hom-finita.

Note que para qualquer objeto X de um k-categoria C (respectivamente, Hom-finita), o
grupo EndC(X) é uma k-álgebra (respectivamente, de dimensão finita), onde o produto é a
composição de morfismos e 1 = 1X .
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Exemplo 1.3.6 Sejam k um corpo e Λ uma k-álgebra. Então Mod Λ e mod Λ são exemplos
de k-categorias. E no caso em que dimk Λ <∞, tem-se que mod Λ é uma k-categoria Hom-
finita.

Corolário 1.3.7 Seja C uma k-categoria aditiva Hom-finita. Então C é Krull-Schmidt se e
somente se todo idempotente de C cinde. Em particular, toda k-categoria abeliana Hom-finita
é Krull-Schmidt.

Prova. A primeira parte segue do Teorema 1.3.4 e do fato de que toda k-álgebra de dimen-
são finita é um anel semiperfeito. Para a segunda parte, basta lembrar que numa categoria
abeliana todo idempotente cinde (vide observação que segue a Definição 1.2.14). 2

Lema 1.3.8 Sejam C uma categoria aditiva em que todo idempotente cinde e C′ uma subca-
tegoria plena de C. Então, todo idempotente em C′ cinde se e somente se C′ é fechada para
somandos direto.

Prova. (⇐) Suponha que C′ é fechada para somandos direto e seja ϕ : X ′ → X ′ um idempo-
tente em C′. Como ϕ também é um idempotente em C e, por hipótese, todo idempotente de
C cinde, então existe um objeto Y ∈ C e morfismos u : Y → X ′ e p : X ′ → Y , em C, tais que
ϕ = u◦p e p◦u = 1Y . Em particular, Y é um somando direto de X ′ e como C′ é fechada para
somandos direto, segue que Y ∈ C′. Logo, por C′ ser uma subcategoria plena de C, temos que
u : Y → X ′ e p : X ′ → Y são morfismos de C′. De onde segue que ϕ : X ′ → X ′ cinde em C′.

(⇒) Suponha que todo idempotente em C′ cinde e seja Y ∈ C um somando direto de
um objeto X ′ de C′. Então, existem morfismos ι : Y → X ′ e π : X ′ → Y , em C, tais que
π ◦ ι = 1Y . Em particular, ϕ := ι ◦ π : X ′ → X ′ é idempotente em C′ e assim, por hipótese,
cinde em C′, isto é, existe Y ′ ∈ C′ e morfismos u : Y ′ → X ′ e p : X ′ → Y ′, em C′, tais que
ϕ = u ◦ p e p ◦ u = 1Y ′ . Logo, temos o seguinte diagrama comutativo.

Y
ι

  

p◦ι // Y ′

u

  

π◦u // Y
p◦ι //

ι

  

Y ′

X ′ ϕ
//

π

>>

X ′

p
>>

ϕ
// X ′ ϕ

//

π

>>

X ′

p
>>

De modo que se f := p ◦ ι : Y → Y ′ e g := π ◦ u : Y ′ → Y , temos que

g ◦ f = π ◦ ϕ ◦ ι = π ◦ ι ◦ π ◦ ι = 1Y ◦ 1Y = 1Y

e
f ◦ g = p ◦ ϕ ◦ u = p ◦ u ◦ p ◦ u = 1Y ′ ◦ 1Y ′ = 1Y ′ ,

ou seja, Y ∼=C Y ′, onde Y ′ ∈ C′ é um somando direto de X ′. Isto mostra que C′ é fechada
para somandos direto. 2
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Os dois resultados anteriores, Corolário 1.3.7 e Lema 1.3.8, são boas ferramentas para
mostrar que determinadas categorias são Krull-Schmidt, como vemos a seguir.

Exemplo 1.3.9 (a) Seja Λ uma k-álgebra de dimensão finita. Então mod Λ é uma k-
categoria abeliana Hom-finita (vide exemplos 1.3.6 e 1.2.16-(b)). Em particular, mod Λ

é uma categoria Krull-Schmidt. Este fato poderia ser constatado, também, usando di-
retamente a Proposição 1.3.3.

(b) Seja R um anel associativo com 1. Então, projR é uma categoria aditiva em que todo
idempotente cinde. De fato, dado que projR é fechada para somandos direto e também
é uma subcategoria plena de uma categoria em que todo idempotente cinde, a saber
ModR, então todo idempotente de projR cinde, pelo Lema 1.3.8. E se Λ é uma k-
álgebra de dimensão finita, então proj Λ é uma k-categoria Hom-finita em que todo
idempotente cinde e, portanto, pelo Corolário 1.3.7 é uma categoria Krull-Schmidt.

Categorias quociente
Seja C uma k-categoria aditiva. Dizemos que uma classe I de morfismos de C é um ideal

em C se I satisfaz as seguintes condições:

(a) para cada objeto X ∈ C, o morfismo zero 0X ∈ HomC(X,X) pertence a I;

(b) se f, g : X → Y são morfismos em I e µ, λ ∈ k, então fµ+ gλ ∈ I; e

(c) se f : X → Y é um morfismo em I e g : Y → Z e h : W → X são morfismo em C, então
g ◦ f e f ◦ h pertencem a I.

Dado um ideal I de uma k-categoria aditiva C, definimos a categoria quociente C/I como
sendo a categoria cujos objetos são os mesmos objetos de C e o espaço dos morfismos de X
para Y em C/I é o espaço quociente

HomC/I(X,Y ) := HomC(X,Y )/I(X,Y ),

onde I(X,Y ) é o subespaço de HomC(X,Y ) formado pelos morfismos de X para Y em I. É
fácil ver que a categoria quociente C/I é uma k-categoria aditiva e no caso em que C é uma
k-categoria aditiva Hom-finita, C/I também o é.

Exemplo 1.3.10 Sejam C uma k-categoria aditiva e D uma subcategoria plena aditiva de
C. Denotamos por ID a classe de morfismos em C que se fatoram sob algum objeto de D.
Então, ID é um ideal em C e a categoria quociente C/ID é chamada de categoria estável de
C por D. Note que se X ∈ C é um somando direto de algum objeto de D, então X ∼= 0 em
C/ID.

O resultado abaixo é bem conhecido – veja, por exemplo, “Auslander-Reiten theory in
a Krull-Schmidt category”, [Liu10], pag. 431 – e nos será útil na Seção 1.5, aonde veremos
outros exemplos de categorias Krull-Schmidt.
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Lema 1.3.11 Seja C uma k-categoria aditiva Hom-finita que é Krull-Schmidt e seja I um
ideal de C. Então, a categoria quociente C/I também é uma k-categoria aditiva Hom-finita
que é Krull-Schmidt. 2

1.4 Álgebras de caminhos e representações

Uma importante classe de álgebras associativas com unidade (de dimensão finita) são
aquelas que são dadas por um carcás finito (acíclico), também conhecidas como álgebras de
caminhos. É desta classe de álgebras que tiramos boa parte dos exemplos apresentados neste
trabalho. Com isto, se faz necessário apresentarmos aqui uma descrição de tais álgebras.
Indicamos os Capítulos II e III de [ASS06] para os detalhes omitidos.

Carcases e álgebras de caminhos
Um carcás Q = (Q0, Q1) é um grafo orientado onde Q0 é o conjunto de vértices e Q1 é

o conjunto de flechas entre os vértices. O tipo de Q é o do seu grafo subjacente, o qual é
obtido de Q “esquecendo” a orientação das flechas. Um carcás é dito finito se os conjuntos
Q0 e Q1 são finitos; e conexo se seu grafo subjacente é conexo.

Para uma dada flecha α : u → v de um carcás Q, dizemos que α inicia em u e termina
em v e escrevemos s(α)

.
= u e t(α)

.
= v. Um caminho p, de comprimento positivo r, no carcás

Q é uma sequência de flechas p = α1 · · ·αr tal que s(αi) = t(αi−1), para todo 1 < i ≤ r.
Neste caso, dizemos que s(α1) é o início de p e t(αr) é o término de p. E no caso em que o
início e o término de p concidem, dizemos que p é um ciclo orientado. Um carcás sem ciclos
orientados é chamado de carcás acíclico.

Para cada vértice v ∈ Q0, associamos um caminho trivial de comprimento zero, denotado
por εv, onde definimos s(εv) = t(εv).

Dados um carcás Q e um corpo k, denotamos por kQ o k-espaço vetorial que tem como
base o conjunto de caminhos em Q. Definimos em kQ um produto da seguinte forma: dados
dois caminhos p = α1 · · ·αr e q = β1 · · ·βs em Q, seja

p · q :=



p, se q = εv e t(αr) = v;

q, se p = εv e s(β1) = v;

α1 · · ·αrβ1 · · ·βs, se t(αr) = s(β1); e

0, caso contrário.

Estendendo linearmente tal produto, temos definido em kQ uma estrutura de k-álgebra
associativa, a qual, com esta estrutura, é chamada de álgebra de caminhos de Q sobre k.
Definida desta forma, a álgebra de caminhos tem as seguintes propriedades.

Proposição 1.4.1 Seja kQ a álgebra de caminhos de um carcás Q sobre k. Então,
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(a) kQ tem unidade se e somente se Q0 é um conjunto finito. Neste caso, {εv : v ∈ Q0} é
um conjunto completo de idempotentes ortogonais primitivos de kQ;

(b) dimk(kQ) <∞ se e somente se Q é finito e acíclico; e

(c) kQ é uma álgebra conexa se e somente se Q é um carcás conexo. 2

Sejam kQ a álgebra de caminhos de um carcás finito Q e J o ideal em kQ gerado pelas
flechas de Q, isto é, gerado pelo conjunto Q1. Então, dizemos que um ideal I de kQ é
admissível se existir um inteiro m > 1 tal que Jm ⊆ I ⊆ J2. É bem conhecido que se I é
um ideal admissível de kQ, então I é gerado, como ideal de kQ, por um subconjunto finito
{ρ1, · · · , ρn} de kQ, onde cada ρi é uma combinação k-linear de caminhos de comprimento
maior do que um e com os mesmos vértices iniciais e finais, isto é, para cada um dos caminhos
da k-combinação linear de ρi, existem vértices u, v ∈ Q0 tais que s(ρi) = u e t(ρi) = v, para
todo i = 1, . . . , n. Um elemento como um dos ρi é chamado de relação em Q.

Definição 1.4.2 Seja I um ideal admissível de kQ. O par (Q, I) é chamado carcás com
relações e a álgebra quociente KQ/I, associada ao par (Q, I), é chamada álgebra de caminhos
do carcás com relações (Q, I).

Proposição 1.4.3 Sejam Q um carcás finito e I um ideal admissível de kQ. Então,

(a) kQ/I é uma k-álgebra básica de dimensão finita;

(b) {ev := εv + I}v∈Q0 é um conjunto completo de idempotentes ortogonais primitivos de
kQ/I;

(c) kQ/I é conexa se e somente se Q é conexo; e

(d) rad (kQ/I) = J/I.

O seguinte resultado, devido a Gabriel, mostra que sob certas condições, uma dada
álgebra de dimensão finita pode ser descrita em termos de um carcás com relações.

Teorema 1.4.4 ([Gab72]) Seja Λ uma álgebra básica de dimensão finita sobre um corpo
k algebricamente fechado. Então, existem um carcás finito QΛ e um ideal admissível I da
álgebra kQΛ, tal que Λ ∼= kQΛ/I é um isomorfismo de k-álgebras. 2

O carcás QΛ associado a Λ é único e é chamado de carcás ordinário de Λ. Veremos
no próximo tópico que usando o carcás ordinário associado QΛ é possível visualizar um
Λ-módulo finitamente gerado como uma família de k-espaços vetoriais de dimensão finita
conectados por transformações lineares.
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Representações e módulos
Seja Q um carcás finito. Uma representação M = (Mv, ϕα)v∈Q0,α∈Q1 de Q é um conjunto

de k-espaços vetoriais {Mv : v ∈ Q0} e um conjunto de transformações lineares

{ϕα : Mu →Mv /α : u→ v é uma flecha de Q1}.

Uma representação M = (Mv, ϕα) de um carcás Q é de dimensão finita se cada k-espaço
vetorial Mv tem dimensão finita.

Sejam M = (Mv, ϕα) e M ′ = (M ′v, ϕ
′
α) duas representações de um carcás finito Q.

Um morfismo de representações f : M → M ′ é um conjunto de transformações lineares
f = (fv)v∈Q0 , onde fv : Mv → M ′v, tal que para cada flecha α : u → v em Q1 o diagrama
seguinte comuta.

Mu
ϕα //

fu
��

Mv

fv
��

M ′u ϕ′α

//M ′v

A composta de morfismos de representações é definida coordenada a coordenada.
Desta forma, obtemos uma categoria Rep(Q), chamada de categoria das representações de

Q. Denotamos por rep(Q) a subcategoria plena de Rep(Q) cujos objetos são as representações
de dimensão finita. É bem conhecido que Rep(Q) e rep(Q) são k-categorias abelianas.

A noção de representação de um carcás pode ser estendida a carcases com relações da
seguinte forma: sejamM = (Mv, ϕα) uma representação de um carcás finito Q e p = α1 · · ·αr
um caminho não trivial em Q. Definimos a transformação linear ϕp : Ms(p) → Mt(p) como
sendo a composta ϕα1 · · ·ϕαr . Estendemos esta definição por linearidade a todo elemento da
álgebra de caminhos kQ. Finalmente, uma representação de um carcás com relações (Q, I),
onde I é um ideal admissível de kQ, é uma representação M = (Mv, ϕα) do carcás Q tal
que ϕρ = 0, para todo ρ ∈ I. Denotamos por Rep(Q, I) e rep(Q, I) as subcategorias plenas
de Rep(Q) e rep(Q), respectivamente, cujos objetos são as representações do carcás com
relações (Q, I).

O resultado abaixo, juntamente com o Teorema de Gabriel, nos permite identificar os
objetos e os morfismos da categoria mod Λ, onde Λ é uma álgebra de dimensão finita sobre
um corpo k algebricamente fechado.

Teorema 1.4.5 Sejam (Q, I) um carcás finito com relações e Λ = kQ/I a álgebra de cami-
nhos de (Q, I). Então, as k-categorias rep(Q, I) e mod Λ são equivalentes. 2

Em vários momentos deste trabalho, não fazemos distinção entre um kQ/I-módulo fini-
tamente gerado e sua imagem na categoria rep(Q, I), em especial, os kQ/I-módulos simples
e projetivos indecomponíveis, os quais podem ser calculados explicitamente como represen-
tações do carcás com relações (Q, I) (vide, por exemplo, Seção III.2 de [ASS06]).



26 CONCEITOS BÁSICOS 1.4

Carcás de Auslander-Reiten
Assumimos, do leitor, alguma familiaridade com sequências quase cindidas, também co-

nhecidas como sequências de Auslander-Reiten, em referência àqueles que as introduziram.
Tal noção teve papel fundamental no desenvolvimento da teoria de representações de álge-
bras de Artin. Por exemplo, foi a partir das sequências quase cindidas que C. M. Ringel
definiu um carcás que reune importantes informações da categoria dos módulos finitamente
gerados sobre uma álgebra de Artin. Carcás este conhecido como carcás de Auslander-Reiten.

Apesar do carcás de Auslander-Reiten ser usado em poucos momentos (de forma explí-
cita!) neste trabalho, achamos importante apresentar seus elementos. Vale salientar, de todo
modo, que nossa exposição não será suficiente para entender os poucos exemplos que fazem
uso de tal ferramenta, principalmente por não abordarmos a estrutura combinatorial deste
carcás. Citamos como referência o texto [ARS97]. Porém, toda a informação mencionada
abaixo pode ser encontrada, também, no Capítulo IV de [ASS06].

Sejam k um corpo algebricamente fechado e Λ uma k-álgebra de dimensão finita. Uma
sequência quase cindida (ou sequência de Auslander-Reiten) é uma sequência exata em mod Λ

0 −→ X
u−→ E

v−→ Z −→ 0, (1.1)

satisfazendo as seguintes condições:

(AR1) X e Z são indecomponíveis;

(AR2) v não é uma retração; e

(AR3) se f : W → Z não é uma retração, então existe f ′ : W → E tal que v ◦ f ′ = f .

Teorema 1.4.6 (Auslander-Reiten) Sejam Λ uma álgebra de dimensão finita sobre um
corpo k algebricamente fechado. Então, para cada Z ∈ ind Λ, não projetivo, existe uma
sequência quase cindida da forma (1.1), única a menos de isomorfismos, com X ∈ ind Λ. 2

Sejam X e Y dois módulos em mod Λ. Dizemos que um morfismo f : X → Y é irredutível
se f não é seção e nem retração e a igualdade f = f2 ◦ f1 implicar que f1 é seção ou f2

é retração. Para qualquer sequência quase cindida da forma (1.1), os morfismos u e v são
irredutíveis.

Sejam X,Y ∈ ind Λ e considere o quociente de k-espaços vetoriais

Irr(X,Y ) := rad Λ(X,Y )/rad 2
Λ(X,Y ),

onde rad Λ(X,Y ) é o k-espaço vetorial dos homomorfismos não invertíveis de X em Y e
rad 2

Λ(X,Y ) é o k-espaço vetorial dos homomorfismos da forma g ◦ f com f ∈ rad Λ(X,Z)

e g ∈ rad Λ(Z, Y ), para algum Z ∈ mod Λ. É bem conhecido que a dimensão de Irr(X,Y )

é igual ao número (máximo) de morfismos irredutíveis de X em Y , que são linearmente
independentes. Finalmente, definimos o carcás de Auslander-Reiter Γ(mod Λ) da categoria
mod Λ da seguinte forma:
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• Os vértice de Γ(mod Λ) são as classes de isomorfismos [X] dos Λ-módulos indecompo-
níveis X.

• Se [X] e [Y ] são dois vértices de Γ(mod Λ), correspondentes aos Λ-módulos indecom-
poníveis X e Y , o número de flechas de [X] para [Y ] é igual à dimensão do k-espaço
vetorial Irr(X,Y ).

Notação: Com o intuito de não sobrecarregar a notação, escreveremos X no lugar [X].
Finalizaremos este capítulo introdutório com uma breve exposição, ao longo das próximas

três seções, do principal objeto de estudo do trabalho. A saber, as categorias de complexos
e de homotopia de complexos e as categoiras derivadas.

1.5 As categorias de complexos e de homotopia

Nosso objetivo nesta seção é apresentar ao leitor uma coletânea de definições e propri-
edades de objetos e morfismos das categorias de complexos e de homotopia de complexos.
Estas categorias serão objeto de estudo ao longo de boa parte do trabalho.

Seja A uma categoria aditiva. Um complexo sobre A é uma família

X• = (Xn, dnX)n∈Z

de objetos Xn de A e de morfismos dnX : Xn → Xn+1 tais que dnX ◦ d
n−1
X = 0, para todo

n ∈ Z. O objeto Xn será chamado de componente homogênia de grau n de X• e os morfismos
dnX de diferenciais de X•. Escreveremos, algumas vezes, um complexo como X• .= (Xn, dnX)

ou simplesmente como X• ou até mesmo na forma de uma sequência de objetos e morfismos,
como indicado abaixo.

X• : · · · −→ Xn−1 dn−1
X−→ Xn dnX−→ Xn+1 −→ · · ·

Sejam X• = (Xn, dnX) e Y • = (Y n, dnY ) dois complexos sobre A. Um morfismo de com-
plexos f : X• → Y • é uma família de morfismos

f = (fn : Xn → Y n)n∈Z

de A satisfazendo fn ◦ dn−1
X = dn−1

Y ◦ fn−1, para todo n ∈ Z. Neste caso, temos o seguinte
diagrama comutativo.

X• :

f
��

· · · // Xn−1
dn−1
X //

fn−1

��

Xn
dnX //

fn

��

Xn+1 //

fn+1

��

· · ·

Y • : · · · // Y n−1

dn−1
Y

// Y n
dnY

// Y n+1 // · · ·

Escreveremos, algumas vezes, um morfismo de complexos na forma f .
= (fn)n : X• → Y • ou
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simplesmente f .
= (fn)n. A composta de dois morfimos, quando possível, é feita de forma

natural: g ◦ f := (gn ◦ fn)n.
Os complexos sobre uma categoria aditiva A juntamente com os morfismos de complexos

formam uma categoria C(A), a categoria de complexos sobre A. Durante o resto desta seção,
a menos de menção em contrário, A será um categoria aditiva.

Apresentamos nos próximos parágrafos os principais elementos da categoria de complexos
que serão usados neste trabalho, tais como: complexos limitados, o truncamento bruto de um
complexo, o cone de um morfismo, o funtor translação e as noções de complexos radicais e
de morfismos homotópicos.

Complexos limitados inferiormente e superiormente
Seja X• um complexo sobre A. Dizemos que X• é (a) um complexo limitado inferior-

mente (respectivamente, superiormente) quando existe n0 ∈ Z tal que Xn = 0 para todo
n < n0 (respectivamente, n > n0); (b) um complexo limitado quando é limitado inferior-
mente e superiormente; e (c) um complexo concentrado em grau n quando Xn 6= 0 e Xm = 0

para todo m 6= n.
Indicaremos por C+(A), C−(A) e Cb(A) as subcategorias plenas de C(A) cujo objetos são

os complexos limitados inferiormente, limitados superiormente e limitados, respectivamente.

Notação: Quando dissermos que uma determinada propriedade é válida para C∗(A), esta-
remos dizendo que a tal propriedade é válida para a categoria dos complexos C(A) e para
qualquer uma das subcategorias plenas: C+(A), C−(A) e Cb(A).

Lema 1.5.1 Seja f = (fn)n : X• → Y • um morfismo de complexos.

(a) Se f é um seção em C∗(A), então cada fn : Xn → Y n é uma seção em A.

(b) Se f é um retração em C∗(A), então cada fn : Xn → Y n é uma retração em A.

(c) f é um isomorfismo em C∗(A) se e somente se cada fn : Xn → Y n é um isomorfismo
em A. 2

Truncamento bruto
Dados um complexoX• e um inteirom, definimos um complexo chamado de truncamento

bruto do complexo X•, o qual denotamos por τ≥mX•, da seguinte forma:

(τ≥mX•)i :=

Xi, se i ≥ m;

0, se i < m.
e diτ≥mX• :=

diX , se i ≥ m;

0, se i < m.

Daí podemos definir um funtor τ≥m : C(A)→ C+(A), chamado de funtor trucamento, que
associa cada complexo X• ao seu truncamento bruto τ≥mX• e cada morfismo de complexos
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f = (fn)n : X• → Y • à sua restrição e correstrição a τ≥mX• e τ≥mY •, respectivamente.
Isto é,

(τ≥m(f))i :=

f i, se i ≥ m;

0, se i < m.

Observação 1.5.2 Note que:

(a) se f : X• → Y • é um morfismo em C−(A), então τ≥m(f) é um morfismo em Cb(A); e

(b) pelo Lema 1.1.9, o funtor truncamento τ≥m : C(A)→ C+(A) preserva somandos diretos,
isto é, se Y • é um somando direto de X• então τ≥mY • é um somando direto de τ≥mX•.

Funtor translação
Dados um complexo X• e um inteiro p, “transladando” suas componentes homogênias

e seus diferenciais podemos definir um novo complexo X•[p], que chamaremos de p-ésima
translação de X•, da seguinte forma:

X[p]n := Xn+p e dnX[p] := (−1)pdn+p
X .

E se f : X• → Y • é um morfismo de complexos, também podemos definir um novo morfismo
f [p], de X•[p] em Y •[p], da seguinte forma:

f [p]n := fn+p

Daí temos definido um funtor [p] : C(A) → C(A), que chamaremos de funtor translação
por p, que associa cada complexo X• à sua p-ésima translação X•[p] e cada morfismo de
complexos f : X• → Y • ao morfismo f [p] : X•[p]→ Y •[p]. Note que [p] ◦ [−p] = [−p] ◦ [p] =

1C(A), ou seja, [p] é um automorfismo de C(A). Este também é um automorfismo quando
restrito a quaisquer uma das subcategorias de complexos: C−(A), C+(A) e Cb(A)

Cone de um morfismo
Para um dado um morfismo de complexos f : X• → Y •, podemos definir um novo com-

plexo, chamado de cone do morfismo f e que denotaremos por Cf , da seguinte forma:

Cnf := X[1]n ⊕ Y n e dnCf :=

(
dnX[1] 0

f [1]n dnY

)
.

Note que, neste caso, existe a seguinte sequência de objetos e morfismos em C(A)

X•
f−→ Y •

µf−→ Cf
πf−→ X•[1], (1.2)

onde µnf :=

(
0

1nY

)
: Y n → Xn+1⊕Y n e πnf :=

(
1n+1
X 0

)
: Xn+1⊕Y n → Xn+1. Observe
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também que se X• e Y • são objetos em C∗(A), então Cf ∈ C∗(A); e se f : X• → Y • é um
morfismo em C(D), onde D é uma subcategoria aditiva de A, então Cf ∈ C(D).

Lema 1.5.3 Sejam X• = (Xn, dnX) um complexo de C∗(A) e 1X• o morfismo identidade de
X•. Então,

C1X•
∼= I(X•) := (Xn+1 ⊕Xn, ιn)n∈Z, onde ιn :=

(
0 0

1n+1
X 0

)
.

Prova. Definindo f = (fn)n : C1X• → I(X•) por

fn :=

(
1n+1
X dnX
0 1nX

)
: Xn+1 ⊕Xn → Xn+1 ⊕Xn,

temos que f é um morfismo de complexos em que cada uma de suas componentes fn é um
isomorfismo em A, cuja inversa é dada por

gn :=

(
1n+1
X −dnX
0 1nX

)
.

Logo, do Lema 1.5.1-(c), temos que f é um isomorfismo em C∗(A). 2

Homotopia
Sejam f, g : X• → Y • dois morfismos em C(A). Dizemos que f e g são homotópicos, e

denotamos por f ∼ g, se existe uma família (sn)n∈Z de morfismos sn : Xn → Y n−1 em A
satisfazendo a igualdade

fn − gn = dn−1
Y ◦ sn + sn+1 ◦ dnX ,

para todo n ∈ Z. Neste caso, diremos que a família (sn)n∈Z de morfismos é uma homotopia
de f em g. Em particular, quando g for o morfismo zero de C(A) – veremos no Lema 1.5.10
que C(A) é uma categoria aditiva –, diremos que f é homotópico a zero; que (sn)n∈Z é uma
homotopia de f ; e escrevemos f ∼ 0.

É fácil ver que ∼ é uma relação de equivalência sobre os morfismos de C(A). Além disso, se
f, g : X• → Y • são homotópicos e α : W • → X• e β : X• →W • são morfismos de complexos,
então f ◦α ∼ g◦α e β◦f ∼ β◦g, sempre que f ∼ g. De onde segue-se que temos bem-definida
a composição de classes de equivalência de morfismos módulo homotopia, quando definimos
a composição em seus representantes.

Então, definimos a categoria de homotopia de complexos, denotada aqui por K(A), da
seguinte forma:

• ObK(A) := Ob C(A);

• HomK(A)(X
•, Y •) := HomC(A)(X

•, Y •)/∼, para todo X•, Y • ∈ ObK(A).
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As categorias de homotopia das categorias C−(A), C+(A) e Cb(A) serão denotadas por
K−(A), K+(A) e Kb(A), respectivamente.

Exemplo 1.5.4 Seja X• = (Xn, dnX) ∈ C(A) tal que o diferencial d0
X : X0 → X1 é um

isomorfismo em A e Xn = 0 para todo n ∈ Z \ {0, 1}. Então, o morfismo identidade de X•

é homotópico a zero. De fato, definindo a família (sn)n∈Z de morfismos sn : Xn → Xn−1 em
A como sendo s1 : X1 → X0 a inversa de d0

X e sn := 0 para todo n 6= 1, temos que

dn−1
X ◦ sn + sn+1 ◦ dnX =

1nX , se n ∈ {0, 1}

0, se n ∈ Z \ {0, 1}
,

isto é, (sn)n∈Z é uma homotopia de 1X• .

X•

1
��

· · · // 0
0 // X0

0

��

d0
X // X1

s1
}}

0 // 0

0
��

// · · ·

X• · · · // 0
0
// X0

d0
X

// X1
0
// 0 // · · ·

Assim, na categoria de homotopia K(A) o morfismo identidade 1X• é igual ao morfismo
zero. Em particular, X• ∼= 0 em K(A) (veremos no Lema 1.5.10 que K(A) é uma categoria
aditiva).

No caso em que X0 = X = X1 e d0
X = 1X , denotamos o complexo X• acima por X.

X : · · · → 0 −→ X
1−→ X −→ 0→ · · ·

Diremos que um complexo X• sobre A é homotopicamente nulo se o morfismo identidade
1X• é homotopicamente nulo. Mostraremos no Lema 2.4.10 uma bem conhecida caracteriza-
ção destes objetos, quando são indecomponíveis em C−(P).

Cohomologia de complexos e quase isomorfismos
Sejam R um anel associativo com 1, A uma subcategoria plena aditiva de ModR e X• =

(Xn, dnX) um complexo em C(A). Definimos a n-ésima cohomologia Hn(X•) do complexo X•

como sendo o quociente em ModR

Hn(X•) :=
Nuc dnX
Im dn−1

X

.

Note que se f : X• → Y • é um morfismo de complexos, então

fn(Nuc dnX) ⊆ Nuc dnY e fn(Im dn−1
X ) ⊆ Im dn−1

Y , para todo n ∈ Z.

Em particular, para cada n ∈ Z, existe um morfismo induzido de f , denotado aqui por
Hn(f) : Hn(X•)→ Hn(Y •), que associa cada classe x de Hn(X•) a classe f(x) de Hn(Y •).

O resultado abaixo, cuja prova pode ser encontrada na página 18 do livro “An introduction
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to homological algebra”, [Wei08], mostra que também estão bem definidos os morfismos Hn(f)

para um dado morfismo f na categoria de homotopia K(A).

Lema 1.5.5 Sejam f, g : X• → Y • dois morfismos em C(A) que são homotópicos. Então,
Hn(f) = Hn(g) para todo n ∈ Z. 2

Definição 1.5.6 Diremos que um morfismo f : X• → Y • de complexos, em C(A) ou em
K(A), é um quase isomorfismo quando Hn(f) : Hn(X•) → Hn(Y •) for um isomorfismo em
ModR, para todo n ∈ Z.

Exemplo 1.5.7 Sejam Λ uma k-álgebra de dimensão finita e A = mod Λ. Então, para um
dado X ∈ mod Λ, a cobertura projetiva ε : P 0 → X induz um morfismo de complexos ε̄ entre
uma resolução projetiva P •X de X e o complexo concentrado em X no grau zero.

P •X :

ε̄
��

· · · // P−2 //

��

P−1 //

��

P 0 //

ε

��

0 //

��

· · ·

X : · · · // 0 // 0 // X // 0 // · · ·

Dado que Hn(P •X) = 0 = Hn(X), para todo n 6= 0, e H0(P •X) ∼= X ∼= H0(X), então o
morfismo ε̄ : P •X → X é um quase isomorfismo.

Denotamos por C−,b(A) e C+,b(A) as subcategorias plenas de C−(A) e C+(A), respectiva-
mente, cujos complexos possuem apenas uma quantidade finita de cohomologias não nulas.
E por K−,b(A) e K+,b(A) suas respectivas categorias de homotopia.

Complexos radicais
Sejam R um anel associativo com unidade 1 e A = ModR. Dizemos que um homo-

morfismo f : X → Y em A é um morfismo radical se Imf ⊆ radY ; e que um complexo
X• = (Xn, dnX) em C(A) é um complexo radical se cada um dos seus diferenciais é um
morfismo radical, isto é, se Im dnX ⊆ radXn+1, para todo n ∈ Z.

É bem conhecido que se f : X → Y é um homomorfismo deR-módulos, então a imagem de
radX por f está contida em radY , isto é, f(radX) ⊆ radY (veja, por exemplo, Proposição
9.14 de [AF92]). Os dois resultados abaixo seguem diretamente deste fato.

Lema 1.5.8 Seja f = (fn)n : X• → Y • um morfismo em C(A), onde X• e Y • são complexos
radicais. Se existe uma homotopia (sn)n∈Z de f , então cada fn = dn−1

Y ◦ sn + sn+1 ◦ dnX é
um morfismo radical.
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Prova. Seja n ∈ Z. Então,

fn(Xn) = [dn−1
Y ◦ sn](Xn) + [sn+1 ◦ dnX ](Xn)

⊆ radY n + sn+1(radXn+1)

⊆ radY n + radY n

= radY n.

2

Lema 1.5.9 (a) Se ι = (ιn)n : Y • → X• é uma seção em C(A) e X• é um complexo radical,
então Y • também é radical.

(b) Se π = (πn)n : X• → Y • é uma retração em C(A) e X• é um complexo radical, então
Y • também é radical.

Prova. Provaremos somente (a). A prova do item (b) é análoga.
Dado que ι : Y • → X• é uma seção em C(A), existe um morfismo p = (pn)n : X• → Y •

em C(A) tal que p ◦ ι = 1Y • . Em particular, pn ◦ ιn = 1nY , para todo n ∈ Z. Juntando isto ao
fato de X• ser radical, temos que

dnY (Y n) = pn+1 ◦ ιn+1 ◦ dnY (Y n) = pn+1 ◦ dnX ◦ ιn(Y n) ⊆ pn+1(radXn+1) ⊆ radY n+1.

2

Algumas propriedades de C(A) e K(A)

Apresentamos agora algumas das propriedades das categorias de complexos e de homoto-
pia de complexos que são herdadas da categoria A. Veremos, por exemplo, que tais categorias
são aditivas e, então, usaremos os resultados da Seção 1.3 para mostrar que Cb(A) e Kb(A)

são categorias Krull-Schmidt, para A ∈ {mod Λ,proj Λ}, onde Λ é uma álgebra de dimensão
finita sobre um corpo k.

Proposição 1.5.10 (a) C∗(A) é uma categoria aditiva.

(b) K∗(A) é uma categoria aditiva.

(c) Se A é abeliana, então a categoria C∗(A) também é abeliana.

Apesar do resultado acima ser bem conhecido e de sua prova constar em praticamente
todo livro de Álgebra Homológica que aborde o tema, para conveniência do leitor resolvemos
apresentar aqui um arcabouço com os principais elementos da demonstração dos itens (a) e
(c). Aquele leitor interessado nos detalhes, poderá consultar, por exemplo: Teorema 1.2.3 de
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[Wei08]; Proposição 5.100 de [Rot09]; ou Proposições 1.4 (pag. 3) e 2.5 (pag. 9) de [HJ10].
Já a prova do item (b), poderá ser encontrada na Proposição 1.7 (pag. 5) de [HJ10].

Esquema da Prova: (a) Seja A uma categoria aditiva.

(A2) O objeto zero em C∗(A) é o complexo (0A, d), onde 0A é o objeto zero de A e todos os
diferenciais são o único morfismo zero sobre o objeto zero de A.

(A3-4) Para cada par de morfismos f = (fn)n e g = (gn)n em C∗(A), definimos a adição f + g

da seguinte forma:
(f + g)n := fn + gn, para todon ∈ Z.

(A1) Para cada par de complexos X•, Y • ∈ C∗(A), definimos X• ⊕ Y • em C∗(A) como
sendo (Xn ⊕ Y n, dn)n, onde cada diferencial dn é obtido da seguinte forma: sejam
ιnX : Xn → Xn ⊕ Y n e ιnY : Y n → Xn ⊕ Y n as inclusões canônicas da soma direta de
Xn e Y n em A. Logo, do diagrama

Xn+1 ⊕ Y n+1

Xn
ιnX

//

ιn+1
X dnX

??

Xn ⊕ Y n Y n
ιnY

oo

ιn+1
Y dnY

__

existe um único morfismo dn : Xn⊕Y n −→ Xn+1⊕Y n+1 fazendo comutar o diagrama
seguinte.

Xn+1 ⊕ Y n+1

Xn
ιnX

//

ιn+1
X dnX

??

Xn ⊕ Y n

dn

OO

Y n
ιnY

oo

ιn+1
Y dnY

__

Definido desta forma, temos que X• ⊕ Y • := (Xn ⊕ Y n, dn)n∈Z é um objeto de C∗(A)

e o conjunto {ιX := (ιnX)n : X• → X• ⊕ Y •, ιY := (ιnY )n : Y • → X• ⊕ Y •} satisfaz a
propriedade universal da soma direta.

(c) Seja A uma categoria abeliana.

(Ab1) Segue de (a) que C∗(A) é aditiva.

(Ab2) Para cada morfismo f = (fn)n : X• → Y • em C∗(A), definimos um núcleo de f como
sendo Nucf := (Nucfn, dnK) e u := (un : Nucfn → Xn)n : Nucf → X•, onde cada un

é o núcleo de fn : Xn → Y n em A e cada diferencial dnK é o único morfismo fazendo o
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diagrama seguinte comutativo.

Nucfn

dnK
%%

dnXu
n

$$

%%
Nucfn+1 //

un+1

��

0

��
Xn+1

fn+1
// Y n+1

De forma análoga, constrói-se o conúcleo p : Y • → Conucf . E, finalmente, o iso-
morfismo do morfismo induzido f̄ : Conucu → Nuc p segue do isomorfismo de cada
fn : Conucun → Nuc pn (vide Lema 1.5.1-(c)). 2

Observação 1.5.11 (a) Quando A = ModR, onde R é um anel associativo com unidade,
a soma direta de dois complexos X• e Y •, em C∗(A), é o complexo (Xn ⊕ Y n, dn)n∈Z

onde cada diferencial dn é dado por

dn(xn, yn) = (dnX(xn), dnY (yn)), para xn ∈ Xn e yn ∈ Y n,

ou, na forma matricial, por

dn =

(
dnX 0

0 dnY

)
.

Além disso, os morfismos ιX : X• → X•⊕Y • e ιY : Y • → X•⊕Y • são inclusões. Vale
o mesmo para quando A é uma das subcategorias: modR,ProjR ou projR.

(b) Ainda quando A = ModR, temos que a soma direta de complexos radicais é um com-
plexo radical e segue do Lema 1.5.9 que somando direto de complexo radical também é
um complexo radical.

Teorema de Krull-Schmidt em Cb(A) e Kb(A)

Lema 1.5.12 Seja A uma categoria aditiva. Então, todo idempotente de C∗(A) cinde se e
somente se todo idempotente de A cinde.

Prova. Se todo idempotente de C∗(A) cinde, então vendo os objetos de A como comple-
xos concentrados em grau zero, tem-se que todo idempotente de A cinde. Reciprocamente,
suponha que todo idempotente de A cinde e seja ϕ = (ϕn)n : X• → X• um idempo-
tente de C∗(A). Logo, cada uma das componentes ϕn : Xn → Xn é um idempotente em
A e, por hipótese, cinde. Isto é, para cada n ∈ Z, existem morfismos un : Y n → Xn e
pn : Xn → Y n tais que ϕn = un ◦ pn e pn ◦ un = 1Y n . Se para cada n ∈ Z, definimos o
morfismo dnY := pn+1 ◦ dnX ◦ un : Y n → Y n+1, temos que:

(i) Y • := (Y n, dnY )n∈Z é um complexo em C∗(A);
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(ii) u := (un)n : Y • → X• e p := (pn)n : X• → Y • são morfismos de complexos; e

(iii) u ◦ p = ϕ e p ◦ u = 1Y • .

De fato, o item (iii) é trivial e os outros itens seguem das contas abaixo.

X•

ϕ

��

p

""

Xn−1
dn−1
X //

pn−1

$$

ϕn−1

��

Xn
dnX //

pn

!!

ϕn

��

Xn+1

pn+1

$$

ϕn+1

��

Y • :

u||

Y n−1
dn−1
Y //

un−1zz

Y n
dnY //

un}}

Y n+1

un+1zz
X• Xn−1

dn−1
X

// Xn
dnX

// Xn+1

Para cada n ∈ Z, temos:

(i)

dnY ◦ dn−1
Y = (pn+1 ◦ dnX ◦ un) ◦ (pn ◦ dn−1

X ◦ un−1)

= pn+1 ◦ dnX ◦ ϕn ◦ dn−1
X ◦ un−1

= pn+1 ◦ dnX ◦ dn−1
X ◦ ϕn−1 ◦ un−1

= 0,

(ii)

un ◦ dn−1
Y = un ◦ (pn ◦ dn−1

X ◦ un−1)

= ϕn ◦ dn−1
X ◦ un−1

= dn−1
X ◦ ϕn−1 ◦ un−1

= dn−1
X ◦ un−1 ◦ pn−1 ◦ un−1

= dn−1
X ◦ un−1

dn−1
Y ◦ pn−1 = (pn ◦ dn−1

X ◦ un−1) ◦ pn−1

= pn ◦ dn−1
X ◦ ϕn−1

= pn ◦ ϕn ◦ dn−1
X

= pn ◦ un ◦ pn ◦ dn−1
X

= pn ◦ dn−1
X .

2

Sejam A uma k-categoria aditiva e X•, Y • ∈ C∗(A). Então, a estrutura de k-espaço
vetorial de cada conjunto de morfismos HomA(Xn, Y n), onde a composição de morfismos
é uma aplicação k-bilinear, induz naturalmente uma estrutura de k-espaço vetorial para o
conjunto de morfismos de complexos Hom(X•, Y •), onde a composição de morfismos também
é uma aplicação k-bilinear. Em outras palavras, C∗(A) é uma k-categoria aditiva sempre que
A o for. E se além disso A for uma categoria Hom-finita, então Cb(A) também o é. De fato,
para cada par de objetos X•, Y • ∈ Cb(A), existe apenas uma quantidade finita de inteiros
em que HomA(Xn, Y n) 6= 0. E por A ser Hom-finita, cada um destes conjuntos de morfismos
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é um k-espaço vetorial de dimensão finita. Logo,

dimk HomCb(A)(X
•, Y •) ≤

∑
n∈Z

dimk HomA(Xn, Y n) <∞,

ou seja, Cb(A) é uma categoria Hom-finita. Resumimos esta discussão no lema abaixo.

Lema 1.5.13 (a) Se A é uma k-categoria aditiva, então C∗(A) é uma k-categoria aditiva.

(b) Se A é uma k-categoria aditiva Hom-finita, então Cb(A) é uma k-categoria aditiva Hom-
finita. 2

Proposição 1.5.14 Se Λ uma k-álgebra de dimensão finita, então Cb(mod Λ) e Cb(proj Λ)

são k-categorias Hom-finita Krull-Schmidt.

Prova. Dado que mod Λ e proj Λ são k-categorias Hom-finita em que todo idempotente cinde
(vide Exemplo 1.3.9), então Cb(mod Λ) e Cb(proj Λ) são k-categorias Hom-finita (pelo Lema
1.5.13) em que todo idempotente cinde (pelo Lema 1.5.12). E, portanto, são Krull-Schmidt
pelo Corolário 1.3.7. 2

É conhecido que a categoria de homotopia K∗(A) pode ser vista, também, como a catego-
ria estável da categoria de complexos por uma subcategoria plena de C∗(A). Vejamos abaixo
uma ideia de como podemos chegar a este fato. Caso o leitor se interesse pelos detalhes,
basta consultar, por exemplo, as páginas 27 e 28 de [Hap88]. Teremos como consequência
imediata que Kb(A) é Krull-Schmidt, para A ∈ {mod Λ, proj Λ}.

Lema 1.5.15 Sejam A uma categoria aditiva e f = (fn)n : X• → Y • um morfismo em
C∗(A). Então, f é homotópico a zero se e somente se f se fatora através do morfismo
canônico µ .

= µ1X• : X• → C1X• , onde C1X• é o cone do morfismo identidade de X•.

Prova. Suponha que f : X• → Y • é homotópico a zero e considere (sn)n∈Z uma homotopia
de f . Definindo g = (gn)n : C1X• → Y • por

gn := (sn+1 fn) : Xn+1 ⊕Xn → Y n,

temos que g é um morfismo de complexos que faz o diagrama seguinte comutar.

X•
f //

µ
""

Y •

C1X•

g

<<

Isto completa a primeira parte. Reciprocamente, se g = (gn)n : C1X• → Y • é um morfismo
em C∗(A) tal que g ◦ µ = f , então, para cada n ∈ Z, gn = (gn+1

1 gn2 ) : Xn+1 ⊕Xn → Y n é
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tal que

fn = gn ◦ µn = (gn+1
1 gn2 )

(
0

1n+1
X

)
= gn2

e daí,
gn ◦ dnC1X•

= dnY ◦ gn−1 ⇔ −gn+1
1 ◦ dnX + fn = dnY ◦ gn1 ,

isto é, f ∼ 0 onde (gn1 )n∈Z é uma homotopia de f . 2

Sejam A uma k-categoria aditiva e D um subcategoria plena aditiva de C∗(A) cujos
objetos são da forma

I•(X) := (Xn+1 ⊕Xn, ιn)n∈Z, onde ιn :=

(
0 0

1Xn+1 0

)
.

Seguindo a notação do Exemplo 1.3.10, considere ID o ideal de C∗(A) dado pela classe dos
morfismos em C∗(A) que se fatora por algum objeto de D. Usando os Lemas 1.5.15 e 1.5.3,
temos que o quociente aditivo de C∗(A) por D, que denotamos por C∗(A)/ID, é igual a
categoria de homotopia K∗(A).

Juntando estas considerações à Proposição 1.5.14 e ao Lema 1.3.11, obtemos o seguinte
bem conhecido resultado.

Proposição 1.5.16 Se Λ uma k-álgebra de dimensão finita, então as categorias de homo-
topia Kb(mod Λ) e Kb(proj Λ) são k-categorias Hom-finita Krull-Schmidt. 2

1.6 Triângulos na categoria de homotopia

Apesar da noção de categoria triangulada ser fundamental no Capítulo 3 e em alguns
momentos do Capítulo 2, não usaremos as ferramentas, em si, desta classe de categorias. De
modo que vamos no restringir a uma apresentação da definição de categoria triangulada e,
mais especificamente, mostrar os triângulos da categoria de homotopia. Nossa apresentação
se baseia em [HJ10] e [Alv14]. Além destes textos, sugerimos os livros Triangulated Cate-
gories ([Nee01]) e Triangulated categories in the representation theory of finite-dimensional
algebras ([Hap88]) àquele leitor interessado num estudo aprofundado da noção de categoria
triangulada.

Categoria triangulada
Sejam A uma categoria aditiva e T : A → A um funtor aditivo que é um automorfismo

de A. Um triângulo em A é uma sequência de objetos e morfismos em A da forma

X
u−→ Y

v−→ Z
w−→ T (X).

Um morfismo de triângulos é uma tripla (f, g, h) de morfismos em A fazendo o diagrama
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seguinte comutativo em A.

X
u //

f
��

Y
v //

g

��

Z
w //

h
��

T (X)

T (f)
��

X ′
u′
// Y ′

v′
// Z ′

w′
// T (X ′)

Se, neste caso, os morfismos f, g e h são isomorfismos em A, dizemos que o morfismo de
triângulos (f, g, h) é um isomorfismo de triângulos.

Definição 1.6.1 Uma categoria triangulada é uma categoria aditiva munida de um au-
tomorfismo aditivo T : A → A e uma família de triângulos distinguidos satisfazendo os
seguintes axiomas:

(TR0) Qualquer triângulo isomorfo a um triângulo distinguido é também um trinângulo dis-
tinguindo;

(TR1) Para qualquer objeto X ∈ A, o triângulo X 1X−→ X −→ 0 −→ T (X) é um triângulo
distinguido;

(TR2) Para qualquer morfismo u : X → Y em A existe um triângulo distinguido da forma
X

u−→ Y −→ Z −→ T (X);

(TR3) Um triângulo X u−→ Y
v−→ Z

w−→ T (X) é um triângulo distinguido se e somente se o

triângulo Y v−→ Z
w−→ T (X)

−T (w)−→ T (Y ) também é um triângulo distinguido;

(TR4) Dados dois triângulos distinguidos X u−→ Y
v−→ Z

w−→ T (X) e X ′ u′−→ Y ′
v′−→ Z ′

w′−→
T (X ′), cada diagrama comutativo

X
u //

f
��

Y
v //

g

��

Z
w // T (X)

T (f)
��

X ′
u′
// Y ′

v′
// Z ′

w′
// T (X ′)

pode ser completado a um morfismo de triângulos; e

(TR5) Dados os triângulos distinguidos
X

u−→ Y −→ Z ′ −→ T (X), Y v−→ Z −→ X ′ −→ T (Y ) e X vu−→ Z −→ Y ′ −→
T (X), existe um triângulo distinguido Z ′ −→ Y ′ −→ X ′ −→ T (Z ′) fazendo o seguinte
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diagrama comutativo.

X
u // Y //

v

��

Z ′ //

��

T (X)

X
vu //

u

��

Z // Y ′ //

��

T (X)

T (u)

��
Y

v //

��

Z //

��

X ′ // T (Y )

��
Z ′ // Y ′ // X ′ // T (Z ′)

Proposição 1.6.2 Sejam A uma categoria triangulada e

X
u //

f
��

Y
v //

g

��

Z
w //

h
��

T (X)

T (f)
��

X ′
u′
// Y ′

v′
// Z ′

w′
// T (X ′)

um morfismo de triângulos distinguidos. Se quaisquer dois dos três morfismos f, g e h são
isomorfismos, então o terceiro morfismo também é um isomorfismo. Neste caso, (f, g, h) é
um isomorfismo de triângulos. 2

Equivalência triangulada
Sejam A e A′ duas categorias trianguladas com automorfismos T e T ′, respectivamente.

Um funtor aditivo F : A → A′ é chamado exato se leva triângulo distinguido de A em
triângulo distinguido de A′, no seguinte sentido: existe um isomorfismo natural Ψ: F ◦ T →
T ′ ◦ F tal que dado um triângulo distinguido X u−→ Y

v−→ Z
w−→ T (X) em A, então

F (X)
F (u)−→ F (Y )

F (v)−→ F (Z)
ΨXF (w)−→ T ′(F (X))

é um triângulo distinguido em A′. Se um funtor exato F : A → A′ é uma equivalência de
categorias, dizemos que F é uma equivalência de categorias trianguladas. É conhecido que
um quase inverso de uma equivalência triangulada também é uma equivalência triangulada
(vide, por exemplo, pag. 4 de [Hap88]).

Estrutura triangulada da categoria de homotopia
Vimos na Seção 1.5 que a categoria de homotopia de complexos K(A), sobre uma cate-

goria aditiva A, é uma categoria aditiva. Descrevemos agora uma família de triângulos em
K(A) que dão uma estrutura de categoria triangulada a esta categoria. Para tanto precisa-
mos do resultado seguinte, o qual mostra que podemos estender à categoria de homotopia o
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funtor translação [p] de C(A) e a sequência de objetos e morfismos

X•
f−→ Y •

µf−→ Cf
πf−→ X•[1],

descrita na expressão (1.2) da Seção 1.5.

Lema 1.6.3 Sejam f, g : X• → Y • dois morfismos em C(A) tais que f ∼ g. Então,

(a) f [p] ∼ g[p] e [p] é um automorfismo aditivo de K(A), para todo p ∈ Z; e

(b) existe um isomorfismo em C(A) do cone de f no cone de g, digamos h : Cf → Cg,
fazendo o diagrama seguinte comutar em K(A).

X•
f // Y •

µf // Cf
πf //

h

��

X•[1]

X• g
// Y • µg

// Cg πg
// X•[1]

Prova. (b) Por hipótese, existe uma homotopia (sn : Xn → Y n−1)n∈Z de f em g. Então,
definindo h : Cf → Cg por

hn :=

(
1n+1
X 0

−sn+1 1nY

)
: Xn+1 ⊕ Y n → Xn+1 ⊕ Y n,

temos que h é um morfismo de complexos onde cada componente hn é um isomorfismo em
A, cuja inversa é dada por

(hn)−1 :=

(
1n+1
X 0

sn+1 1nY

)
: Xn+1 ⊕ Y n → Xn+1 ⊕ Y n.

Logo, pelo Lema 1.5.1, h : Cf → Cg é um isomorfismo em C(A). Além disso, é fácil ver que
h ◦ µf = µg e πg ◦ h = πf . Em particular, o diagrama do enunciado comuta em K(A). 2

Definição 1.6.4 Seja f : X• → Y • um morfismo em C(A). Chamamos a sequência de ob-
jetos e morfismos

X•
f−→ Y •

µf−→ Cf
πf−→ X•[1]

de triângulo padrão em K(A) ligado à f . Um triângulo distinguido em K(A) é uma sequência
de objetos e morfismos em K(A),

X•
u−→ Y •

v−→ Z•
w−→ X•[1],

que é isomorfo (em K(A)) a um triângulo padrão.

Note que apesar de morfismos homotópicos em C(A) não “produzirem” necessariamente
o mesmo triângulo padrão, podemos garantir pelo Lema 1.6.3-(b) que tais triângulos são
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isomorfos em K(A). De modo que a família de triângulos distinguidos de K(A) está bem
definida. Portanto, a categoria de homotopia K(A) quando munida do funtor translação
T := [1] e da classe de triângulos distinguidos é uma categoria triangulada. Uma prova para
este fato pode ser encontrada, por exemplo, no Teorema 6.7 de [HJ10].

Com a mesma estrutura dada acima, também são trianguladas as categorias de homotopia
K−(A),K+(A),K−,b(A),K+,b(A) e Kb(A).

1.7 Categorias derivadas

Uma classe importante de categorias trianguladas é formada pelas categorias derivadas de
categorias abelianas. Tais categorias são obtidas das categorias de homotopia de complexos
por um processo de localização com respeito aos quase isomorfismos. Em outras palavras,
por um processo formal que torna invertível todos os quase isomorfismos da categoria de
homotopia.

Como na seção anterior, o que se segue é baseado em [HJ10] e [Alv14]. Não vamos des-
crever, formalmente, os morfismos da categoria derivada, uma vez que não vamos precisar
manipulá-los neste trabalho. Este também é motivo pelo qual não iremos falar sobre loca-
lização de categorias. Ao leitor interessado numa descrição formal dos morfismos categoria
derivada e/ou no estudo de localização de categorias, sugerimos, além das referências supra-
citadas, o Capítulo 10 de [Wei08] ou os clássicos “Residues and Duality”, [Har66](Cap. 1), e
“Catégories dérivées, état 0”, [Ver77], aonde o leitor encontrará, além destes assuntos, formas
diferentes (e equivalentes) de descrever a categoria derivada.

Definição
Nesta seção A será uma categoria abeliana e K(A) a categoria de homotopia de com-

plexos sobre A. Estamos particularmente interessados no caso em que A = mod Λ, onde Λ é
uma k-álgebra de dimensão finita. Neste caso, denotamos K(mod Λ) simplesmente por K(Λ).

Primeiro, observe que um morfismo de complexos f é um quase isomorfismo se e somente
se todo morfismo que é homotópico a f é um quase isomorfismo (vide Lema 1.5.5). De
modo que, a partir de agora, sempre que dissermos que um morfismo em K(A) é um quase
isomorfismo estará subentendido que qualquer uma de suas classes de equivalência é um
quase isomorfismo.

Teorema 1.7.1 ([HJ10], Teo. 7.10) Seja A uma categoria abeliana. Então, existe uma
categoria D(A), chamada a categoria derivada de A, e um funtor QA : K(A) → D(A),
chamado funtor localização, satisfazendo as seguintes propriedades:

(L1) Para todo quase isomorfismo s em K(A), QA(s) é um isomorfismo em D(A); e

(L2) Todo funtor G de K(A) em uma categoria qualquer D associando a todo quase isomor-
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fismo de K(A) um isomorfismo em D, fatora-se unicamente sobre QA.

K(A)
G //

QA ##

D

D(A)

==

2

Note que a propriedade (L2) implica, em particular, que a categoria derivada é única a
menos de equivalência de categorias.

Na prova do teorema acima define-se os objetos da categoria D(A) como sendo os mesmos
da categoria K(A) e o funtor localização QA como sendo a identidade sobre os objetos
de K(A). Logo, da propriedade (L1), podemos concluir que dois complexos X• e Y • são
isomorfos como objetos da categoria derivada D(A) sempre que existir um quase ismorfismo
de complexos s : X• → Y •.

Sobre os morfismos de D(A), podemos dizer, a grosso modo, o seguinte: um morfismo
f̄ de X• para Y • na categoria derivada D(A) pode ser representado por uma classe de
equivalência de uma fração f/s, onde f : Z• → Y • é um morfismo em K(A) e s : Z• → X•

um quase isomorfismo de K(A). Dizemos que duas frações f/s e g/t de X• para Y • são
equivalentes se existe um diagrama comutativo da forma

U•

r

}}

h

""
Z•

s

}} f
**

W •

t
tt

g

""
X• Y •,

onde s ◦ r é um quase isomorfismo (o que não significa que o par (r, h) é uma fração). Uma
prova de que tal relação é de fato uma relação de equivalência pode ser encontrada, por
exemplo, no Lema 2.2.1 de [Alv14]. Note que estamos visualizando cada fração f/s como
um “telhado” da forma abaixo.

Z•

s

}}

f

!!
X• Y •

É conhecido que a categoria derivada D(A) é uma categoria aditiva (vide, por exem-
plo, Proposição 7.15 de [HJ10]) e que o funtor localização QA é um funtor aditivo (vide,
por exemplo, Corolário 10.3.11 de [Wei08]). Ingredientes estes necessários para definirmos a
estrutura triangulada de D(A).
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Proposição 1.7.2 Seja A uma categoria abeliana. Então, a categoria derivada D(A) é uma
categoria aditiva e o funtor localização QA é um funtor aditivo. 2

Triângulos em D(A)

Podemos obter uma estrutura triangulada para a categoria derivada D(A) quando “trans-
portamos”, via o funtor localização QA : K(A)→ D(A), os triângulos da categoria de homo-
topia K(A).

O automorfismo T sobre D(A) é definido como o funtor translação [1] sobre os objetos,
ou seja, T (X•) = X•[1] para todo objeto X• ∈ D(A), e para um morfismo f̄ : X• → Y •

em D(A), representado por uma fração f/s, definimos T (f̄)
.
= f̄ [1] como uma classe de

equivalência do “telhado” seguinte.

Z•[1]
s[1]

{{

f [1]

##
X•[1] Y •[1]

Um triângulo em D(A) é um triângulo distinguido se ele é isomorfo (em D(A)) a imagem de
um triângulo distinguido de K(A) pelo funtor localização QA.

A categoria derivada D(A) quando munida do funtor T e da classe de triângulos distin-
guindos, como definidos acima, é uma categoria triangulada. Uma prova deste fato pode ser
encontrada, por exemplo, no Teorema 7.18 de [HJ10]. Com esta mesma estrutura, também
são trianguladas as categorias derevidas D−(A),D+(A) e Db(A) das categorias de homotopia
K−(A),K+(A) e Kb(A), respectivamente.

D−(mod Λ) versus K−(proj Λ)

Sejam A = mod Λ a categoria de módulos finitamente gerados sobre uma k-álgebra Λ de
dimensão finita e P .

= proj Λ a subcategoria plena de mod Λ dos módulos projetivos finita-
mente gerados. Denotamos a categoria de homotopia de complexos limitados inferiormente
simplesmente por K−(Λ); e por K−(P) a categoria de homotopia da categoria C−(P) de com-
plexos limitados inferiomente sobre P. Então, existe um funtor inclusão ι : K−(P)→ K−(Λ).
Denotando a categoria D−(mod Λ) simplesmente por D−(Λ) e o funtor localização de K−(Λ)

em D−(Λ) por Q−Λ , temos um funtor F : K−(P) → D−(Λ) dado pela composição Q−Λ ◦ ι.
Como consequência direta da Proposição 1.7.2 e das definições dos triângulos distinguidos
de K−(P) e de D−(Λ), tem-se que F é um funtor exato. E usando uma versão dual do Te-
orema III.5.21 do livro “Methods of Homological Algebra”, [GM03], temos o seguinte (bem
conhecido) resultado.

Teorema 1.7.3 O funtor F : K−(P)→ D−(Λ) é uma equivalência de categorias triangula-
das. 2

No próximo capítulo apresentamos uma prova da densidade do funtor F , a qual será útil
no desenvolmento daquele capítulo.



Capítulo 2

Complexidade na categoria derivada

Apresentaremos, neste capítulo, uma definição de complexidade na categoria derivada
(limitada superiormente) da categoria de módulos sobre uma k-álgebra de dimensão finita.
Veremos que nossa definição contempla a noção de complexidade como definida na categoria
de módulos e que algumas propriedades de complexidade de módulos podem ser reproduzidas
em objetos da categoria derivada. Por exemplo, daremos uma caracterização para os objetos
da categoria derivada que têm complexidade menor do que ou igual a 1. Em particular, ve-
remos que os objetos indecomponíveis da categoria derivada limitada que têm complexidade
zero são justamente aqueles que são finais de triângulos de Auslander-Reiten. Nosso princi-
pal resultado, que é mostrado na última seção, trata de uma conexão entre a complexidade
de objetos indecomponíveis da categoria derivada e a dimensão global forte da respectiva
álgebra.

Ao longo do capítulo, Λ denotará uma álgebra não semisimples e de dimensão finita sobre
um corpo k (não necessariamente algebricamente fechado); mod Λ a categoria de Λ-módulos
finitamente gerados; P .

= proj Λ a subcategoria plena de mod Λ cujos objetos são módulos
projetivos; C(P) e K(P) as categorias de complexos e de homotopia, respectivamente, sobre
P; D(Λ) a categoria derivada de mod Λ; pdM a dimensão projetiva de M ∈ mod Λ; e
gl.dim Λ a dimensão global da álgebra Λ.

Começaremos lembrando a definição de complexidade de sequências de inteiros não ne-
gativos e, em seguida, de módulos finitamente gerados sobre uma álgebra A de Artin.

Definição. Seja (bi)i uma sequência de inteiros não negativos. Dizemos que a complexidade
de (bi)i é no máximo n, e escrevemos cx(bi) ≤ n, se existe c ∈ Q tal que

bi ≤ c · in−1, para todo i ∈ N suficientemente grande (i� 0).

Se cx(bi) ≤ n mas cx(bi) � n − 1, dizemos que a sequência (bi)i tem complexidade igual a
n e escrevemos cx(bi) = n. Finalmente, dizemos que a complexidade de (bi)i é infinita, e
escrevemos cx(bi) =∞, se tal n não existe.

Para uma dada uma álgebra de Artin A, definimos a complexidade de um A-módulo
finitamente gerado M como sendo a complexidade da sequência dos números de Betti de M .

45
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Mais precisamente, seja

PM : · · · −→ P 2 d2−→ P 1 d1−→ P 0 d0−→M −→ 0 (2.1)

uma resolução projetiva minimal de M ∈ modA. Então, o i-ésimo número de Betti de M ,
denotado por βi(M), é definido como sendo o número de somandos indecomponíveis de P i.
Note que cada βi(M) é um inteiro não negativo e depende somente de M por que cada A-
módulo projetivo P i da resolução (2.1) é unicamente determinado (a menos de isomorfismos)
por M . Portanto, definimos a complexidade M , e denotamos por cx(M), como sendo a
complexidade da sequência (βi(M))i dos números de Betti de M .

Encerraremos este tópico com uma lista de propriedades sobre a complexidade de módulos
que, apesar de elementares, têm um papel importante na obtenção de outros resultados não
tão imediatos. Como se vê nas seções seguintes, procuramos apresentar uma versão para
cada uma destas propriedades em objetos da categoria derivada.

(a) cx(M) = 0 se e somente se pdM <∞. Em particular, se gl.dimA <∞ então cx(M) =

0, para todo M ∈ modA.

(b) cx(M) = 1 se e somente se pdM =∞ e M tem sequência de Betti limitada.

(c) cx(M) = 2 se e somente se existe c ∈ Q tal que βi(M) ≤ c · i, para i� 0.

(d) cx(M ⊕N) = max{cx(M), cx(N)}.

(e) Seja 0→M1 →M2 →M3 → 0 uma sequência exata em modA. Então,

cx(Mi) ≤ max{cx(Mj), cx(Ml)}

para {i, j, l} = {1, 2, 3}.

2.1 Complexos homotopicamente minimal

Antes de definir o conceito de complexidade em D−(Λ), introduziremos a noção de com-
plexo homotopicamente minimal. Veremos que esse conceito, sob certos aspectos, é equi-
valente a noção de complexo radical, definida no capítulo anterior. A noção de complexo
homotopicamente minimal terá papel fundamental na nossa definição de complexidade de
objetos da categoria derivada. A saber, usaremos frequentemente neste capítulo o fato, de-
vido a H. Krause ([Kra05]), de que todo complexo em C(P) pode ser escrito como uma soma
direta de um complexo homotopicamente minimal e de um complexo homotopicamente nulo
(vide Teorema 2.1.6).

Definição 2.1.1 ([Kra05]) Um complexo P • em C(P) é dito homotopicamente minimal se
todo automorfismo f : P • → P • em K(P) também é um automorfismo de complexos.
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Note que um isomorfismo f : X• → Y • em C(P) também é um isomorfismo em K(P). O
lema abaixo mostra que vale a recíproca quando os complexos X• e Y • são homotopicamente
minimais.

Lema 2.1.2 Todo isomorfismo em K(P) entre complexos homotopicamente minimais é tam-
bém um isomorfismo em C(P).

Prova. Seja f : P • → Q• um isomorfismo em K(P) onde P • e Q• são complexos homotopi-
camente minimais. Então existe g : Q• → P • tal que g ◦ f ∼ 1P • e f ◦ g ∼ 1Q• . Logo, por
g ◦ f : P • → P • ser um isomorfismo em K(P) e por P • ser um complexo homotopicamente
minimal, tem-se que g ◦ f é um isomorfismo em C(P). Em particular, pela Proposição 1.1.4-
(e), f é uma seção em C(P). Tem-se de forma análoga que f é uma retração em C(P) e,
portanto, um isomorfismo em C(P). 2

Dualizando o Lema B.1 de [Kra05], teremos o seguinte resultado.

Lema 2.1.3 ([Kra05]) Seja P • = (Pn, dn)n∈Z um complexo em C(P). As seguintes condi-
ções são equivalentes:

(i) O complexo P • é homotopicamente minimal.

(ii) Se Q• é um somando direto de P • que não é homotopicamente nulo, então Q• = 0.

(iii) A aplicação dn : Pn → Im(dn) é uma cobertura projetiva para todo n ∈ Z. 2

Observação 2.1.4 Segue da equivalência (i)-(ii) do lema acima que somando direto não
nulo de complexo homotopicamente minimal em C(P) é ainda um complexo homotopicamente
minimal. Compare isto com o Lema 1.5.9.

Vemos abaixo que os conceitos de complexo homotopicamente minimal e complexo radical
são equivalentes em C(P).

Lema 2.1.5 Um complexo P • = (Pn, dn) em C(P) é homotopicamente minimal se e so-
mente se ele é radical.

Prova. Suponha que P • seja homotopicamente minimal. Dado n ∈ Z qualquer, da equiva-
lência (i)-(iii) do Lema 2.1.3 tem-se que dn : Pn → Im(dn) é uma cobertura projetiva. Logo,
Nuc(dn) ⊆ rad (Pn) e, portanto, Im(dn−1) ⊆ Nuc(dn) ⊆ rad (Pn). Como n é um inteiro
arbitrário, isto mostra que P • é um complexo radical.

Reciprocamente, suponha que P • é um complexo radical e seja f : P • → P • um auto-
morfismo em K(P). Então, existe um morfismo de complexos g : P • → P • tal que f ◦g ∼ 1P •

e g ◦ f ∼ 1P • . Em particular, existe uma homotopia s de talque 1P • − g ◦ f = s ◦ d+ d ◦ s.
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Como P • é radical por hipótese, então Im(dn−1) ⊆ rad (Pn) para todo n ∈ Z. Logo, do Lema
1.5.8, tem-se que

[1Pn − gn ◦ fn](Pn) = [sn+1 ◦ dn + dn−1 ◦ sn](Pn) ⊂ rad (Pn) = Pn · rad Λ, ∀ n ∈ Z. (2.2)

Se para cada n ∈ Z denotarmos 1Pn − gn ◦ fn por hn, então, da expressão (2.2),

h2
n(Pn) = hn(hn(Pn)) ⊆ hn(Pn · rad Λ) = hn(Pn) · rad Λ ⊆ Pn · (rad Λ) · (rad Λ) = Pn · rad 2Λ.

Continuando este processo indutivamente, tem-se que hln(Pn) ⊂ Pn · rad lΛ, para todo l ≥ 1

e para todo n ∈ Z. Mas por Λ ser uma álgebra de dimensão finita, segue-se que rad Λ é
nilpotente e, portanto, cada hn = 1Pn − gn ◦ fn é nilpotente, todos com o mesmo índice de
nilpotência. Logo, a composta g ◦ f = 1P • − (1P • − g ◦ f) é um autormorfismo de P •. Em
particular, f é uma seção em C(P).

Usando o mesmo raciocínio para 1P • − f ◦ g, chegaremos que f é uma retração em C(P).
Portanto, f é um automorfismo em C(P), como queríamos demonstrar. 2

A prova de que todo complexo radical é um complexo homotopicamente minimal, dada
acima, é apenas uma adaptação do item (1) da Proposição 3.1 de [BL13]. Vale salientar que
apesar de termos uma prova independente, optamos pela demonstração de Liu e Bautista
por se tratar de uma ideia usada em outras momentos deste texto.

O próximo resultado (dual da Proposição B.2 de [Kra05]) mostra que todo complexo P •

em C(P) admite uma decomposição P • = P •1 ⊕ P •2 , onde P •1 é um complexo radical e P •2 é
homotopicamente nulo.

Teorema 2.1.6 ([Kra05]) Todo objeto P • ∈ C(P) admite uma decomposição P • = P •1 ⊕
P •2 , onde P •1 é um complexo radical e P •2 é homotopicamente nulo. Além disso, o com-
plexo P •1 é unicamente determinado no seguinte sentido: dada uma segunda decomposição
P • = Q•1 ⊕ Q•2, onde Q•1 é um complexo radical e Q•2 é homotopicamente nulo, a aplicação
canônica P •1 � P • � Q•1 é um isomorfismo em C(P). 2

Observação 2.1.7 Note que se P • é um complexo em C(P) e P • = P •1 ⊕P •2 é uma decom-
posição de P • como no teorema acima, então P • e P •1 são isomorfos em K(P).

Finalizaremos esta seção mostrando que os complexos indecomponíveis radicais de C(P)

e K(P) são os mesmos.

Lema 2.1.8 Seja X• = (Xi, diX) ∈ C(P) um complexo radical. Então, X• é indecomponível
em C(P) se e somente se X• é indecomponível em K(P).

Prova. (⇐) Suponha que X• é indecomponível em K(P) e seja Y • um somando direto, não
nulo, de X• em C(P). Então, é claro que X• é um complexo diferente de zero e, pelos lemas
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2.1.5 e 2.1.3 (equivalência (i)⇔(ii)) e pela Observação 2.1.4, Y • é um complexo radical e
não nulo em K(P). Logo, como X• é indecomponível em K(P) e Y • também é um somando
direto de X• em K(P), segue que X• ∼= Y • em K(P). Portanto, pelo Lema 2.1.2, temos que
X• ∼= Y • em C(P).

(⇒) Suponha agora que X• é indecomponível em C(P). Para ver que X• é um objeto
não nulo de K(P), basta observar que para qualquer sequência de homomorfismos

(si+1 : Xi+1 → Xi)i∈Z,

temos que Im(sn+1 ◦ dnX + dn−1
X ◦ sn) ⊆ radXn e, portanto, sn+1 ◦ dn + dn−1 ◦ sn 6= 1Xn .

Seja Y • = (Y i, diY ) um somando direto não nulo de X• em K(P). Pelo Teorema 2.1.6,
podemos supor que Y • é um complexo radical. Assim, se ι : Y • → X• é uma seção em
K(P), então existe um morfismo π : X• → Y • tal que 1Y • − π ◦ ι é homotopicamente
nulo. Como consequência existe uma homotopia r = (ri+1 : Y i+1 → Y i)i∈Z de 1Y • tal que
1Y n − πn ◦ ιn = rn+1 ◦ dnY + dn−1

Y ◦ rn, para todo n ∈ Z. Mas como cada dnY é um morfismo
radical, então todos os morfismos 1Y n−πn◦ιn são radicais. Logo, para todo n ∈ Z, temos que
(1Y n − πn ◦ ιn)l = 0, onde l é o índice de nilpotência de rad Λ, e portanto (1Y • − π ◦ ι)l = 0.
Isto é suficiente para concluírmos que π ◦ ι é um isomorfismo de complexos e, em particular,
ι : Y • → X• é uma seção em C(P). Logo, por X• ser um indecomponível em C(P), Y • = X•.
Isto conclui a prova. 2

2.2 Complexidade em D−(Λ)

Como na categoria de módulos, definimos primeiro a noção de número de Betti em
D−(Λ) antes de definir o conceito de complexidade nesta categoria. Vamos começar definindo
números de Betti de objetos de K−(P).

Definição 2.2.1 Seja P • ∈ K−(P) e considere uma decomposição P • = P •1 ⊕P •2 em C−(P),
onde P •1 é radical e P •2 é homotopicamente nulo, conforme Teorema 2.1.6. Para cada i ∈ Z,
defina βi : K−(P) → N ∪ {0} como sendo a função que associa a cada objeto P • de K−(P)

o número natural dado pela quantidade de somandos indecomponíveis projetivos da i-ésima
componente P i1 do complexo P •1 . Tal número será denotado por βi(P •) e chamado de i-ésimo
número de Betti de P •.

Note que se P • = Q•1 ⊕ Q•2 é outra decomposição de P •, onde Q•1 é radical e Q•2 é
homotopicamente nulo, segue do Teorema 2.1.6 que P •1 ∼= Q•1 em C−(P) e, em particular,
P i1
∼= Qi1 para todo i ∈ Z (vide Lema 1.5.1-(c)). Isto mostra que a relação βi, como definida

acima, é de fato uma função.
Vamos usar a equivalência

F : K−(P) ↪→ K−(Λ)
Q−Λ−→ D−(Λ),



50 COMPLEXIDADE NA CATEGORIA DERIVADA 2.2

dada no Teorema 1.7.3, para estender a noção de números de Betti na categoria K−(P) para
a categoria D−(Λ). Para tanto, precisamos ver que a sequência dos números de Betti de
objetos em K−(P) é a mesma para aqueles objetos que têm imagens, por F , isomórficas em
D−(Λ).

Lema 2.2.2 Seja F : K−(P)→ D−(Λ) a equivalência triangulada dada acima e suponha que
P • e Q• são dois objetos de K−(P) tais que F (P •) ∼= F (Q•) em D−(Λ). Então, βi(P •) =

βi(Q
•) para todo i ∈ Z.

Prova. Dado que F : K−(P) → D−(Λ) é uma equivalência, o isomorfismo F (P •) ∼= F (Q•)

em D−(Λ) implica que os complexos P • e Q• são isomorfos em K−(P). Sejam P • = P •1 ⊕P •2
e Q• = Q•1⊕Q•2 decomposições de P • e Q• em C−(P), onde P •1 e Q•1 são complexos radicais e
P •2 e Q•2 são complexos homotopicamente nulos. Assim, como P • ∼= P •1 e Q• ∼= Q•1 em K−(P)

(vide Observação 2.1.7), segue-se do isomorfismo P • ∼= Q• que P •1 ∼= Q•1 em K−(P). Logo,
do Lema 2.1.2, P •1 ∼= Q•1 em C−(P), pois, por hipótese, P •1 e Q•1 são ambos homotopicamente
minimais. De onde segue que Qi1 ∼= P i1, para todo i ∈ Z, ou seja, βi(P •) = βi(Q

•) para todo
i ∈ Z. 2

Pela densidade da equivalência F : K−(P) → D−(Λ), temos que para cada objeto M•

em D−(Λ) existe um objeto P • em K−(P) tal que F (P •) ∼= M• em D−(Λ). Tendo em vista
este fato e o lema acima, podemos finalmente definir a noção de número de Betti em D−(Λ).

Definição 2.2.3 Seja M• ∈ D−(Λ) e considere P • ∈ K−(P) tal que F (P •) ∼= M• em
D−(Λ). Então, define-se o i-ésimo número de Betti de M•, denotado por βi(M•), como
sendo βi(P •).

Note que o Lema 2.2.2 garante que a definição acima não depende da escolha do objeto
P • de K−(P). Também é natural esperar que a sequência dos números de Betti em D−(Λ)

seja invariante sob isomorfismos. É o que mostra o resultado abaixo.

Lema 2.2.4 Sejam M• e N• dois objetos de D−(Λ) que são isomorfos. Então, βi(M•) =

βi(N
•), para todo i ∈ Z.

Prova. Sejam P • e Q• objetos de K−(P) tais que F (P •) ∼= M• e F (Q•) ∼= N•, em
D−(Λ). Logo F (P •) ∼= F (Q•) e segue do Lema 2.2.2 que βi(P

•) = βi(Q
•). Portanto,

βi(M
•) = βi(N

•) para todo i ∈ Z. 2

Vamos incluir aqui uma prova da densidade da equivalência F : K−(P)→ D−(Λ) – dada
em [GM03](III.5.21) –, a qual será útil, por exemplo, para o cálculo dos números de Betti de
certos objetos da categoria derivada.
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Densidade do funtor F : K−(P)→ D−(Λ)

Seja M• = (M i, di)i∈Z um objeto em D−(Λ). Suponha, sem perda de generalidade, que
M i = 0 para todo i > 0. Note que para verificar a densidade de F é suficiente construir
um complexo P • em K−(P) e um quasi-isomorfismo s : P • →M•. Faremos isto por indução
sobre i.

• Seja s0 : P 0 →M0 a cobertura projetiva de M0 e considere o pullback seguinte.

Y −1 a−1
//

b−1

��

P 0

s0
��

M−1

d−1
//M0

Agora considere a cobertura projetiva de Y −1, digamos t−1 : P−1 → Y −1, e defina os
homomorfismos e−1 := a−1 ◦ t−1 : P−1 → P 0 e s−1 := b−1 ◦ t−1 : P−1 →M−1.

P−1 t−1
//

e−1

��

s−1 ++

Y −1 a−1
//

b−1

��

P 0

s0
��

M−1

d−1
//M0

Neste caso, temos que

s0 ◦ e−1 = s0 ◦ a−1 ◦ t−1 = d−1 ◦ b−1 ◦ t−1 = d−1 ◦ s−1. (2.3)

• Suponha definidos Pn, en e sn para n ∈ {−1,−2, . . . , i} e sejaKi := Nuc(ei). Tomamos
a inclusão ιi : Ki → P i, o pullback

Y i−1 ai−1
//

bi−1

��

Ki

siιi
��

M i−1

di−1
//M i

e a cobertura projetiva ti−1 : P i−1 → Y i−1, e assim definimos os homomorfismos ei−1 :=

ιi ◦ ai−1 ◦ ti−1 : P i−1 → P i e si−1 := bi−1 ◦ ti−1 : P i−1 →M i−1.

P i−1 ti−1
//

ei−1

$$

si−1 ++

Y i−1 ai−1
//

bi−1

��

Ki ιi // P i

si
��

M i−1

di−1
//M i
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Neste caso, temos que

si ◦ ei−1 = si ◦ ιi ◦ ai−1 ◦ ti−1 = di−1 ◦ bi−1 ◦ ti−1 = di−1 ◦ si−1, ∀ i ≤ −1. (2.4)

Usando a construção acima, seja P • = (P i, ei)i∈Z, onde P i = 0 para todo i > 0. Então,
P • é um objeto de K−(P). De fato, é claro que P • é limitado superiormente e por constução
suas componentes estão em P. Além disso, como para todo i ≤ −1 temos que ιi é a inclusão
de Nuc(ei) em P i, segue-se que

ei ◦ ei−1 = ei ◦ ιi︸ ︷︷ ︸
=0

◦ ai−1 ◦ ti−1 = 0, ∀i ≤ −1.

Segue das expressões (2.3) e (2.4) que os homomorfismos sn : Pn → M s determinam um
morfismo de complexos s = (sn)n : P • →M•. Para a prova de que s é um quase isomorfismo,
veja [GM03](III.5.21). Portanto, P • ∼= M• em D−(Λ).

A partir de agora, denotaremos o complexo P •, obtido na construção acima, por P (M•) e
o chamaremos de resolução de M• em K−(P). Neste caso, temos que βi(M•) = βi(P (M•)),
para todo i ∈ Z. Temos também como consequência direta da construção de P (M•) os
seguintes fatos.

Observação 2.2.5 (a) Note que s : P (M•) → M• ser um quase isomorfismo implica que
as cohomologias de P (M•) e de M• são isomorfas, em cada grau. De modo que se
M• ∈ Db(Λ), então P (M•) tem cohomologia limitada, ou seja, P (M•) ∈ K−,b(P).

(b) Seja M um Λ-módulo e considere o complexo M• como sendo o concentrado de M em
grau zero. Vendo M• como um objeto de Db(Λ), tem-se que a resolução de M• em
K−,b(P) é a resolução projetiva minimal de M em mod Λ. De fato, basta observar
que do item (a) tem-se que P (M•) é um complexo acíclico e aplicando a definição
categórica de núcleo em cada passo da construção de P (M•) tem-se que Y −1 = Nuc(s0)

e Y n = Nuc(en), para todo n ≤ −2.

Dadas estas observações, vemos abaixo que o conceito de números de Betti, como definido
em 2.2.3, estende a noção de números de Betti na categoria de módulos.

Proposição 2.2.6 Seja M• ∈ Db(Λ) o complexo concentrado em grau zero de um módulo
M ∈ mod Λ. Então, βi(M) = β−i(M

•) para todo i ≥ 0.

Prova.O resultado segue do item (b) da Observação 2.2.5, uma vez que βi(M•) = β−i(P (M•))

para todo i ≥ 0. 2

Complexidade
Sejam M• ∈ D−(Λ), n ∈ Z e M•[n] seu o transladado de grau n. Logo, se P • ∈ K−(P)

é tal que F (P •) ∼= M• em D−(Λ), então

M•[n] ∼= F (P •)[n] ∼= F (P •[n]).
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Em particular, βi(M•[n]) = βi+n(M•) para todo i ∈ Z. Portanto, não estaremos perdendo
nada em supor, a partir de agora, a menos de menção em contrário, que βi(M•) denota o
i-ésimo número de Betti de um objeto M• ∈ D−(Λ) cuja componente homogênea de grau
zero é não nula e todas as componentes de grau positivo são iguais a zero. Isto é, M0 6= 0 e
Mn = 0 para todo n > 0. Finalmente, a definição de complexidade em D−(Λ).

Definição 2.2.7 Seja M• um objeto de D−(Λ).

(a) Dizemos que a complexidade deM• é no máximo n, e escrevemos cx(M•) ≤ n, se existe
c ∈ Q tal que βi(M•) ≤ c · |i|n−1, para todo i� 0.

(b) Dizemos que a complexidade deM• é igual a n, e escrevemos cx(M•) = n, se cx(M•) ≤
n mas cx(M•) � n− 1.

(c) Dizemos que a complexidade de M• é infinita, e escrevemos cx(M•) =∞, se tal n não
existe.

Observação 2.2.8 A definição de complexidade de um objeto em K−(P) é dada como
acima, aonde usamos o conceito de números de Betti em K−(P).

É imediato da definição que a complexidade de um objeto M• ∈ D−(Λ) não depende
de uma quantidade finita de termos da sequência dos números de Betti de M•. Além disso,
como βi(M•[j]) = βi+j(M

•), para todo M• ∈ D−(Λ) e todo i, j ∈ Z, a complexidade de um
objeto de D−(Λ) é invariante sob translações, isto é, cx(M•) = cx(M•[n]) para todo n ∈ Z.
Juntando este fato com a Proposição 2.2.6, vemos que a noção de complexidade em D−(Λ)

estende o conceito de complexidade na categoria mod Λ no seguinte sentido: se considerarmos
M ∈ mod Λ como sendo um complexo concentrado, digamos M•, então cx(M) = cx(M•).
Finalmente, segue do lemas 2.2.2 e 2.2.4 que a complexidade é invariante sob isomorfismos
em D−(Λ) e que a complexidade de um objeto M• de D−(Λ) pode ser “calculada” usando a
resolução de M• em K−(P). Resumimos na proposição seguinte estas propriedades.

Proposição 2.2.9 Sejam M• e N• dois objetos de D−(Λ) e seja M ∈ mod Λ. Então:

(i) cx(M•) = cx(M•[n]) para todo n ∈ Z.

(ii) Se M• é o concentrado do módulo M , então cx(M•) = cx(M).

(iii) Se M• e N• são dois objetos isomorfos em D−(Λ), então cx(M•) = cx(N•).

(iv) cx(M•) = cx(P (M•)). 2

Vimos acima que quando consideramos um módulo como sendo um objeto da categoria
derivada limitada sua complexidade na categoria de módulos coincide com a complexidade
na categoria derivada. Na verdade vale um pouco mais do que isto, conforme proposição
abaixo.
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Proposição 2.2.10 Seja M• = (M i, di) um objeto de Db(Λ). Então, existe um Λ-módulo
KM• tal que cx(M•) = cx(KM•).

Prova. Suponha que Md 6= 0 e que M i = 0 para todo i < d ≤ 0. Temos da construção de
P (M•) o diagrama seguinte

Y d−1 ad−1
//

��

Nuc(ed)
ιd // P d

sd

��

ed // P d+1 //

sd+1

��

· · ·

· · · // 0 //Md //Md+1 // · · · ,

onde Y d−1 é o pullback dos homomorfismos Nuc(ed)
sdιd−→Md ←− 0, que por sua vez é igual

a Nuc(sd ◦ ιd) = Nuc(ed) ∩ Nuc(sd), e ad−1 é a inclusão de Y d−1 em Nuc(ed). Tomando
KM• := Y d−1 = Nuc(ed) ∩ Nuc(sd), temos que td−1 : P d−1 → KM• é cobertura projetiva.
Repetindo este argumento para cada passo da construção de P (M•), chegamos ao diagrama
seguinte.

· · · //

$$ $$

P d−2

%% %%

ed−2
//

0

��

P d−1

## ##

ed−1
//

0

��

P d

sd

��

Nuc(ed−2)
+ �

99

Nuc(ed−1)
+ �

99

KM•

- 

<<

· · · // 0 // 0 //Md

Logo,
· · · −→ P d−2 −→ P d−1 −→ KM• −→ 0

é a resolução projetiva minimal de KM• e, neste caso, βj+d−1(M•) = β|j|(KM•), para todo
j ≤ 0. Portanto, cx(M•) = cx(KM•), uma vez que a complexidade não depende de uma
quantidade finita de termos da sequência dos números de Betti e ela pode ser calculada via
P (M•). 2

Corolário 2.2.11 Seja Λ uma k-álgebra de dimensão finita. Então, gl.dim Λ <∞ se e so-
mente se todo objeto de Db(Λ) tem complexidade nula. 2

Veremos abaixo uma caracterização dos objetos cuja complexidade é igual a 0 ou a 1.
Ficará claro na prova que esta caracterização de M• ∈ D−(Λ) poderia ser dada em termos
de um objeto qualquer da imagem inversa de M• pela equivalência F . Fizemos a opção pela
resolução P (M•) por esta ser dada explicitamente em termos do objeto M•.

Proposição 2.2.12 Seja M• ∈ D−(Λ). Então

(i) cx(M•) = 0 se e somente se P (M•) ∈ Kb(P).
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(ii) cx(M•) = 1 se e somente se P (M•) /∈ Kb(P) e M• tem sequência de Betti limitada.

Prova. Seja P (M•) = P •1 ⊕ P •2 uma decomposição de P (M•) como no Teorema 2.1.6.

(i) (⇐) Suponha que P (M•) ∈ Kb(P). Como P •1 é um somando direto de P (M•) na
categoria complexos e P (M•) é um complexo limitado, então P •1 ∈ Cb(P). De modo
que existe apenas uma quantidade finita de termos da sequência de Betti de M• que é
diferente de zero. Logo, cx(M•) = 0.

(⇒) Se cx(M•) = 0 então existe c ∈ Q tal que 0 ≤ βi(M
•) ≤ c/|i|, para todo i � 0.

Como cada βi(M•) é um inteiro não negativo, segue-se que βi(M•) = 0 para todo
i � 0. Logo, P •1 é um complexo limitado e como P (M•) ∼= P •1 em K−(P), temos que
P (M•) ∈ Kb(P).

(ii) (⇒) Suponha que cx(M•) = 1. Então P (M•) /∈ Kb(P), pelo item (i); e existe c ∈ Q
tal que βi(M•) ≤ c · |i|1−1 = c, para todo i� 0, pela definição de complexidade.

(⇐) De P (M•) /∈ Kb(P) segue que cx(M•) > 0. E por M• ter sequência de Betti
limitada segue que cx(M•) ≤ 1. 2

Corolário 2.2.13 (i) Se M• ∈ D−(Λ) é tal que cx(M•) = 0, então M• ∈ Db(Λ).

(ii) Seja M• ∈ Db(Λ). Então cx(M•) = 1 se e somente se pdKM• = ∞ e KM• tem
sequência de Betti limitada, onde KM• é o Λ-módulo obtido na Proposição 2.2.10.

Prova.

(i) Segue do fato de M• ∼= P (M•) em D−(Λ) e do item (i) da proposição acima.

(ii) Segue do item (ii) da proposição acima e da igualdade cx(M•) = cx(K•M ), obtida na
Proposição 2.2.10. 2

Note que a segunda parte do corolário acima sugere que não vale, em geral, a recíproca
do primeiro item. Isto é, pode existir objetos de Db(Λ) cuja complexidade é diferente de zero.
De fato, basta tomar um módulo de dimensão projetiva infinita cuja complexidade é igual
a 1 (ou, equivalentemente, com sequência de Betti limitada). Daí, temos que o complexo
concentrado neste módulo é um objeto de Db(Λ) com complexidade é igual a 1.

2.3 Complexidade e triângulos

Vimos no início deste capítulo que existe uma relação entre as complexidades dos termos
de uma sequência exata na categoria de módulos. Veremos agora que vale uma relação
similiar para as complexidades dos termos de um triângulo em D−(Λ). Veremos também
uma outra forma de caracterizar os objetos em Db(Λ) de complexidade zero, a saber, em
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termos de triângulos de Auslander-Reiten de Db(Λ), quando estes existirem. Para tanto,
vamos precisar, além dos resultados da última seção, do resultado principal do trabalho de
D. Happel ([Hap91]) em que o autor mostra condições necessárias e suficientes sobre Λ para
que Db(Λ) tenha triângulos de Auslander-Reiten.

Vamos começar definindo os conceitos de triângulo de Auslander-Reiten e de catego-
ria com triângulos de Auslander-Reiten. Para definições equivalentes e propriedades destes
conceitos, o leitor poderá consultar, por exemplo, [Hap88].

Seja C uma k-categoria triangulada (com automorfismo T : C → C), Hom-finita e Krull-
Schmidt. Um triângulo em C

X
u−→ Y

v−→ Z
w−→ T (X) (2.5)

é chamado de triângulo de Auslander-Reiten se satisfaz as seguintes condições:

(AR1) X e Z são indecomponíveis;

(AR2) v não é uma retração; e

(AR3) Se f : W → Z não é uma retração, então existe f ′ : W → Y tal que f = v ◦ f ′.

Dizemos que a categoria C tem triângulos de Auslander-Reiten se para todos objetos
indecomponíveis Z ∈ C existe um triângulo satisfazendo as condições acima. O triângulo
(2.5) é chamado de triângulo de Auslander-Reiten terminando em Z.

Sabemos, por exemplo, que os triângulos de Auslander-Reiten de Db(Λ) que são provi-
nientes de sequências de Auslander-Reiten de mod Λ, da forma

0 −→ X
u−→ Y

v−→ Z −→ 0, (2.6)

são aqueles em que idX ≤ 1 e pdZ ≤ 1. Em outras palavras, se w ∈ Ext1
Λ(Z,X) ∼=

HomDb(Λ)(Z,X[1]) é o elemento correspondente a sequência (2.6), então

X
u−→ Y

v−→ Z
w−→ X[1]

é um triângulo de Auslander-Reiten em Db(Λ) se e somente se idX ≤ 1 e pdZ ≤ 1 (vide
[Hap88] – Capítulo I, seção 4.7). Em particular, o termo final de tais triângulos têm comple-
xidade zero. Veremos a seguir que este fato também é válido para o termo final de qualquer
triângulo de Auslander-Reiten de Db(Λ). Para tanto, vamos precisar do seguinte resultado.

Teorema 2.3.1 ([Hap91], Th. 1.4) Sejam Λ uma k-álgebra de dimensão finita e Z• um
objeto indecomponível de K−,b(P). Então, existe um triângulo de Auslander-Reiten

X• −→ Y • −→ Z• −→ X•[1]

se e somente se Z• ∈ Kb(P).
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Proposição 2.3.2 Seja Z• ∈ Db(Λ) um indecomponível. Então, existe um triângulo de
Auslander-Reiten terminando em Z• se e somente se cx(Z•) = 0.

Prova. Pelo teorema anterior e pela equivalência triangulada F : K−,b(P) → Db(Λ), temos
que um indecomponível Z• ∈ Db(Λ) é final de um triângulo de Auslander-Reiten se e so-
mente se sua resolução P (Z•) pertence aKb(P). O resultado segue da Proposição 2.2.12-(i). 2

Encerraremos esta seção mostrando que a complexidade de qualquer termo de um triân-
gulo distinguido de D−(Λ) não ultrapassa o máximo da complexidade dos outros dois termos
deste triângulo. Para isto, precisaremos do seguinte lema.

Lema 2.3.3 Sejam M• e N• dois objetos em D−(Λ). Então

cx(M• ⊕N•) = max{cx(M•), cx(N•)}.

Prova. Sejam P •, Q• ∈ K−(P) tais que F (P •) ∼= M• e F (Q•) ∼= N•, em D−(Λ). Então,
dado que F é funtor aditivo, F (P •⊕Q•) = F (P •)⊕F (Q•) ∼= M•⊕N•, em D−(Λ), e assim
βi(M

• ⊕ N•) = βi(P
• ⊕ Q•), para todo i ∈ Z. Além disso, tem-se do Teorema 2.1.6 que

os complexos P • e Q• admitem decomposições P • = P •1 ⊕ P •2 e Q• = Q•1 ⊕ Q•2, onde P •1 e
Q•1 são radicais e P •2 e Q•2 são homotopicamente nulos. Logo, como P •1 ⊕Q•1 é um complexo
radical e P •2 ⊕ Q•2 é um complexo homotopicamente nulo, então (P •1 ⊕ Q•1) ⊕ (P •2 ⊕ Q•2) é
uma decomposição para P • ⊕ Q• como no Teorema 2.1.6. Em particular, βi(P • ⊕ Q•) =

β1(P •) + βi(Q
•), para todo i ∈ Z. Portanto,

βi(M
• ⊕N•) = βi(M

•) + βi(N
•), para todo i ∈ Z. (2.7)

Pela igualdade acima, temos que a tese é clara nos casos em que cx(M•) = ∞ ou
cx(N•) = ∞. Então, suponha que cx(M•) = m < ∞ e cx(N•) = n < ∞. Logo, existem
c, d ∈ Q tais que βi(M•) ≤ c·|i|m−1 e βi(N•) ≤ d·|i|n−1, para todo i� 0. Seja r = max{c, d}
e s = max{m,n}. Assim, pela igualdade (2.7) temos que

βi(M
• ⊕N•) ≤ c · |i|m−1 + d · |i|n−1

≤ r · |i|s−1 + r · |i|s−1

= 2r · |i|s−1, para todo i� 0.

Portanto,
cx(M• ⊕N•) ≤ s = max{cx(M•), cx(N•)}.

Para verificar que vale a igualdade, basta notar que se existe um inteiro t < s e um
racional c′ tais que βi(M• ⊕ N•) ≤ c′ · |i|t−1, para todo i � 0, então βi(M•) ≤ c′ · |i|t−1 e
βi(N

•) ≤ c′ · |i|t−1, para todo i� 0, o que contradiz a minimalidade de m e n. 2
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Proposição 2.3.4 Seja η : M•1 →M•2 →M•3 →M•1 [1] um triângulo distinguido em D−(Λ).
Então, a desigualdade

cx(M•i ) ≤ max{cx(M•j ), cx(M•l )} (2.8)

é verdadeira para {i, j, l} = {1, 2, 3}.

Prova. Vamos mostrar somente a desigualdade

cx(M•3 ) ≤ max{cx(M•1 ), cx(M•2 )}.

As outras duas desigualdades podem ser verificadas de forma análoga usando o fato da
complexidade ser invariante sob translações; e o axioma (TR3) da definição de categoria
triangulada, isto é, que M•2 → M•3 → M•1 [1] → M•2 [1] e M•3 → M•1 [1] → M•2 [1] → M•3 [1]

também são triângulos distinguidos em D−(Λ).
Dado que os triângulos distinguidos de D−(Λ) são isomorfos a imagem dos triângulos

distiguidos de K−(P) pela equivalência triangulada F : K−(P)→ D−(Λ); os triângulos dis-
tinguidos de K−(P) são isomorfos a triângulos (padrões) da forma

X•
f−→ Y •

µf−→ Cf
πf−→ X•[1]; (2.9)

e a complexidade é invariante sob isomorfismos e sob a imagem do funtor F , então podemos
“substituir” o triângulo η de D−(Λ) pelo triângulo padrão (2.9) de K−(P), ou seja, é suficiente
verificar a desigualdade

cx(Cf ) ≤ max{cx(X•), cx(Y •)}.

Para tanto, considere as decomposições X• = X•1 ⊕X•2 e Y • = Y •1 ⊕ Y •2 como no Teorema
2.1.6. Escrevendo o morfismo f : X• → Y • na forma matricial

f =

(
f11 f12

f21 f22

)
, onde fij : X•j → Y •i ,

temos que os morfismos f12, f21 e f22 são homotópicos a zero, uma vez que X•2 e Y •2 são,
por construção, complexos homotopicamente nulos. Logo, temos o diagrama comutativo em
K−(P)

X•
f //

(1 0)

��

Y •
µf //

(1 0)

��

Cf
πf // X•[1]

(1 0)[1]

��
X•1 f11

// Y •1 µf11

// Cf11 πf11

// X•1 [1]

que, pelo axioma (TR4), pode ser completado a um morfismo de triângulos em K−(P), isto
é, existe um morfismo de complexos h : Cf → Cf11 fazendo o diagrama acima comutativo
em K−(P). Além disso, como os morfismos correspondentes as duas primeiras flechas verti-
cais são isomorfismos em K−(P), h também é um isomorfismo (vide Proposição 1.6.2). Em



2.4 COMPLEXIDADE E DIMENSÃO GLOBAL FORTE 59

particular,

cx(Cf ) = cx(Cf11). (2.10)

Por outro lado, dado que (Cf11)i = (X•1 [1])i ⊕ (Y •1 )i, para todo i ∈ Z, e os complexos X•1 [1]

e Y •1 são, respectivamente, os somandos diretos radicais de X•[1] e Y • usados para o cálculo
de suas rescpectivas sequências de Betti, temos que

βi(Cf11) ≤ βi(X•[1]⊕ Y •), para todo i ∈ Z.

Portanto, cx(Cf11) ≤ cx(X•[1]⊕ Y •) e, pelo Lema 2.3.3 e pela igualdade (2.10),

cx(Cf ) ≤ cx(X•[1]⊕ Y •) = max{cx(X•[1]), cx(Y •)} = max{cx(X•), cx(Y •)},

como queríamos demonstrar. 2

Note que a desigualdade (2.8), obtida na proposição anterior, pode ser estrita. De fato,
basta tomar o triângulo distinguido

X•
1−→ X• −→ 0 −→ X•[1],

em D−(Λ), com X• sendo um objeto de complexidade diferente de zero.

2.4 Complexidade e dimensão global forte

O objetivo desta seção é mostrar que podemos relacionar a noção de complexidade de
objetos indecomponíveis de D−(Λ) com a dimensão global forte de Λ. Fomos motivados pelos
seguintes fatos: vimos no final da Seção 2.2 que os objetos de D−(Λ) cuja complexidade é
nula são justamente aqueles em que sua resolução pertence a Kb(P); como consequência
deste resultado, mostramos na Proposição 2.3.2 que é possível decidir se Λ tem dimensão
global finita analisando a complexidade dos indecomponíveis de Db(Λ); e, finalmente, pelo
fato (bem conhecido) de que a dimensão global de Λ não excede sua dimensão global forte.1

Dimensão global forte
Sejam Λ uma k-álgebra de dimensão finita e X• ∈ Cb(Λ), não nulo. Então, existem

inteiros r ≤ s tais que Xr 6= 0 6= Xs e Xi = 0 para todo i < r ou i > s. Neste caso,
definimos o comprimento de X• como sendo `(X•) := s − r. Portanto, a dimensão global
forte de Λ é definida por

s.gl.dim Λ := sup{`(P •) : P • ∈ Cb(P) indecomponível}.
1Apresentaremos aqui uma prova alternativa para este fato.
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Note que da desigualdade

gl.dim Λ ≤ s.gl.dim Λ (2.11)

e da Proposição 2.3.2, temos que se s.gl.dim Λ < ∞ então cx(M•) = 0, para todo inde-
componível M• ∈ Db(Λ). No entanto, a recíproca não é verdadeira em geral, isto é, o fato
da complexidade de todos os indecomponíveis de Db(Λ) ser nula, não significa, necessari-
amente, que s.gl.dim Λ < ∞. De fato, basta lembrar que existem álgebras cuja dimensão
global é finita (o que implica que todo indecomponível M• ∈ Db(Λ) tem complexidade zero)
e cuja dimensão global forte é infinita (veremos isto no Exemplo 3.4.2 e no exemplo dado na
Seção 4.2). Em resumo, não parece existir uma relação simples, nos moldes da Proposição
2.3.2, entre a dimensão global forte e a complexidade de indecomponíveis de Db(Λ). Porém,
o resultado seguinte nos levou a outros questionamentos.

Lema 2.4.1 Seja M ∈ ind Λ e denote por P (M) sua resolução projetiva minimal

P (M) = · · · → Pn −→ Pn+1 −→ · · · −→ P−1 −→ P 0 −→ 0→ · · · .

Então, P (M) é um objeto indecomponível de C−(P) em que cada truncamento bruto τ≥mP (M),
com m ≤ −1, é um complexo radical indecomponível em Cb(P).

Antes de apresentar uma prova para este resultado, faremos um resumo de algumas de
suas implicações. Primeiro, veremos uma prova alternativa para a já conhecida desigualdade
(2.11). Em seguida, ainda como consequência deste resultado, veremos que é possível concluir
que se existe um módulo indecomponível em mod Λ cuja complexidade é maior do que zero,
então s.gl.dim Λ = ∞. Neste ponto, naturalmente, perguntamos se vale a recíproca: “se
s.gl.dim Λ = ∞ então existe M ∈ ind Λ tal que cx(M) ≥ 1?”. A resposta é sim no caso
em que gl.dim Λ = ∞ e não no caso em que gl.dim Λ < ∞. Na verdade, é conhecido que a
existência ou não de um módulo indecomponível cuja complexidade é diferente de zero não
depende da dimensão global forte da álgebra. De fato,

• se gl.dim Λ = ∞ então existe M ∈ ind Λ tal que pdM = ∞. De onde segue-se que
cx(M) ≥ 1;

• se gl.dim Λ <∞ então pdM <∞, qualquer que seja M ∈ ind Λ. Em particular, todo
módulo finitamente gerado tem complexidade nula.

Daremos a seguir provas para o Lema 2.4.1 e para as suas implicações, comentadas
acima. Em seguida, veremos que a existência de um objeto indecomponível em D−(Λ) cuja
complexidade é diferente de zero nos dá alguma informação sobre a dimensão global forte
da álgebra Λ; e vice-versa.

Prova do Lema 2.4.1: Note que por M ser um módulo indecomponível, P (M) é um objeto
indecomponv́el de K−(P). Mas como P (M) é radical, então temos do Lema 2.1.8 que P (M)

também é indecomponível em C−(P).
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Vejamos que τ≥−mP (M) é indecomponível em Cb(P), para todo m ≥ 1. Suponha, por
absurdo, que existemm ≥ 1 e dois complexos não nulosX• = (Xi, diX)i∈Z e Y • = (Y i, diY )i∈Z

em Cb(P) tais que τ≥−mP (M) = X•⊕Y •. Como P (M) é um complexo radical, τ≥−mP (M)

também é radical e, por conseguinte, X• e Y • são radicais (vide Lema 1.5.9). Suponha, sem
perda de generalidade, que X0 6= 0 e seja t0 := max{t ∈ Z : Y t 6= 0}. Então, −m ≤ t0 ≤ 0.
ComoM é indecomponível e X• e Y • são complexos radicais com X0 6= 0, temos que t0 6= 0,
pois M ∼= Conuc(d−1

P ) ∼= Conuc(d−1
X ) ⊕ Conuc(d−1

Y ) e Conuc(d−1
X ) 6= 0. Assim, existe uma

seção ι : Y • → τ≥−mP (M) em Cb(P), onde ιi 6= 0, para todo −m ≤ i ≤ t0 < 0, e ιi = 0 para
todo i ≤ −m ou i ≥ t0.

Y • :

ι
��

· · · // 0 //

0

��

Y −m //

ι−m

��

· · · // Y t0

ιt0
��

// 0 //

0
��

· · · // 0 //

0
��

· · ·

τ≥−mP (M) : · · · // 0 // P−m // · · · // P t0
d
t0
P

// P t0+1 // · · · // P 0 // · · ·

Vemos no diagrama acima que dt0P ◦ ιt0 = 0, de onde segue que

Y t0 ∼= Im(ιt0) ⊆ Nuc(dt0P ) ⊆ rad (P t0) = rad (Xt0)⊕ rad (Y t0),

o que é um absurdo. 2

Corolário 2.4.2 Seja Λ uma k-álgebra de dimensão finita. Então, gl.dim (Λ) ≤ s.gl.dim (Λ).

Prova. Seja M ∈ ind Λ tal que gl.dim (Λ) = pd (M). Então, P (M) é um complexo radical
indecomponível em C−(P) tal que `(P (M)) = pd (M). Daí temos os seguintes casos:

(i) Se pd (M) = n <∞, então P (M) é um complexo radical indecomponível em Cb(P) cujo
comprimento é igual n. Logo, s.gl.dim (Λ) ≥ n = gl.dim (Λ).

(ii) Se pd (M) = ∞, então segue do Lema 2.4.1 que (τ≥−mP (M))m≥1 é uma sequência
(infinita) em Cb(P) de complexos radicais indecomponíveis. Como `(τ≥−mP (M)) = m,
para todo m ≥ 1, então gl.dim (Λ) = s.gl.dim (Λ) =∞.

Em quaisquer dos casos, tem-se que gl.dim (Λ) ≤ s.gl.dim (Λ). 2

Corolário 2.4.3 Seja Λ uma k-álgebra de dimensão finita. Se existe M ∈ ind Λ tal que
cx(M) ≥ 1, então s.gl.dim (Λ) =∞.

Prova. Seja M ∈ ind Λ tal que cx(M) ≥ 1. Então, pdM =∞ e, portanto, gl.dim Λ =∞. O
resultado segue do corolário anterior. 2



62 COMPLEXIDADE NA CATEGORIA DERIVADA 2.4

É importante investigar se o resultado do Lema 2.4.1 pode ser estendido para complexos
radicais indecomponíveis em C−(P). De fato, se tal lema pode ser estendido, então da exis-
tência de um objeto indecomponível M• ∈ D−(Λ) cuja complexidade é positiva, teríamos
um complexo radical indecomponível – a seber o somando direto radical de P (M•) obtido
no Teorema 2.1.6, que é indecomponível em C−(P) pelo Lema 2.1.8 –, em que cada trunca-
mento bruto seria um complexo radical indecomponível em Cb(P). De modo que se segueria
da Proposição 2.2.12 que s.gl.dim (Λ) =∞. Porém, veremos no Exemplo 2.4.5 que o funtor
truncamento não preserva indecomponíveis. Para fazê-lo, precisaremos do seguinte resultado.

Lema 2.4.4 Seja X• = (Xi, diX)i∈Z um complexo e suponha que existe um somando direto
de Xn, digamos Y n, tal que Y n ⊆ ker(dnX). Então, o complexo concentrado em Y n, no grau
n, é um somando direto de τ≥nX•.

Prova. Denote o complexo concentrado em Y n no grau n por Y • e seja ι : Y • → τ≥nX•

a aplicação induzida naturalmente da inclusão de Y n em Xn. Como Y n ⊆ ker(dnX), por
hipótese, então dnX ◦ ιn = 0 e, portanto, ι é um morfismo de complexos.

Y • :

ι
��

· · · // 0 //

0
��

Y n //

ιn

��

0 //

0
��

· · ·

τ≥nX• : · · · // 0 // Xn
dnX

// Xn+1 // · · ·

Além disso, denotando por πn a projeção canônica de Xn em Y n, temos um morfismo de
complexos π : τ≥nX• → Y • em que π ◦ ι = 1Y • .

τ≥nX• :

π
��

· · · // 0 //

0
��

Xn
dnX //

πn

��

Xn+1 //

0
��

· · ·

Y • : · · · // 0 // Y n // 0 // · · ·

Logo, Y • é um somando direto de τ≥nX•. 2

Exemplo 2.4.5 Mostraremos um exemplo de um complexo radical indecomponível P • ∈
C−(P) onde nenhum truncamento bruto τ≥nP •, com n ≤ −1, é indecomponível em Cb(P).

Considere a k-álgebra Λ dada pelo carcás com relações (Q, I), onde Q = •x << ybb e
I = J2. Seja P • = (P i, di)i∈Z o complexo em C−(P) dado por

P • = · · · −→ Λ⊕ Λ
d−3

−→ Λ⊕ Λ
d−2

−→ Λ⊕ Λ
d−1

−→ Λ −→ 0 −→ · · · ,

onde d−1 = (x 0) e dn =

(
x 0

y 0

)
, para todo n ≤ −2.

Primeiro, note que como Im(d−1) = 〈x〉 e Im(dn) = 〈x〉 ⊕ 〈y〉, para todo n ≤ −2, então
Im(dn) ⊆ radPn+1, para todo n ∈ Z. Logo, P • é um complexo radical. Note também que a



2.4 COMPLEXIDADE E DIMENSÃO GLOBAL FORTE 63

segunda cópia de Λ em Pn = Λ⊕Λ, para n ≤ −1, está contida em Nuc(dn). De onde segue,
pelo Lema 2.4.4, que o complexo concentrado em Λ, no grau n ≤ −1, é um somando direto de
τ≥nP •. Isto é, nenhum trucamento bruto de P • de comprimento positivo é indecomponível
em Cb(P). Resta-nos, portanto, verificar que P • é indecomponível, que será feito vendo que
0 e 1 são os únicos indepotentes de End(P •) – vide Corolário 1.2.15.

Seja ϕ = (ϕi)i∈Z ∈ End(P •) tal que ϕ2 = ϕ. Então ϕ0 : Λ→ Λ e ϕn : Λ⊕Λ→ Λ⊕Λ, para

todo n ≤ −1, são tais que ϕ2
0 = ϕ0 e ϕ2

n = ϕn. Para cada n ≤ −1, denote ϕn =

(
rn sn

tn vn

)
.

Como ΛΛ ∈ ind Λ e Λ é uma k-álgebra de dimensão finita, então End(ΛΛ) é local e,
portanto, ϕ0 = 0 ou ϕ0 = 1.

Usando a hipótese de ϕ ser um morfismo de complexos vemos – por indução – que para
cada n ≤ −1 o homomorfismo ϕn é da forma:

(1) ϕn =

(
rn sn

tn vn

)
, com rn, sn, tn, vn ∈ rad Λ, no caso em que ϕ0 = 0.

(2) ϕn =

(
1 + r′n sn

tn 1 + v′n

)
, com r′n, sn, tn, v

′
n ∈ rad Λ, no caso em que ϕ0 = 1.

E usando a hipótese ϕ2
n = ϕn, para todo n ∈ Z, em cada um dos dois casos acima, tem-se

que:

(1’) rn = sn = tn = vn = 0, no caso em que ϕ0 = 0.

(2’) r′n = sn = tn = v′n = 0, no caso em que ϕ0 = 1.

De modo que ϕ = 0 ou ϕ = 1P •, respectivamente. Isto mostra que 0 e 1 são os únicos
idempotentes de End(P •) e, portanto, P • é indecomponível.

Colocamos abaixo as contas para a prova do caso (2) (o outro caso é análogo). Ou seja,
vamos supor que ϕ0 = 1 e mostrar por indução que as componentes de cada ϕn têm a forma:

rn = 1 + r′n, onde r′n ∈ rad Λ

vn = 1 + v′n, onde v′n ∈ rad Λ

sn, tn ∈ rad Λ

(2.12)

P • :

ϕ

��

· · · // Λ⊕ Λ

(
x 0

y 0

)
//

ϕ−3

��

Λ⊕ Λ

(
x 0

y 0

)
//

ϕ−2

��

Λ⊕ Λ
(x 0) //

ϕ−1

��

Λ // 0 //

��

· · ·

P • : · · · // Λ⊕ Λ(
x 0

y 0

)// Λ⊕ Λ(
x 0

y 0

)// Λ⊕ Λ
(x 0)

// Λ // 0 // · · ·

(a) (x 0) = (x 0) ·

(
r−1 s−1

t−1 v−1

)
⇐⇒

{
s−1 ∈ rad Λ

r−1 = 1 + r′−1, onde r
′
−1 ∈ rad Λ
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(b)

(
r−1 s−1

t−1 v−1

)
·

(
x 0

y 0

)
=

(
x 0

y 0

)
·

(
r−2 s−2

t−2 v−2

)
⇐⇒


r−1x+ s−1y = xr−2

xs−2 = 0

t−1x+ v−1y = yr−2

ys−2 = 0

Segue do item (a) que isto ocorre se e somente se


x = xr−2

xs−2 = 0

t−1x+ v−1y = yr−2

ys−2 = 0

. Logo,


r−2 = 1 + r′−2, onde r

′
−2 ∈ rad Λ

s−2 ∈ rad Λ

t−1 ∈ rad Λ e v−1 = 1 + v′−1, onde v′−1 ∈ rad Λ

De onde segue que

ϕ−1 =

(
1 + r′−1 s−1

t−1 1 + v′−1

)
, onde r′−1, s−1, t−1, v

′
−1 ∈ rad Λ,

e, portanto, as componentes de ϕ−1 têm a forma (2.12).
Suponha que as componentes de ϕi têm a forma (2.12) e vejamos que vale o mesmo para

as componentes de ϕi−1.

(c) De ϕi ◦ di−1 = di−1 ◦ ϕi−1 e da hipótese de indução tem-se que(
1 + r′i si

ti 1 + v′i

)
·

(
x 0

y 0

)
=

(
x 0

y 0

)
·

(
ri−1 si−1

ti−1 vi−1

)
⇐⇒(

x 0

y 0

)
=

(
xri−1 xsi−1

yri−1 ysi−1

)
.

Logo, si−1 ∈ rad Λ e ri−1 = 1 + r′i−1, onde r
′
i−1 ∈ rad Λ.

(d) De ϕi−1 ◦ di−2 = di−2 ◦ ϕi−2 e do item (c) tem-se que(
1 + r′i−1 si−1

ti−1 vi−1

)
·

(
x 0

y 0

)
=

(
x 0

y 0

)
·

(
ri−2 si−2

ti−2 vi−2

)
⇐⇒(

x 0

ti−1x+ vi−1y 0

)
=

(
xri−2 xsi−2

yri−2 ysi−2

)
.

Logo, 
si−2 ∈ rad Λ

ri−2 = 1 + r′i−2, onde r
′
i−2 ∈ rad Λ

ti−1x+ vi−1y = yri−2

Segue das igualdades ti−1x + vi−1y = yri−2 e ri−2 = 1 + r′i−2, com r′i−2 ∈ rad Λ, que
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ti−1 ∈ rad Λ e vi−1 = 1 + v′i−1, com v′i−1 ∈ rad Λ.

Juntando as conclusões de (c) e (d) tem-se que

ϕi−1 =

(
1 + r′i−1 si−1

ti−1 1 + v′i−1

)
, onde r′i−1, si−1, ti−1, v

′
i−1 ∈ rad Λ.

Isto conclui a prova de que as componentes de cada ϕn é da forma (2.12).

Observação 2.4.6 Seja P • ∈ C−(P). Note que se (quase) todos truncamentos bruto τ≥nP •

é indecomponível em Cb(P), então P • é indecomponível em C−(P). De fato, se Q• um so-
mando direto não nulo de P •, então τ≥nQ• é um somando direto de τ≥nP •, para todo
n ≤ −1. Pode-se mostrar que cada τ≥nQ• é não nulo e, portanto, igual a τ≥nP •. Logo,
Q• = P •.

Vimos com o exemplo anterior que a partir de um complexo radical indecomponível
P • ∈ C−(P) não é possível construir uma sequência de complexos radicais indecomponíveis
em Cb(P) usando apenas truncamentos de P •. Porém, veremos que a partir de um dado inde-
componível P • ∈ C−(P), não limitado, é possível construir uma sequênica infinita (P •n)n≤−1

em C−(P) com as seguintes propriedades:

(i) τ≥nP •n é um indecomponível em Cb(P), para todo n ≤ −1;

(ii) `(τ≥nP •n) = |n|, para todo n ≤ −1; e

(iii) Cada P •n será radical sempre que P • for um complexo radical.

Lema 2.4.7 Seja P • ∈ C−(P) indecomponível, não limitado, tal que P 0 6= 0 e Pn = 0 para
todo n > 0. Seja Q• ∈ Cb(P) um somando direto não nulo do truncamento bruto τ≥nP •,
para n ≤ −1, então existe um homomorfismo não nulo δn−1 : Pn−1 → Qn tal que

P •n = · · · −→ Pn−2 dn−2
P−→ Pn−1 δn−1

−→ Qn
dnQ−→ Qn+1 −→ · · · −→ Q−1

d−1
Q−→ Q0 −→ 0 −→ · · ·

é um complexo em C−(P). Além disso,

(a) se P • é um complexo radical, então Q• e P •n são radicais;

(b) se Q• é um indecomponível tal que Q0 6= 0, então τ≥nP •n é um indecomponível em Cb(P)

cujo comprimento é igual a |n|

Prova. Sejam n ≤ −1 e Q• um somando direto não nulo de τ≥nP •. Então, existem mor-
fismos de complexos ι : Q• → τ≥nP • e π : τ≥nP • → Q• tais que π ◦ ι = 1Q• . Definindo
δn−1 : Pn−1 → Qn como sendo a composta πn ◦ dn−1

P , temos que o diagrama

Pn−2
dn−2
P // Pn−1

dn−1
P //

δn−1
""

Pn
dnP //

πn

��

Pn+1

πn+1

��
Qn

dnQ

// Qn+1
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é comutativo e assim:

• δn−1 ◦ dn−2
P = πn ◦ dn−1

P ◦ dn−2
P = 0 e

• dnQ ◦ δn−1 = dnQ ◦ πn ◦ d
n−1
P = πn+1 ◦ dnP ◦ d

n−1
P = 0.

De onde segue-se que P •n é um objeto de C−(P). Vejamos que δn−1 é diferente de zero: se
δn−1 = 0 então podemos considerar um morfismo de P • em Q• induzido de π, como no
diagrama abaixo.

Q• :

ῑ
��

· · · // 0 //

0
��

Qn //

ιn

��

Qn+1 //

ιn+1

��

· · · // Q0 //

ι0

��

0 //

��

· · ·

P • :

π̄
��

· · · // Pn−1
dn−1
P //

0

��
0
""

Pn //

πn

��

Pn+1 //

πn+1

��

· · · // P 0 //

π0

��

0 //

��

· · ·

Q• : · · · // 0 // Qn // Qn+1 // · · · // Q0 // 0 // · · ·

Observe que neste caso teríamosQ• como sendo um somando não trivial de P •, contradizendo
o fato de P • ser indecomponível.

A seguir mostraremos os itens (a) e (b).
(a) Suponha que P • é um complexo radical. Então, τ≥nP • é radical e, assim, o somando
direto Q• também é radical.

Note que para verificar que P •n é radical é suficiente mostrar que δn−1 : Pn−1 → Qn é um
morfismo radical. De fato,

Imδn−1 = δn−1(Pn−1) = πn(dn−1
P (Pn−1)) ⊆ πn(radPn) ⊆ radQn.

(b) Suponha que Q• é um indecomponível tal que Q0 6= 0. Como δn−1 : Pn−1 → Qn é um
homomorfismo não nulo, tem-se em particular que Qn 6= 0. Logo, τ≥nP •n é um indecompo-
nível em Cb(P), a saber Q•, cujo comprimento é igual a |n|. 2

Exemplo 2.4.8 Seja P • o complexo do Exemplo 2.4.5:

· · · // Λ⊕ Λ

(
x 0

y 0

)
// Λ⊕ Λ

(
x 0

y 0

)
// Λ⊕ Λ

(x 0) // Λ // 0 // · · ·

(a) Note que Q• = · · · → 0 −→ Λ
x−→ Λ −→ 0 → · · · é o complemento, indecomponível,

do complexo concentrado em Λ, no grau −1, como somando direto do truncamento
τ≥−1P •.

Λ• :

��

Λ
0 //

(0 1)t

��

0

0
��

τ≥−1P • : Λ⊕ Λ
(x 0) // Λ

Q• :

OO

Λ
x //

(1 0)t

OO

Λ

1

OO
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Neste caso, δ−2 : Λ⊕Λ→ Λ é dado pelo produto (1 0)·

(
x 0

y 0

)
, ou seja, δ−2 = (x 0).

E assim,

P •−1 = · · · −→ Λ⊕ Λ
d−3
P−→ Λ⊕ Λ

(x 0)−→ Λ
x−→ Λ −→ 0 −→ · · ·

é tal que τ≥−1P •−1 = Q• é um indecomponível radical com comprimento igual a 1.

(b) Sejam n ≤ −2 e Q• = · · · → 0 −→ Λ
(x y)t−→ Λ⊕ Λ −→ · · · −→ Λ⊕ Λ

(x 0)−→ Λ −→ 0→ · · ·
o complemento do complexo concentrado em Λ, no grau n, como somando direto do
truncamento τ≥nP •.

Λ• :

��

Λ //

(0 1)t

��

0 //

��

· · · // 0 //

��

0

��
τ≥nP • : Λ⊕ Λ

dnP // Λ⊕ Λ // · · · // Λ⊕ Λ
(x 0) // Λ

Q• :

OO

Λ
(x y)t //

(1 0)t

OO

Λ⊕ Λ //

1

OO

· · · // Λ⊕ Λ
(x 0) //

1

OO

Λ

1

OO

Procedendo de forma análoga ao Exemplo 2.4.5, tem-se que 0 e 1 são os únicos idem-
potentes de End(Q•) e, portanto, Q• é indecomponível em Cb(P). Como em (a),
δn−1 : Λ⊕ Λ→ Λ é dado por (x 0), de modo que

P •n = · · · → Λ⊕Λ
dn−2
P−→ Λ⊕Λ

(x 0)−→ Λ
(x y)t−→ Λ⊕Λ −→ · · · −→ Λ⊕Λ

(x 0)−→ Λ −→ 0→ · · ·

é tal que τ≥nP •n = Q• é um indecomponível radical com comprimento igual a |n|.

Observação 2.4.9 Não sabemos se, para um dado n ∈ Z, a “colagem” de um complexo
indecomponível P • ∈ C−(P) a um somando indecomponível Q• ∈ Cb(P) do truncamento
bruto τ≥nP • (construção do complexo P •n no Lema 2.4.7) determina um objeto indecom-
ponível em C−(P). O exemplo acima não serve de contra-exemplo, uma vez que cada P •n é
indecomponível em C−(P).

Lema 2.4.10 Seja P • ∈ C−(P) um indecomponível que é homotopicamente nulo. Então, a
menos de translações, P • é da forma

· · · → 0 −→ P
1P−→ P −→ 0→ · · · , (2.13)

para algum módulo projetivo indecomponível P .

Prova. Seja n ∈ Z tal que Pn 6= 0 e Pm = 0 para todo m > n. Dado que P • é homotopica-
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mente nulo, existe uma homotopia s = (si)i de 1P • , como ilustrado abaixo.

P • :

1P•
��

· · · // Pn−2 dn−2
//

sn−2

||

Pn−1 dn−1
//

sn−1

zz

Pn //

sn

||

0 //

0
��

· · ·

P • : · · · // Pn−2

dn−2
// Pn−1

dn−1
// Pn // 0 // · · ·

Em particular, sn : Pn → Pn−1 é um homomorfismo tal que dn−1 ◦sn = 1Pn . De onde temos
os dois seguintes morfismos de complexos

Pn :

f
��

· · · // 0 //

��

Pn

sn

��

Pn // 0 //

��

· · ·

P • :

g
��

· · · // Pn−2 dn−2
//

��

Pn−1 dn−1
//

dn−1

��

Pn // 0 //

��

· · ·

Pn : · · · // 0 // Pn Pn // 0 // · · ·

satisfazendo g ◦ f = 1Pn , ou seja, Pn é um somando direto de P •. Logo, como Pn 6= 0 e P •

é indecomponível, tem-se que P • = Pn. Finalmente, se P é um somando direto indecompo-
nível de Pn, então o complexo P é um somando não nulo de P • e, portanto, Pn = P . O que
conclui a prova do lema. 2

Observação 2.4.11 (i) Note que se P • ∈ C−(P) é um indecomponível ilimitado, então P •

é um complexo radical. De fato, por P • ser indecomponível, segue do Teorema 2.1.6 que
P • é um complexo radical ou um complexo homotopicamente nulo. E por ser ilimitado,
o lema acima garante que P • não pode ser homotopicamente nulo.

(ii) De forma análoga, um indecomponível em Cb(P) ou é um complexo radical ou é da forma
(2.13). Em particular,

s.gl.dim Λ = sup{1, `(P •) : P • ∈ Cb(P) indecomponível radical}. (2.14)

Por outro lado, como estamos supondo neste trabalho que Λ não é semisimples, então
pela prova do Corolário 2.4.2 temos que Cb(P) possui um complexo radical indecompo-
nível cujo comprimento é maior ou igual a 1. Portanto, podemos reescrever (2.14) da
seguinte forma:

s.gl.dim Λ = sup{`(P •) : P • ∈ Cb(P) indecomponível radical}. (2.15)

(iii) Segue do item (i), acima, que a hipótese “se P • é um complexo radical” dada no item
(a) do Lema 2.4.7 é desnecessária.

Proposição 2.4.12 Seja Λ uma álgebra de dimensão finita. Se existe P • ∈ C−(P) indecom-
ponível e não limitado, então s.gl.dim Λ =∞.
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Prova. Suponha que P 0 6= 0 e Pn = 0 para todo n > 0. Para cada n ≤ −1, seja
τ≥nP • ∈ Cb(P) o truncamento bruto de P •. Como Cb(P) é Krull-Schimdit e P 0 6= 0,
τ≥nP • possui um somando direto indecomponível Q•n com Q0

n 6= 0. Logo, pelo Lema 2.4.7 e
pela Observação 2.4.11, existe um complexo radical P •n tal que τ≥nP •n = Q•n é um indecom-
ponível cujo comprimento é igual a |n|. Em particular, s.gl.dim Λ =∞. 2

Teorema 2.4.13 Seja Λ uma álgebra de dimensão finita. Se existe M• ∈ D−(Λ) indecom-
ponível e tal que cx(M•) ≥ 1, então s.gl.dim Λ =∞.

Prova. Seja P • ∈ K−(P) tal que F (P •) ∼= M•, onde F é a equivalência triangulada entre
as categorias K−(P) e D−(Λ). Seja P • = P •1 ⊕ P •2 uma decomposição em C−(P), onde P •1
é radical e P •2 é homotopicamente nulo (vide Teorema 2.1.6). Assim, P •1 ∼= M• em D−(Λ),
e por M• ser indecomponível em D−(Λ) e F ser um funtor aditivo que é uma equivalência,
tem-se que P •1 é indecomponível em K−(P) e, pelo Lema 2.1.8, indecomponível em C−(P).
Além disso, como cx(M•) 6= 0, segue-se da Proposição 2.2.12-(i) que P •1 é um complexo
ilimitado. O resultado segue-se da aplicação da Proposição 2.4.12 ao complexo P •1 . 2

Naturalmente, estamos interessados na recíproca do resultado acima. Isto é, queremos
saber se para álgebras Λ satisfazendo s.gl.dim Λ =∞ sempre existe um objetoM• ∈ D−(Λ),
indecomponível, tal que cx(M•) ≥ 1. Claramente, esta afirmação vale se gl.dim Λ =∞ (vide
Proposição 2.2.9-(ii) e o parágrafo seguinte ao Lema 2.4.1). Para álgebras de dimensão global
finita, é claro que o resultado não vale se nos restringirmos ao complexos concentrados. No
entanto, acreditamos que neste caso, gl.dim Λ <∞, sempre existe um complexo não limitado
e indecomponível em K−(P).

Para fazer um esboço de como estamos pensando neste problema, no caso de álgebras
com radical quadrado zero, precisaremos de algumas definições e ferramentas utilizadas ao
longo do Captítulo 3, de modo que optamos por adiar essa discussão para o último capítulo
deste trabalho.
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Capítulo 3

Sobre a dimensão global forte de
álgebras shod

Vimos na Introdução que um dos objetivos deste trabalho é descobrir se para a classe
das álgebras shod (não quase inclinadas ou shod estritas) existe alguma relação entre sua
dimensão global forte e sua dimensão global e, ao mesmo tempo, se a classe das álgebras
shod estritas podem ser caracterizadas, homologicamente, como sendo aquelas álgebras cujas
dimensões global e global forte são ambas iguais a 3. Como observamos anteriormente, estas
questões foram pensadas a partir questionamentos deixados por A. Skowroński, em [Sko87],
e por D. Happel e D. Zacharia, em [HZ08, HZ10].

Veremos neste capítulo que uma tal caracterização não existe para as álgebras shod
estritas e que, além disso, não existe uma relação entre as dimensões global e global forte de
tais álgebras. Em outras palavras, veremos que para cada inteiro d ≥ 3, existe uma álgebra
shod estrita Λd cuja dimensão global forte é igual a d.

Três trabalhos tiveram papel fundamental na construção de tais álgebras. A saber: (i) um
preprint de R. Bautista e S. Liu ([BL13]), onde mostram, dentre outras coisas, uma forma
de encontrar um limitante para a dimensão global forte de uma classe especial de álgebras
hereditárias por partes (vide Teorema 3.2.5); (ii) um trabalho de J. Bélanger e C. Tosar
([BT05]), em que usamos, especificamente, uma caracterização da classe das álgebras shod
strings em termos de elementos do seu respectivo carcás ordinário (vide Teorema 3.1.13); e
(iii) o artigo [HZ08], que dentre outras diversas contribuições para o nosso trabalho, usamos
um critério que mostra condições necessárias para que o cone de um morfismo seja um objeto
indecomponível numa categoria triangulada (vide Lema 3.3.1).

Ao longo do capítulo, Λ denotará uma álgebra de dimensão finita sobre um corpo alge-
bricamente fechado k e s.gl.dim Λ a dimensão global forte da álgebra Λ.

3.1 Álgebras shod

A classe das álgebras shod (small homological dimension), introduzida por F. U. Coelho
e M. A. Lanzilotta ([CL99]), é uma generalização das álgebras quase inclinadas que foram
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definidas por D. Happel, I. Reiten e S. Smalø ([HRS96b]) como uma generalização das
álgebras inclinadas ([HR82]).

Um dos objetivos desta seção é apresentar a noção de álgebra shod, assim como algumas
de suas caracterizações. Além disso, apresentaremos também uma caracterização das álgebras
shod string, por meio do seu carcás ordinário, devida à J. Bélanger e C. Tosar ([BT05]), a
qual será útil na prova do resultado principal do capítulo (Teorema 3.4.4).

Começaremos relembrando a definição de uma álgebra quase inclinada e algumas de
suas caracterizações. Para tanto, vamos precisar definir mais alguns conceitos da teoria de
categorias e de algumas subcategorias da categoria de módulos.

Seja Λ uma k-álgebra de dimensão finita. Dados X,Y ∈ ind Λ, dizemos que existe um
caminho de X para Y , e denotamos por X ; Y , quando existe uma sequência de morfismos
não nulos entre Λ-módulos indecomponíveis da forma

X = X0
f1−→ X1 −→ · · · −→ Xt−1

ft−→ Xt = Y,

para algum t ≥ 0. Neste caso, define-se as seguintes subcategorias plenas de ind Λ:

LΛ := {X ∈ ind Λ : se Y ; X, então pdY ≤ 1} e

RΛ := {X ∈ ind Λ : se X ; Y , então idY ≤ 1}

Seja H uma k-categoria abeliana Hom-finita. Dizemos que H é hereditária quando para
cada par de objetos X,Y ∈ H, Ext2

H(X,Y ) = 0 e o k-espaço vetorial Ext1
H(X,Y ) tem dimen-

são finita. Neste caso, dizemos que um objeto T ∈ H, é inclinante quando Ext1
H(T, T ) = 0

e X = 0 é único objeto de H tal que HomH(X,T ) = 0 = Ext1
H(X,T ).

Definição 3.1.1 ([HRS96b]) Uma álgebra Γ é dita quase inclinada se existe uma categoria
hereditária H e um objeto inclinante T em H tais que Γ ∼= EndH(T ).

As álgebras quase inclinadas possuem várias propriedades e características interessantes,
mas nos limitaremos aqui a seguinte caracterização homológica desta classe de álgebras.

Teorema 3.1.2 ([HRS96b]) Seja Γ uma álgebra de dimensão finita. As seguintes condi-
ções são equivalentes:

(a) Γ é quase inclinada.

(b) gl.dim Γ ≤ 2 e todo Γ-módulo indecomponível X satisfaz pdX ≤ 1 ou idX ≤ 1.

(c) LΓ contém todos os Γ-módulos projetivos indecomponíveis.

(d) RΓ contém todos os Γ-módulos injetivos indecomponíveis. 2

Seguindo F. U. Coelho e M. A. Lanzilotta, em [CL99], temos o seguinte conceito.
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Definição 3.1.3 Dizemos que uma álgebra Λ é shod se todo Λ-módulo indecomponível X
satisfaz pdX ≤ 1 ou idX ≤ 1. Se Λ é shod mas não é quase inclinada, dizemos que Λ é
shod estrita.

Observe que, pelo Teorema 3.1.2 e pela definição acima, toda álgebra quase inclinada
é shod e, portanto, a classe das álgebras shod consiste das álgebras quase inclinadas e das
álgebras shod estritas. Além disso, sabemos de [HRS96b] (Ch. II, Proposition 1.1) que a
dimensão global de uma álgebra shod é menor ou igual a 3. Logo, pelo Teorema 3.1.2, uma
álgebra shod estrita tem dimensão global igual a 3.

Teorema 3.1.4 ([CL99], Th. 2.1) Seja Λ uma álgebra de dimensão finita. Então, Λ é
uma álgebra shod se e somente se ind Λ = LΛ ∪RΛ. 2

Como uma consequência direta deste resultado e do Teorema 3.1.2 temos a seguinte
caracterização das álgebras shod estrita, dentro da classe das álgebras shod.

Teorema 3.1.5 ([CL99]) Para uma álgebra shod Λ, as seguintes condições são equivalen-
tes.

(a) Λ é shod estrita.

(b) LΛ \ RΛ contém um Λ-módulo injetivo indecomponível.

(c) RΛ \ LΛ contém um Λ-módulo projetivo indecomponível. 2

Exemplo 3.1.6 (a) Seja (Q, I) o carcás com relações

1 2oo 3oo 4,oo

onde uma linha pontilhada sobre um caminho significa que a composição das flechas
sobre este caminho é um gerador do ideal I. Note que o carcás de Auslander-Reiten da
álgebra Λ = kQ/I é dado por

P2 = I1

##

P4 = I3

$$
S1

;;

· · · S2

##

· · · S3

;;

· · · S4.

P3 = I2

;;

Observe também que LΛ = {S1, P2, S2, P3}, RΛ = {I2, S3, I3, S4} e ind Λ = LΛ ∪ RΛ,
de modo que Λ é shod, pelo Teorema 3.1.4. Além disso, como LΛ \ RΛ contém um
Λ-módulo injetivo indecomponível, a saber I1, então Λ é shod estrita, pelo Teorema
3.1.5.
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(b) Seja (Q, I) o carcás com relações

2
β

��
1 3γ
oo

α
^^

onde I = 〈αβ〉. Neste caso, o carcás de Auslander-Reiten da álgebra Λ = kQ/I é dado
por

P2

  

· · · I2

!!
S1

>>

  

· · · M

>>

  

· · · S3

P3

>>

  

· · · I1

==

!!
S2

>>

· · · N

>>

· · · S2.

LΛ = {S1, P2},RΛ = {I2, S3} e LΛ ∪ RΛ ( ind Λ. Logo, pelo Teorema 3.1.4, Λ não é
shod.

Antes de apresentar a caracterização das álgebras shod string ([BT05]), precisamos lem-
brar a definição de mais alguns elementos de um carcás.

Seja Q um carcás finito. Para cada flecha α em Q, define-se uma inversa formal α−1 em
que s(α−1) = t(α) e t(α−1) = s(α). Um passeio ω em Q é um produto formal ω = c1 · · · cn
com n > 0, onde ci é um caminho trivial, uma flecha ou a inversa de uma flecha, tal que
s(ci) = t(ci−1) para todo 1 ≤ i < n. Neste caso, escrevemos s(ω) = s(c1) e t(ω) = t(cn),
e dizemos que ω é um passeio de s(ω) para t(ω). Se ω = c1 · · · cn e ω′ = c′1 · · · c′m são dois
passeios em Q tais que t(ω) = s(ω′), então ωω′ = c1 · · · cnc′1 · · · c′m é um passeio em Q,
chamado a composta de ω e ω′. Um passeio ω em Q é dito fechado se s(ω) = t(ω); e reduzido
se ω é um caminho trivial ou se ω = c1 · · · cn com ci ∈ Q1 ou c−1

i ∈ Q1 tal que ci+1 6= c−1
i ,

para todo 1 ≤ i < n.
Seja ω um passeio reduzido não trivial em Q e sejam ω1 e ω2 dois subpasseios de ω.

Diz-se que ω1 e ω2 apontam na mesma direção em ω se existem caminhos p e q de Q tais
que ω1 = p e ω2 = q ou ω1 = p−1 e ω2 = p−1.

Seja (Q, I) um carcás com relações. Um caminho p em Q é chamado caminho nulo se p
pertence ao ideal I. Uma relação zero em (Q, I) é um caminho nulo tal que nenhum de seus
subcaminhos próprios é um caminho nulo. Seja ω = c1 · · · cn um passeio reduzido não trivial
em Q. Diz-se que um subpasseio u = ci · · · ci+r é uma relação zero contida em ω se u = p ou
u = p−1 para alguma relação zero p em (Q, I). Um caminho em Q é dito um caminho não
nulo se ele não contém relações zero. Finalmente, diz-se que um caminho p em Q contém
duas relações zero que se sobreponhem se p = p1p2p3, onde os pi’s são caminhos não nulos e
não triviais tais que p1p2 e p2p3 são relações zero. No caso em que p1 (ou p3) é uma flecha,
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diz-se que p é start-tight (ou end-tight, respectivamente).

p : p1 p2

p3

Exemplo 3.1.7 ([BT05]) Seja (Q, I) o seguinte carcás com relações abaixo.

• α1

// • α2 // • α3

// • α4 // • α5

// •

Note que o caminho p = α1α2α3α4 contém duas relações zero que se sobreponhem, a saber
α1α2α3 e α2α3α4, e que o caminho p é start-tight e end-tight. No entanto, o caminho q =

α1α2α3α4α5, contendo as relações zero que se sobreponhem α1α2α3 e α3α4α5, não é start-
tight nem end-tight.

Definição 3.1.8 Uma álgebra Λ é dita string se Λ ∼= kQ/I, onde (Q, I) um carcás com
relações satisfazendo as seguintes condições:

(1) O ideal I é gerado por um conjunto de caminhos.

(2) Cada vértice de Q é o início de no máximo duas flechas e final de no máximo duas
flechas.

(3) Para uma dada flecha α, existe no máximo uma flecha β e no máximo uma flecha γ tal
que αβ e γα não pertencem a I.

Exemplo 3.1.9 O carcás com relações (Q, I)

• •α3oo •α2oo •α1oo
γ

��
•

δ

��
• •

β3

oo •
β2

oo •
β1

oo

satisfaz as condições (1)-(3) de 3.1.8, de modo que Λ = kQ/I é uma álgebra string.

A definição seguinte será particularmente útil na caracterização das álgebras shod string.

Definição 3.1.10 Seja (Q, I) um carcás com relações e seja ω um passeio reduzido em (Q, I)

contendo pelo menos duas relações zero tais que todas relações zero apontam na mesma
direção em ω. Então, qualquer subpasseio de ω contendo pelo menos duas relações zero é
chamado um zero consecutivo.

Observação 3.1.11 Note que no carcás com relações (Q, I) do Exemplo 3.1.9, os passeios
γ−1α1α2α3, α1α2α3, β1β2β3 e β1β2β3δ

−1 são todos os zeros consecutivos. Note também que
cada um destes zero consecutivos possui exatamente duas relações zero, as quais se sobrepo-
nhem. Além disso, os caminhos α1α2α3 e β1β2β3 são, trivialmente, start-tight e end-tight.
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Exemplo 3.1.12 Seja (Q, I) o carcás ordinário

•
β

��
• •γ
oo

α
__

onde I = 〈αβ〉. Note que ω = αβγ−1αβ é um passeio reduzido em Q contendo duas relações
zero apontando na mesma direção, a saber αβ duas vezes. Logo, ω é um zero consecutivo
em Q. Temos, analogamente, que ωn = c1c2 · · · cn, onde n > 1 e ci = αβγ−1, para todo
1 ≤ i ≤ n, é um passeio reduzido em Q contendo n relações zero apontando na mesma
direção, todas iguais a αβ.

Em [BT05] J. Bélanger e C. Tosar enunciaram o resultado seguinte.

Teorema 3.1.13 Seja Λ = kQ/I uma álgebra string. Então, Λ é shod se e somente se (Q, I)

satisfaz as seguintes condições:

(1) Todo zero consecutivo em (Q, I) contém exatamente duas relações zero. Neste caso, elas
se sobreponhem e o caminho contendo estas duas relações zero é um start-tight ou um
end-tight.

(2) (Q, I) não contém subcategoria plena das seguintes formas ou duais.

(i) •

��
• // • //

��

• // •

•

(ii) • // • //

��

• // • // •

•

(iii) •

��
• // • //

��

• // •

•
2
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Tal como enunciado este resultado não é verdadeiro, como mostra o Exemplo 3.4.3.
Porém, o enunciado é válido para o caso de árvores, que é o que será usado neste trabalho.

Exemplo 3.1.14 (a) Seja (Q, I) o carcás com relações do Exemplo 3.1.7. É claro que Λ

é uma álgebra string. Note que o caminho q = α1α2α3α4α5 é um zero consecutivo
contendo três relações zero. Portanto, Λ não é shod, uma vez que (Q, I) não satisfaz a
condição (1) do teorema acima.

(b) Considere a álgebra Λ = kQ/I onde (Q, I) é o carcás com relações do Exemplo 3.1.9.
Como já observado, Λ é uma álgebra string. Além disso, a condição (2) do teorema
acima é trivialmente satisfeita e a condição (1) segue da Observação 3.1.11. Logo, Λ

é shod.

(c) Seja Λ = kQ/I a álgebra dada pelo carcás com relações do Exemplo 3.1.12. Vimos no
Exemplo 3.1.6-(b) que esta álgebra não é shod. Observe que Λ é uma álgebra string e
que, para cada inteiro positivo n > 1, existe um zero consecutivo ωn contendo n relações
zero, ou seja, Λ não satisfaz a condição (1) do Teorema 3.1.13.

3.2 Critério de Bautista-Liu

Apresentaremos nesta seção um resultado de R. Bautista e S. Liu ([BL13]), que terá
um papel importante neste capítulo e em parte do capítulo seguinte. O resultado trata da
existência de um limitante para o comprimento dos objetos indecomponíveis da categoria
derivada limitada de uma álgebra de dimensão finita com radical quadrado zero ([BL13],
Corollary 3.14). Este limitante é dado em função de alguns elementos do respectivo carcás
ordinário da álgebra. Deste mesmo trabalho, usaremos uma caracterização para as álgebras
com radical quadrado zero que são derivadamente equivalentes a álgebras hereditárias de
dimensão finita ([BL13], Corollary 4.7).

Ao longo desta seção, Λ denotará uma álgebra conexa, não semisimples, de dimensão
finita (sobre um corpo k algebricamente fechado) e com radical quadrado zero. Neste caso,
Λ ∼= kQ/J2, onde Q é um carcás conexo e finito e J é o ideal de kQ gerado pelas flechas de
Q.

Seja Q um carcás. Um passeio ω em Q é chamado um ciclo se ω é reduzido, fechado e
não é trivial. O grau de um passeio ω, denotado por ∂(ω), é definido como segue:

(a) ∂(ω) = 0, 1 ou −1 no caso em que ω é um passeio trivial, uma flecha ou o inverso de
uma flecha, respectivamente.

(b) ∂(uv) = ∂(u) + ∂(v) sempre que u e v são passeios com t(u) = s(v).

Note que neste caso um caminho é um passeio cujo grau é igual ao seu comprimento.

Definição 3.2.1 Um carcás Q é chamado graduável se o grau de todo passeio fechado em
Q é zero.
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Sejam x e y dois vértices de um carcás graduável Q. Então todos os passeios em Q de
x para y têm o mesmo grau, o qual será denotado por d(x, y). Temos a seguinte relação
de equivalência ∼ sobre Q0: x ∼ y se e somente se d(x, y) = 0. As classes de equivalência
em Q0/∼ são chamadas de classes de graduação de Q0. Tal nome se deve ao seguinte fato:
fixe x0 ∈ Q0 e para cada n ∈ Z defina Qn(x0) = {x ∈ Q0 : d(x0, x) = n}. Então as classes
em Q0/∼ são precisamente os conjuntos não-vazios Qn(x0) com n ∈ Z. Ilustremos estes
conceitos com os exemplos seguintes.

Exemplo 3.2.2 Seja Q o carcás abaixo

x0 y1
αoo z2

βoo w3
γoo

δ

}}
a2

ε

}}
x1 y2η
oo z3

θ
oo w4

λ
oo

Note que, por ser uma árvore, Q é graduável. Note também que há 5 classes de gradução,
onde os vértices indexados pelo mesmo número pertencem a mesma classe. De fato, fixando
o vértice x0, temos, por exemplo, que α−1β−1γ−1δε é um passeio de x0 para x1 cujo grau é

∂(α−1β−1γ−1δε) = ∂(α−1) + ∂(β−1) + ∂(γ−1) + ∂(δ) + ∂(ε)

= (−1) + (−1) + (−1) + 1 + 1

= −1,

de modo que d(x0, x1) = −1 e portanto x1 ∈ Q−1(x0). Uma forma mais simples de verificar
isto é observando que o passeio β−1γ−1δε, de y1 para x1, tem grau zero e assim x1 e y1 per-
tencem a mesma classe de graduação, que neste caso é Q−1(x0) – observe que y1 ∈ Q−1(x0)

porque α−1 é um passeio de x0 para y1 cujo grau é −1. Temos da mesma forma que qualquer
passeio ligando dois dos três vértices z2, a2 e y2 tem grau zero, de modo que eles pertencem
a mesma classe de graduação Q−2(x0). Analogamente, vemos que w3 e z3 estão na mesma
classe de graduação Q−3(x0). E w4 ∈ Q−4(x0) porque o passeio α−1β−1γ−1δεη−1θ−1λ−1 de
x0 para w4 tem grau −4. Vejamos, finalmente, que aqueles vértices que estão indexados por
naturais diferentes não pertencem a mesma classe de graduação. Para tanto, observe que é
suficiente verificar este fato para os vértices do subcarcás xi ← yi+1 ← zi+2 ← wi+3 de Q,
onde i = 0 ou i = 1, o que é evidente, pois

d(xi, yi+1) = d(yi+1, zi+2) = d(zi+2, wi+3) = −1 6= 0,

d(xi, zi+2) = d(yi+1, wi+3) = −2 6= 0 e d(xi, wi+3) = −3 6= 0.

Portanto, temos as seguintes classes de graduação:

Q0(x0) = {x0}, Q−1(x0) = {x1, y1}, Q−2(x0) = {y2, a2, z2},
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Q−3(x0) = {z3, w3} e Q−4(x0) = {w4},

as quais podem ser ilustradas da seguinte forma:

x0 y1
oo z2

oo w3
oo

ww
a2

ww
x1 y2
oo z3

oo w4
oo

Q0(x0) Q−1(x0) Q−2(x0) Q−3(x0) Q−4(x0)

Exemplo 3.2.3 Seja Q o carcás abaixo

x0 y1
oo z2

oo w3
oo

}}
a2

}}
x1 y2
oo z3

oo w4
oo

}}
a3

}}
x2 y3
oo z4

oo w5.oo

Assim como no exemplo anterior, Q é graduável (por ser uma árvore) e os passeios entre
quaisquer dois vértices indexados pelo mesmo natural tem grau zero e assim pertencem a
mesma classe de graduação. De fato, olhando Q como a união (não disjunta!) de dois carcases
do Exemplo 3.2.2, onde x1 ← y2 ← z3 ← w4 é a parte comum, temos que y1 ∼ x1, z2 ∼
a2 ∼ y2 e w3 ∼ z3 (da parte superior) e que y2 ∼ x2, z3 ∼ a3 ∼ y3 e w4 ∼ z4 (da parte
inferior). Logo, temos as seguintes relações: y1 ∼ x1, z2 ∼ a2 ∼ y2 ∼ x2, w3 ∼ z3 ∼ a3 ∼ y3

e w4 ∼ z4. Finalmente, para verificar que os vértices indexados por naturais diferentes não
pertencem a mesma classe de graduação, basta observar que as contas do exemplo anterior
para o subcarcás xi ← yi+1 ← zi+2 ← wi+3 de Q não dependeram do valor de i.
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Fixando x0 ∈ Q0, podemos ilustrar as classes de graduação de Q como abaixo:

x0 y1
oo z2

oo w3
oo

ww
a2

ww
x1 y2
oo z3

oo w4
oo

ww
a3

ww
x2 y3
oo z4

oo w5
oo

Q0(x0) Q−1(x0) Q−2(x0) Q−3(x0) Q−4(x0) Q−5(x0)

Usando as técnicas destes dois exemplos, podemos provar o resultado seguinte.

Lema 3.2.4 Seja d ≥ 4. Então, o carcás Q abaixo tem d+ 1 classes de graduação.

x0 y1
oo z2

oo w3
oo

}}
a2

}}
x1 y2
oo z3

oo w4
oo

{{
a3

. . . zd−2 wd−1

||

oo

ad−2

{{
xd−3 yd−2

oo zd−1
oo wdoo

Prova. Por ser uma árvore, Q é graduável. Além disso, como o conjunto dos índices dos ele-
mentos de Q0 é o conjunto de inteiros {0, 1, 2, . . . , d}, então é suficiente provar que aqueles
vértices de Q que são indexados pelo mesmo natural estão na mesma classe de graduação e
que aqueles com índices diferentes estão em classes de graduação distintas. Usando o mesmo
raciocínio do Exemplo 3.2.3, basta então verificar que para cada i ≥ 0, os vértices perten-
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centes ao subcarcás pleno de Q dado por

xi yi+1
oo zi+2

oo wi+3
oo

{{
ai+2

{{
xi+1 yi+2

oo zi+3
oo wi+4

oo

satisfaz tais condições. Fato este já verificado no Exemplo 3.2.2, a menos da numeração dos
vértices. 2

Teorema 3.2.5 (Critério de Bautista-Liu, Cor. 4.7 e 3.14) Seja Λ uma k-álgebra de
dimensão finita, não semisimples e com radical quadrado zero. Se o carcás ordinário Q de Λ é
graduável, então Db(Λ) ∼= Db(kQop) e todo objeto indecomponível em Db(Λ) é isomorfo a um
complexo radical de Kb(P) cujo comprimento é menor que o número de classes de graduação
de Q. Reciprocamente, se existe uma equivalência triangulada Db(Λ) ∼= Db(H), onde H é
uma k-álgebra de hereditária de dimensão finita, então o carcás ordinário de Λ é graduável. 2

Note que do Lema 2.1.8 e da Observação 2.4.11-(ii), temos que

s.gl.dim Λ = sup{`(P •) : P • ∈ Kb(P) indecomponível radical}. (3.1)

Juntando este fato ao critério de Bautista-Liu podemos concluir que se o carcás ordinário
Q de uma álgebra Λ de dimensão finita com radical quadrado zero é graduável, então Λ é
hereditária por partes (do tipo kQop) e s.gl.dim Λ < m, onde m é o número de classes de
graduação de Q.

Observação 3.2.6 A partir de agora quando fizermos referência a dimensão global forte,
não faremos distinção entre as igualdades (2.15) e (3.1). Em outras palavras, faremos uso
daquela que for mais conveniente.

Exemplo 3.2.7 (a) Seja Λ uma álgebra de dimensão finita com radical quadrado zero cujo
carcás ordinário é aquele do Lema 3.2.4. Então, pelo critério de Bautista-Liu, Λ é
hereditária por partes. Além disso, como Q possui d+ 1 classes de graduação, segue do
observado no parágrafo anterior que s.gl.dim Λ ≤ d.

(b) Seja (Q, I) o carcás com relações abaixo.

1 2oo 3oo 4oo

Observe que Q é graduável com 4 classes de graduação e, assim, a álgebra Λ = kQ/I

é hereditária por partes com dimensão global forte menor ou igual a 3. Por outro
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lado, sabemos do Exemplo 3.1.6-(a) que Λ é uma álgebra shod estrita e, portanto,
gl.dim Λ = 3. Logo, pelas desigualdades 3 = gl.dim Λ ≤ s.gl.dim Λ ≤ 3, temos que
s.gl.dim Λ = 3.

3.3 Diagramas escada

Vimos na seção precedente um critério que determina um limitante superior para a
dimensão global forte de uma classe de álgebras hereditárias por partes (vide Teorema 3.2.5
e comentário que o segue). Nesta seção, encontraremos um limitante inferior para a dimensão
global forte de alguns exemplos específicos de álgebras de caminhos. Para tanto, vamos definir
um tipo especial de quíntupla na categoria de complexos limitados. Estas quíntuplas serão
chamadas de diagrama escada e veremos que elas serão úteis na construção de complexos
indecomponíveis na categoria de homotopia de complexos limitados. Vamos precisar também
de um resultado de D. Happel e D. Zacharia, [HZ08], onde se determina condições necessárias
para que o cone de um dado morfismo seja um objeto indecomponível.

Ao longo desta seção, Λ denotará uma álgebra de dimensão finita sobre um corpo k

algebricamente fechado.
Seja A uma k-categoria triangulada, Hom-finita e Krull-Schimidt. Dado um morfismo

f : X → Y em A, temos um triângulo distinguido em A da forma

X
f→ Y → Cf → T (X).

O objeto Cf é unicamente determinado, a menos de isomorfismos, e chamado de cone de f .
Dizemos que uma tripla (X,Y, f) em A tem a propriedade ∗ se as seguintes condições são
satisfeitas:

(∗1) X e Y são objetos indecomponíveis;

(∗2) f : X → Y é um morfismo não nulo;

(∗3) f não é um isomorfismo; e

(∗4) HomA(Y,X[1]) = 0.

Lema 3.3.1 ([HZ08]) Se (X,Y, f) é uma tripla em A com a propriedade ∗, então Cf é
indecomponível em A. 2

Estamos particularmente interessados no resultado acima para A ∈ {Kb(Λ),Kb(P)}.
Ainda antes da definição de diagrama escada, faremos alguns lemas técnicos.

Lema 3.3.2 Seja X• = (Xi, diX) um complexo em C(Λ) onde (i) cada componente não nula
Xn é um módulo indecomponível e (ii) dnX = 0 se e somente se Xj = 0 para todo j > n ou
Xj = 0 para todo j ≤ n. Então, X• é indecomponível em C(Λ).



3.3 DIAGRAMAS ESCADA 83

Prova. Seja Y • = (Y i, diY ) um complexo não nulo e considere uma retração π = (πi)i de
X• em Y •. Vejamos que π é um isomorfismo de complexos. Para tanto, considere uma seção
ι = (ιi)i : Y

• → X• em C(Λ) tal que π ◦ ι = 1Y • . Em particular, para cada n ∈ Z, temos que
πn : Xn → Y n é uma retração e ιn : Y n → Xn é uma seção satisfazendo πn ◦ ιn = 1Y n . Para
cada l ∈ Z tal que Y l 6= 0 (existe porque Y • 6= 0) temos um diagrama comutativo

Y l−1
dl−1
Y //

ιl−1

��

Y l
dlY //

ιl
��

Y l+1

ιl+1

��
X l−1

dl−1
X //

πl−1

��

X l
dlX //

πl
��

X l+1

πl+1

��
Y l−1

dl−1
Y

// Y l

dlY

// Y l+1,

onde πl é um isomorfismo com inversa ιl, dado que X l é um módulo indecomponível. Logo,

• se X l−1 6= 0 então Y l−1 6= 0, uma vez que dl−1
X 6= 0 implica que 0 6= πl ◦ dl−1

X =

dl−1
Y ◦πl−1. Neste caso, por X l−1 ser indecomponível, temos que πl−1 é um isomorfismo

com inversa ιl−1.

• se X l+1 6= 0 então Y l+1 6= 0, uma vez que dlX 6= 0 implica que 0 6= dlX ◦ ιl = ιl+1 ◦ dlY .
Neste caso, porX l+1 ser indecomponível, temos que πl+1 é um isomorfismo com inversa
ιl+1.

Continuando este processo indutivamente, teremos que π é um isomorfismo com inversa ι. 2

Corolário 3.3.3 Seja X• = (Xi, diX) um complexo em C(P) onde (i) cada componente não
nula Xn é indecomponível, (ii) dnX = 0 se e somente se Xj = 0 para todo j > n ou Xj = 0

para todo j ≤ n, e (iii) todo diferencial não nulo dnX não é um isomorfismo. Então, X• é
indecomponível em K(P).

Prova. Pelo Lema 3.3.2 temos que X• é indecomponível em C(P). Além disso, se o diferencial
dnX : Xn → Xn+1 é diferente de zero, então por hipótese dnX não é um isomorfismo e pelo
fato de Xn e Xn+1 serem projetivos indecomponíveis, segue que Imdn ( Xn+1 e, portanto,
Imdn ⊆ radXn+1. De modo que X• é um complexo radical. Portanto, pelo Lema 2.1.8, X•

é indecomponível em K(P). 2

Lema 3.3.4 Sejam n ∈ Z e f : X• → Y • um morfismo em C(Λ) tais que:

(a) Xn 6= 0 6= Y n;

(b) Xi = 0 para todo i < n e Y j = 0 para todo j > n;

(c) HomΛ(Y n, Xn) = 0; e
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(d) X• ou Y • é indecomponível em K(Λ).

Então, f não é um isomorfismo em K(Λ). 2

Definição 3.3.5 Sejam X• = (Xi, diX), Y • = (Y i, diY ) e Z• = (Zi, diZ) três complexos em
Cb(Λ). Diremos que uma quíntupla (X•, Y •, Z•, f, g) forma um diagrama escada em grau n0

quando:

(E1) n0 = min{n : Xn 6= 0} = max{m : Zm 6= 0} e Y • é um complexo concentrado em
grau n0;

(E2) f : Xn0 → Y n0 e g : Y n0 → Zn0 são dois homomorfismos não nulos tais que g ◦ f = 0;

(E3) HomΛ(Y n0 , Xn0) = 0 e HomΛ(Zn, Xn+2) = 0, para n ∈ {n0 − 2, n0 − 1, n0}; e

(E4) as triplas (X•, Y •, f•) e (Y •, Z•, g•) têm a propriedade ∗ para A = Kb(Λ), onde f• e
g• são os morfismos de complexos induzidos naturalmente dos homomorfismos f e g,
respectivamente.

A fim de simplificar a notação, vamos denotar os morfismos f• e g• da definição acima,
simplesmente, por f e g. Além disso, a quíntupla (X•, Y •, Z•, f, g) será denotada por

D = X•
f−→ Y •

g−→ Z•.

Ocultando as entradas nulas dos complexos X•, Y • e Z•, podemos visualizar as condições
(E1) e (E2) de um diagrama escada em grau n0 da seguinte forma:

Xn0 //

f
��

· · · // Xn0+r

Y n0

g

��
Zn0−r′ // · · · // Zn0

Quanto às condições (E3) e (E4), temos as seguintes observações:

Observação 3.3.6 (i) Pelo Lema 3.3.4, as hipóteses Hom(Y n0 , Xn0) = 0 e X• indecom-
ponível em Kb(Λ) são suficientes para concluir que o morfismo f : X• → Y • não é
um isomorfismo em Kb(Λ). Portanto, para mostrar que X• f−→ Y •

g−→ Z• é um dia-
grama escada não é necessário verificar a condição (∗3) da Definição 3.3 para a tripla
(X•, Y •, f).

(ii) Se Hom(Y n0 , Xn0) = 0 e Y • é um complexo concentrado em grau n0, então

HomK(Λ)(Y
•, X•[1]) = HomC(Λ)(Y

•, X•[1]).
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(iii) Segue da condição (E4) que os objetos X•, Y • e Z• de um diagrama escada são inde-
componíveis em Kb(Λ).

O próximo resultado mostra como obter, a partir de um diagrama escada D, um objeto
indecomponível de Kb(Λ) cujo comprimento é uma função determinada pelos comprimentos
dos objetos do diagrama D.

Proposição 3.3.7 Seja D o diagrama escada X•
f−→ Y •

g−→ Z• em grau n0. Então, a
aplicação h : Cf → Z•, dada por hn0 = (0 g) e hi = 0 para todo i 6= n0, é um morfismo de
complexos cujo cone Ch é um objeto indecomponível de Kb(Λ).

Prova. Suponha, sem perda de generalidade, que n0 = 0. A comutativadade do diagrama
abaixo, que segue de (E2) da Definição 3.3.5, mostra que h : Cf → Z• é um morfismo de
complexos.

Cf :

h
��

· · · // 0 //

��

X0
(d0
X f0)t
//

0
��

X1 ⊕ Y 0
(d1
X 0)
//

(0 g0)
��

X2 d2
//

��

· · ·

Z• : · · · // Z−2

d−2
Z

// Z−1

d−1
Z

// Z0 // 0 // · · ·

Para mostrar que Ch é indecomponível em Kb(Λ), é suficiente verificar que a tripla
(Cf , Z

•, h) tem a propriedade ∗.

(∗1) Z• e Cf são indecomponíveis em Kb(Λ) por hipótese e porque a tripla (X•, Y •, f) tem
a propriedade ∗, respectivamente.

(∗2) h é não nulo em Kb(Λ). De fato, suponha, por absurdo, que existe uma aplicação
s : Cf [1]→ Z• tal que hi = si+1diCf + di−1

Z si para todo i. Então, para i = 0, podemos
escrever s0 = (u0 v0), com v0 6= 0, e teremos

(0 g) = h0 = s1(d1
X 0) + d−1

Z (u0 v0) = (s1d1
X + d−1

Z u0 d−1
Z v0),

de modo que o diagrama seguinte é comutativo

Y • :

g

��

· · · // 0

��

//

��

Y 0

g
��

//

v0

}}

0 //

����

· · ·

Z• : · · · // Z−1

d−1
Z

// Z0 // 0 // · · · ,

o que contradiz o fato de g ser não nulo em Kb(Λ).

(∗3) h não é isomorfismo em Kb(Λ). Suponha o contrário. Então existe um morfismo de
complexos l : Z• → Cf tal que l ◦ h ∼ 1Cf e h ◦ l ∼ 1Z• . Em particular, existe uma
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aplicação s : Cf [1]→ Cf e um diagrama comutativo

Cf :

h
��

· · · // 0 //

��

X0
(d0
X f)t
//

0
��

0

||

X1 ⊕ Y 0
(d1
X 0)
//

(0 g)
��

s0

zz

X2
d2
X //

��

s1

||

X3 //

��

s2

~~

· · ·

Z• :

l
��

· · · // Z−2 //

��

Z−1 //

l−1

��

Z0 //

l0

��

0 //

��

0 //

��

· · ·

Cf : · · · // 0 // X0

(d0
X f)t
// X1 ⊕ Y 0

(d1
X 0)
// X2

d2
X

// X3 // · · ·

tal que 1Cf − l ◦ h = s ◦ dCf + dCf ◦ s. Podemos escrever s0 = (u0 v0), s1 = (u1 v1)t e
l0 = (l01 l

0
2)t. Mas como Hom(Y 0, X0) = 0, por hipótese, então s0 = (u0 0). Logo

• 1X0 − 0 = s0 ◦ (d0
X f)t + 0 = (u0 0)

(
d0
X

f

)
= u0d0

X e assim

1X0 = u0d0
X ;

•
(

1X1 0

0 1Y 0

)
−
(
l01

l02

)
(0 g) =

(
u1

v1

)
(d1
X 0) +

(
d0
X

f

)
(u0 0), de onde segue que

1X1 = u1d1
X + d0

Xu
0;

• 1X2 − 0 = s2d2
X + (d1

X 0)

(
u1

v1

)
e assim

1X2 = s2d2
X + d1

Xu
1; e

• para todo n ≥ 3, temos que 1Xn = sndnX + dn−1
X sn−1.

Isso mostra que 1X• é homotopicamente nulo, o que contradiz o fato de X• ser inde-
componível em Kb(Λ).

(∗4) HomCb(Λ)(Z
•, Cf [1]) = 0. Seja l ∈ HomKb(Λ)(Z

•, Cf [1]). Então, existe um diagrama
comutativo da forma abaixo.

Z• :

l
��

· · · // Z−3

��

d−3
Z // Z−2

l−2

��

d−2
Z // Z−1

l−1

��

d−1
Z // Z0

l0

��

// 0

��

// · · ·

Cf [1] : · · · // 0 // X0

(d0
X f)t
// X1 ⊕ Y 0

(d1
X 0)
// X2

d2
X

// X3 // · · ·

Como por hipótese Hom(Zn, Xn+2) = 0, para n ∈ {−2,−1, 0}, então l−2 = l0 = 0 e
l−1 = (0 l−1

2 )t. Logo, da comutatividade do diagrama acima, segue que l−1
2 d−2

Z = 0.
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Então, existe um morfismo dado pelo diagrama comutativo abaixo.

Z• :

��

· · · // Z−2
d−2
Z //

��

Z−1
d−1
Z //

l−1
2
��

Z0 //

��

0 //

��

· · ·

Y •[1] : · · · // 0 // Y 0 // 0 // 0 // · · ·

Neste caso, se l−1
2 6= 0 então existe s0 : Z0 → Y 0 tal que s0d−1

Z = l−1
2 , pois a tripla

(Y •, Z•, g) tem a propriedade ∗ e, em particular, HomKb(Λ)(Z
•, Y •[1]) = 0. Definindo

a aplicação r : Z•[1] → Cf [1] por r0 = (0 s0)t : Z0 → X1 ⊕ Y 0 e ri = 0 para todo
i 6= 0, teremos que l = r ◦ dZ + dCf ◦ r, ou seja, l é homotopicamente nulo e, portanto,
HomKb(Λ)(Z

•, Cf [1]) = 0.

Isto mostra que a tripla (Cf , Z
•, h) tem a propriedade ∗ e com isso podemos concluir

pelo Lema 3.3.1 que Ch é um objeto indecomponível de Kb(Λ). 2

Segue da demonstração acima que o complexo Ch = (Cih, c
i) é dado por

· · · → Z−4 c−4
// Z−3 c−3

// X0 ⊕ Z−2 c−2
// X1 ⊕ Y 0 ⊕ Z−1 c−1

// X2 ⊕ Z0 c0 // X3 c1 // X4 → · · ·

onde cn = dnZ , para todo n ≤ −4, cn = dn+2
X , para todo n ≥ 1, c−3 =

(
0

−d−3
Z

)
, c−2 = d0

X 0

f 0

0 −d−2
Z

, c−1 =

(
d1
X 0 0

0 g −d−1
Z

)
e c0 = (d2

X 0), de modo que Ch pode ser visualizado da

seguinte forma:

X• :

f
��

· · · // 0 //

��

0 //

��

X0 //

��

X1 //

��

X2 //

��

· · ·

Y • :

g

��

· · · // 0 //

��

0 //

��

Y 0 //

��

0 //

��

//

��

0 //

��

· · ·

Z• : · · · // Z−2 // Z−1 // Z0 // 0 // 0 // · · ·

· · · // C−3
h

// C−2
h

// C−1
h

// C0
h

// C1
h

// · · ·

Além disso, observe que se os complexos X•, Z• ∈ Cb(Λ) são radicais e os homomorfismos f
e g são morfismos radicais, então Ch é um complexo radical de Cb(Λ). Este caso particular
de diagrama escada será chamado de diagrama escada radical.

O resultado a seguir mostra que se D = X•
f−→ Y •

g−→ Z• é um diagrama escada radical
em Cb(P), então é possível determinar o comprimento do indecomponv́el Ch em função dos
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comprimentos de X• e Z•.

Corolário 3.3.8 Seja D = X•
f−→ Y •

g−→ Z• um diagrama escada radical em Cb(P).
Então, Ch é um objeto indecomponível de Kb(P) cujo comprimento é dado pela fórmula:

`(Ch) =



2, se `(X•) = `(Z•) = 1;

`(Z•), se `(X•) = 1 e `(Z•) ≥ 2;

`(X•), se `(Z•) = 1 e `(X•) ≥ 2;

`(X•) + `(Z•)− 2, se `(X•), `(Z•) ≥ 2.

(3.2)

2

Vamos aplicar este resultado juntamente com o critério de Bautista-Liu e a Proposição
3.3.7 para calcular a dimensão global forte de algumas álgebras com radical quadrado zero.
Comecemos com a álgebra dada pelo carcás do Exemplo 3.2.2.

Exemplo 3.3.9 Considere a álgebra Λ com rad2Λ = 0 cujo carcás ordinário Q é

x0 y1
oo z2

oo w3
oo

}}
a2

}}
x1 y2
oo z3

oo w4.oo

Segue do critério de Bautista-Liu e do Exemplo 3.2.2 que Λ é uma álgebra hereditária por
partes com s.gl.dim Λ ≤ 4.

Usemos agora a Proposição 3.3.7 para construir um objeto indecomponível de Kb(P) de
comprimento 4 para então concluir que s.gl.dim Λ = 4. Para tanto, considere o diagrama
comutativo abaixo, em Cb(P), onde os morfismos entre os módulos projetivos são os homo-
morfismos não-nulos induzidos das flechas do carcás Q.

X•

f

��

: 0 //

��

0 //

��

0 //

��

Px1
//

f

��

Py2
//

��

Pz3
//

��

Pw4

��
Y •

g

��

: 0 //

��

0 //

��

0 //

��

Pa2
//

g

��

0 //

��

0 //

��

0

��
Z• : Px0

// Py1
// Pz2

// Pw3
// 0 // 0 // 0

Vejamos que (X•, Y •, Z•, f, g) é um diagrama escada (em grau zero). Primeiro, note
que a condição (E1) é satisfeita pela própria construção do diagrama acima. Além disso,
da forma como foram escolhidos, os homomorfismos f e g são não nulos e g ◦ f = 0

por rad2Λ = 0. Isto é justamente a condição (E2). Para a condição (E3), basta notar
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que Hom(Y 0, X0) = Hom(Pa2 , Px1) = 0 e que não existe homomorfismo, que não o nulo,
de projetivos que aparecem em Z• para projetivos que aparecem em X• e, em particular,
Hom(Zn, Xn+2) = 0 para todo n. Resta-nos, portanto, verificar que as triplas (X•, Y •, f) e
(Y •, Z•, g) têm a propriedade ∗:

(∗1) É claro que o complexo Y • é indecomponível em Kb(P). Já o complexo X• é indecom-
ponível pelo Corolário 3.3.3, visto que suas entradas não nulas são módulos projetivos
indecomponíveis, dois a dois não isomorfos, e os diferenciais entre eles são homomor-
fismos não nulos.

(∗2) f 6= 0 em Kb(Λ) pois o homomorfismo f : Px1 → Pa2 é não nulo e Hom(Py2 , Pa2) = 0.

(∗3) Que f não é um isomorfismo em Kb(Λ) segue da Observação 3.3.6-(i).

(∗4) Dado que Hom(Pa2 , Py2) = 0, então temos que HomCb(Λ)(Y
•, X•[1]) = 0 e, portanto,

HomKb(Λ)(Y
•, X•[1]) = 0.

Isto mostra que a tripla (X•, Y •, f) tem a propriedade ∗. Analogamente, pode-se verificar o
mesmo para a tripla (Y •, Z•, g). Assim, podemos concluir que o complexo Ch é indecompo-
nível em Kb(P). Por outro lado, como X• e Z• são radicais, assim como os morfismos f e
g, então podemos aplicar o Corolário 3.3.8 para determinar o comprimento de Ch:

`(Ch) = `(X•) + `(Z•)− 2 [Expressão (3.2)]

= 3 + 3− 2

= 4.

A álgebra do exemplo anterior será denotada por Λ4, para indicar que o maior índice de
uma fonte ‘w’ é igual a 4 e que também, neste caso, s.gl.dim Λ4 = 4. Tal notação ficará clara
mais adiante.

A noção de diagramas escada consecutivos, definida abaixo, será útil na obtenção de uma
sequência de álgebras Λ3,Λ4,Λ5, . . . tal que

s.gl.dim (Λ3) < s.gl.dim (Λ4) < s.gl.dim (Λ5) < · · · <∞.

Definição 3.3.10 Sejam D0 = X•
f−→ Y •

g−→ Z• e D1 = L•
φ−→ M•

ψ−→ N• dois
diagramas escada em graus n0 e n1, respectivamente. Dizemos que os diagramas D0 e D1

são consecutivos se L• = Z• e n1 = n0 − `(Z•), onde ` denota o comprimento em Cb(Λ).

Observe que podemos esquematizar os diagramas escada consecutivos D0 e D1 da se-
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guinte forma, ocultando as entradas nulas:

Xn0 //

��

· · · // Xn0+`(X•)

Y n0

��
Zn1 //

��

· · · // Zn0

Mn1

��
Nn1−`(N•) // · · · // Nn1

A partir de agora, a menos de menção em contrário, qualquer diagrama escada D =

X•
f−→ Y •

g−→ Z• é tal que `(X•), `(Z•) ≥ 3, onde ` denota o comprimento em Cb(Λ).
Sejam D0 = X•

f−→ Y •
g−→ Z• e D1 = Z•

φ−→ M•
ψ−→ N• dois diagramas escada

consecutivos, em graus n0 e n1, respectivamente. Como `(Z•) ≥ 3, então Cn1
h = Zn1 e assim

temos um diagrama D′1 = Ch
φ−→ M•

ψ−→ N• induzido, naturalmente, de D0 e D1. Se
esperaria que o diagrama D′1 fosse um diagrama escada, mas isto nem sempre ocorre, como
mostrará o Exemplo 3.3.16. Daremos na proposição seguinte condições suficientes sobre D0

e D1 para que D′1 seja, de fato, um diagrama escada.

Proposição 3.3.11 Seja Z• ∈ Cb(Λ) tal que `(Z•) = 3 e sejam D0 = X•
f−→ Y •

g−→ Z• e
D1 = Z•

φ−→M•
ψ−→ N• dois diagramas escada consecutivos, em graus n0 e n1, respectiva-

mente. Se Hom(Nn1 , Y n0) = Hom(Nn1 , Xn0+1) = Hom(Nn1−1, Xn0) = Hom(Mn1 , Xn0) =

Hom(Xn0 ,Mn1) = 0, então D′1 = Ch
φ−→M•

ψ−→ N• é um diagrama escada.

Antes de passar a prova deste resultado, ilustramos na figura abaixo as hipóteses adici-
onais aos diagramas D0 e D1 para que D′1 seja um diagrama escada.

Xn0 //

��

0

vv

Xn0+1 // · · ·

Y n0

��
Zn1 //

��

Zn1+1 // Zn1+2 // Zn0

Mn1

��

0

44

· · · // Nn1−1 //

0

//

Nn1

0

55

0

II

Prova. Temos que verificar as condições (E1)-(E4) da Definição 3.3.5. As condições (E1) e
(E2) são triviais.
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Suponha, sem perda de generalidade, que n0 = 0. Assim n1 = −3 e temos o seguinte
diagrama:

Ch : · · · // 0 // C−3
h

c−3
// C−2
h

c−2
// C−1
h

c−1
// C0
h

c0 // · · ·

X• :

f
��

· · · // 0 //

��

0 //

��

X0 //

f
��

X1 //

��

X2 //

��

· · ·

Y • :

g
��

· · · // 0

��

// 0 //

��

0 //

��

Y 0 //

g
��

0 //

��

//

��

0 //

��

· · ·

Z• :

φ
��

· · · // 0

��

// Z−3 //

φ
��

Z−2

��

// Z−1 // Z0 // 0 // 0 // · · ·

M• :

ψ
��

· · · // 0

��

//M−3

ψ
��

// 0

��

// · · ·

N• : · · · // N−4 // N−3 // 0 // · · ·

Como Hom(M−3, Z−3) = 0 e C−3
h = Z−3, então Hom(M−3, C−3

h ) = 0. Além disso, dado
que Hom(N i, Zi+2) = 0 para i ∈ {−5,−4,−3}, então:

• Hom(N−5, C−3
h ) = Hom(N−5, Z−3) = 0;

• Hom(N−4, C−2
h ) = Hom(N−4, X0)⊕Hom(N−4, Z−2) = 0;

• Hom(N−3, C−1
h ) = Hom(N−3, X1)⊕Hom(N−3, Y 0)⊕Hom(N−3, Z−1) = 0.

Isso prova a condição (E3) para o diagrama D′1.
Para verificar a condição (E4) é suficiente provar que a tripla (Ch,M

•, φ) tem a propri-
edade ∗. Vejamos:

(∗1) M• é indecomponível em Kb(Λ) por hipótese e Ch também é indecomponível em Kb(Λ)

pela da Proposição 3.3.7;

(∗2) φ : Ch →M• é um morfismo não nulo em Kb(Λ). De fato, se existisse uma homotopia de
φ, digamos (si+1 : Ci+1

h →M i)i∈Z, então existiria s−2 = (s−2
0 s−2

1 ) : X0⊕Z−2 →M−3

tal que s−2 ◦ c−3 = φ. Como Hom(X0,M−3) = 0, então s−2
0 = 0. Por outro lado, como

c−3 = (0 −d−3
Z )t então o homomorfismo s−2

1 , de Z−2 emM−3, é tal que φ = −s−2
1 ◦d

−3
Z ,

o que é uma contradição, pois φ : Z• →M• é não nulo em Kb(Λ);

0 // Z−3
d−3
Z //

φ
��

0

}}

Z−2

−s−2
1

{{
0 //M−3 // 0

(∗3) Segue da Obsevação 3.3.6-(i) que φ : Ch →M• não é um isomorfismo em Kb(Λ); e
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(∗4) HomKb(Λ)(M
•, Ch[1]) = 0. De fato, como Hom(M−3, X0) = 0 e M• é o complexo

concentrado M−3 então

HomCb(Λ)(M
•, Ch[1]) = HomCb(Λ)(M

•, Z•[1]).

Por outro lado, como Hom(M−3, Z−3) = 0, temos pela pela Observação 3.3.6-(ii) que

HomCb(Λ)(M
•, Z•[1]) = HomKb(Λ)(M

•, Z•[1]),

que por sua vez é igual a zero pela condição (∗4) da tripla (Z•,M•, φ). 2

Sejam D0 e D1 como acima. A partir de agora denotaremos por Ch0 o cone indecompo-
nível obtido aplicando a Proposição 3.3.7 em D0, e por Ch1 o cone indecomponível obtido
pela mesma proposição em D′1.

Corolário 3.3.12 Se os diagramas escada D0 e D1 na Proposição 3.3.11 são radicais e
estão em Cb(P), então D′1 também é um diagrama escada radical. Em particular, Ch1 é
indecomponível em Kb(P) cujo comprimento é dado pela soma

`(X•) + `(Z•) + `(N•)− 2 · 2.

Prova. Já sabemos que Ch0 é um complexo radical pelo fato de D0 = X•
f−→ Y •

g−→ Z• ser
um diagrama escada radical. Por outro lado, do lema anterior sabemos que D′1 = Ch0

φ−→
M•

ψ−→ N• é um diagrama escada. Além disso, como os homomorfismos radicais φ e ψ e o
complexo radical N• são os mesmos para os diagramas D1 e D′1, então D′1 é um diagrama
escada radical. Assim podemos aplicar a fórmula do Corolário 3.3.8 ao diagrama D′1:

`(Ch1) = `(Ch0) + `(N•)− 2

= [`(X•) + `(Z•)− 2] + `(N•)− 2

= `(X•) + `(Z•) + `(N•)− 2 · 2.

2

Teorema 3.3.13 Seja D0,D1, . . . ,Dr, com r ≥ 1, uma sequência de diagramas escada ra-
dical em Cb(P), onde cada par ordenado (Di,Di+1) é como na Proposição 3.3.11, cada Di =

X•i
fi−→ Y •i

gi−→ X•i+1 é um diagrama em grau ni e, para todo 2 ≤ i ≤ r, Hom(Xni
i+1, X

ni−2

i−2 ) =

0. Então Chr é um objeto indecomponível em Kb(P) cujo comprimento é dado por

`(Chr) =
r+1∑
i=0

`(X•i )− (r + 1) · 2 ≥ r + 4. (3.3)
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Prova. Dado que cada par ordenado (Di,Di+1) é como na Proposição 3.3.11, então `(X•i+1) =

3, para todo 0 ≤ i ≤ r − 1, e `(X•0 ), `(X•r+1) ≥ 3. De onde segue que

r+1∑
i=0

`(X•i )− (r + 1) · 2 ≥ (r + 2) · 3− (r + 1) · 2 = r + 4.

Faremos o restante da prova por indução sobre r.

r = 1: Temos pelo Corolário 3.3.12 que Ch1 é um indecomponível deKb(P) cujo comprimento
é dado pela soma

`(Ch1) = `(X•0 ) + `(X•1 ) + `(X•2 )− 2 · 2.

r = i: Suponha que para todo r < i o cone Chr obtido do diagrama escada radical D′r
é um indecomponível de Kb(P) cujo comprimento é dado pela expressão (3.3). Em

particular, D′i−1 = Chi−2

fi−1−→ Y •i−1

gi−1−→ X•i é um diagrama escada radical, do qual
obtemos o indecomponível Chi−1

de Kb(P) cujo comprimento é dado por

`(Chi−1
) =

i∑
j=0

`(X•j )− i · 2. (3.4)

É claro que o par de diagramas escada (D′i−1,Di) é consecutivo. Vejamos agora que
(D′i−1,Di) satisfaz as hipóteses da Proposição 3.3.11. Por hipótese, temos que `(X•i ) =

3, de modo que falta verificar que cada um dos possíveis homomorfismos ilustrados
abaixo é igual a zero.

Cni+3
hi−2

//

��

ww

Cni+4
hi−2

// · · ·

Y ni+3
i−1

��
Xni
i

//

��

Xni+1
i

// Xni+2
i

// Xni+3
i

Y ni
i

��

55

· · · // Xni−1
i+1

//

11

Xni
i+1

66

JJ

Por hipótese, Hom(Xni
i+1, X

ni−2

i−2 ) = 0 e Hom(Xni
i+1, X

ni+4
i−1 ) = 0 porque (Di−1,Di)

satisfaz as condições da Proposição 3.3.11. De Cni+4
hi−2

= X
ni−2

i−2 ⊕ X
ni−1+1
i−1 = X

ni−2

i−2 ⊕
Xni+4
i−1 , segue que Hom(Xni

i+1, C
ni+4
hi−2

) = 0. Os outros homomorfismos são nulos porque:
(i) o par (Di−1,Di) satisfaz as condições da Proposição 3.3.11; (ii) Y •i−1, X

•
i e X•i+1
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são comuns aos pares (Di−1,Di) e (D′i−1,Di); e (iii) Cni+3
hi−2

= Xni+3
i−1 . Logo, D′i =

Chi−1

fi−→ Y •i
gi−→ X•i+1 é um diagrama escada radical, do qual obtemos o cone Chi ,

indecomponível em Kb(P), cujo comprimento é dado por

`(Chi) = `(Chi−1
) + `(X•i+1)− 2 [Corolário 3.3.8]

=

 i∑
j=0

`(X•j )− i · 2

+ `(X•i+1)− 2 [Expressão (3.4)]

=
i+1∑
j=0

`(X•j )− (i+ 1) · 2.

2

Corolário 3.3.14 Se o comprimento de cada X•i é igual a 3, então `(Chr) = r + 4. 2

Exemplo 3.3.15 Considere a álgebra Λ com rad2Λ = 0 cujo carcás ordinário Q é

x0 y1
oo z2

oo w3
oo

}}
a2

}}
x1 y2
oo z3

oo w4
oo

}}
a3

}}
x2 y3
oo z4

oo w5.oo

Segue do critério de Bautista-Liu e do Exemplo 3.2.3 que Λ é uma álgebra hereditária por
partes com s.gl.dim Λ ≤ 5. Vejamos que vale a igualdade. Para tanto, vamos definir um par
de diagramas escada e usar a Proposição 3.3.11.

Sejam D0 e D1 os dois diagramas comutativos, em Cb(P), abaixo

X•

f

��

: 0 //

��

0 //

��

0 //

��

Px2
//

f0

��

Py3
//

��

Pz4
//

��

Pw5

��
Y •

g

��

: 0 //

��

0 //

��

0 //

��

Pa3
//

g0

��

0 //

��

0 //

��

0

��
Z• : Px1

// Py2
// Pz3

// Pw4
// 0 // 0 // 0
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e
Z•

φ

��

: 0 //

��

0 //

��

0 //

��

Px1
//

φ−3

��

Py2
//

��

Pz3
//

��

Pw4

��
M•

ψ

��

: 0 //

��

0 //

��

0 //

��

Pa2
//

ψ−3

��

0 //

��

0 //

��

0

��
N• : Px0

// Py1
// Pz2

// Pw3
// 0 // 0 // 0,

onde os morfismos f0, g0, φ−3, ψ−3 e os diferenciais de X•, Y •, Z•,M• e N• são os ho-
momorfismos não nulos induzidos das flechas do carcás Q. Usando os mesmos argumen-
tos do Exemplo 3.3.9, aplicados a cada um destes diagramas, vemos que D0 = X•

f−→
Y •

g−→ Z• e D1 = Z•
φ−→ M•

ψ−→ N• são diagramas escada radicais em Cb(P). Além
disso, da forma como escolhemos tais diagramas, eles são consecutivos. Finalmente, note
que `(X•) = `(Z•) = `(N•) = 3 e, como não existe caminhos em Q de nenhum dos vértices
que determinam X• para nenhum dos vértices que determinam N•, então Hom(N i, Xj) = 0,
para todo i, j ∈ Z. É claro também que Hom(Pa2 , Px2) = Hom(Px2 , Pa2) = 0. Logo, pode-
mos aplicar a Proposição 3.3.11 ao par de diagramas escada D0 e D1 para concluir que
D′1 = Ch0

φ−→ Y •
ψ−→ N• é um diagrama escada. Além disso, por D0 e D1 serem radicais,

o Corolário 3.3.12 afirma que Ch1 é um indecomponível de Kb(P), com comprimento

`(Ch1) = `(X•) + `(Z•) + `(N•)− 2 · 2 = 3 + 3 + 3− 4 = 5.

Seguindo a notação que segue o Exemplo 3.3.9, vamos denotar a álgebra do exemplo acima
por Λ5, indicando que o maior índice de uma fonte ‘w’ é igual a 5 e que s.gl.dim Λ5 = 5.

Vimos na Proposição 3.3.11 condições suficientes sobre um par de diagramas escada
consecutivos D0 = X•

f−→ Y •
g−→ Z• e D1 = Z•

φ−→ M•
ψ−→ N• para que o diagrama

D′1 = Ch0

φ−→ Y •
ψ−→ N• seja um diagrama escada. Veremos agora que tais condições são,

também, necessárias. Comecemos com a hipótese “Hom(Nn1 , Y n0) = 0”.

Exemplo 3.3.16 Considere a álgebra Λ com rad2Λ = 0 cujo carcás ordinário Q é

x0 y1
oo z2

oo w3
oo

}}
a2

}}
x1 y2
oo z3

oo w4
oo

}}
a3

}}

α

YY

x2 y3
oo z4

oo w5
oo

Sejam D0 e D1 os diagramas definidos no Exemplo 3.3.15. Note que a existência da flecha



96 SOBRE A DIMENSÃO GLOBAL FORTE DE ÁLGEBRAS SHOD 3.4

α não muda dos diagramas D0 e D1 definidos naquele exemplo. Logo, estes são diagramas
escada consecutivos de Cb(P). Porém, como Hom(Nn1 , Y n0) = Hom(Pw3 , Pa3) 6= 0, então
Hom(Nn1 , Cn1+2

h0
) = Hom(Pw3 , Py3 ⊕ Pa3 ⊕ Pz3) 6= 0, onde n0 = 0 e n1 = −3. Portanto, a

segunda hipótese da condição (E3), da definição de diagrama escada, não é satisfeita para
D′1.

Px1

��

// Px2 ⊕ Py2
// Py3 ⊕ Pa3 ⊕ Pz3 // Pz4 ⊕ Pw4

// Pw5

Pa2

��
Px0

// Py1
// Pz2

// Pw3

6=0

AA

É fácil produzir exemplos semelhantes que mostram a necessidade das outras hipóteses
na Proposição 3.3.11.

3.4 Dimensão global forte de álgebras shod

Veremos agora o principal resultado do capítulo, onde mostramos que para cada inteiro
d ≥ 3 existe uma álgebra shod estrita cuja dimensão global forte é igual a d (vide Teorema
3.4.4).

Começaremos a seção com dois exemplos. No primeiro deles, veremos um exemplo de uma
álgebra shod estrita que não é hereditária por partes, ou seja, cuja dimensão global forte é
infinita. Já no segundo, daremos um exemplo de uma álgebra Λ que não é shod estrita e que
vale a relação gl.dim Λ = 3 = s.gl.dim Λ. Estes dois exemplos, juntamente com o resultado
principal do capítulo, mostram que não existe uma caracterização para a classe das álgebras
shod estritas aos moldes do Teorema 1 ([HZ08]), discutido na Introdução.

Lema 3.4.1 ([HZ10], Prop. 2.13) As seguintes proposições são equivalentes para uma ál-
gebra Λ de dimensão finita.

(i) s.gl.dim Λ <∞.

(ii) Para todo P • ∈ Kb(P) indecomponível e para todos Λ-módulos simples S, existe no má-
ximo dois graus i e j tais que a cobertura projetiva P (S) de S é um somando direto de
P i e P j; e se i 6= j, então |i− j| = 1. 2
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Exemplo 3.4.2 Seja Λ a álgebra com rad2Λ = 0 cujo carcás ordinário Q é dado abaixo.

4

ww
1 5

gg

��
2

^^

3oo

Considere o diagrama escada D = X•
f−→ Y •

g−→ X•[3] em Cb(P), dado abaixo,

X• :

f
��

P1
//

��

P2
// P3

// P5

Y • :

g

��

P4

��
X•[3] : P1

// P2
// P3

// P5

onde os morfismos entre os módulos projetivos são os homomorfismos não nulos induzidos
das flechas de Q. Denotando por D[3] o diagrama escada

X•[3]
f [3]−→ Y •[3]

g[3]−→ X•[6],

temos que D e D[3] são consecutivos e o diagrama obtido deles,

D′ = Ch
f [3]−→ Y •[3]

g[3]−→ X•[6],

também é um diagrama escada, mesmo não satisfazendo uma das condições da Proposição
3.3.11, a saber

0 = Hom(Xn0 ,Mn1) := Hom(P1, P4) 6= 0.

De fato, basta observar que esta condição é usada na prova da proposição supracitada apenas
para verificar que f [3] : Ch → Y •[3] é um morfismo não nulo em Kb(P), condição esta
desnecessária no caso em que rad2Λ = 0. Em particular, o objeto Ch1 de Kb(P), obtido do
diagrama escada D′,

Ch1 = P1 → P1 ⊕ P2 → P1 ⊕ P2 ⊕ P4 ⊕ P3 → P2 ⊕ P4 ⊕ P3 ⊕ P5 → P3 ⊕ P5 → P5,

é indecomponível em Kb(P) que não satisfaz a condição (ii) do Lema 3.4.1. Portanto,
s.gl.dim Λ =∞ ou, equivalentemente, Λ não é hereditária por partes.
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Vejamos agora que Λ é uma álgebra shod estrita. Para tanto, note que o carcás de
Auslander-Reiten de Λ é dado por:

P3 = I2

##
P4

  

· · · S2

;;

· · · S3

  

· · · I4

  
P1

>>

  

· · · I1

>>

((

P5

>>

  

· · · I5

P2

>>

· · · S4

66

· · · I3

>>

Neste caso, LΛ = {P1, P2, P4, I1, S2, P3, S4}, RΛ = {P3, S4, S3, P5, I4, I3, I5} e, portanto,
LΛ ∪ RΛ = ind Λ. Logo, pelo Teorema 3.1.4, Λ é uma álgebra shod. Além disso, como
P5 ∈ RΛ \ LΛ então segue do Teorema 3.1.5 que Λ é shod estrita, como queríamos verificar.

Exemplo 3.4.3 Considere Λ a álgebra com rad2Λ = 0 cujo carcás ordinário é dado abaixo.

1 2oo
oo

3oo
oo

4oo
oo

Temos, pelo critério de Bautista-Liu, que Λ é hereditária por partes e que s.gl.dim Λ ≤ 3.
Mas como gl.dim Λ = 3 e gl.dim Λ ≤ s.gl.dim Λ, então

gl.dim Λ = 3 = s.gl.dim Λ.

Para ver que Λ não é shod, basta notar que o Λ-módulo τ−S2 = 3 3
2 2 2

tem dimensão
projetiva e injetiva igual a 2.

Teorema 3.4.4 Para cada d ≥ 3 existe uma álgebra shod estrita Λd, hereditária por partes,
tal que s.gl.dim Λ = d.
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Prova. Se d = 3, o resultado segue do Exemplo 3.2.7(b). Suponha que d ≥ 4 e considere a
álgebra Λd com rad2Λd = 0 cujo carcás ordinário Q é dado abaixo.

x0 y1
oo z2

oo w3
oo

}}
a2

}}
x1 y2
oo z3

oo w4
oo

{{
a3

. . . zd−2 wd−1

||

oo

ad−2

{{
xd−3 yd−2

oo zd−1
oo wdoo

(1) s.gl.dim Λd = d.

Vimos no Lema 3.2.4 que o carcás Q possui d + 1 classes de graduação. Logo, como
consequência do critério de Bautista-Liu, Λd é uma álgebra hereditária por partes com
s.gl.dim Λd ≤ d. Para verificar que vale a igualdade, é suficiente econtrar um indecomponível
em Kb(P) cujo comprimento é igual a d. Considere a sequência de diagramas D0, . . . ,Dr,
onde r = d− 4 e, para todo 0 ≤ i ≤ r, Di = X•i

fi−→ Y •i
gi−→ X•i+1 é o diagrama

X•i :

fi
��

0 //

��

0 //

��

0 //

��

Pxr+1−i
//

��

Pyr+2−i
//

��

Pzr+3−i
//

��

Pwr+4−i

��
Y •i :

gi

��

0 //

��

0 //

��

0 //

��

Par+2−i
//

��

0 //

��

0 //

��

0

��
X•i+1 : Pxr−i

// Pyr+1−1
// Pzr+2−i

// Pwr+3−i
// 0 // 0 // 0

cujas componentes homogêneas Pxr+1−i , Par+2−i e Pwr+3−i deX•i , Y
•
i eX•i+1, respectivamente,

estão no mesmo grau ni = −3i. Logo, a condição (E1) da Definição 3.3.5 (diagrama escada)
é trivialmente satisfeita para cada Di. Quanto aos morfismos fi e gi e aos diferenciais de
X•i e X•i+1, eles são definidos, naturalmente, pelos homomorfismos não nulos induzidos das
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flechas de Q, ou ainda, das flechas do subcarcás pleno, Qi, de Q dado abaixo.

X•i+1 ; xr−i yr+1−ioo zr+2−ioo wr+3−ioo

zz
Y •i

gi

OO

; ar+2−i

zz
X•i

fi

OO

; xr+1−i yr+2−ioo zr+3−ioo wr+4−ioooo

Assim, por rad2Λd = 0, X•i e X•i+1 são complexos limitados – ambos de comprimento igual
3 – e os homomorfismos não nulos fi : Pxr+1−i −→ Par+2−i e gi : Par+2−i −→ Pwr+3−i são tais
que gi◦fi = 0. Em particular, cada diagrama Di satisfaz a condição (E2) da Definição 3.3.5.
A verificação das condições (E3) e (E4) para Di é igual à dada no Exemplo 3.3.9, a menos
de uma mudança na numeração dos vértices do subcarcás Qi. É fácil ver que X•i e X•i+1 são
complexos radicais e que fi e gi são morfismos radicais. Portanto, cada Di é um diagrama
escada radical.

Segue dos exemplos 3.3.9 e 3.3.15 que podemos supor que d ≥ 6 ou, equivalentemente, que
r ≥ 2. Vejamos que, neste caso, a sequência D0,D1, . . . ,Dr de diagramas escada (radicais)
satisfaz as hipóteses do Teorema 3.3.13. Para tanto, basta observar que:

• ni+1 = −3(i + 1) = −3i − 3 = ni − `(X•i ), para todo 0 ≤ i ≤ r. Logo, cada par de
diagramas (Di,Di+1) é consecutivo;

• como não existem caminhos de nenhum dos vértices que determinam X•i para ne-
nhum dos vértices que determinam as componentes de X•j , para todo i 6= j, então
Hom(Xm

i , X
n
j ) = 0, para todo m,n ∈ Z e para todo 0 ≤ i 6= j ≤ r;

• como Hom(Pai ,ΛΛ) = Hom(Pai , Pwi+1), para todo 2 ≤ i ≤ r+2, então Hom(Y m
i , Xn

j ) =

0, para todo j 6= i+ 1 e para todo m,n ∈ Z;

• como Hom(ΛΛ, Pai) = Hom(Pxi−1 , Pai), para todo 2 ≤ i ≤ r+2, então Hom(Xn
j , Y

m
i ) =

0, para todo j 6= i− 1 e para todo m,n ∈ Z.

Portanto, Chr é um objeto indecomponível em Kb(P) que, pelo Corolário 3.3.14, tem
comprimento igual a r + 4 = d.

(2) Λd é shod estrita.

Note que cada vértice do carcás ordinário Q de Λd é início de no máximo duas flechas
e final de no máximo duas flechas. E no caso de duas, estes vértices ou são fontes ou são
poços. Juntando isto ao fato de que Λd = kQ/J2, onde J é o ideal das flechas de Q, temos
que Λd é string.

Segue da Observação 3.1.11 que cada um dos zeros consecutivos de Q possui exatamente
duas relações zero, as quais se sobreponhem e cada caminho contendo estas (duas) relações
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zero é start-tight e end-tight. Em particular, o carcás com relações (Q, J2) satisfaz a condi-
ção (1) do Teorema 3.1.13. Além disso, dado que o comprimento dos caminhos em Q têm
comprimento no máximo 3, então é claro que (Q, J2) não contém subcategorias plenas nas
formas dos itens (i) e (ii) (e seus duais) da condição (2) desse mesmo teorema. Também
é claro que (Q, J2) não contém uma subcategoria plena na forma do item (iii). Portanto,
pelo Teorema 3.1.13, Λd é shod. Finalmente, para ver que Λd é shod estrita, basta usar que
s.gl.dim Λd = d ≥ 3 e lembrar que uma ágebra quase inclinada tem dimensão global forte
menor ou igual a 2 (vide Teorema 1 da Introdução). 2

Exemplo 3.4.5 Considere a álgebra Λ5 com rad2Λ5 = 0 cujo carcás ordinário é

x0 y1
oo z2

oo w3
oo

}}
a2

}}
x1 y2
oo z3

oo w4
oo

}}
a3

}}
x2 y3
oo z4

oo w5
oo

Neste caso, LΛ5 e RΛ5 são dadas, respectivamente, pelos predecessores e sucessores dos in-
decomponíveis

Pz2 = Iz2 , Sa2 , Pz3 = Iz3 , Sa3 e Pz4 = Iz4 .

Além disso,

Px0 → Px1 ⊕ Py1 → Px2 ⊕ Py2 ⊕ Pa2 ⊕ Pz2 → Py3 ⊕ Pa3 ⊕ Pz3 ⊕ Pw3 → Pz4 ⊕ Pw4 → Pw5

são as componentes homogêneas não nulas do indecomponível Ch1 de Kb(P), obtido no Exem-
plo 3.3.15, cujo comprimento é maximal.

Agora estamos interessados em pesquisar o que acontece em outras classes de álgebras.
Por exemplo, para a classe das álgebras ada, introduzidas em [ACLV12], que incluem a classe
das álgebras shods, podemos construir com ideias semelhantes as aqui apresentadas uma
álgebra ada com dimensão global 4 e dimensão global forte n, para cada n ≥ 4. É sabido
também que todo módulo indecomponível X sobre uma álgebra ada Λ também satisfaz
pdX + idX ≤ d + 1, onde d = gl.dim Λ (vide Corollary 2.6 e Remark 2.7 de [ACLV12]).
Também estamos interessados em caracterizar as álgebras shod estritas com dimensão global
forte igual a 3.
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Capítulo 4

Dimensão global forte e complexidade

Vimos no Capítulo 2 que a complexidade de objetos indecomponíveis na categoria deri-
vada está, de certa forma, relacionada com a noção de dimensão global forte. Mais especi-
ficamente, vimos no Teorema 2.4.13 que a existência de um indecomponível M• ∈ D−(Λ)

cuja complexidade é maior do que zero é condição suficiente para que s.gl.dim Λ = ∞. O
objetivo principal deste capítulo é mostrar que, ao contrário do que ocorre na categoria de
módulos, a recíproca deste resultado não é falsa, em geral, no caso em que gl.dim Λ < ∞
(vide Seção 4.2). Na verdade, acreditamos que vale a recíproca no caso em que rad2Λ = 0.
Mostraremos aqui um esboço de como estamos trabalhando neste problema.

Vamos precisar de três resultados que foram bastante utilizados no capítulo anterior. A
saber: (i) a propriedade ∗ (vide Lema 3.3.1); (ii) o critério de Bautista-Liu (vide Teorema
3.2.5); e (iii) o Teorema de D. Happel e D. Zacharia ([HZ08]) que caracteriza, homologica-
mente, as álgebras hereditárias por partes como sendo aquelas que têm dimensão global forte
finita.

4.1 Limite inverso na categoria de complexos

Para que possamos mostrar de forma clara nossas ideias vamos precisar também de noções
básicas do conceito de limite inverso, em especial na categoria de complexos. Os detalhes
podem ser encontrados em [Rot09].

Definição 4.1.1 Dado um conjunto parcialmente ordenado (I,�) e uma categoria C, um
sistema inverso em C é um par ordenado ((Mi)i∈I , (ψi,j)j�i), ou simplesmente {Mi, ψi,j},
onde (Mi)i∈I é uma família de objetos em C e (ψi,j : Mj → Mi)j�i é uma família de mor-
fismos em C para os quais ψi,i = 1Mi , para todo i ∈ I, e tal que o diagrama seguinte é
comutativo sempre que k � j � i.

Mk

ψi,k //

ψj,k !!

Mi

Mj

ψi,j

==

103
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Nos será útil, particularmente, o conjunto dos números naturais N com sua ordem parcial
usual. Isto é, sistemas inversos sobre N em uma categoria C da forma

M0 ←M1 ←M2 ← · · ·

onde Mn → Mn é o morfismo identidade e Mn+k → Mn é a composição em C, para todo
n, k ∈ N.

Definição 4.1.2 Seja {Mi, ψi,j} um sistema inverso sobre (I,�) em uma categoria C. O
limite inverso (também chamado de limite projetivo ou limite) é um objeto lim←−Mi e uma
família de morfismos (pi : lim←−Mi →Mi)i∈I , chamados de projeções, satisfazendo:

(L1) ψi,j ◦ pj = pi, sempre que j � i; e

(L2) para todo objeto X ∈ C e toda família de morfismos (fi : X → Mi)i∈I satisfazendo
(L1), existe um único morfismo θ : X → lim←−Mi fazendo o diagrama abaixo comutativo.

lim←−Mi

pi

##

pj

''

X
θoo

fi

~~

fj

xx

Mi

Mj

ψi,j

OO

Como quase todo objeto definido como uma solução de uma determinada propriedade
universal, o limite inverso de um sistema inverso, se ele existe, é único a menos de isomor-
fismos. É também bem conhecido que existe o limite inverso para qualquer sistema inverso
{Mi, ψi,j} em ModR (vide, por exemplo, Proposição 5.17 de [Rot09]) e, por conseguinte,
para qualquer sistema inverso na categoria de complexos C(R) sobre ModR (vide, por exem-
plo, Exercício 6.9 de [Rot09]). Como vamos precisar calcular o limite inverso na categoria de
complexos, achamos conveniente mostrar como ele pode ser obtido.

Seja {M•i , ψi,j} um sistema inverso sobre (I,�) em C(R). Como ψi,j ◦ ψj,k = ψi,k, para
todo k � j � i, e para cada j � i o morfismo de complexos ψi,j : M•j → M•i é uma família
de homomorfismos de R-módulos (ψni,j : Mn

j →Mn
i )n∈Z tal que

ψn+1
i,j ◦ d

n
j = dni ◦ ψni,j , para todo n ∈ Z,

onde os dni são os diferenciais do complexo M•i , então, fixado n ∈ Z, {Mn
i , ψ

n
i,j} é um

sistema inverso sobre (I,�) em ModR. Dado que em ModR existe limite inverso para
todo sistema inverso, segue-se que para cada n ∈ Z existe um R-módulo lim←−M

n
i e uma

família de homomorfismos (pni : lim←−M
n
i → Mn

i )i∈I satisfazendo as condições (L1) e (L2)
acima. Denotando lim←−M

n
i por Mn, para cada n ∈ Z, e definindo M• := (Mn, dnM )n∈Z, onde
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dnM : Mn →Mn+1 é o único homomorfismo fazendo o diagrama

Mn+1

pn+1
i

$$

pn+1
j

&&

Mn
dnMoo

dni p
n
i

{{

dnj p
n
j

yy

Mn+1
i

Mn+1
j

ψn+1
i,j

OO

comutativo, temos que M• é um complexo sobre ModR. Finalmente, se para cada i ∈ I

definimos pi := (pni : Mn → Mn
i )n∈Z, temos que (pi : M

• → M•i )i∈I é uma família de mor-
fismos de complexos que satisfaz a condição (L1). Não é difícil verificar que o par ordenado
(M• := (lim←−M

n
i , d

n
M )n, (pi)i∈I) também satisfaz a condição (L2).

Os seguintes fatos sobre limite inverso também serão úteis na resolução do exemplo que
segue.

Proposição 4.1.3 (a) Seja (Mn)n∈N uma sequência de R-módulos isomorfos entre si, di-
gamos, Mn

∼= M para todo n ∈ N. Se

M0
ψ0,1←− M1

ψ1,2←− M2 ← · · ·

é um sistema inverso sobre N onde cada ψn,n+1 : Mn+1 →Mn é um isomorfismo, então
lim←−Mn = M .

(b) Seja J um subconjunto cofinal de um conjunto parcialmente ordenado (I,�) – isto é,
para cada i ∈ I, existe j ∈ J com j � i. Sejam {Mi, ψi,k} um sistema inverso sobre
(I,�) e {Mj , ψj,l} um subsistema inverso cujos índices estão em J . Então, o limite
inverso sobre I é isomorfo ao limite inverso sobre J . 2

4.2 Exemplo

Seja Λ a álgebra com rad2Λ = 0 cujo carcás ordinário é dado abaixo.

2
α

��
1 3

β
^^

γ
oo

É fácil ver que Λ é uma álgebra com dimensão global finita, a saber gl.dim Λ = 2, e é
conhecido que s.gl.dim Λ =∞ (vide [Sko87], Example 4.2).

Vamos construir uma sequência de morfismos de complexos, cada qual satisfazendo a
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propriedade ∗, e daí obteremos um sistema inverso sobre N em Cb(P)

P •0
ψ0,1←− P •1

ψ1,2←− P •2 ← · · · (4.1)

tal que:

(SI1) Cada P •n é radical e indecomponível em Kb(P) e, em particular, indecomponível em
Cb(P);

(SI2) `(P •n) = n+ 3, para todo n ∈ N;1 e

(SI3) lim←−P
•
n é um complexo radical indecomponível em C−(P) – e, em particular, indecom-

ponível em K−(P) –, cuja complexidade é igual a 1.

Seja Pi o projetivo (indecomponível) associado ao vértice i, com i ∈ {1, 2, 3}, e considere
o complexo em Cb(P)

X• = · · · → 0 −→ P1
α−→ P2

β−→ P3 −→ 0→ · · · ,

onde P3 é a componente homogênea de grau zero de X•. Então, segue do Corolário 3.3.3 que
X• é indecomponível em Kb(P). Pela mesma razão, o complexo

· · · → 0 −→ P1
x−→ P2

y−→ P3 −→ 0→ · · · ,

onde x ∈ {α,−α} e y ∈ {β,−β}, é indecomponível em Kb(P). Quando x = −α e y = −β,
denotamos o complexo acima por “−X•”.

Note que todos estes complexos são radicais. Além disso, do homomorfismo não nulo de
P1 em P3, induzido pela flecha γ : 3→ 1, existe um morfismo não nulo de complexos

−X• :

γ0

��

P1
−α //

γ

��

P2
−β // P3

X•[2] : P1
α // P2

β // P3

tal que:

(i) γ0 é não nulo em Kb(P). De fato, se existe uma homotopia s = (sn)n de γ0, então existem
escalares a e b tais que s−1 = a · β : P2 → P3 e s−2 = b · α : P1 → P2 e, portanto,

γ = a · β(−α) + β(b · α) = 0 + 0 = 0,

o que é uma contradição.

(ii) γ0 não é um isomorfismo em Kb(P) (vide Lema 3.3.4).
1Note que com isto temos, em particular, que s.gl.dim Λ =∞.
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(iii) HomCb(P)(X
•[2],−X•[1]) = 0. Em particular, HomKb(P)(X

•[2],−X•[1]) = 0.

X•[2] :

0
��

P1
α // P2

β //

0

��

P3

0

��
−X•[1] : P1

−α // P2
−β // P3

Logo, a tripla (γ0,−X•, X•[2]) satisfaz a propriedade ∗ e, portanto, o cone Cγ0

.
= P •0 é um

indecomponível de Kb(P).

P •0 = P1

 0

α


// P1 ⊕ P2

 α 0

γ β


// P2 ⊕ P3

(β 0) // P3

Analogamente, existe um morfismo não nulo γ1 de −P •0 em X•[4], induzido da flecha γ,

−P •0 :

γ1

��

P1

γ

��

−d−4
P0 // P1 ⊕ P2

−d−3
P0 // P2 ⊕ P3

−d−2
P0 // P3

X•[4] : P1
α // P2

β // P3

satisfazendo as condições (i), (ii) e (iii) acima. De modo que a tripla (γ1,−P •0 , X•[4])

também satisfaz a propriedade ∗ e, portanto, o cone Cγ1

.
= P •1 é um indecomponível de

Kb(P).

P •1 = P1

 0

α


// P1 ⊕ P2

 α 0

γ β


// P1 ⊕ P2 ⊕ P3

 α 0 0

γ β 0


// P2 ⊕ P3

(β 0) // P3

Continuando este processo obtemos um indecomponível em Kb(P) da forma

P •n = P1
(0 α)t−→ P1 ⊕ P2 −→ P1 ⊕ P2 ⊕ P3 → · · · → P1 ⊕ P2 ⊕ P3 −→ P2 ⊕ P3

(β 0)−→ P3,

onde a componente homogênea P3 está no grau −n− 1; possui exatamente n+ 4 termos não
nulos, sendo que cada uma das n componentes homogêneas do “meio” do complexo igual a
P1 ⊕ P2 ⊕ P3 e cada um dos diferenciais entre tais componentes dado pela matriz abaixo. 0 0 0

α 0 0

γ β 0

 (4.2)

Além disso, dado que o complexo X• é radical e a componente não nula de cada γn, a saber
a multiplicação pela flecha γ, é um morfismo radical, então cada P •n é um complexo radical.
Em particular, `(P •n) = n+ 3, para todo n ≥ 0. Usando a sequência de objetos e morfismos
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em Cb(P)

M•
f−→ N•

µf−→ Cf
πf−→M•[1],

para cada um dos morfismos γ0, γ1, γ2, . . . , obtemos um sistema inverso sobre N em Cb(P)

da forma

P •0
π0,1←− P •1 [−1]

π1,2←− P •2 [−2]←− · · · , (4.3)

satisfazendo as condições (SI1) e (SI2) dadas acima. Finalmente, usando que o comple-
mentar de qualquer subconjunto finito de N é um subconjunto cofinal de N e aplicando a
Proposição 4.1.3 ao sistema inverso (4.3), temos que o limite inverso lim←−P

•
n [−n] é dado pelo

complexo ilimitado

· · · // P1 ⊕ P2 ⊕ P3
d−5
// P1 ⊕ P2 ⊕ P3

d−4
// P1 ⊕ P2 ⊕ P3

d−3
// P2 ⊕ P3

(β 0) // P3, (4.4)

onde a componente homogênea P3 está no grau −1; d−3 =

(
α 0 0

γ β 0

)
; e para todo i ≤ −4

o diferencial di é dado pela matriz (4.2).

−6 −5 −4 −3 −2 −1 grau

· · · // 0 // P1
// P1 ⊕ P2

// P2 ⊕ P3
// P3 P •0

0 //

OO

P1
//

OO

P1 ⊕ P2
//

OO

P1 ⊕ P2 ⊕ P3
//

OO

P2 ⊕ P3
// P3 P •1 [−1]

π0,1

OO

P1
//

OO

P1 ⊕ P2
//

OO

P1 ⊕ P2 ⊕ P3
//

OO

P1 ⊕ P2 ⊕ P3
// P2 ⊕ P3

// P3 P •2 [−2]

π1,2

OO

...

OO

...

OO

...
...

...
...

...

π2,3

OO

· · · // P1 ⊕ P2 ⊕ P3
// P1 ⊕ P2 ⊕ P3

// P1 ⊕ P2 ⊕ P3
// P2 ⊕ P3

// P3 lim←−P
•
n [−n]

Procedendo como no Exemplo 2.4.5, mostra-se que o complexo dado em (4.4), lim←−P
•
n [−n],

é indecomponível em C−(P). Em particular, por ser um complexo radical, também é inde-
componível em K−(P). E, finalmente, é fácil ver que cx(lim←−P

•
n [−n]) = 1. Isto conclui a

verificação do item (SI3).

Observação 4.2.1 O complexo lim←−P
•
n [−n] obtido acima é outro exemplo de um indecom-

ponível em C−(P) tal que todo truncamento bruto de comprimento maior do que zero é
decomponível em Cb(P). De fato, basta observar que o módulo P3 está contido em Nuc(di),
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para todo i ≤ −2, e aplicar o Lema 2.4.4.

Seja Λ uma k-álgebra de dimensão finita satisfazendo as condições:

(a) rad2Λ = 0;

(b) gl.dim Λ <∞; e

(c) o carcás ordinário de Λ contém um passeio fechado ω da forma abaixo.

•
α

��
• •

β
__

γ
oo

Pelas condições (a) e (b), temos que o carcás ordinário de Λ é acíclico (vide, por exemplo,
[Far12], Corollary 3). Isto é suficiente para que possamos replicar a construção do exemplo
anterior ao passeio ω = α−1β−1γ e construir um sistema inverso da forma (4.1) satisfazendo
as condições (SI1), (SI2) e (SI3). Em particular, s.gl.dim Λ =∞.

É importante observar que o fato do carcás ordinário de Λ conter um passeio fechado
cujo grau é diferente de zero, não significa, em princípio, pelo critério de Bautista-Liu, que
s.gl.dim Λ = ∞. De fato, o critério de Bautista-Liu assegura, neste caso, que Λ não é de-
rivadamente equivalente a uma álgebra hereditária de dimensão finita, o que não significa
que Λ não é uma álgebra hereditária por partes. No entanto, D. Happel mostrou que uma
álgebra hereditária por partes do tipo canônica, que não é derivadamente equivalente a uma
álgebra hereditária de dimensão finita, tem o primeiro grupo de cohomologia de Hochschild
igual a zero (vide Theorem 2.4 de [Hap98]). Juntando este fato ao critério de Bautista-Liu
e ao resultado de M. J. Bardzell e E. N. Marcos que diz que o primeiro grupo de cohomo-
logia de Hochschild de uma álgebra monomial Λ ∼= kQ/I é igual a zero se e somente se o
grafo subjacente ao carcás ordinário Q é uma árvore (vide Theorem 2.2 de [BM98]), temos
o seguinte resultado.

Teorema 4.2.2 Seja Λ é uma k-álgebra de dimensão finita com radical quadrado zero cujo
carcás ordinário contém um passeio fechado com grau diferente de zero. Então, Λ não é he-
reditária por partes (ou, equivalentemente, s.gl.dim Λ =∞). 2

Note que com este teorema pode-se concluir diretamente que a álgebra do exemplo acima
tem dimensão global forte infinita. O mesmo para as álgebras satisfazendo as condições (a)
e (c) acima e para a álgebra do Exemplo 3.4.2.

Feitas estas considerações, temos as seguintes conjecturas.
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Conjectura 1: Seja Λ uma k-álgebra de dimensão finita satisfazendo as condições:

(a) rad2Λ = 0;

(b) gl.dim Λ <∞; e

(c) o carcás ordinário de Λ contém um passeio fechado cujo grau é diferente de zero.

Então, existe um objeto indecomponível em D−(Λ) cuja complexidade é maior do que zero.

Conjectura 2: Seja Λ uma k-álgebra de dimensão finita satisfazendo as condições:

(a) rad2Λ = 0;

(b) gl.dim Λ <∞; e

(c) s.gl.dim Λ =∞.

Então, existe um objeto indecomponível em D−(Λ) cuja complexidade é maior do que zero.

Note que pelo critério de Bautista-Liu e pelos comentários do parágrafo precedente, as
condições (a) e (c) das conjecturas 1 e 2 são equivalentes.

Dada a dificuldade na construção de um sistema inverso da forma (4.1) satisfazendo as
condições (SI1), (SI2) e (SI3), estamos verificando se é possível reduzir o problema ao caso
de um passeio fechado da forma

•
α1

��

•α2oo . . .
α3oo •

αp−1oo

• •
β1

oo •
β2

oo . . .
β3

oo •
βq−1

oo •

αp
__

βq
oo

onde p 6= q; e se existe condições suficientes para que um sistema inverso da forma (4.1),
satisfazendo a consições (SI1) e uma condição similar à (SI2), tenha limite inverso inde-
componível. É importante salientar que já temos alguns exemplos de sistemas de objetos
indecomponíveis em que seu limite inverso é um objeto decomponível; inclusive na categoria
de complexos. Mas nenhum destes exemplos serve como contraexemplo para o nosso caso.
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