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“Tudo no mundo comegou com um sim. Uma
molécula disse sim a outra molécula e nasceu
a vida. Mas antes da pré-historia havia a pré-
histéria da pré-historia e havia o nunca e
havia o sim. Sempre houve. Nao sei 0 qué,

mas sei que o universo jamais comegou”.

(A Hora da Estrela — Clarice Lispector)



RESUMO

Neste trabalho desenvolvemos um estudo sobre alguns problemas do modelo
cosmologico padrédo, e discutimos como a proposta de um modelo inflacionério pode
ser utilizado para contornar estes problemas. Inicialmente é abordada uma
contextualizacdo que justifica a importancia deste tipo de estudo na perspectiva da
formacéo de professores de Fisica, com o intuito de contribuir com uma apropriacédo
consistente acerca deste importante tema da Fisica Moderna e Contemporanea. A
metodologia utilizada consiste em uma pesquisa bibliografica. A fim de subsidiar uma
melhor compreensao do tema discutido, abordamos as principais ideias das Teorias
da Relatividade Restrita e Geral, e a partir disto, desenvolvemos as principais ideias
do modelo cosmoldgico padréo, e algumas de suas solugdes. Finalmente, discutimos
alguns problemas associados as referidas solucdes e sobre como a consideracéo de
um mecanismo inflacionario na evolugdo da dindmica do Universo pode ajudar a
resolver estes problemas. Enfatizamos também que esta possibilidade traz a tona
outros problemas, que tém sido amplamente pesquisados no ambito da Cosmologia
Moderna, e mencionamos ainda outros problemas vinculados ao contexto, porém,
apenas para complementar o tema de maneira informativa. Concluimos com uma
breve discussédo sobre o cumprimento do objetivo estabelecido neste trabalho, e suas
perspectivas futuras.

Palavras-chave: Modelo cosmolégico padrédo; Ensino de Fisica Moderna; Teorias da
Relatividade; Big Bang.



ABSTRACT

In this work we develop a study about some problems of the standard cosmological
model, and we discuss how the proposal of an inflationary model can be used to
overcome these problems. Initially, a contextualization is approached that justifies the
importance of this type of study in the perspective of the formation of Physics teachers,
with the intention of contributing with a consistent appropriation about this important
theme of Modern and Contemporary Physics. The methodology used consists of
bibliographical research. To support a better understanding of the topic discussed, we
approach the main ideas of the Special and General Theories of Relativity, and from
this, we develop the main ideas of the standard cosmological model, and some of its
solutions. Finally, we discuss some problems associated with these solutions and how
the consideration of an inflationary mechanism in the evolution of the dynamics of the
Universe can help to solve these problems. We also emphasize that this possibility
brings up other problems, which have been widely researched in the scope of Modern
Cosmology, and we also mention other problems linked to the context, however, only
to complement the theme in an informative way. We conclude with a brief discussion
about the fulfilment of the objective established in this work, and its future
perspectives.

Keywords: Standard cosmological model; Teaching of Modern Physics; Theories of
Relativity; Big Bang.
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INTRODUCAO

A Fisica é uma ciéncia que esta em constante evolucao no decorrer do tempo.
Ha exemplos diversos de formulacdes de novas teorias ou corre¢cdes em teorias que
j& estavam bem estabelecidas. Por ser uma area de estudos ampla e estar
correlacionada a fenbmenos naturais que ocorrem no dia-a-dia, a evolucao da Fisica
proporciona o desenvolvimento de outras areas que se tornaram fundamentais para
os dias atuais como, por exemplo, o setor tecnologico.

Entretanto, como afirma Oliveira, Vianna e Gerbassi (2007), € preocupante
como o0 ensino de Fisica no ensino médio ndo tem acompanhado esse
desenvolvimento e cada vez mais se distancia das necessidades dos alunos no que
diz respeito ao estudo de conhecimentos cientificos mais atuais. Segundo estes
autores, um dos fatores que influenciam esse cenério € o fato de haver uma lacuna
entre os conteudos de Fisica presentes no curriculo escolar e o que os alunos tém
acesso via midias sociais e televisivas dos avancos cientificos na area da Fisica pelo
Brasil e pelo mundo.

Além disso, os alunos apresentam pouco interesse pelo componente curricular
de fisica por experienciarem aulas em que sdo apresentados muitos célculos que
aparentemente nao apresentam uma aplicabilidade em relacdo ao cotidiano
(SANTOS; NASCIMENTO; SOUSA, 2016, p.1). Uma das possibilidades de se
justificar este desencontro entre os alunos e a ciéncia Fisica pode ser atribuida ao
aspecto motivacional. Para Bzuneck e Guimardes (2004), a motivacdo é entendida
como um estado psicologico principal que se direciona a uma determinada finalidade;
ou seja, € aquilo que faz um sujeito se mobilizar, colocando-o0 em atuacéo e podendo
fazé-lo mudar de rumo. Nesta perspectiva, em um ambiente de sala de aula, é
imprescindivel que os alunos tenham esse estado despertado, a fim de participarem
ativamente do processo de aprendizagem; e por este motivo, justifica-se a importancia
de se buscarem elementos que possam contribuir para o estabelecimento desta
condigao.

Geralmente € comum encontrar na literatura académica trabalhos que
ressaltem a importancia da utilizacdo de metodologias especificas para alcancar este
objetivo, como a utilizagdo de abordagens ludicas, experimentais, entre outras. No
entanto, muitas vezes, a prépria escolha do tema a ser explorado em sala de aula

pode ja constituir um elemento de motivacéo, se este for condizente com o interesse
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dos proprios alunos. Neste sentido, uma possibilidade interessante a ser explorada
pode ser a escolha de temas associados a Fisica Moderna e Contemporanea (FMC).
E faciimente verificavel (OLIVEIRA; VIANNA; GERBASSI, 2007) que temas
relacionados ao Big Bang, Buracos Negros, e qualquer coisa precedido com a palavra
‘quantico’, despertam bastante curiosidade no contexto de muitos alunos, e todos
estes temas tém em comum a classificacdo de FMC.

Temas como esses sao bastante abordados em filmes de ficcdo e em materiais
de divulgacéo cientifica, entretanto, muitas vezes séo tratados sem o rigor cientifico
necessario ou a fiel descri¢cdo de acordo com as teorias fisicas, o que acaba por induzir
nocdes equivocadas para pessoas que ndo possuem conhecimento na area e/ou nao
possuem o devido letramento cientifico.

Apesar de ser uma possibilidade interessante, estudos mostram que a FMC
ainda ndo € tdo explorada no contexto das aulas de Fisica. Como afirma Santos,
Nascimento e Sousa (2016):

No inicio da década passada Ostermann e Moreira (2000) j& traziam
a preocupacao de ser comum para 0s estudantes ouvirem falar de Fisica
Quéntica, de buraco negro, do big bang, radiagéo e Fisica Nuclear nos filmes
que assistem, mas nunca em sala de aula. Infelizmente, nos dias atuais a
Fisica Moderna e Contemporénea no Brasil ainda ndo é tao difundida na
escola basica, o contetado ensinado continua abordando quase sempre
somente a Fisica Classica. (SANTOS; NASCIMENTO; SOUSA, 20186, p. 2)

Alguns fatores que contribuem para essa baixa insercéo dos contetdos de FMC
nas aulas de Fisica (no contexto do Ensino Basico) sdo a auséncia de questdes dessa
area no ENEM, assim como a auséncia de materiais didaticos acessiveis para alunos
sobre tais temas (SANTOS; NASCIMENTO; SOUSA, 2016, p. 5). Além disso, outro
fator que contribui é a falta de preparo dos professores para abordarem esses
assuntos em sala de aula.

Como afirmam Machado e Nardi (2003, p. 2), isso se deve ao fato de que
guando estavam no processo de formacgao, durante a graduacao, tiveram pouco ou
nenhum contato com os temas relacionados a FMC, o que influencia na qualidade da
transposicao didatica sobre tais assuntos. Logo, uma possivel solu¢cdo para amenizar

tais problemas pode ser uma das propostas feita por Machado e Nardi (2003, p. 4):
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Desenvolvimento de materiais pedagégicos em meios diversos, tais
como livros-texto, videos, equipamentos de laboratério e sugestfes de
experimentos, softwares educacionais e outros, considerando tépicos de
FMC, fundamentados nas pesquisas de ensino de Ciéncias e adequados ao
ensino médio e a formagdo de professores para estas séries. Tal medida
ajudaria a ampliar os recursos didaticos adequados, a disposicdo de
professores e alunos, contribuindo para a preparacéo e desenvolvimento das
aulas de FMC. (MACHADO; NARDI, 2003, p. 4)

Nesta perspectiva, este trabalho de conclusédo de curso se propde a contribuir
com a problematica discutida através da elaboracédo de um trabalho que aborde um
tema da FMC e que possa vir a ser utilizado como uma fonte de estudos para
professores de Fisica em formacgéo, com o intuito de subsidia-los na apropriacdo do
tema para que a posteriori se possa realizar as devidas transposicOes didaticas de
tais assuntos em seus devidos contextos.

Com isto, devido a amplitude de temas pertencentes a FMC, elegemos neste
trabalho realizar um estudo sobre alguns dos problemas do Modelo Cosmoldgico
Padrdo (MCP) que subsidia a Teoria do Big Bang, propondo uma sistematizacao dos
principais elementos necessarios para sua compreensdo e baseada numa revisdo
bibliografica com o intuito de torna-lo mais acessivel. Tal escolha se deve ao fato de
esta teoria ser bastante divulgada e comentada nas midias sociais, mas pouco
difundida e abordada no a&mbito educacional.

Para isto, delimitaremos a estrutura deste trabalho da seguinte forma: além
desta introducdo, o trabalho serd composto por um capitulo com uma breve
contextualizacdo acerca da teoria do Big Bang, um segundo capitulo que realce as
contribuicdes da Teoria da Relatividade Restrita (TRR) e sua importancia para o
contexto do desenvolvimento da Teoria da Relatividade Geral (TRG); um terceiro
capitulo sobre os principais elementos do modelo cosmolégico padrdao com enfoque
nas equacdes de Friedmann, discutindo suas solugdes; e um quarto capitulo sobre
problemas do MCP, particularmente, os problemas da Planura e do Horizonte de
Particulas, e comentéarios sobre outros problemas para além do MCP. Por ultimo,

encerraremos com as consideracdes finais.
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1. Uma Breve Contextualizacdo Sobre a Teoria do Big Bang

Uma das questdes que até hoje suscita curiosidade nas pessoas é: como tudo
comecou? Qual a origem do universo e como ele funciona? A busca por respostas
para perguntas como estas vém sendo pautadas desde as primeiras civilizacoes.
Muitos dos povos antigos associavam a origem do universo a religido: o universo
passou a existir devido a presenca e acdo de deuses ou entidades divinas que ditavam
como tudo deveria ocorrer de acordo com o comportamento dos seus adoradores ou
de acordo com ciclos de mudancas. A partir disso, surgiram 0s mitos cosmogonicos
que possuiam variacdes para as diferentes civilizagfes existentes (MARTINS, 2012).

Com o passar do tempo e avan¢co no desenvolvimento da humanidade, o
conhecimento cientifico surgiu e passou a trazer beneficios para desvendar e
compreender a origem do universo. ISSo passou a ocorrer a partir da existéncia dos
fildsofos que buscavam entender e explicar os fenbmenos naturais e, posteriormente,
dos fisicos que elaboravam teorias que para serem explicadas e aceitas era
necessario criar modelos, fazer observacoes e, se possivel, realizar experimentos que
corroborassem a previsao das teorias propostas.

Uma area que se consolidou com o propésito de estudar e resolver os dilemas
acerca da origem do universo e sua dinamica € a Cosmologia. Como consta em
Schutz (2009):

Cosmologia é o estudo do universo como um todo: sua historia,
evolugdo, composicdo, dindmica. O objetivo principal da pesquisa em
cosmologia é entender a estrutura em grande escala do universo, mas a
cosmologia também fornece a arena e o ponto de partida para o
desenvolvimento de toda a estrutura detalhada em pequena escala que

surgiu & medida que o universo se expandiu [...]. (SCHUTZ, 2009, p. 335)

A cosmologia moderna surgiu apés a publicagdo da Teoria da Relatividade
Geral (TRG) de Albert Einstein, em 1915. Em 1917, Einstein prop6s o seu primeiro
modelo cosmologico relativistico que tinha por caracteristicas ser espacialmente
homogéneo (equivalente em todos os pontos do espaco), isotropico (pontos
equivalentes em todas as direcdes), finito e estatico (WAGA, 2005). Os modelos
cosmologicos relativisticos sdo baseados nas solu¢des das equacdes de campo da
TRG.
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Com isso, com o passar do tempo, foram sendo apresentadas outras solucdes
para as equacdes de Einstein, como a de De Sitter (semelhante a de Einstein, mas
com auséncia de matéria), de Friedmann e de Lemaitre. As solucdes encontradas por
Friedmann e Lemaitre sdo as mesmas, porém apresentadas em momentos distintos
— 0 primeiro em 1922 e o segundo em 1927 — e se diferenciam das solugcbes
apresentadas por Einstein e por De Sitter por apresentarem a possibilidade de
expansao para o universo.

Foi em 1929, por meio de estudos sobre o desvio para o vermelho (redshift) e
velocidade de afastamento de algumas galaxias, que Hubble pdde confirmar que o

universo estava em expansao, pois:

[...] dados permitiam concluir que havia um aumento sistematico da
velocidade de afastamento com a distancia, 0 que sugere a expansdo do
universo. Em um universo estético deveriamos esperar, estatisticamente, que
houvesse tanto velocidades de afastamento como de aproximacao, isto €,
deveria-se medir desvios para o vermelho com valores negativos e positivos.
(WAGA, 2005, p. 161)

Dessa forma, com base nas solugcdes de Friedmann e Lemaitre e na
comprovagdo da expansao do universo, George Gamow e seus colaboradores,
buscando descrever os estagios iniciais da evolucdo do universo, sugeriram um
modelo simples — que posteriormente ficou conhecido como Teoria do Big Bang — para
descrever a constituicdo e dinamica do universo. Embora, inicialmente, ndo tenha sido
muito aceita pela comunidade cientifica, tal teoria possui corroboracdes
observacionais que a validam e fortalecem. Estas séo: a radiacdo césmica de fundo e
a abundéancia dos elementos hidrogénio e hélio — ambas previsbes da teoria —
(STEINER, 2006), além da prépria expansao do universo.

Embora a teoria do big bang tenha se mostrado satisfatoria em alguns
aspectos, em outros, apresentava alguns problemas, entre 0s quais estao: o problema
da planura, o problema do horizonte e o problema da densidade de energia. O primeiro
esta relacionado a curvatura espacial do universo. Dados observacionais mostram
gue desde 0s instantes iniciais 0 universo possui uma curvatura nula, o que indica que
ele é espacialmente plano. Entender o motivo do universo ter seu inicio dessa maneira
€ resolver o problema da planura (WAGA, 2005). O segundo problema esta

relacionado ao fato de nao ter havido tempo suficiente para ocorrer uma conexao
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causal entre toda a radiacdo durante a fase do desacoplamento. Dessa forma, a
radiacdo coOsmica de fundo captada atualmente ndo deveria ter o padrédo
majoritariamente uniforme de sua temperatura, com apenas pequenas flutuacdes em
algumas regides do universo. Ja o terceiro problema esta relacionado a formacgéao das
galaxias: o que teria ocasionado uma perturbacdo gravitacional para que a matéria
comegasse a convergir e formar tais estruturas gigantescas. Estas sdo algumas das
inconsisténcias entre a teria do big bang e os dados observacionais que suscitam
correcdes para a teoria.

Foi, entdo que, em 1982, o fisico americano Alan Guth propés uma teoria para
solucionar os problemas existentes na teoria do big bang. A teoria proposta por ele, e
aperfeicoada por outros estudiosos como Linde e Starobinsky, foi a Teoria do Big Bang
Inflacionario. Segundo essa teoria o0 universo teria passado por uma fase de expansao
extraordindria, que pode ter sido causada por uma transicdo de fase que liberou
energia latente (STEINER, 2006). Com isso, os problemas da teoria base seriam
solucionados. Mas, assim como as demais teorias, esta necessitava de confirmacdes
observacionais para valida-la. Como consta em Steiner (2006), uma destas evidéncias
foi obtida em 1992:

A inflagdo propde que as galéaxias teriam sido formadas a partir de
sementes geradas no periodo inflacionario. Flutuagdes quanticas
correspondentes ao Principio da Incerteza de Heisenberg, amplificadas pelo
fator da inflagdo, teriam dado origem as galaxias. Essa ideia seria testavel,
pois prevé a existéncia de pequenas flutuacdes na temperatura da radiagdo
césmica de fundo. [...], em 1992, o satélite Cobe determinou n&o s6 que essas
flutuacdes existem, mas que elas se comportam exatamente de acordo com

o previsto pela teoria inflacionéria. (STEINER, 2006, p. 244)

Dessa forma, esta teoria passou a ser considerada importante no cenario da
Cosmologia moderna e continua sendo amplamente estudada atualmente, isto
porque, apesar de proporcionar possibilidades de solucdes interessantes, ainda
necessita de evidéncias contundentes sobre a existéncia de uma era inflacionéaria e
do que a teria causado.

Apés essa breve contextualizacdo sobre o tema deste trabalho, seguiremos
para a abordagem da teoria que serve de lastro para a cosmologia moderna: A Teoria
da Relatividade Geral de Albert Einstein.
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2. Fundamentos da Teoria da Relatividade Restrita e da Teoria da

Relatividade Geral

Como mencionado anteriormente, a Cosmologia, de um ponto de vista
moderno, foi desenvolvida com base na Teoria da Relatividade Geral (TRG). Com
isso, faz-se necessario dedicarmos um capitulo para abordar os principais pontos da
TRG que contribuiram para desenvolver os estudos das Teorias do Big Bang e,
posteriormente, do Periodo Inflacionario. Mas antes de abordamos a TRG é
necessario introduzirmos o leitor no contexto do espaco quadri-dimensional ou
espaco-tempo. Para isso, iremos abordar, inicialmente, a Teoria da Relatividade
Restrita (TRR), pois foi a partir desta que o espaco com 4 dimensdes passou a ser

implementado como sendo o palco para os eventos fisicos.

2.1. Breve Resumo Sobre o Desenvolvimento da Teoria da

Relatividade Especial

A Teoria da Relatividade Especial foi um grande marco na historia e
desenvolvimento da fisica moderna. Ela foi um dos pilares para solucionar problemas
que a mecanica classica e o eletromagnetismo classico ndo conseguiram resolver.
Tais problemas estavam relacionados ao fato das equacfes de Maxwell ndo serem
invariantes mediante as transformacdes de Galileu, o que ocasionava discordancias
entre as previsoes do eletromagnetismo e da mecanica Newtoniana no que diz
respeito ao comportamento da luz quando avaliado a partir de referenciais inerciais
distintos.

Muitos atribuem apenas a Einstein 0 seu sucesso e desenvolvimento, mas, na
verdade, esta foi uma teoria desenvolvida por varios estudiosos ao longo de muitos
anos. Dois estudiosos que podem ser citados e que foram fundamentais para o
desenvolvimento de tal teoria sdo Lorentz e Poincaré. O primeiro pelo
desenvolvimento das equagdes de transformagdo de um sistema de coordenadas
para outro, envolvendo coordenadas espaciais e temporais, e das componentes do
campo magnético e do campo elétrico; e o segundo, pelo desenvolvimento tedrico
sobre o0 movimento relativistico entre os corpos. Dessa forma, Einstein foi aquele que
reuniu e sistematizou todas as informacdes que ja haviam sido obtidas por meio dos

estudos anteriores e deu sua contribuicdo preenchendo lacunas e resolvendo alguns
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detalhes que n&o haviam sido solucionados pelas teorias propostas (MARTINS,
2015).

2.1.1. Postulados da Teoria da Relatividade Especial

A Teoria da Relatividade Especial se fundamenta em dois postulados que
mudaram a visdo classica em relacéo ao estudo de corpos quando avaliados atraves
de referenciais em movimento entre si. Como consta em Martins (2015), o primeiro
postulado refere-se a invariancia das leis fisicas para quaisquer referenciais inerciais,
ou seja, as leis da fisica devem ser as mesmas em qualquer referencial inercial. J&4 0
segundo postulado trata sobre a constancia da velocidade da luz e seu valor absoluto:
a velocidade da luz é a mesma quando medida a partir de qualquer referencial inercial
e tal velocidade ndo depende da velocidade da fonte emissora ou da velocidade do
observador.

Um ponto a ser destacado é que a Teoria da Relatividade Especial s6 apresenta
resultados mensuraveis quando aplicada a corpos ou referenciais que se movem com
velocidades préximas a velocidade da luz. Em casos de corpos com velocidades muito
inferiores a velocidade da luz, a teoria recai nas leis da mecénica classica e o
movimento passar a ser descrito de acordo com estas. E importante destacar isso,
pois, devido aos postulados, ha consequéncias observacionais relacionadas ao
comportamento das coordenadas espaciais e da medida do tempo para corpos ou

referenciais com velocidade proxima a velocidade da luz.

2.1.2. Duas das Consequéncias Observacionais: Contracdo do

Comprimento e Dilatacdo do Tempo

Devido aos postulados e ao movimento relativo com velocidade proxima a
velocidade da luz, a Teoria da Relatividade Especial apresenta consequéncias, dentre
as quais podemos citar a contracdo do comprimento e a dilatagdo do tempo, que sao

descritas algebricamente pela equacéo 2.1.1 e pela equacgéo 2.1.2, respectivamente:

-0 211
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At,
At = —2— = At = yAt, .

vZ
NE

As grandezas L, e At, séo, respectivamente, 0 comprimento proprio e o tempo

2.1.2

préprio. Elas indicam que um evento esta sendo estudado por um observador em
repouso em relacdo ao evento estudado, e que esta acoplado ao mesmo referencial
em que o evento ocorre. Entretanto, este referencial estd em movimento relativo
uniforme com relag&o a outro referencial no qual se encontra um segundo observador
acoplado e estudando os eventos em questdo, para 0s quais mede comprimentos L e
intervalos de tempo At. Outra grandeza que aparece nas duas equacdes é o chamado
fator de Lorentz (y). Este fator € obtido por meio das equacdes de transformacéo entre
as coordenadas de referenciais inerciais distintos e € por meio dele que se da a
contracdo do comprimento e dilatacdo do tempo para corpos com velocidades
préoximas a da luz. Quando os corpos possuem velocidade baixa, esse fator tende a
ser igual a 1 e as consequéncias observacionais ndo s&do perceptiveis.

Matematicamente, o fator de Lorentz é descrito como:

V¥ =T—" 2.1.3

A partir da equacao 2.1.2 é possivel perceber que o intervalo de tempo entre
dois eventos quando medido pelo observador que se movimenta com velocidade
préxima a da luz € maior do que o intervalo de tempo medido pelo observador em
repouso, e por isso, a dilatacdo do tempo é justificada e o tempo deixa de ser
considerado uma grandeza absoluta e passa a ser uma grandeza relativa. Da mesma
forma, efeito semelhante é descrito pela equagédo 2.1.1, na qual se percebe que o
comprimento medido pelo observador que se movimenta com velocidade proxima a
da luz € menor do que o comprimento medido pelo observador em repouso. Este
efeito, referido como contracdo do comprimento, € detectado apenas na direcdo do
movimento entre os observadores. Dessa forma, fica explicito que as medidas de
comprimento também passam a ser relativas.

Este efeito, o da relatividade de grandezas fisicas quando medidas por

observadores que mantém um movimento uniforme relativo entre si, estende-se para
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diversas outras grandezas! Mas sera que todas as grandezas fisicas analisadas a
partir da Teoria da Relatividade Restrita teréo esse caréter relativo? Na proxima se¢ao
veremos uma das grandezas fisicas que se mantém invariante quando analisada a

partir de dois referenciais inerciais distintos.

2.1.3. O Quadrado do Intervalo Espaco-temporal (AS?) e o Espaco

guadri-dimensional

Como vimos na secao 2.1.2, as grandezas fisicas de comprimento e tempo,
que eram consideradas absolutas e invariantes pela Mecéanica Classica, agora
passam a ser relativas mediante a Teoria da Relatividade Restrita. Entretanto, ha
grandezas que permanecem sendo invariantes mesmo que estejam sendo estudadas
por meio desta Teoria. Uma destas grandezas € o quadrado do intervalo de espaco-

tempo:

As? = —(cAt)? + Ax? + Ay? + Az2. 2.1.4

Antes de ser evidenciada por meio da Teoria da Relatividade Restrita, um dos
primeiros estudiosos a citar esta grandeza em seus trabalhos — e que também
contribuiu para o desenvolvimento da TRR — foi Henri Poincaré, que a descreve como
sendo um vetor com quatro componentes: 3 espaciais e 1 temporal, de modo que o
guadrado deste vetor € dado pela Eq. 2.1.4. Ele fez tal descricdo devido a equacao
ser semelhante a equacdo para obter o médulo de um vetor em 3 dimensdes
(MARTINS, 2015). Além disso, foi por meio desta grandeza que os fisicos e
matematicos passaram a pensar em um espaco com quatro dimensdes, ou seja, um
espaco quadri-dimensional. Neste espaco, constariam as trés componentes espaciais
mais uma componente temporal, definida pelo produto do tempo pela velocidade da
luz, e que passa a ser uma das componentes deste novo sistema de referéncia. Logo,
para simplificar, podemos dizer que o espaco quadri-dimensional, também conhecido
como espaco de Minkowski, € o espaco tridimensional (espaco Euclidiano) acrescido
de uma componente temporal, também chamado de espaco-tempo.

Com a insercdo do espaco-tempo no desenvolvimento de modelos para
descricdo de fendbmenos fisicos, surgiu a necessidade de se redefinir muitas das

grandezas fisicas para serem descritas matematicamente em quatro dimensdes, isto
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é, elas passaram a ser descritas pelo formalismo de quadri-vetores?'. Dois dos quadri-
vetores que sdo importantes para o desenvolvimento das ideias discutidas neste

trabalho, séo: a quadri-velocidade (Eq. 2.1.5) e o quadri-momento (Eq. 2.1.6):

U* = (c,v,v?,v3), 2.1.5

ph = (Elpl’pz,zﬁ) _ 2.1.6

c

O formalismo de quadri-vetores ndo € suficiente para se descrever fenbmenos
no espacgo-tempo. Para isto, temos de utilizar entes matematicos mais complexos que
consigam carregar em si mais informacdes, e de forma compacta. Para isso, faz-se
uso do formalismo tensorial®. Os tensores passarao a ser utilizados a partir da proxima
secao deste capitulo.

A titulo de exemplo, descrevemos abaixo o tensor métrico conhecido como

métrica de Minkowski, fundamental para descrever a geometria do espago-tempo:

2.1.7

S O - O
oSO R OO
o o O

2.1.4. Tensor Energia-momentum-tensao

ApOs vermos o0s postulados, algumas de suas consequéncias e as alteracées
que foram necessarias para adequar as grandezas fisicas ao espaco quadri-
dimensional, vamos agora analisar o comportamento de um sistema fisico mais
complexo imerso no espacgo-tempo. Esse sistema fisico sera um fluido ideal
relativistico (pois esta sendo estudado no ambito da teoria da relatividade restrita), em
gue sua dinamica sO pode ser descrita com base em valores médios especificados

por grandezas como densidade e pressao, por exemplo. Dessa forma, nosso objetivo

1 Vetores que possuem quatro componentes. Cada componente associada a uma dimenséao do espaco-
tempo.

2 Para melhor compreensao do leitor acerca desse tema recomendamos a leitura do apéndice do
trabalho de Medeiros (2022) cujo link para acesso €: hitp://memoria.ifrn.edu.br/handle/1044/2365.
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21

€ determinar quais as grandezas relevantes para descrever o comportamento deste
fluido relativistico.

Como um fluido é uma colecédo de um grande namero de particulas, uma das
grandezas necessarias para descrever o seu comportamento é a densidade de

ndmero:

. ﬁ N 2.1.8
|4

~ AxAyAz’

em que N é o numero de particulas e V = AxAyAz é o volume do fluido.

Além disso, todas as particulas deste fluido estdo paradas em relacdo as
coordenadas espaciais do referencial inercial no qual se encontra, mas continua
evoluindo na coordenada temporal. Como estamos estudando este sistema no ambito
da TRR, necessitamos considerar dois referenciais inerciais. O referencial descrito
acima (onde o fluido se encontra) sera o referencial inercial S e o referencial inercial
que se move relativamente a este na horizontal para a esquerda serad o S'. Com isso,
vamos analisar o comportamento do fluido a partir de um observador acoplado a S’.

Para o observador em S’ o fluido estd com movimento relativo uniforme em
relacdo a ele na horizontal e para a direita. Dessa forma, a componente no qual esta
ocorrendo 0 movimento (componente x) sofre uma contracdo e a densidade de

namero neste referencial pode ser descrita como:

p=N__ N 2.1.9
TAV T (Ax '
(T) AyAz
Com isso, podemos definir que:
n' =yn. 2.1.10

02 2.1.11
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Outra grandeza relevante para descrever o comportamento do fluido é o fluxo
de particulas. No referencial S, o fluxo, em relacdo as coordenadas espaciais, é nulo,
pois as particulas estao paradas. Mas com relacéo ao referencial S’ o fluxo pode ser

descrito como:

N
At'AA"

!

2.1.12

Da definicdo de densidade de numero, podemos escrever N = n'V’. Aplicando a Eq.
2.1.11 nesta equacao, teremos que:

n
N = ——=Ax'Ay'AZ’.

2 2.1.13
h-%
C

O Ax' pode ser escrito como Ax' = v At Logo, a Eq. 2.1.13 pode ser reescrita como:

n
N = ———=vAt'Ay'Az".

2 2.1.14
-2
c

Aplicando a Eq. 2.1.14 na Eq. 2.1.12, teremos:

vAt'Ay' Az’

_n__
/1 _v?
o = c? T 2.1.15

At'AA’ i

A Eqg. 2.1.15 representa o fluxo de particulas quando as particulas atravessam a area
de forma perpendicular e que estdo com movimento na dire¢cao do eixo x’ do sistema
de coordenadas S’, por isso temos a velocidade v do referencial S em relagdo ao S'.
Caso o movimento de um referencial em relagdo ao outro ocorresse na dire¢éo do
eixo y' ou z’, teriamos fluxo de particulas em relacdo a estes eixos, também. Com
isso, se analisarmos o fluxo de particulas das particulas que atravessam a area de

forma obliqua ao eixo x’, ou y', ou z’, teremos:
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o = nv
N 2 2.1.16
1=z
o — nvY
N oz 2.1.17
-z
o = nv?
N 2 2.1.18
1 -
CZ

Outra grandeza util para descrever o comportamento do fluido no espaco-
tempo é a quadri-velocidade. No referencial S, como as particulas s6 se movimentam

na direcdo da coordenada temporal, a quadri-velocidade sera dada por:

Uk = (c,0,0,0). 2.1.19

J&, para o referencial S’, teremos:

, c v vy v?
UH = . 2.1.20

) ) )
Jl 2 1 2 L 2 1 2
c? c? c? c?

Reparem que as componentes da quadri-velocidade de referencial S’ se assemelham
com as Equacdes 2.1.16, 2.1.17 e 2.1.18, diferenciando-se apenas por ndo terem em

seus termos a densidade de niumero. Se multiplicarmos a Eq. 2.1.20 por n, teremos:

, nc nv* nvY nv?
nU* = = =) = = | 2.1.21
v v v v
\/1_6_2 -z Jl-=zl-=
, nc nv* nvY nv? \
N¥ = 2.1.22

v2 v2 v2 v2
\/1_c_2 1-= \/1‘(;—2 \/1‘(;—2
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Com isso, na Eqg. 2.1.22 descrevemos o quadrifluxo (N#'), que é um quadrivetor que
carrega consigo informagBes sobre o fluxo de particulas em relagdo as quatro
coordenadas do espacgo-tempo. Entdo, o quadrifluxo é uma grandeza necesséria para
descrever o comportamento de um fluido ideal imerso no espaco quadri-dimensional.
Ainda é necessario analisar mais algumas grandezas que caracterizam este fluido.
Agora, vamos analisar a sua energia no referencial S. Inicialmente, iremos assumir
que toda particula do fluido possui a mesma massa de repouso (m). No contexto da
TRR, a energia é dada por E = mc? (ja para o referencial S’ a energia é dada por E' =

m'c? = ymc?). A partir disso, podemos definir a densidade de energia, que é dada por:

E
=_, 2.1.23
P=y
Para o caso do fluido relativistico, teremos:
Nmc? 5
p= 7 = p = nmc*. 2.1.24
Para o referencial S’ a densidade de energia sera dada por:
;o n’m’cz = nc mc
p p ol 2.1.25
1-Z1-=
, P
pr="2 2.1.26
-z

Na Eqg. 2.1.25, podemos observar que a densidade de energia no referencial S’ € dada
por meio da presenca de 2 fatores de Lorentz, ou seja, por meio de duas
transformacdes entre os sistemas de referéncia. Com base nisso, podemos concluir
que a densidade de energia se comporta como uma componente de um tensor de

segunda ordem. Mas de qual tensor? Por meio da Eq. 2.1.25, vemos que 0 primeiro

termo, a direita da igualdade, é equivalente a componente N° do guadrifluxo, e que o

segundo termo, a direita da igualde, é equivalente a componente p° do

quadrimomento. Por meio dessas informagfes, podemos tentar construir um tensor
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de 22 ordem através do produto tensorial entre o quadri-momento (p) e o quadri-fluxo

(N). Dessa forma, vamos ter que:

T = BN, 2.1.27
T = mnUQU. 2.1.28

Na Eq. 2.1.28 é apresentado o Tensor Energia-momentum-tensédo, que no formalismo

matricial pode ser representado por:

10 11 12 13
w = [T T T T 2.1.29

O tensor recebe este nome devido suas componentes carregarem informacoes,
de forma distinta, sobre a energia, momento linear e tensdo do objeto estudado no
espaco-tempo. A interpretacao fisica para este ente matematico é que T#" significa o
fluxo da componente u do quadri-momento através da hipersuperficie de constante
x", que representa as coordenadas do espaco quadri-dimensional. Além disso, uma
das propriedades deste tensor que merece destaque, por sua importancia e pela sua
utilidade nos capitulos posteriores, € que ele obedece a uma lei de conservacao em
gque ao tomarmos a derivada parcial das suas componentes em relacdo as
coordenadas do espaco-tempo, obtemos zero como resultado, o que indica que este

ente é uma quantidade constante:

a (T#V) — T#V

=0. 2.1.303
oxH #

Dessa forma, concluimos o estudo descritivo sobre um fluido ideal no espaco-
tempo e, a partir disso, percebemos que para fazer descricbes de eventos que

ocorrem no espago-tempo € necessario utilizarmos entes matematicos mais

sofisticados chamados tensores. Com o leitor j& familiarizado com a ideia de espaco-

8 Os tensores sao representados por uma letra mailscula seguidos pelos seus indices subscritos ou
sobrescritos. Além disso essa letra pode aparecer em negrito. Outro detalhe é que a derivada de um
tensor — como aparece no termo a direita da primeira igualdade — pode ser representada como uma
virgula seguida da variavel a qual esta derivando.
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tempo e de como séo descritos fendmenos fisicos que nele ocorrem, adentraremos

na proxima secao aos fundamentos da TRG.

2.2. Teoria da Relatividade Geral (TRG)

Como descrito na secao anterior, a TRR tornou-se uma solugdo para o0s
problemas encontrados pela mecanica classica quando esta tentava descrever 0s
movimentos de corpos com velocidades proximas a velocidade da luz. Com isso, essa
teoria se tornou uma generalizacdo da mecénica classica com a implementacédo do
espaco-tempo e de grandezas fisicas relativas. Além disso, a TRR se aplica a
referenciais inerciais, isto €, referenciais que estdo em movimento retilineo uniforme
— ou seja, com velocidade constante e sem aceleracdo. Contudo, sentiu-se a
necessidade de generalizar tal teoria para referenciais ndo inerciais — referenciais
acelerados. Dessa forma, em 1915, Einstein publica a Teoria da Relatividade Geral,
sendo esta a generalizacdo da Teoria da Relatividade Restrita para aplicacdo em
referenciais nao inerciais. Um dos pontos que contribuiu para a generalizacdo da TRR

e a origem da TRG foi o Principio da Equivaléncia.

2.2.1. Principio da Equivaléncia

O Principio da Equivaléncia surgiu a partir de um experimento mental proposto
por Einstein. Este experimento pode ser descrito da seguinte forma:

e Imagine, inicialmente, que ha um observador dentro de uma cabine
pequena e fechada (em que néo é possivel obter nenhuma informacéao
visual do ambiente externo). Tal cabine esta no espaco sideral longe de
gualquer planeta ou corpo que possa exercer uma atracao gravitacional
sobre ela (Figura 2.2.1a). Além disso, acoplado a cabine ha um propulsor
gue, quando acionado, imprime uma aceleracdo de modulo igual a
aceleracdo do campo gravitacional terrestre com sentido para cima.
Dessa forma, considerando ser possivel, a cabine se moveria para cima
provocando uma compressao nos pés do observador dentro da mesma,

causando neste a sensagéo de peso (Figura 2.2.1b).
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Figura 2.2.1: (a) Observador em uma cabine no espaco sideral; (b) observador em
uma cabine acelerada

() (b)

»

Fonte: Oliveira (2023)

e Considere, agora, a mesma cabine com o0 mesmo observador em seu
interior, imersa no campo gravitacional terrestre. Nesta situagdo, o
observador sente uma compressdo nos seus pés proveniente da
interacdo gravitacional que o0 puxa para baixo e a sensacao
experimentada por ele € a mesma no caso em que a cabine estivesse
com uma aceleragcdo de mesmo modulo e sentido para cima, como
descrito na situacao anterior.

Dessa forma, como a cabine € suficientemente pequena e ndo ha como obter
informacBes do ambiente externo, o observador ndo consegue distinguir se esta sob
a acdo de um campo gravitacional ou se € a sua cabine que esta acelerada. Logo, €
possivel dizer que ha uma equivaléncia entre um referencial ndo-inercial e um
referencial inercial que esta sob a acdo de um campo gravitacional. Com isso, surge
o Principio da Equivaléncia de Einstein e, a partir dele, foi possivel generalizar a TRR
para a TRG.

Além disso, outra andlise pode ser feita a partir deste principio. Consideremos
a mesma situacao descrita anteriormente com o acréscimo de um evento: um feixe de
luz sendo disparado dentro da cabine. Quando a cabine esta como ilustrada na figura
2.2.1a, ou seja, sem aceleracdo, o observador dentro da cabine vé o feixe de luz
percorrendo uma trajetoria retilinea para a direita (Figura 2.2.2a). Entretanto, quando
a cabine esta em um movimento acelerado, o observador percebe que o feixe de luz

percorre uma trajetoria parabdlica em dire¢do ao piso da cabine (Figura 2.2.2b).
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Figura 2.2.2: (a) representacdo da trajetoria de um feixe de luz disparado na
cabine sem aceleracao; (b) representacdo da trajetéria de um feixe de luz
disparado na cabine acelerada.

(@) (b)
o=

. B

Fonte: Oliveira (2023)

Pelo Principio da Equivaléncia, referenciais ndo inerciais sdo equivalentes a
referenciais inerciais em um campo gravitacional e uma justificativa para a trajetéria
parabdlica da figura 2.2.2b seria dada pela Teoria da Gravitacdo de Newton, em que
COrpos massivos se atraem mutuamente e, dessa forma, corpos que estivessem
imersos em um campo gravitacional e fossem lancados horizontalmente iriam assumir
tal trajetéria em direcéo ao solo. Entretanto, os fétons que compdem o feixe de luz ndo
possuem massa e nao apresentariam efeitos da atracdo gravitacional. Logo, foi
possivel concluir que a trajetéria adotada pelo feixe de luz no referencial ndo inercial
devia-se a uma curvatura existente no proprio espaco-tempo. Essa curvatura seria
causada pela distribuicdo de matéria — que no contexto relativistico esta relacionado
com a energia — de grandes corpos massivos (fontes dos campos gravitacionais)
como, por exemplo, o planeta Terra. Dessa forma, além de se obter uma
generalizacdo da TRR para a TRG também foi possivel obter uma nova teoria da
gravitacao universal.

A partir deste lastro teorico, podemos ir em busca de uma forma de relacionar
a curvatura do espaco-tempo com a distribuicio de energia. Todavia, para
conseguirmos isso € necessario sabermos como descrever matematicamente o

espacgo-tempo curvado. E este sera o objetivo da proxima secéo.
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2.2.2. Sobre Espagos com Curvatura ou Variedades

Ao se generalizar a TRR para TRG foi possivel observar que uma distribuicao
de matéria/energia no espaco-tempo provoca uma curvatura neste. Com isso, no

contexto da TRG, descrevemos este espacgo-tempo como uma Variedade, cuja

curvatura é descrita pelo tensor de Riemann (R“ﬁw):

R = o~ ar — Lov T + Toulgy - 2.2.1

Em que ng (ou com outros indices acompanhando a letra grega gamma maidscula)

sdo os Simbolos da Conexdo de Christoffel*. Dessa forma, o tensor de Riemann nos
diz, por meio dos valores de suas componentes, se 0 espac¢o-tempo possui curvatura
ou ndo: se uma das componentes deste tensor apresentar valor diferente de zero,
entdo este € um indicativo de que a variedade possui curvatura.

O tensor de Riemann pode ser obtido por meio da anélise do transporte paralelo
de um vetor ao longo de uma trajetéria fechada®. Com isso, considere a situacdo em
que se realiza o transporte paralelo, em loop, de um vetor perpendicular® as curvas da
trajetéria fechada em um espaco plano (Figura 2.2.3a). Como pode ser visto, o vetor
permanece 0 mesmo, ou seja, com mesmo maédulo, dire¢do e sentido do inicio ao fim
do percurso. Agora, vamos analisar a situacdo em que é feito o transporte paralelo,
em loop, em uma trajetoria fechada de um vetor em um espaco dotado de curvatura
(Figura 2.2.3b). A cada vértice alcancado, nota-se que o vetor sofreu variacbes em
sua direcao e se torna diferente do vetor que deu inicio a trajetéria. Dessa forma, ao
chegar ao ponto A, novamente, € possivel ver a diferenga entre o vetor da saida e o

vetor da chegada.

4 Mais detalhes sobre eles podem ser vistos no trabalho de Medeiros (2022) cujo link para acesso é:
http://memoria.ifrn.edu.br/handle/1044/2365.

5 Para uma demonstracao detalhada do Tensor de Riemann recomendamos a leitura do capitulo 2,
segéo 2.3 do trabalho de Medeiros (2022) disponivel em:
http://memoria.ifrn.edu.br/handle/1044/2365.

6 E feita a representacdo com um vetor perpendicular as curvas da trajetéria para uma melhor
visualizag&o do leitor. Entretanto, tais vetores devem ser tangentes as curvas da trajetoria.



http://memoria.ifrn.edu.br/handle/1044/2365
http://memoria.ifrn.edu.br/handle/1044/2365

30

Figura 2.2.3: (a) Transporte paralelo de um vetor, em loop, em um espaco plano;
(b) Transporte paralelo de um vetor, em loop, em uma variedade.

(a) (b)

Fonte: Oliveira (2023)

Dessa forma, calculando a variacao entre os dois vetores que estdo no ponto

A da Figura 2.2.3b, iremos obter:

[P org

|axk  oxv

sV« —T& T8, + TLI8, | VFsxHsxY. 2.2.2

Em que V¢ corresponde & variacdo dos vetores, V8 é um vetor, §x* e §xV sdo as
variagfes ao longo das curvas da trajetéria, e o termo entre colchetes € o tensor de
Riemann da Eq. 2.2.1. Este tensor possui algumas propriedades que estéao
relacionadas com a simetria e antissimetria ao realizar a permutacéo dos seus indices
(Egs. 2.2.3, 2.2.4, 2.2.5, 2.2.6), a sua multiplicacdo pela métrica covariante e
contravariante (Eqg. 2.2.4) e a Identidade de Bianchi em que a soma de trés derivadas

covariantes do tensor de Riemann € igual a zero (Eq. 2.2.8):

R, = —R%,, 2.2.3

R%. = 9" Rogpuv » 2.2.4

Ryguv = —Rpauv » 2.2.5

Raguv = Ruvag » 2.2.6

Ropuv + Ravpy + Rayvpg =0, 2.2.7
Rapuvia + Rapagy + Rapvau = 0. 2.2.87

7 A notacao do ponto e virgula seguida de um indice denota a derivada covariante de um tensor



31

Dessa forma, encontramos o0 ente matematico capaz de descrever a curvatura
em uma variedade. Na proxima secao buscaremos estabelecer uma relacdo entre a

curvatura do espaco-tempo e a distribuicdo de matéria/energia.
2.3. A Equacao de Einstein

Com o advento da TRG e do Principio da Equivaléncia foi possivel estabelecer
uma relagéo entre os referenciais inercias sob a acdo de um campo gravitacional e o0s
referenciais nado inerciais, e, a partir disso, surge uma nova teoria da gravitacdo em
gue a distribuicdo de matéria/energia deforma o espaco-tempo, deixando-o dotado de
curvatura. Com isso, sabendo que o Tensor Energia-Momentum-Tensao (T*V) é o

portador das informacdes referentes a distribuicdo de matéria/energia e que o Tensor

a

Buv) € o responsavel por conter as informacdes sobre a curvatura da

de Riemann (R

variedade, podemos buscar estabelecer uma relacdo entre estes dois entes
matematicos para obter uma equacédo que consiga descrever de que forma o espaco-
tempo se comporta em torno de uma distribuicdo de matéria/energia. Todavia, ndo

podemos estabelecer uma relagéo direta entre T*Y e R%;,, pois eles sdo de ordens

Buv
diferentes: o primeiro € de ordem 2 e o segundo é de ordem 4. Dessa forma, é

necessario reescrevermos o tensor de Riemann em termos de um tensor de ordem 2
gue contenha as informacfes acerca da geometria da variedade. Além disso, é
preciso encontrar alguma propriedade deste que permita estabelecer uma relacéo
com alguma propriedade do tensor energia-momentum-tensao.

Uma propriedade de T*¥ que se mostra valiosa nesse propésito, € o fato deste
obedecer a leis de conservacdo, como mencionado na equacao 2.1.30. Ao utilizarmos
este tensor no contexto de uma variedade, devemos generalizar tal propriedade para

expressa-la em termos de uma derivada covariante:

T™  =0. 231

Para obtermos o tensor de ordem 2 que contenha as informagdes da geometria

do espaco-tempo iremos manipular algebricamente o Tensor de Riemann. Para isso,
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multiplicaremos a sua forma covariante (Raﬁ,w) pela métrica contravariante (g*#) em

gue iremos obter:

gaﬂRaﬁ’uv = R*

v 2.3.2

Podemos realizar a contracdo® do tensor obtido na Eq. 2.3.2, o que ir4 reduzi-

lo para um tensor de ordem 2, e dessa forma:

R¥s ., = Rpy - 2.33

Em que Rg, € o Tensor de Ricci — um tensor de ordem 2 que contém as informacdes

7

da geometria da variedade. Um outro tensor que se mostra util € obtido se
multiplicarmos o Tensor de Ricci pela métrica contravariante g#¥, chamado de escalar
de Ricci (R):

9#"Rg, =RY, =R. 2.3.4

Com 0s passos anteriores conseguimos encontrar o tensor de ordem 2 que
contém as informacdes da geometria do espaco-tempo e, também, o escalar de
curvatura. Para se estabelecer uma conexdo com 0 tensor energia-momentum-
tensdo, o caminho mais intuitivo seria verificar se a derivada covariante do tensor de
Ricci € nula. Para isso, consideraremos algumas manipulacdes algébricas na
Identidade de Bianchi (Eq. 2.2.8). Inicialmente, multiplicaremos a Eq. 2.2.8 por g%

para obtermos:

gaH(Ra’ﬁlW;l + Raﬁlu;v + Raﬁvl;u) =0, 2.3.5

U u u _

R puvia T R Bauw T R Bvaiu — 0. 2.36
Realizando a permutacdo do terceiro e quarto indice do segundo termo da

soma — lembrando da propriedade antissimétrica da permutacdo entre esses dois

indices — da Eqg. 2.3.6 e, em seguida, realizando as contra¢cdes possiveis, teremos:

8 Para o caso do Tensor de Riemann essa contracdo s é possivel de ser realizada entre o primeiro e
o terceiro indice, devido a uma relacdo de antissimetria deste tensor.
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R¥; ., +R" +RY 0., =0, 2.3.7

u
Buv; Bui;v

Rgy;a = Rpay + R¥g,,., = 0. 2.3.8

Multiplicando a Eq. 2.3.8 pela métrica g#”, vamos obter:

g'BV (Rﬁv;/l - Rﬁl;v + R#ﬁwl;u) =0 , 2.3.9

RY, 3 —R;, +RY,, =0. 2.3.10

Realizando a permutacao entre o primeiro e o segundo indice do terceiro termo da Eq.
2.3.10 e as contragBes possiveis, teremos:
RV, =R =R, =0, 2.3.11

Ry —RY;, —RY,, =0. 2.3.12

Como o indice v que aparece no segundo termo da Eq. 2.3.12 é repetido e esta

indicando a somatoria, podemos substitui-lo por u. Com isso:

Ra—RY,, —R%., =0, 2.3.13

Ry —2R%, =0. 2.3.14
Dividindo a Eq. 2.3.14 por (—2), iremos obter:

1
Rﬁm—ERﬂzo. 2.3.15

Multiplicando o segundo termo da Eq. 2.3.15 por g"/1 9 podemos escrever:

1
Rﬁm—igﬁ&”zo. 2.3.16

9 Este € o Delta de Kronecker. Este ente matematico possui dois valores possiveis: 1 quando =1 e
0 quando u # A. Além disso, ele também tem a capacidade de trocar o indice, que seja igual ao seu,
pelo outro.
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Para trabalharmos com os tensores contravariantes iremos multiplicar a Eq.
2.3.16 por g¥* e, em seguida, colocaremos a derivada covariante em evidéncia. Com

iSSO:

1
g (R#A;u B EgHAR;#> =0, 2.3.17

1
(R“" _ —g’“’R) ~ 0. 2.3.18
2 e

Com isto, vemos que néo € a derivada do tensor de Ricci que é nula, mas todo o termo
entre parénteses da Eq. 2.3.18. Por conveniéncias, definimos tal termo como Tensor

de Einstein (G*V). Dessa forma, podemos escrever:

G*. =0. 2.3.19

Logo, encontramos o tensor de ordem 2 e que, assim como 0 Tensor Energia-
Momentum-Tensao, tem a sua derivada covariante igual a zero. Portanto, a relacéo

entre matéria/energia e a curvatura do espacgo-tempo pode se dar por meio de:

G* < TH, 2.3.20

G = kTH . 2.3.21

Em que k é uma constante de proporcionalidade igual a 8:—46 Dessaforma, a Eg. 2.3.21

pode ser escrita na forma explicita:

1 8nG
R — —gMtVR = —THV, 2.3.22
29 ct
Esta é a Equac&o de Einstein para a TRG. E por meio dela que conseguimos obter as
informacgdes de como a geometria do espaco-tempo € afetada pela distribuicdo de
matéria/energia.
E importante mencionar que esta equacio pode ser apresentada de formas

ligeiramente diferentes a partir de convencgdes associadas as unidades de medidas
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das constantes nelas presentes. Em alguns contextos toma-se G = 1, em outros ¢ =
1. No contexto de aplicagbes voltadas para Cosmologia, encontra-se mais

frequentemente a equacéao escrita com ¢ = 1, de modo que, denotamos:

1
RWY — = g"R = 81G T 2.3.23

Outro adendo importante sobre a equacéo de Einstein, € que ela pode também

ser encontrada com a adi¢ao de outro termo, conhecido como constante cosmologica
(A):

1
RHV — EguvR + Ag*’ = 8mG TH . 2.3.24

Este termo foi sugerido por Einstein para que, quando aplicada com um fim de obter
uma solucdo que descrevesse um universo estatico no contexto da cosmologia,
desempenhasse a funcdo analoga a de um fluido com pressdo negativa, para
equilibrar o efeito gravitacional proveniente da matéria e radiacao.

Com isso, chegamos ao fim deste capitulo. No proximo capitulo, daremos inicio

ao estudo sobre Cosmologia e a dinamica do universo.
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3. A Cosmologia Relativistica

Apos fornecer base para o leitor sobre as Teorias da Relatividade, podemos
adentrar no estudo da Cosmologia. Esta passou a ter destaque a partir do advento da
Teoria Relatividade Geral e € responsavel pelo estudo da dindmica da estrutura de
larga escalal® do universo. Além disso, a Cosmologia é fundamentada em trés
pressupostos: a TRG, o Principio Cosmologico e o Postulado de Weyl. O Principio
Cosmologico se refere a existéncia de um tempo cosmoldgico t (correspondente ao
tempo proprio de observadores que veem o universo isotropicamente), tal que t =
constante corresponde a hipersuperficies (espacos tridimensionais) homogéneas e
isotrépicas. Por hipersuperficies homogéneas entende-se como sendo espacos na
qual a métrica € invariante por translacdo; e por hipersuperficies isotrépicas
entendem-se espagcos em que a métrica € invariante por rotacdo, em cada ponto do
espaco. J& o Postulado de Weyl diz que o espaco-tempo é permeado por um
substrato e que as galaxias se movem nesse espaco-tempo como se fossem
particulas. Tal postulado requer que as geodésicas do substrato sejam ortogonais a
uma familia de hipersuperficies do tipo espaco.

A partir destes pressupostos, podemos iniciar a busca pelas grandezas que
serdo uteis para determinar a dinAmica da estrutura em larga escala do universo. A
primeira delas sera a métrica das hipersuperficies espaciais nas quais o tempo é

constante.

3.1. A Métrica das Hipersuperficies em que t = constante

Podemos escrever a métrica da hipersuperficie como sendo:

dl? = ydxtdx/ . 3.1.1

Comi=1,23;ej=1,23.
Para determinar a métrica do espaco em que O tempo € constante,
precisaremos fazer algumas consideragdes sobre espacos maximalmente simétricos.

Tal espaco é aquele que possui 0 numero maximo de vetores de Killing linearmente

10 Por larga escala entende-se ser uma escala maior que 100 Mpc, em que 1pc = 3,26 anos — luz =
3 x 10%3km.
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independentes. Dessa forma, sabe-se que o espaco tridimensional, homogéneo e
isotropico possui 6 vetores de Killing linearmente independentes e, com isso, este

espaco € um espaco com maxima simetria (D’INVERNO, 1992).

(3)Rijkl = K(yu¥ji — YaYjk) - 3.1.2
Onde K € chamado de constante de curvatura. Tais espagos também sdo chamados
de espacos de curvatura constante.

Como o espaco é homogéneo, € possivel escolher um ponto qualquer para
servir de origem do sistema de coordenadas. Além do mais, em consequéncia da
isotropia, sabe-se que a métrica possui simetria esférica em torno deste ponto. Dessa
forma, podemos utilizar um sistema de coordenadas adaptado a simetria em que a

métrica pode ser escrita como:

di? = dr2 + r2(d6? + sen? 0 do?) . 3.1.3

Considerando esta meétrica, segundo Silva (2018), podemos calcular as

componentes do tensor de Ricci, dadas por:

o A 1da
= " rdr 3.1.4
1
Ry, =1+ Ere-M' —e*, 3.15
R33 = Slnz HRZZ ' 3_1_6

Por outro lado, sabemos que num espaco de curvatura constante a Eq. 3.1.2 é

satisfeita. Com isso, temos:

( )lekl = K(Vlkyjl - yllyjk) . 317
Contraindo-se 0 1° e 0 3° indices da Eqg. 3.1.7 iremos obter o tensor de Ricci:
Ry = K(3vji —vj) = 2Kv;; - 3.1.8

Ao calcularmos as componentes 1,1 e 2,2 do tensor de Ricci, teremos:
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Ry = 2Ky;; = 2Ke*™. 319

RZZ = ZKVZZ = ZKTZ ) 3110

Agora, ao compararmos as Eqgs. 3.1.9 e 3.1.10 com as Eqgs. 3.1.4 e 3.1.5,

respectivamente, vamos ter que:

2Ket™ = /1—. 3.1.11
r
1
2Kr2 =1+ Ere—M' — e~ M) 3.1.12
Resolvendo a Eq. 3.1.11:
2K =
r
Ne ) = 2Ky
d 3.1.13
E(e"l(r)) = —2Kr
e ) = —Kr2 4+ A.
Substituindo a Eq. 3.1.13 na Eq. 3.1.12:
r
2Kr? =1+ E[ZKT] —(—Kr?+ 4)
2Kr? =14+ Kr?+Kr?—-A
3.1.14
2Kr?2 =1+2Kr?—-A
A=1.
Com isso, temos que:
e ) = _Kr24+1=1—Kr?
1 3.1.15

e/l(r) —

1—Kr?’

Dessa forma, a métrica de um espaco tridimensional homogéneo e isotropico é:
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1
di? = (1 — Krz) dr? + 72(d6? + sen? 6 d¢?) . 3.1.16

ApQs termos obtido esta métrica, vamos, agora, reescrevé-la em outro sistema

de coordenadas. Para isso, vamos utilizar as seguintes transformacoes:

1
r'=|K|zr. 3.1.17

1
dr' = |K|Z dr. 3.1.18

Tais transformacdes valem para K # 0.

Aplicando estas transformacdes na Eq. 3.1.16, vamos ter:

dr'? ,
iz =— 1T (407 4 sen? 6 dg?) 3.1.19
= K 3 IKl sen . L.
1— 2
K|

Para simplificar a Eq. 3.1.19 podemos levar em consideracao que:

_ K+ K>0
K—m—{_l pashe 3.1.20
Aplicando a Eqg. 3.1.20 em 3.1.19 e reorganizando os termos, teremos:
dl? = 1 ;dr’z + 1'2(d6?% + sen? 0 d¢?) 3.1.21
[K|\1— kr'? ' o
Agora, fazendo a mudanca de notacdo r' — r, podemos escrever:
( 1 de 2 2 2 2
m 1_Kr2+r(d6? + sen“ 0 d¢*) Kk=+0
dl? = 3.1.22
L A 12067 + sen® 6 dg? =0
1—;cr2+r( + sen b) K =

Logo, a Eg. 3.1.22 mostra a métrica de um espaco tridimensional homogéneo

e isotropico escrita em termos de k, que assume valores de +1,0, —1.
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A partir da obtengdo da métrica do espaco tridimensional, homogéneo e
isotropico, podemos obter a métrica do espacgo-tempo. Para isso, levaremos em
consideracéo as coordenadas co-moveis e o Postulado de Weyl. Como tal postulado
requer que as geodésicas do substrato sejam ortogonais a uma familia de
hipersuperficies do tipo espaco, as coordenadas (x° x1,x2,x3) séo introduzidas de
modo que as hipersuperficies do tipo espaco sdo dadas por x° = t = constante e as
coordenadas (x!,x2%,x3) sdo constantes ao longo das geodésicas e, por isso, tais
coordenadas sao chamadas de co-moveis. Por outro lado, a condicdo de
ortogonalidade significa que t pode ser escolhido de modo que o elemento de linha é
da forma:

ds? = —dt* + h;dx‘dx’ . 3.1.23

Ondei=1..3ej=1..3¢eh; = h;(tx).

Além disso, como o principio cosmoldgico requer que o espaco tridimensional
seja homogéneo e isotropico, e considerando que o fator de ampliacdo deve ser
independente de onde ocorre na hipersuperficie, entdo o tempo s6 pode entrar em h;;
através de um fator comum de modo que as proporcBes das correspondentes
distancias para pequenos deslocamentos possam ser as mesmas em todos 0s

instantes. Logo, a dependéncia temporal de h;; tem que ser da forma:

hij = [S(O1y(x") . 3.1.24

Deste modo, podemos escrever o elemento de linha do espaco-tempo nas
coordenadas co-mdveis como sendo:

ds? = —dt? + [S(D)]?y;;dx'dx
3.1.25
ds? = —dt? + S2(t) dI?.

Como dl € o elemento de linha do espaco tridimensional homogéneo e isotrépico,

podemos reescrever a Eq. 3.1.25 como:

1 dr?
(m<1 _rKrz +1r2(d6? + sen? 6 dqbz)) k#+0

3.1.26

ds? = —dt* + S?(t)

dr? 20102 2 2
1_mﬂ2+r(dt9 + sen“ 0 d¢~) k=0
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Da Eq. 3.1.26 podemos definir que:

S(t
( z k#0
a(t) ={ IKI2 . 3.1.27
LS k=0
Com isso, podemos escrever:
2
ds? = —dt? + a?(t) T2 +1r2(d0? + sen?0d¢)| . 3.1.28

Em que a(t) é chamado de Fator de Escala e k é a constante de curvatura que pode
assumir os valores —1, 0 ou +1.

Este elemento de linha é uma consequéncia do principio cosmolégico e define
a chamada Meétrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) e ela sera

fundamental para determinarmos qual a dinamica do universo.
3.2. Dindmica do Universo

Na secdo anterior vimos quais 0s trés pressupostos em que a Cosmologia
Relativistica se baseia, vimos qual a métrica do espaco tridimensional homogéneo e
isotrépico e chegamos a métrica FLRW, que possui o fator a(t), que sera util para
determinar a dindmica do universo. Tal relevancia se da pelo fato deste fator
multiplicar todos o0s termos espaciais da métrica, e com isto, influenciar justamente em
como a parte espacial do universo evolui com relacdo ao tempo. Neste caso, a
determinacao deste fator de escala se torna essencial.

Para determina-lo, serd necessario utilizarmos a métrica FLRW juntamente
com a equacdo de Einstein. Iniciemos este processo multiplicando a Equagéao de

Einstein pela métrica inversa:

1
9" Ryy = 59" g R = 8nGg* T . 3.2.1

Com isso, teremos:
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R¥, — 2R = 8nGT*, = R — 2R = 8nGT . 322

R = —8nGT. 3.2.3

Substituindo a Eqg. 3.2.3 na equacdao de Einstein, teremos:
1 1
Ry — ng(—8nGT) =8nGT, = Ry + Eguv(&TGT) = 8nGTy, . 3.2.4
1
Ry = 876G (T =5 T ) - 3.2.5
O traco do Tensor Energia-momentum-tensédo, que aparece na Eq. 3.2.5, pode

ser obtido a partir de manipulacdes algébricas na sua forma covariante dada pela

Equacéo:

Ty = (p+ p)Uqu +DP9uv - 3.2.6

Ao multiplicarmos a Eqg. 3.2.6 por g“?, obtemos:

guoTav = gHU[(p + p)UO'UV + pgav] =

3.2.7
= Tﬂv = (p + p)U*U, + pé\lﬁ/ .
Escrevendo a Eq. 3.2.7 em sua forma matricial, teremos:
—(+p) 0 0 O p 0 0 O
wo_ 0 0 0 0 0 p 0 O
ry= 0 0o 0o of/flo 0o p 0]
0 0 0 O 0 o 0 p
3.2.8
-2 0 0 O
0 0 O
b p
=T=lo o p o0
0 0 0 »p
Em que, para o caso em que u = v, otraco T é dado por:
TH, =T=—-p+3p. 3.2.9

Fazendo uso da Métrica FLRW sabemos que as unicas componentes nao nulas

do Tensor de Ricci, dado pela Eq. 3.2.5, séo:

)

P
Rog = —3— 3.2.10
00 a
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R, = ‘Z—Z (adi + 262 + 2K) . 3.2.11
Emquei=1,2,3.1"

Para o caso em que temos R,,, podemos reescrever a Eq. 3.2.5 da seguinte
forma:

1
ROO ES 8T[G (TOO - §g00T> . 3212

Igualando a Eq. 3.2.10 a Eq. 3.2.12, teremos:

a 1
-3~ =816 (TOO _ EgOOT) =

a 1
—35 = 8nG <p +E(—p + 3p)> =
3.2.13

3c'i 87TG( +3p)
—3—=— =
a > p p

Q_ 4G o
a_ 3 p p'

De forma analoga, vamos igualar a Eqg. 3.2.11 a equacédo 3.2.5emque u =v =

i para obtermos:

Rii = % (aa + Zaz + ZK) = 8nG (Tii - EguT> . 3.2.14

Sabemos que T;; = g;;p e, dessa forma, podemos reescrever a Eq. 3.2.14 da

seguinte maneira:
Gii .. .2 _ 1
E(aa + 2a° + 2kx) = 8nG | giip — Egl-iT =

. .2

a a 2K p D

—+2(—) +?_87TG(__§):> 3.2.15
d+z(d)2+2K—4 G(p—p)
a a qz e b

Substituindo o resultado obtido na Eqg. 3.2.13 na Eq. 3.2.15, teremos:

11 Para abrir a soma com os indices, inicialmente selecionamos um valor para o primeiro indice e em
seguida vamos variando o valor do segundo indice, um por vez, de acordo com os valores da somatoria.
Por exemplo, abrindo a soma com o primeiro indice sendo igual a 1, teremos R;;, Ry, € Ry3.
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. 2

Sy, +3p)+2(3) + 2 a6 -p) =
> (p+3p =) +—=4nG(p-p
2 () = 416G P
E +—2— T (p—p+§+p)=>
2(a>2+K =4 G(4>=> 3.2.16
a az| = T \3P o

3 a?’

(a)z 816G«

a

A Eq. 3.2.16 é a Equacdo de Friedmann. Ela, uma vez resolvida, nos permite
descrever a evolucdo do fator de escala a(t).

Apos termos conhecido a Equacao de Friedmann, faz-se necessario resolvé-la
para termos mais informagdes acerca da dindmica do universo. Para iSso, precisamos
compreender como a densidade de energia se comporta com relacdo ao fator de
escala. E possivel mostrar que a partir da equacéo de conservacio do Tensor energia-
momentum-tensao (T’”m = 0), podemos obter a relacéo desejada (CARROLL, 2003):

0=T" -

B gxk
00

oT G
0=T%p=——+ ISTY + T},

u
+ I, TV" + T T,

e, portanto:
. a
p= —3E(p+p). 3.2.17

Além disso, vamos considerar que as trés principais fontes de energia do
universo se comportam como fluidos perfeitos, e que por isto, possuem propriedades
descritas a partir de equacdes de estado; sendo tais constituintes: matéria, radiacao
e a constante cosmoldgica. Deste modo, para cada uma destas fontes, podemos

denotar suas equacgdes de estado p = p(p), por:

p=wp. 3.2.18

Em que w é uma constante para cada tipo de fluido (CARROLL, 2003):
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e Matéria:w =0=p=0;
¢ Radiacéo Eletromagnética: w = é =p= gp;

e Constante Cosmoldgica: w = -1 = p = —p.

Dessa forma, podemos reescrever a Eq. 3.2.17 como sendo:

a
p= —35(,0 + wp) . 3.2.19

E realizando algumas manipulacdes algébricas na Eq. 3.2.19, teremos:

p a
—=-3-(1+w). 3.2.20
p a

Integrando a Eq. 3.2.20 em um intervalo de t, a t, teremos:

t - t -
jﬁdt=—3(1+w) ¢ ar =
t

op to

td tda
o 30+0 | B 3.2.21

to P to

In <@> =-31+w)ln <@> .
Po Qo

Considerando que t, corresponde ao tempo atual e que a, = 1, temos que:

p(t) = poa30+®) 3.2.22

Na Eq. 3.2.22 fica evidente que a densidade de energia varia de acordo com o

fator de escala e, também, de acordo com cada tipo de fluido:

e Paraamatéria: w = 0 = py(t) = —p;f ?
Por .
a* '’

e Paraaradiacido: w = % = pr(t) =

e Para a constante cosmolégica (A): w = —1 = p,(t) = pop = ﬁ .

A partir disso, € possivel plotar um grafico da densidade de energia de cada tipo
de fonte em relagéo ao fator de escala, como pode ser visto na Figura 3.1.1 a seguir:
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Figura 3.1.1: Grafico das densidades de energia em relacdo ao fator de escala

Radiagao ' Matéria A

densidade

Fonte: Aderaldo e Gongalves (2020)

Com isso, podemos concluir que a evolucdo do universo se deu em trés eras
distintas: a dominada pela radiacao (12 parte do gréafico), a dominada pela matéria (22
parte do gréfico) e a dominada pela constante cosmologica (32 parte do gréfico).

Para a solucdo da equacdo de Friedmann € necessario considerar as trés
fontes de energia e, com isso, a densidade de energia que aparece na equacao deve

ser escrita como:

P =pPputpPrtpa- 3.2.23

Aplicando a Eq. 3.2.23 na Eq. 3.2.16 vamos ter:

a\> 8nG K
(E) =3 (om + Pr + PA) iz

3.2.24
(d)z _ 8nG (POM Por A > K

a 3 \a3 ' a*  81nG/) a?’

Se considerarmos a curvatura k como sendo uma fonte de energia também,

teremos:

- 2
(2) :%(PO_MJFFEJ,L_?’_")_ 3.2.25
a 3 \ad a* 8nG 8mGa?

Ou ainda:



a7

3 3 a3 3 a* a?’

a

.2
(a) _ é " 8nG Pom 8nG Por K 3.2.26

Logo, as solucdes fornecidas pela equacao de Friedmann dependerdo dos valores
assumidos pela constante de curvatura k (que pode assumir os valores —1 ou 0 ou 1)
e pela constante cosmoldgica A (que pode ser A< 0ouA =0 ouA > 0). A seguir sdo
abordados, superficialmente, os modelos resultantes para cada valor assumido por
e A

I.  Modelos para A < 0 (Figura 3.1.2)

Figura 3.1.2: Modelo Oscilante

a

-
L

L
Fonte: Silva (2011)

O modelo para A < 0 serd o mesmo independentemente do valor de k. Ele é o
modelo chamado de Modelo Oscilante em que a forca cosmoldgica € atrativa e
eventualmente faz parar a expanséao e forca o modelo a colapsar ocasionando um
evento apocaliptico chamado Big Crunch.

.  Modelos paraA=0

Temos trés modelos para o caso de A = 0:

e Para o0 valor de k=-1, temos o0 modelo que se expande
indefinidamente sem “Kink”2 (Figura 3.1.3(a)).

e Para o valor de k = 0, temos 0 modelo que corresponde ao modelo de

Einstein-De Sitter, em que a « t3 (Figura 3.1.3(b)).

e Paraovalor de k = 1, temos 0 modelo oscilante (Figura 3.1.3(c)).

12 A curva do grafico que apresenta um movimento de crescimento de forma acelerada, sofre uma
desaceleragcdo momentanea e, posteriormente, volta a crescer de forma acelerada novamente.
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Figura 3.1.3: (a) Modelo paraA=0e k = —1; (b) Modelo paraA=0e k = 0; (c)
Modelo paraA=0ek =1.
(a) (b) (©)

o & & ak

N

S
~+ v
bl J

Fonte: Silva (2011)

lll.  Modelos paraA>0
Para k = —1 e k = 0 temos 0 modelo que se expande indefinidamente, mas possui

um “kink” em que a taxa de expansao diminui por um periodo e depois volta a crescer,

1.\1/2
e assintoticamente se aproxima de e(EA) ' (Figura 3.1.4).

Figura 3.1.4: Modelo paraA>0comk =—-1ek = 0.
a

t
Fonte: Silva (2011)

Para k = 1 ha mais possibilidades que uma, pois existe um valor critico positivo
da constante cosmoldgica (A.) associado a um valor critico do fator de escala (a,).
Com isso, teremos:

e Para A>A. o modelo € chamado de Modelo de Lemaitre e é
equivalente ao modelo que se expande indefinidamente com um “kink”
mais pronunciado (Figura 3.1.5(a)).

e Para A=A, existem trés subcasos que dependem do valor da
constante de integragéo (Figura 3.1.5(b)): o Modelo Estatico de Einstein
no qual a atragdo gravitacional é exatamente contrabalanceada pela

repulsdo césmica; o Modelo de Big-Bang que assintoticamente se
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aproxima do modelo estatico de Einstein; o Modelo de Eddington-
Lemaitre no qual voltando no eixo do tempo ele tende ao modelo

estatico de Einstein, e indo no sentido de crescimento do eixo do tempo
1 )1/2

ele se expande assintoticamente se aproximando de e(EA L

Figura 3.1.5: (a) Modelo parak =1e A > A.; (b) Modelo parak =1e A = A..
(a) (b)

& ad

™~ v
o~

Fonte: Silva (2011)

e Para 0<A<A, temos duas possibilidades que dependem das
constantes de integracdo: um Modelo Oscilante ou um modelo que
passa inicialmente por uma fase de contracao seguido de uma fase de

expansédo na qual o fator de escala permanece positivo (Figura 3.1.6).

Figura 3.1.6: Modelo para0 < A < A.comk = 1.
1 &

N S
/\E

Fonte: Silva (2011)

Dessa forma, por meio das solu¢des da Equacéo de Friedmann podemos obter
varios modelos para descrever a dinamica de evolugdo do universo. Além disso, &

possivel perceber que a maioria dos modelos séo do tipo Big-Bang, que se baseiam
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na perspectiva de o universo ter se originado a partir de uma singularidade?!3.
Entretanto, para que tais modelos sejam Uteis para descrever a realidade se faz
necessario a corroboracdo por meio de evidéncias observacionais que validem tais
modelos ou mostrem discrepancias entre o modelo e a realidade. Com isso, na
proxima secdo, trataremos sobre 0s parametros cosmologicos que possibilitam a
realizacdo de medidas e, consequentemente, a obtencdo das evidéncias

observacionais.
3.3. Parametros Observacionais

Para verificar se um dos modelos obtidos pelas solu¢des da equacédo de
Friedmann s&o condizentes para descrever 0 nosso universo, faz-se necessario que
ele seja corroborado a partir de evidéncias observacionais. Com isso, para obter tais
evidéncias, sdo utilizados os parametros cosmologicos citados a seguir:

o Parametro de Hubble (H(t));

e Parametro de Densidade (Q);

e Desvio Para o Vermelho (z);

e Parametro de Desaceleracao (q).

O primeiro parametro, o Parametro de Hubble, é definido como:

=2 3.2.27
a

Este é um parametro cosmoldgico observavel diretamente a partir da lei de
Hubble (LIMA, 2008). O seu inverso, ou seja, H™1, tem dimens&o de tempo.
O segundo parametro, o Parametro de Densidade, é dado por:

a=~. 3.2.28

Pc
Em que p é a densidade do universo e p. € a densidade critica. A densidade critica
seria a densidade que o universo teria se fosse espacialmente plano, tomando k = 0

na equacao de Friedmann (SILVA, 2011). Dessa forma, temos que:

13 Regido do espago em que a métrica ndo é bem definida. No referido caso, trata-se da situagdo em
que o fator de escala € nulo quanto t = 0, ocasionando que toda a parte espacial da métrica deixe de
existir, comprometendo a descri¢cao de fendmenos fisicos nesta regiéo.
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3 (9)2 o, = 3.2.29
8nG
Além disso, por meio do Parametro de Densidade € possivel inferir as seguintes
consequéncias:
e Para p > p., temos que Q> 1 e k =41, 0 que caracteriza uma geometria
espacial esférica;
e Para p=p., temos que Q=1 e k=0, 0 que caracteriza uma geometria
espacial plana;
e Para p <p., temos que Q<1 e k =—1, 0 que caracteriza uma geometria
espacial hiperbdlica.

Ja o terceiro parametro, o Desvio Para o Vermelho, é obtido quando se
consideram sinais que partem de uma fonte emissora e sao recebidos por um receptor
em um dado ponto. A partir disso, nota-se a ocorréncia de um fendbmeno em que o
observador recebe os raios luminosos com uma frequéncia menor do que quando 0s
raios foram emitidos. A este fendmeno se da o nome de Redshift (Desvio para o

vermelho) e é dado por:

Em que v, = frequéncia da luz emitida e v, = frequéncia da luz observada.

O Desvio para o Vermelho nos indica o afastamento ou aproximacdo entre
galéxias ou outros objetos com escala cosmoldgica por meio da diferenca entre a
frequéncia da luz emitida e a frequéncia da luz recebida, uma vez que se um objeto
esta se afastando de nosso referencial, sua luz tera uma frequéncia menor ao chegar
até nos, pois ela teve que percorrer uma “distancia” maior quando comparada ao caso
em que ndo houvesse tal expansédo. Para o caso em que ha aproximacao, percebe-
se uma frequéncia maior. Além disso, com algumas manipulacdes algébricas,
podemos mostrar que existe uma relacéo entre a razdo das frequéncias e a razao dos

fatores de escala nos instantes em que o sinal luminoso € emitido e observado:

ve alt,)

—2. 3.2.31
Vo alte)
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Com isso, é possivel estabelecer uma relacédo entre o fator de escala a(t) e o

Desvio para o Vermelho:

e a(t,)
z=—-1=>1z

= —~ 3.2.32
Vo a(t.)

Considerando a(t,) = 1 como sendo o fator de escala nos dias atuais e a(t,) =
a(t) como sendo o fator de escala em um instante qualquer do universo, podemos
escrever (SILVA, 2011):

1
a(t) = —- 3.2.33

A partir da Eq. 3.2.33 podemos determinar o fator de escala a partir de um parametro
observavel, que é o Desvio para o Vermelho.

Outro fato sobre este parametro observacional € que o Desvio para o Vermelho
é frequentemente associado ao efeito Doppler e, a partir disso, ele pode ser
interpretado como um afastamento efetivo entre fonte emissora e receptor com z =
v/c, sendo v a velocidade relativa da fonte em relacdo ao receptor e ¢ a velocidade
da onda emitida, ou seja, da luz (LIMA, 2008). E por meio dessa associacdo que

podemos obter a Lei de Hubble:

v = Hyd,, . 3.2.34

Em que d, = a(t)f(r) € chamada de Distancia Propria, isto €, a distancia entre
emissor e observador (f(r)) corrigida pelo fator de escala a(t). A Lei de Hubble s6 é
vélida para galaxias que ndo estdo muito distantes e se deve ter o cuidado de nao
superestimar o valor de tal analogia, ja que, segundo a TRG, o desvio se da em funcdo
da expanséo do espaco e ndo do movimento relativo como no efeito Doppler (LIMA,
2008).

Por fim, ha o Parametro de Desaceleracdo que pode ser obtido a partir de
medic¢des de Red Shifts elevados, fora do regime linear da Lei de Hubble (LIMA, 2008).

Ele é descrito como sendo:

g=——. 3.2.35
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Este € um parametro adimensional. Além disso, temos que para g >0 ha uma
aceleracdo negativa, 0 que indica que 0 universo esta em uma expansao
desacelerada; e para g < 0 ha uma aceleracao positiva, o que indica que o0 universo
esta em uma expanséao acelerada (SILVA, 2011).

Os Parametros Observacionais citados acima sao Uteis para que sejam feitas
medidas de distancia a nivel da escala cosmoldgica. Uma das formas de realizar tal
medida é por meio da Distancia Propria, que aparece na Lei de Hubble (Eq. 3.2.34) e
foi comentada acima. Outras alternativas para realizar as medidas de distancias séo
a Distancia de Luminosidade (d;) e a Distancia de Diametro Angular (d,). A primeira
diz respeito ao fluxo de luminosidade sobre a area de uma esfera centrada em torno
da fonte que emite ondas eletromagnéticas. Em um espaco Euclidiano d; € dado pela
Eq. 3.2.36, mas para o espaco-tempo regido pela métrica FLRW d; € dado pela Eq.
3.2.37.

1P
2 ___ € 3.2.36
d 4w A’
z
, 1 101
dL = (1+Z)—1 SK |Kﬂoxlzfﬁdz . 3.2.37
HolkQox |2 0

Na Eg. 3.2.36, P, € a poténcia medida pelo emissor e A € a area da esfera, e na Eq.

1
3.2.37,E(2) = [ X Qp (1 + 2)™]z (CARROLL, 2003).
Ja a segunda, a Distancia de Diametro Angular (d,), refere-se a distancia que
se pode inferir do tamanho observado e do tamanho intrinseco da fonte.

Matematicamente, ela é dada por:

d, = 3.2.38

D

5

Em que D é o tamanho intrinseco da fonte e § € o angulo sob o qual a observamos.
E possivel mostrar que a relac&o entre a distancia de luminosidade e a distancia

de didmetro angular é dada por:
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dy

= 3.2.39
(1+2)?

dy

Tais maneiras de se estimar distancias desempenham um papel fundamental
na cosmologia, além de, como ja& mencionado, permitirem avaliar melhor as solugfes
obtidas das equacdes de Friedmann. Inclusive, a prépria equacdo de Friedmann pode
ser reescrita em termos de parametros cosmolégicos!

Reescrevendo a equacédo de Friedmann em termos do parametro de Hubble,
temos:

L 3.2.40

3 a?’
Considerando as principais fontes de energia como matéria, radiacdo e

constante cosmoldgica, podemos escrever p = py + pgr + pa, € COM isto:

8nG

K
—— (ow +pr +p) = - 3.2.41

H? =
a’

Definindo —k/a? = 8rnGp, /3, onde p, simula uma fonte de energia associada a
curvatura, temos:

8nG

Da equacéo 3.2.22, podemos denotar todas as densidades de energia como:

%)

Pi = Poi (Z)ni ) 3.2.43

onde:

para constante cosmolbdgica
para curvatura

para matéria

para radiacao

~

-

3.2.44

A WN O

-

Deste modo, reescrevemos a equacao 3.2.42 como:

87TG ao n;
2 | —
H? = — (E pol(a) > 3.2.45
l
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Dividindo por HZ, sendo este o parametro de Hubble atual, utilizando a definicdo de
densidade critica (Eq. 3.2.29), e a definicdo do parametro de densidade (Eq. 3.2.28)

escrevemos:

L Z (ao)ni 3.2.46
Hg - 3Hg : pOi a . L.
L
H? = [2 @(@)ni 3.2.47
0 i pC a . . .

L\ 12

Ao T

H=H0<ZQOi(;0) ) . 3.2.48
i

Finalmente, utilizando a eq. 3.2.32, obtemos:

1/2
H == HO <Z QOl(l + Z)ni ) . 3249
i

E importante enfatizar que toda e qualquer teoria fisica deve fornecer meios de
se verificar as consequéncias de suas previsbes em termos de parametros
mensuraveis, por isso a relevancia destas equacdes.

No préximo capitulo veremos como atraves destes conceitos podemos localizar
problemas acerca das solucfes e exploraremos uma possibilidade de solu¢do para

eles.
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4. Problemas do Modelo Cosmoloégico Padréo

Vimos no capitulo anterior que as solugbes para a equacdo de Friedmann
fornecem modelos do tipo Big Bang para descrever a evolugéo do universo. Mas qual
daqueles modelos é o responsavel pela descricdo do universo em que vivemos? A
resposta é que nenhum daqueles modelos descreve a dinamica desse universo, pois
nao sao suficientes para explicar alguns problemas cosmolégicos, entre os quais
estdo: o Problema do Horizonte e o Problema da Planura. Neste capitulo iremos tratar
sobre estes dois problemas cosmolégicos e, em seguida, iremos abordar como a
consideracdo de uma era inflacionaria na fase primordial do universo pode ser
utilizada para solucionar estes problemas. Para uma melhor compreensdo dos

problemas, faremos uma breve digressao sobre a histéria térmica do universo.

4.1. Uma Breve Digressao Sobre a Historia Térmica do Universo

Conforme ja discutimos neste texto, o0 modelo cosmoldgico padrdo consiste em
um modelo que pretende descrever a dindmica do universo a partir de alguns
pressupostos. Desse contexto, surgiram propostas de solugdes em que 0 universo
esta se expandindo, e tal expanséo esta associada ao fator de escalar a(t), que por
sua vez, condiciona a forma como toda a parte espacial do universo evolui. Uma vez
gue a maioria das solu¢gdes implicam que quando t — 0, a(t) » 0, e com isto,
podemos extrapolar que ao retroceder no tempo, deveriamos encontrar 0 universo
cada vez menor e com uma densidade de energia cada vez mais concentrada,
permitindo que se afirme que este evoluiu de uma regido extremamente quente e
densa.

Costuma-se descrever 0s principais acontecimentos da evolucao do universo
classificando-os em termos de eras nas quais determinadas fontes de energia
exerciam uma influéncia mais significante do que outras. Segundo Henriques (2009),
as épocas iniciais estdo longe de ser compreendidas, por requererem uma teoria
quantica da gravidade que ainda néo existe, tornando essa descricdo nos primeiros
instantes muito especulativa. No entanto, € possivel estabelecer um roteiro do
comportamento da evolugdo do universo a partir de 10~*3s, conhecido como tempo

de Planck. Vejamos alguns dos principais eventos descritos neste contexto.
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A Era da Inflagcdo ocorreu por volta do instante 10733s e é caracterizada por ser
uma fase de grande expanséao do universo, capaz de justificar os indicios que indicam
gue O universo possui estrutura espacial plana desde os instantes iniciais e a
homogeneidade da radiacdo césmica de fundo. ApGs este periodo, segue-se a Era da
Bariogénese em que, segundo Damineli et al (2011), os quarks passaram a se juntar
e formar as particulas chamadas de Barions. Os barions mais conhecidos séo o proton
e o néutron. Durante esta era as energias das particulas eram da ordem de 10'* ou
10%° GeV e temperaturas da ordem de 1027 ou 10?8 K (HENRIQUES, 2009).

Apébs estes dois periodos, vem a nucleossintese primordial que é um dos
pilares que sustentam a teoria do Big Bang. Nesse periodo, a temperatura era da
ordem de 10° K e passam a surgir os primeiros ntcleos de elementos quimicos mais
leves, como o hidrogénio e hélio. O universo continua a expandir e esfriar e quando
ele tinha cerca de 3,8 x 10° anos e a temperatura era de 3,0 x 103 K, houve condi¢des
gue permitiram a recombinacdo de elétrons e ndcleos, dando origem a matéria na
forma em que a conhecemos hoje. Este periodo é denominado de época de
desacoplamento entre a radiacdo e a matéria, ou época da recombinacéo. Este evento
demarca a transi¢do do que se chama de era da radiacao e era da matéria.

Uma importante consequéncia disto esta relacionada ao surgimento do que
chamamos de radiacdo césmica de fundo (RCF), que consiste na radiacao resultante
deste desacoplamento, em que os fétons passaram a percorrer grandes distancias
sem interagir com qualquer elétron (SOBRINHO, 2012). Posteriormente passam a
surgir as estruturas de grande escala como as galaxias por meio da condensacao
gravitacional (HENRIQUES, 2009).

Apés a era da matéria, considera-se que a dinamica da evolucéo do universo
deveria ser regida pela constante cosmoldgica, que desempenha um papel anélogo a
um fluido com pressdo negativa, no entanto, a partir de descobertas recentes,
verificou-se que nosso universo estd em uma fase de expansdo acelerada. Para
justificar esta expansao, considera-se a possibilidade de que exista outra fonte de
energia, denominada energia escura, que tem um papel analogo ao da constante

cosmoldgica, mas que possui uma dinamica variavel.
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4.2. Problema do Horizonte

Consideremos um evento P que acontece em um determinado ponto do
espaco-tempo. Para descrever tal evento, iremos utilizar o sistema de coordenadas
co-moveis. O evento P ocorre em uma regido que é delimitada por uma superficie
denominada Horizonte de Particulas, isto é, um limite para o qual eventos além desse
horizonte ndo podem estar causalmente conectados (NOBREGA, 2021). Vamos,
agora, calcular a distancia de tal horizonte para o evento P e, para isso, iremos
considerar a equacdo de movimento do sinal luminoso, em que ds? = 0, e que se
propaga apenas nha direcéo radial, de modo que df = d¢ = 0. Com isto, utilizando o

elemento de linha da métrica de FLRW, podemos escrever:

fotp acéi) f m 4.2.1

Em que os indices dos limites de integracdo denotam que o sinal luminoso parte da
borda do horizonte de eventos (1) para o evento P (rp).

Fazendo uma mudanca de coordenadas:

1
dy = ——— dr, 4.2.2a
V1 — kr?
x=S(x), 4.2.2b
vamos ter:

tp dt
Ay, = f At 4.2.3

Xp 0 a(t)

A Eq. 4.2.3 mostra a distancia co-movel entre o evento P e o Horizonte de Particulas.
A partir disso, podemos determinar o raio do Horizonte de Particulas relativo ao

evento P — ou seja, a distancia prépria — corrigindo-o pelo fator de escala:

tp dt
dnor (tp) = a(tp) f 4.2.4
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Em que d;,-(tp) € a distancia prépria no instante do evento P. Além disso, sendo a(t)

uma fungdo monotonica, podemos escrever que:

da = E dt, 4.2 .5a
dt

da =adt, 4.2.5b
a

da = da dt, 4.2.5c

da = Ha dt, 4.2.5d

dt = ! d 4.2.5e

= T a. L.

Logo, a Eq. 4.2.4 pode ser reescrita como:

a(tp)

dpor(tp) = a(tp) — da 4.2.6

Em que estamos integrando de um instante onde a(t) = 0 até um instante em que

a(t) = a(tp).

Sendo

H=H0

. 1/2
ZQ‘” (%) ] , 4.2.7
i

podemos escrevé-lo em funcao do fator de escala. Dessa forma, obtemos o raio do

Horizonte de Particulas, explicito na Eg. 4.2.8, em relacdo ao evento P:

a(tp)

dpor(tp) = a(tp)f m 4.2.8

Podemos utilizar a Eq. 4.2.8 para realizar uma estimativa de qual seria o raio

do Horizonte de Particulas para dois periodos distintos do universo, um em que a
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matéria é dominante e outro em que a radiacdo domina. Para o periodo em que a
matéria € dominante, temos que a densidade total do universo (p) sera igual a
densidade de matéria (p,,). Além disso, na Eqg. 4.2.7 teremos que Q.0 =1
(WEINBERG, 2008) e n,, = 3, e dessa forma:

H = H, (%)3/2. 4.2.9

Substituindo esse resultado na Eq. 4.2.8, teremos:

a(tp) 1
dhor (tp) = a(tp)f a7 da. 4.2.10
0 a? (_0) H,

a
Resolvendo a integral, aplicando os limites de integragcao e reorganizando os termos,
vamos ter que o raio do Horizonte de Particulas, para um universo dominado pela

matéria, sera:

ap\3/2
dior(tp) = 2H,™ 1 (a—P> . 4.2.11
0

Realizando o mesmo processo para o universo dominado pela radiacdo,
teremos que a densidade total (p) sera igual a densidade de radiacdo (p,), Q,o =1¢€

n = 4. Com isso, vamos ter:

H = H, (%)2 4212

ApOs substituir esse resultado na Eg. 4.2.8 e resolvermos a integral, teremos
que o raio do Horizonte de Particulas para o universo dominado pela radiacdo sera
dado por:

2
dpor (tp) = Hy ™t (@) . 4.2.13
Qo

A partir desses dois resultados, podemos calcular qual o raio do Horizonte de
Particulas na época da recombinacéo (cujas grandezas fisicas seréo sinalizadas com
o simbolo (*)), ou seja, na época em que matéria e energia se desacoplaram. Para

iIsso, levemos em consideragao que (WEINBERG, 2008):
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t=1t", a* =a(t), z=2z"=1100. 4.2.14

Dessa forma, vamos ter que:

% 3/2

dpy . (t*) = 2H, ™t (a—) = 2H,"'(1 4 z*)73/2, 4.2.15a
0

%, 2

a
dp o (t*) = Hy™ ! (a—) =H,"'(1+2z")72. 4.2.15b

0

Com isto, podemos estabelecer uma estimativa de limite superior do raio do

horizonte de particulas, uma vez que:

dhor(t™) > dpo- (), 4.2.16

e com isto, no periodo da recombinacdo, podemos dizer que:

dpor(t*) < 2Hy™ (1 + 2%)73/2, 4.2.17

ApOs obtermos este limite superior para o Horizonte de Particulas no periodo
da recombinagcdo, vamos, agora, calcular qual o raio da superficie do udltimo
espalhamento. Para isso, faremos os mesmos procedimentos feitos para obter os
outros raios, mas para este caso teremos que tp, = t*. Com isso, o raio da superficie

do ultimo espalhamento sera dado por:

a 1
L=a L* aZ—Hda 4.2.18

A partir de t* a expansao é dominada pela matéria e dessa forma, teremos que
a Equacéao de Friedmann (H) sera igual a Eq. 4.2.9 e ao substituirmos na Eq. 4.2.18
iremos obter:

ao 1
Y S,
3/2 4.2.19

- )

Ao resolvermos a integral e aplicarmos os limites de integracdo teremos:

2a”
L = 1/2

«1/2
= a ) 4.2.20a
Hoag/2 0 )
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x 1/2
L= i(a—) [1 _ (“—) l . 4.2.20b
Hy \a, ag

Reescrevendo a Eq. 4.2.20b em funcdo do desvio para o vermelho (z),

teremos:

L=2H"(1+z) 1 -1 +2z)72] 4.2.21

Como estamos adotando z* = 1100, o segundo termo dentro dos colchetes pode ser

considerado desprezivel. Com isso, obtemos que:

L=2H;'(1+z)L 4.2.22

A Eq. 4.2.22 explicita o raio da ultima superficie de espalhamento para um universo
dominado pela matéria.
Segundo Weinberg (2008), pode-se mostrar que ao se levar em conta a

constante cosmologica (A), obtém-se:

L>2H;Y(1+z")L. 4.2.23

O valor da eq. 4.2.22 é, portanto, um limite inferior para a superficie do ultimo
espalhamento.

Com os resultados obtidos para o raio do Horizonte de Particulas da época da
recombinacado e do raio da superficie do ultimo espalhamento podemos estabelecer

uma estimativa da razéo d,,, (t*)/L:

dhor(t*) 2H()_l(]- + Z*)_3/2

< , 4.2.24a
L 2H'(1 +z9)1
d"%(t) <(1+z)V2, 4.2.24b
Como z* = 1100, teremos:
d"%(t) <3x1072. 4.2.25
A partir da Eq. 4.2.25 podemos escrever:
L 1
> —x 102. 4.2.26

dhor (t*) 3
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Como estamos lidando com raios dos Horizontes de Particulas, podemos elevar ao
cubo toda a inequacao 4.2.26 para analisarmos a razao dos volumes dessas regides:

L 3 1 3
= ) s (— x 102) ~ 4% 10% 4.2.27
(dhor(t*)> 3

A Eq. 4.2.27 nos mostra que em um volume interior a superficie do ultimo
espalhamento ha, aproximadamente, 4 x 10* regides sem conexdo causal (SILVA,
2011). E a partir desta constatacéo que se formula o problema do horizonte: Apesar
dos fotons virem de regides sem conexdo causal, eles se encontram praticamente a
mesma temperatura (como evidencia a radiacdo cosmica de fundo).

E possivel ilustrar facilmente este problema se considerar o raio do horizonte
de particulas de uma regido como um arco da regido da superficie do ultimo
espalhamento, conforme a Figura 4.2.1. Neste caso, podemos afirmar que

dy
=—=. 4.2.28
°=1

Conforme o dado da inequacéo 4.2.25, temos que § = 0,03 rad, ou § = 1,8°. O
gue indica que dois fotons que incidem formando um angulo maior do que este valor,

eles ndo deveriam estar causalmente conectados.

Figura 4.2.1: Arco da regido da superficie do ultimo espalhamento.

Regido do horizonte

{,, de particulas

\51.

Regido da superficie do
ultimo espalhamento

Fonte: Oliveira (2023)
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4.3. Problema da Planura

Segundo o Modelo Cosmoldgico Padréo, o universo possui curvatura espacial
constante que pode ser positiva, negativa ou nula. Essa curvatura é obtida quando se
analisa o parametro de densidade (Q) que pode assumir as caracteristicas citadas no
capitulo anterior (WAGA, 2005).

Para entendermos como o parametro de densidade evolui no tempo, vamos
partir da equacéo de Friedmann e realizar algumas manipula¢cdes algébricas nesta:

.2
(E) _y2 06 K 43.1
a 3 a?

Dividindo toda a Eqg. 4.3.1 por H?, teremos:

H? 8nG K

m = 302 p— PEyTE , 4.3.2a
8nG K

1= 312 p— peTTER 4.3.2b

O primeiro termo a direita da igualdade é o parametro de densidade e, com

iSso, podemos reescrever:

K
Reorganizando os termos, teremos:
K
QK=Q—1=a2H2. 4.3.4

Em que Q, € o parametro de curvatura. Logo, por meio da Eg. 4.3.4 podemos ver que
o parametro de densidade — e, consequentemente, o parametro de curvatura — possui
uma variacao no tempo, pois ele depende do fator de escala a(t).

A partir disso, podemos estimar alguns valores assumidos pelo parametro de
curvatura de acordo com as temperaturas durante a evolugcdo do universo. Isso é
possivel, pois h4 uma relacdo entre a temperatura e o fator de escala dada por
(WEINBERG, 2008):
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T,
T =Ty(1+ 2) =;°. 435

Em que T é a temperatura do universo em um instante qualquer e T, € a temperatura
do universo atualmente.
A Eq. 4.35 implica que axT~l. Considerando que H, desde o

0

3
desacoplamento, tem evoluido de acordo com H? = H} (%) até hoje, podemos

estimar pela equacéo 4.3.4 que (), « a, e com isto, temos que Q, « T~1,

Deste modo, para uma temperatura de 10*K, o parametro de curvatura nio
poderia ter sido maior que 10~*. Dessa forma, vemos que para temperaturas maiores
que 10*K o parametro de curvatura fica cada vez menor e mais préximo de zero, o
que indica que no inicio do universo a curvatura espacial deveria ser muito pequena
e 0 espago seria aproximadamente plano (SILVA, 2011).

De acordo com a Eqg. 4.3.4, o fato de Q,, = 0 implica que Q = 1 e este representa
um estado de equilibrio instavel, ja que a existéncia de qualquer pequeno desvio do
valor unitario tende a aumentar, em valor absoluto, com o tempo (WAGA, 2005). Neste
caso, o valor do parametro Q, nado deveria ser nulo atualmente. Este é o chamado
Problema da Planura, também previsto pelo MCP.

Uma vez identificado problemas no modelo cosmolégico padrdo, deve-se
guestionar sobre as possibilidades se vale a pena ou ndo procurar solucdes para estes
problemas, ou se mais vale descartar o modelo e buscar outros que possam ser mais
bem-sucedidos no aspecto de descricdo da dinamica do universo. Para este caso,
apesar de estar aberta a possibilidade da implementagédo de novos modelos, existe
um consenso bastante forte de se buscar solu¢cdes que procurem resolver 0s
problemas existentes sem desconsiderar os avanc¢os consolidados pelo MCP. Isto se
deve ao fato deste modelo, apesar dos problemas, ser bem-sucedido na descri¢éo de
varios aspectos conhecidos sobre a evolugdo do nosso universo, 0s quais constituem
os pilares da cosmologia observacional: a expansao do universo, a radiacdo cosmica
de fundo em micro-ondas (RCFM) e a abundancia de elementos leves (WAGA, 2005).
Tais evidéncias serdo comentadas ao final do trabalho deste capitulo.

Nesta perspectiva, vamos, na proxima secdo, discutir como a implementacéo
de um mecanismo inflacionario ocorrido antes da era da radiacdo pode ajudar a

contornar os problemas acima mencionados. Este mecanismo foi proposto por Alan
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Guth, em 1979, e implica que o universo teve uma era inflacionaria em que aumentou
de tamanho rapidamente. Posteriormente, outros colaboradores complementaram as

ideias vinculadas ao mecanismo inflacionario.

4.4. Propostas de Solucdes para os Problemas discutidos através do

Mecanismo Inflacionéario

Vejamos, agora, como € possivel obter a solucdo para os problemas
cosmoldgicos do Horizonte de Particulas e da Planura por meio do mecanismo
inflacionario. Vamos iniciar pelo problema da planura.

Consideremos que 0 universo, no seu inicio, teve um periodo de inflagdo em

que a(t) cresce exponencialmente de acordo com um grande fator e?':

a(t) = ae’, 4.4.1

sendo a; = fator de escala no inicio da inflagdo, e ' = V' (t) = numero de dobras.
Se considerarmos que no inicio do periodo inflacionario o parametro de

curvatura era da ordem da unidade, conforme a Eq. 4.1.4, no fim do periodo

inflacionario, no instante t;, o parametro de curvatura tera de ser da ordem de e~2%,

uma vez que tal parametro é proporcional a a=2. Com isto, escreveremos:

_ |xel;

Qi = =1, 4.4.2

212
a; Hj
em que o indice i denota o instante inicial da inflagdo. E

4.4.3

)

x|,
0] = = e_ZN

Kl aIZHIZ
em que a; é o fator de escala e H; € a taxa de expansao, ambos, ao fim do periodo
inflacionario. Para sabermos qual a ordem do parametro de curvatura atualmente
precisamos relaciona-lo com o parametro de curvatura do fim da inflacéo e para isso,
levamos em consideracao que |k|; ndo variou do fim deste periodo até os dias atuais,

denotando-o por |k|. Dessa forma, vamos ter:

||
O =——==e2 = |k|, =a’H?e 2" = |k]. 4.4.4

202
ay Hp
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Considerando o parametro de curvatura atualmente:

x|
Qo = 4.45

=252
agHy

e substituindo a Eq. 4.4.4 na Eq. 4.4.5 teremos:

aZHZe—ZN aH 2
Qo= L2 = e-ZN( . ’) . 4.46.a
agH; agH,
(G
agH
Qo = % 4.4.6.b

Portanto, para que o paradmetro de curvatura tenda a ser nulo atualmente, deve-

se ter:

aH
N><">. A4,
e oty 4.4.7

Para fazer esta analise, vamos supor que a;H; = a,H,, em que a, e H; séo,
respectivamente, o fator de escala e a taxa de expansao no inicio da era dominada
pela radiacdo e pela matéria em equilibrio. Considerando que a taxa de expanséo do
fator de escala ndo tenha uma variacéo apreciavel do periodo da inflacdo até o periodo
dominado pela radiacdo, podemos escrever a taxa de expansao (H) como sendo
(WEINBERG, 2008):

H= %j(?)g + (%)4 , 448

em que aqy = agQy/Qm € Hog = /2Q Ho(ao/aeq)B/2 s&o, respectivamente, o fator de
escala e a taxa de expanséo quando a distribuicdo das densidades de energia da
radiacdo e da mateéria séo iguais, ou seja, equilibradas. Admitindo que a = a; < ag,
temos que o primeiro termo da soma dentro da raiz quadrada sera desprezivel em

relacdo ao segundo e, dessa forma, podemos reescrever a Eq. 4.4.8 como:

H,, ra,,\?
Hy=—2 (ﬂ) . 4.4.9
V2 \ay
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Usando esta relacdo para eliminar a;, podemos reescrever a Eq. 4.4.7 em

termos dos parametros observaveis e, com isso (WEINBERG, 2008):

Q 1/4
e > (ﬂ) =y 4.4.10a
Qo Hy
H
eV > ()4 =, 4.4.10b
Hy
1/4
eV > <nr Pr ) , 4.4.10¢
po,crit
1/4
PRV 1Y S 4.4.10d
0.037 heV

Em que p; € a densidade de energia do periodo dominado pela radiacéo, pgcrir =
3H#/8nG é a densidade critica e h € a constante de Hubble em unidades de
100 km s~ Mpc~1. Deste modo, temos a inequacdo parametrizada em termos de
valores mensuraveis.

Para sabermos qual a ordem do fator de expansao, precisamos conhecer qual
a densidade de energia no fim do periodo inflacionario. Levando em conta a teoria da
nucleossintese primordial'4, espera-se que p; ndo possa ser menor que a densidade
de energia de aproximadamente (1 MeV)*, como também, ndo se espera que seja
maior que a densidade de energia de Planck (1,22 x 101°GeV)* (WEINBERG, 2008).
Dessa forma, considerando h = 0,7 , teremos para o primeiro caso que ' = 17 e para

0 segundo caso que V' = 68. E isso implica que:

el < eV < e%8, 4.411

Dessa forma, o fato de a(t) expandir de acordo com o fator e” antes do
universo atingir o periodo dominado pela radiacao, ou seja, que ele tivesse tido um
periodo inflacionério inicialmente, seria 0 motivo de obtermos dados que indicam que

0 universo possui uma geometria praticamente plana.

14 Teoria que trata sobre as caracteristicas do universo nos instantes iniciais e sobre a formagao das
estruturas atbmicas.



69

O outro problema que o mecanismo inflacionario se propfe a resolver € o
Problema do Horizonte de Particulas. A solugéo inicia por meio da obtencdo do raio
do horizonte durante o periodo inflacionario. Isso € possivel por meio da seguinte

equacao:

tw dt

i a(t) 4412

du(ty) = a(ty) f

Com t; sendo o instante do inicio do periodo inflacionério e t; o instante da superficie
do ultimo espalhamento. Como vimos na sec¢do 4.2, o raio do horizonte de particulas
do periodo dominado pela radiacdo e o dominado pela matéria sdo muito pequenos
guando comparados com o raio da superficie do ultimo espalhamento. Dessa forma,
vamos considerar que a integral da Eq. 4.4.12 € dominada pela inflacdo. Além disso,
vamos assumir que durante a inflacdo a(t) cresce exponencialmente com a taxa de

expansao H, = H;, isto é, sem variar, e dessa forma:

a(t) = a(t)etit=t) = q etit=t0), 4.4.13

Em que t; é o instante do fim do periodo inflacionario, H; é a taxa de expanséo do
fator de escala no instante t;, e a; = a(t;).

Como estamos lidando com um periodo dominado pela inflagédo, os limites de
integracdo da Eq. 4.4.12 serdo de t; a t; e levaremos em conta o termo da segunda
igualdade da Eq. 4.4.13 como sendo o fator de escala do periodo inflacionario, pois
estamos interessados em obter o raio do horizonte durante tal periodo. Dessa forma

teremos:

tr 1
dy(ty) = a(t,) L mdt. 4.4.14

Apbs resolvermos a integral e aplicarmos os limites de integracdo, iremos obter a

seguinte equacéao:

a(t,) [e

dy(ty) = @,

—1]. 4.4.15

Em que V' = H,(t; — t;) € o numero de dobras da expansao durante a inflagéo.
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Para que a solucdo do problema do horizonte seja viavel através do mecanismo
inflacionario, é necessario que e > 1 e, entdo, podemos desconsiderar o —1 dentro
dos colchetes da Eq. 4.4.15 (WEINBERG, 2008), obtendo:

a(t,) o

4.4.16
a;H;

dy(t,) =

Este é o raio do horizonte de particulas durante o periodo inflacionario.

Para que o alto grau de isotropia da radiacdo cosmica de fundo seja explicado
€ necessario que dy(t,) > d,(t,), ou seja, que o raio do horizonte de particulas no
periodo inflacionario seja maior do que o raio da Ultima superficie de espalhamento,
gue podemos estimar numa aproximacao como a distancia do diametro angular dada

pela equacédo 4.1.22. Com isso, vamos ter:

, 44.17a
a;H; Hya
aH
eV > L L 4.4.17b
aoHy

Com a Eg. 4.4.17b, recaimos na mesma condi¢c&o obtida para o problema da planura.
Dessa forma, se levarmos em conta as consideracdes feitas no problema anterior,
teremos que e deve estar no intervalo indicado pela Eq. 4.4.11.

Logo, considerando que houve um periodo inflacionario, a homogeneidade da
radiacdo césmica de fundo é explicada pelo fato de as regides ndo conectadas
causalmente que observamos hoje no universo, estiveram confinadas em uma regiao
pequena e que houve tempo suficiente para que houvesse o estabelecimento do

equilibrio térmico em tal radiacao.

4.5. Sobre outros problemas associados ao MCP

Uma vez que o mecanismo inflacionario pode se mostrar plausivel para resolver
o problema do horizonte e o problema da planura, ele tem sido discutido com bastante
entusiasmo no contexto da Cosmologia. No entanto, essa consideragéo traz um outro

problema: qual o tipo de fonte que é responsavel por gerar a inflacdo?
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Apesar de existirem diversas propostas, ainda nao se verificou de um ponto de
vista observacional a presenca de elementos suficientes que possam ser utilizados
para corroborar a existéncia de uma era inflacionaria na evolucéo do nosso universo.
Uma situacdo semelhante ocorre com a constante cosmologica. Tais temas consistem
em um intenso objeto de estudos da Cosmologia atual. Além destes, outros problemas
existem no cenario da Cosmologia Moderna. Entre eles, estdo o da necessidade de
se considerar a presenca do que é conhecido como matéria escura e energia escura.
Ambos necessarios para sustentacdo dos modelos, e ainda ndo evidenciados na
natureza.

Nesta perspectiva, pode-se questionar qual a valia de se considerar um modelo
com tantos problemas. A natureza da resposta para essa indagacao consiste no fato
de que este modelo é também bastante bem-sucedido ao fornecer explicacdes para
outros elementos ja conhecidos do nosso universo. As principais evidéncias
observacionais que ajudam a corroborar caracteristicas do modelo cosmolégico
padrdo séo: a expansao do universo, a abundancia de elementos leves e a radiagao
césmica de fundo. Apesar de ja mencionadas, revisitemos com mais alguns detalhes
cada uma destas.

O primeiro modelo cosmoldgico proposto por Einstein possuia a caracteristica
de ser espacialmente homogéneo, isotropico, finito e estatico (WAGA, 2005). Foi a
partir das solu¢Bes desenvolvidas por Friedmann, para a Equacao de Campo da TRG,
qgque a possibilidade de o universo estar espacialmente em expansdo adquiriu
notoriedade. Essa caracteristica do universo foi confirmada por meio de estudos
realizados por pesquisadores, como Edwin P. Hubble. Foi em 1929 que Hubble
analisou as medidas de redshifts de galaxias realizadas por Milton Humason e
percebeu que havia, para pequenos redshifts, uma relacédo de linearidade entre o
desvio para o vermelho e a distancia (WAGA, 2005) e, a partir disso, foi formulada a
Lei de Hubble, responséavel por corroborar a expansao espacial do universo.

Por volta da década de 20, um dos dilemas da astrofisica era compreender
como ocorreu a formacgao dos elementos quimicos. Foi entdo que, posteriormente, um
grupo de fisicos — como Gamow, Alpher e Herman — centraram sua pesquisa em como
descrever os estagios iniciais de evolucéo do universo e propuseram um modelo para
descrever o universo primordial e a formagao dos primeiros elementos (WAGA, 2005).
Entretanto, tal modelo apresentou lacunas que 0s autores nao conseguiram

preencher. Com isso, outros fisicos realizaram novos estudos que contribuiram,



72

juntamente com o trabalho pioneiro de Gamow e seus colaboradores, para explicar a
nucleossintese primordial, ou seja, a formacao dos primeiros elementos quimicos.

Segundo Waga (2005), a ideia de que o universo primordial foi dominado pela
radiacdo implica que este era quente e que esfriou devido a expansdo e que a
densidade de energia da radiacdo é proporcional a temperatura elevada a quarta
poténcia. Dessa forma, com a expansdo do universo a temperatura deste foi
diminuindo e os primeiros elementos passaram a surgir, pois os fotons, ao interagir
com eles, ndo tinham a energia necessaria para desassocia-los.

Os nucleos produzidos durante a nucleossintese primordial foram os dos
elementos: Hidrogénio, Deutério, Tritio, Hélio e Litio. Os elementos quimicos mais
pesados sdo produzidos nos processos de reacdes nucleares estelares ou em
explosbes de supernovas. Segundo Villela, Wuensche e Leonardi (2004) a
composicdo quimica do universo consiste principalmente de hidrogénio (75%) e hélio
(24%), com quantidades muito pequenas de todos os outros elementos quimicos
conhecidos (1%). Estes dados estdo de acordo com as previsdes do modelo.

Ainda de acordo com esse modelo, quando a temperatura do universo atingiu
cerca de 3000 K os fétons ja ndo possuiam mais energia suficiente para manter o
hidrogénio ionizado e, com isso, formaram-se os &tomos neutros de hidrogénio e 0s
fétons nédo interagiram mais tdo fortemente com a matéria. Essa época é chamada de
recombinacdo, e a regido a partir da qual os fétons seguiram livres € chamada de
superficie de dultimo espalhamento (WAGA, 2005). Os fdotons que seguiram
praticamente livres ap6s a recombinac¢do, constituem a chamada Radiacdo Cosmica
de Fundo (WAGA, 2005). Esta é uma radiacao eletromagnética distribuida de forma
homogénea e isotrOpica, cuja caracteristica principal é que ela apresenta uma
concordancia com a distribuicdo de um corpo negro, em gque sua temperatura é de
2,725 K (SILVA, 2011; WAGA, 2005).

A RCF foi prevista por Gamow e seus colaboradores, no final da década de 40,
e em 1964 ela foi confirmada acidentalmente pelos radio-astrbnomos americanos
Arno Allan Penzias e Robert Woodrow Wilson. Além disso, apesar de ser altamente
isotrépica, a RCF possui algumas anisotropias intrinsecas que podem fornecer
informacdes sobre parametros cosmoldgicos como, por exemplo, a curvatura espacial
do universo (WAGA, 2005).

Estas trés evidéncias constituem os pilares fundamentais da Cosmologia

Moderna, e contribuem para a consideracéo deste modelo cosmolégico padrdo como
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um modelo fundamental para a descricdo da dindmica do nosso universo. Além disto,
modificacdes e complementos deste modelo tém sido muito satisfatérios no que diz
respeito a superacao de varios problemas, conforme pode ser verificado na literatura

académica.



74

CONSIDERACOES FINAIS

Visto que neste trabalho nos propomos a realizar uma pesquisa bibliografica
acerca de um tema de FMC a fim de torna-lo mais acessivel para professores em
formacado, julgamos que o trabalho estd parcialmente satisfatério. Isso, porque
reconhecemos que durante a elaboracdo deste, ndo foi possivel trazer todas as
informacBes necessarias para uma compreensao efetiva destinada a leitores que
ainda ndo possuem um conhecimento prévio sobre o tema. Atribuimos esta
impossibilidade ao fato de se tratar de um assunto bastante complexo e extenso. No
entanto, apesar disto, temos conviccdo de que este material pode ser ainda
aproveitado pelo publico-alvo em questao.

E evidente que para uma compreensdo mais efetiva dos assuntos abordados
neste trabalho, é desejavel que seus leitores tenham a oportunidade de complementar
as discussfes aqui realizadas a partir de uma diversificacdo de fontes, e/ou através
de um acompanhamento de profissionais que possam esclarecer eventuais
passagens que nao tenham ficado claras no texto. A fim de contribuir neste sentido,
estabelecemos como uma perspectiva futura, o desenvolvimento e implementacgéo de
um minicurso acerca do referido tema. Outra perspectiva que pode ser considerada,
€ a de buscarmos ampliar este trabalho, tornando-o um material didatico mais
detalhado.

Além disso, é preciso realcar a satisfacdo que a autora deste trabalho obteve
ao longo da jornada de sua composicao, na qual foi possivel se apropriar, pelo menos
um pouco, de um tema tdo encantador quanto a Cosmologia, que apesar de téao
interessante, atualmente ndo se encontra devidamente inserido no curriculo de

formacéo de professores de Fisica.
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