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RESUMO

As demonstracbes sdo ferramentas fundamentais para a Matematica e, como tal, sdo
frequentemente usados por matematicos, professores de matematica e estudantes. De fato, as
demonstracbes fazem parte de todo o contexto de ensino de Matematica, porque na
Matemética consideramos algo como verdadeiro quando isso pode ser demonstrado.
Diferentemente dos outros campos do conhecimento que utilizam a observacdo e a
experimentacdo para validar suas verdades. A seguinte dissertagdo apresenta um estudo sobre
0 ensino e a aprendizagem das demonstracdes em Matematica, descrevendo um Maodulo de
Ensino aplicado em um curso de Teoria dos Numeros oferecido pelo Departamento de
Matematica da Universidade Federal do Rio Grande do Norte para alunos do Ensino Superior.
A dissertacdo teve como objetivo propor e testar um Mddulo de Ensino que pudesse servir de
modelo para o ensino das demonstragdes matematicas. O Mddulo de Ensino consistiu nas
seguintes cinco etapas: aplicacdo de uma entrevista para determinar o perfil dos alunos e seus
conhecimentos prévios sobre linguagem matematica e técnicas de demonstracdo; analise de
uma serie de dialogos utilizando argumentos na linguagem quotidiana; investigacdo e analise
da estrutura de algumas técnicas importantes de demonstracdes; avaliacdo escrita e,
finalmente, uma entrevista para comprovar os principais resultados do Médulo de Ensino. A
analise dos dados obtidos por meio das atividades de sala de aula, avaliacBes escritas e
entrevistas nos levaram a conclusdo de que havia uma quantidade significativa de assimilacado
do assunto a nivel de compreensdo relacional, (SKEMP, 1980). Estes instrumentos
verificaram que os alunos obtiveram uma melhora consideravel no uso da linguagem
matematica e das técnicas de demonstracdo apresentadas. Assim, as evidencias levam a
conclusdo que a proposta do Mddulo de Ensino é um meio eficaz para o ensino/aprendizagem
das demonstracbes matematicas e, como tal, fornece um guia metodol6gico que pode lancar
as bases para uma nova abordagem a esse importante tema.

Palavras-chave: Linguagem Matemaética. Ensino de demonstracfes matematicas. Modulo de
Ensino.



ABSTRACT

Demonstrations are fundamental instruments for Mathematics and, as such, are frequently
used by mathematicians, math teachers and students. In fact, demonstrations are part of every
Mathematics teaching environment, because Mathematics considers something true when it
can be demonstrated. This is in contrast to other fields of knowledge that employ observation
and experimentation to validate truth. This dissertation presents a study of the teaching and
learning of demonstrations in Mathematics, describing a Teaching Module applied in a course
on the Theory of Numbers offered by the Mathematics Department of the Universidade
Federal do Rio Grande do Norte for mathematics majors. The objective of the dissertation was
to propose and test a Teaching Module that can serve as a model for teaching demonstrations.
The Teaching Module consisted of the following five steps: the application of a survey to
determine the students’ profiles and their previous knowledge of mathematical language and
techniques of demonstration; the analysis of a series of dialogues containing arguments in
everyday language; the investigation and analysis of the structure of some important
techniques of demonstration; a written assessment; and, finally, an interview to further verify
the principal results of the Teaching Module. The analysis of the data obtained though the
classroom activities, written assessments and interviews led to the conclusion that there was a
significant amount of assimilation of the issue at the level of relational understanding,
(SKEMP, 1980). These instruments verified that the students attained considerable
improvement in their use of mathematical language and of the techniques of demonstration
presented. Thus, the evidence supports the conclusion that the proposed Teaching Module is
an effective means for the teaching/learning of mathematical demonstration and, as such,
provides a methodological guide which may lay the foundations for a new approach to this
important subject.

Key-words: Mathematical Language. Teaching Mathematical Demonstrations. Teaching
Module.
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1 INTRODUCAO

As demonstracdes matematicas sdo ferramentas muito utilizadas pelo estudioso
de Matematica. De fato, estas fazem parte de todo o contexto da produgdo de
conhecimento de Matematica, pois, diferentemente de outras &reas do conhecimento que
utilizam observacgéo e experimentacao para provar suas verdades, a Matematica concebe
algo como verdade, quando isso pode ser demonstrado.

E importante ressaltar que, embora o uso de demonstracdes tenha esse caréter
essencial na Matematica, é bastante comum encontrarmos alunos e professores com
dificuldades tanto em relacdo a compreensdo do significado de uma demonstracédo
quanto a sua utilizacdo. Entendemos que grande parte dessa dificuldade, além de se dar
pela falta de maior énfase em sua compreensdo durante a formacdo inicial, foi também
consequéncia das mudancas causadas pelo Movimento da Matematica Moderna, quando
houve uma forte valorizacdo do desenvolvimento dedutivo e, em seguida, apds seu
fracasso, um abandono quase que total do raciocinio dedutivo® e das demonstragdes
matematicas.

Sobre as mudancas no ensino e as consequéncias da Matematica Moderna,

Nasser e Tinoco (2003, p. 1) afirmam que:

Depois de séculos de um ensino tradicional e estatico, a abordagem adotada
no ensino de matematica tem sofrido mudancas nas Gltimas quatro décadas.
Essas modifica¢des passaram pela “matematica moderna”, que valorizava um
enfoque demasiadamente estruturalista, nada natural para os alunos da escola
basica. Ap6s o abandono da matematica moderna, com o movimento de
retorno as bases matematicas o que se viu foi o abandono total do raciocinio
dedutivo e das demonstra¢des. Embora “desenvolver o raciocinio logico” seja
um dos objetivos incluidos dos planejamentos de quase todos os professores
de matemaética, os alunos foram passando pela escola sem que fossem
expostos a atividades que desenvolvessem seu raciocinio 16gico ou que 0s
preparasse para 0 dominio do processo dedutivo.

O desenvolvimento desse raciocinio l6gico ndo estd somente no planejamento
dos mais diversos professores, mas € também apontado como uma necessidade dos
curriculos de Matematica, ndo s6 no Ensino Superior, mas também no Ensino Basico.
Nesse sentido, os Parametros Curriculares Nacionais — PCN (BRASIL, 1998) do Ensino

Médio destacam que o curriculo de Matemética deve necessariamente contemplar

! Para uma melhor compreensdo sobre os efeitos da valorizagdo do formalismo matemético e suas
consequéncias apds seu abandono, ver Burigo (1989), Duarte (2007), Pavanello (1989), Soares (2001).
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atividades e experiéncias que possam dar aos aprendizes a possibilidade de um maior
desenvolvimento e a comunicagdo efetiva de argumentos matematicamente validos.

Alguns autores, como Bigode (2002), defendem ser necessario que coloquemos
o aluno diante de fatos que provoquem a necessidade de provas consistentes, abordando
assim a orientacdo dos PCN, destacando que os alunos do Ensino Fundamental teriam
condicGes matematicas e cognitivas para pensar sobre demonstracfes, desde que estas
ndo se reduzissem a uma lousa repleta de definigdes, axiomas, lemas, teoremas e
corolarios.

No que diz respeito a importancia dada as demonstracdes matematicas nos
documentos oficiais, o Curriculo Nacional do Ensino Bésico de Portugal® também
apresenta algumas finalidades das demonstragdes para o ensino de Matemaética, como

cita Machado (2006, p. 10, énfase no original):

[...] o Curriculo Nacional do Ensino Bésico (DEB, 2001) apresenta como
uma das suas duas principais finalidades, “proporcionar aos alunos um
contacto com as idéias e métodos fundamentais da matematica que lhes
permita apreciar o seu valor e a sua natureza” [...] a matematica distingue-se
de todas as outras ciéncias, em especial no modo como encara a
generalizacdo e a demonstracdo e como combina o trabalho experimental
com os raciocinios indutivo e dedutivo, oferecendo um contributo Unico
como meio de pensar, de aceder ao conhecimento e de comunicar.

Tomando-se por base as diretrizes apontadas nos documento citados, percebe-se
a real necessidade de um ensino que valorize as demonstracdes e que nao sO as
apresente como necessarias, mas que essa necessidade se transforme em pratica nas
salas de aula, tanto na formacao superior como na formacéo bésica.

Na educagdo superior, tal necessidade é ainda mais explicita, tanto que no
Exame Nacional de Desempenho de Estudantes (ENADE), que integra o Sistema
Nacional de Avaliacdo da Educacdo Superior (SINAES), um dos componentes
especificos da avaliacdo, na area de Matematica, corresponde justamente a procurar
saber se o aluno, ao fim do curso, é capaz de formular conjecturas, elaborar
argumentacdes e demonstracdes matematicas e examinar as consequéncias do uso de
diferentes definigdes.

Contudo, os resultados do ENADE indicam que existam lacunas no ensino de
demonstracdes em Matematica, ressaltando, em especial, a necessidade de se trabalhar

com a linguagem e com as demonstragdes de uma forma mais detalhada.

2 Nesse aspecto o curriculo de Portugal formula 0 mesmo pensamento dos PCN, mas de forma mais clara
no que diz respeito as demonstracGes, por isso resolvemos destaca-lo nesse estudo.
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Sobre a falta de formacao inicial adequada e a chegada dos estudantes nos cursos
de Licenciatura em Matematica sem a compreensdo da necessidade das demonstracées,
Hellmeister (2001, p. 32) afirma que:

Analisando a estrutura curricular de varios cursos de licenciatura em
Matematica, percebem-se as sérias dificuldades que as instituicdes de ensino
superior tém na organizacdo e hierarquizacdo das disciplinas do curso, bem
como em elaborar suas ementas e bibliografias. No caso das instituicbes que
conseguem superar essa etapa, apresentando um bom projeto pedagdgico, ha
ainda a dificuldade de se obter um corpo docente capaz de desenvolver tal
projeto.

Essa situacdo, que se reflete na qualidade dos cursos, implica a formagédo
deficiente de muitos dos professores de Matematica que estdo atuando no
ensino fundamental e médio, oferecendo, por sua vez, uma formagdo ruim a
seus alunos. E freqliente que resultados que podem e devem ser
demonstrados, ja no ensino fundamental e médio, sejam apresentados como
“propriedades” dos “objetos” matematicos, muitas vezes sem uma
justificativa plausivel, trazendo para o curso de licenciatura em Matematica
um aluno sem nenhum questionamento, sem percepcdo da necessidade de
demonstracdes, sem reflexo sobre um sistema axiomético ou sem entender a
diferenga entre um exemplo e um teorema.

Os alunos séo constantemente cobrados a darem respostas aos questionamentos
nas mais diversas areas, mas dificilmente se da importancia ao porqué das respostas,
percepcao esta que poderia minimizar a lacuna deixada na Educacdo Béasica em relacdo
ao raciocinio l6gico e a compreensao das demonstracfes matematicas.

No dominio das Universidades, particularmente na UFRN, onde foi realizada a
pesquisa referente ao presente estudo, notamos que essa importancia passa despercebida
aos olhares daqueles que cursam Matematica, pois utilizam, corriqueiramente,
demonstracdes sem um estudo mais sério e aprofundado de como realiza-las, utilizando-
as de forma mecénica, na maioria das vezes, induzida pelo modelo dos professores.
Muitos professores, por sua vez, consideram a prova como um procedimento
pedagogico limitado e ndo como um meio de estudar Matematica ou uma forma de se
comunicar matematicamente (KNUTH, 2002), deixando de tematizar as demonstragdes
de maneira mais explicita.

Partindo dessa realidade, destacamos que se torna necessario o desenvolvimento
de pesquisas que visem colaborar com o melhor entendimento das praticas de
demonstrages, tanto por professores de Matematica, quanto por alunos, em especial,

alunos que estejam no Ensino Superior, possibilitando-lhes perceber a importancia das

* Vale salientar que, atualmente, a disciplina de Logica oferecida na estrutura curricular do curso de
Licenciatura em Matematica da UFRN, nao é tida como disciplina obrigatdria e no curso de Bacharelado
em Matematica ela ndo esté disponivel nem como optativa, além disso, ndo é ofertada pelo departamento
de Matemética e sim pelo departamento de Filosofia.
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demonstracdes, compreenderem seu significado e saberem utilizar técnicas para provar
leis matematicas, tendo como base a apropria¢do de uma linguagem prépria.

Buscando-se trazer uma contribuicdo no sentido de apresentar a necessidade das
demonstracdes como algo que precisa ser estudado e compreendido e ndo somente
transmitido e repetido, fez-se necessario expor procedimentos metodoldgicos que
pudessem facilitar o processo de ensino e aprendizagem da Matematica por meio das
demonstra¢fes matematicas.

Dessa forma, o presente trabalho tem como objetivo geral: propor e testar um
Madulo de Ensino que possa servir de modelo para uma abordagem das demonstracoes
matematicas.

Para facilitar o processo de ensino-aprendizagem das demonstracGes
matematicas, 0 Mddulo de Ensino proposto para o referido modelo foi estruturado com
atividades construtivistas* de modo que o aluno ndo somente receba uma instrucéo
sobre técnicas de demonstracdo matematica, mas que construa seu conhecimento a
partir de atividades que o levem a abstrair, ser criativo e chegar a um nivel de
entendimento que o permita analisar as mais diversas técnicas.

Para isso, partimos do proposto na obra Introducdo as Técnicas de
Demonstracdo na Matemaética, (FOSSA, 2009a) que sugere um estudo das técnicas de
demonstracdo a partir de uma abordagem centrada na compreensdo e analise das
referidas técnicas. No decorrer das atividades, ainda investigamos problemas oriundos
da linguagem matematica, bem como buscamos evidenciar a importancia de uma
abordagem que faca uso da analise e compreensdo das técnicas de demonstracdo em
categorias que Skemp (1980) denomina de compreenséo relacional e instrumental®.

Nesse sentido, apresentamos 0s objetivos especificos do presente trabalho

conforme Segue.

a) analisar qual o entendimento que os graduandos em Matematica tém sobre
as técnicas de demonstracdo, bem como de termos que sdo,
corriqueiramente, utilizados no Ensino de Matematica;

b) realizar uma intervencgéo, junto aos participantes da pesquisa, de maneira a
leva-los a uma andlise informal das Técnicas de Demonstracdo Matematica;

c) analisar as dificuldades apresentadas pelos alunos no decorrer da

* Sobre o construtivismo e o0 ensino de demonstragdes mateméticas ver se¢io 2.4.
® Para mais detalhes sobre os conceitos de compreenséo relacional e instrumental ver secéo 2.5
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Intervengéo;

d) avaliar a eficacia do Modulo de Ensino.

Para o alcance desses objetivos, fazemos uso da abordagem qualitativa®. A
escolha por este tipo de abordagem justifica-se por entendermos que este tipo de
pesquisa preocupa-se também com detalhes que ndo poderiam ser quantificados. Tais
detalhes sdo mais bem observados quando h& uma preocupagdo ndo s6 com 0s
resultados, mas com a subjetividade das questdes envolvidas no todo, nas realidades
multiplas dos participantes, na descoberta, descricdo e entendimento do contexto e,
ainda, em sua interpretacdo. De fato, a visdo de pesquisa qualitativa se baseia na ideia
de que ha sempre um aspecto subjetivo no conhecimento produzido, conforme atestam
Araujo e Borba (2004).

Dentro das abordagens qualitativas conhecidas atualmente, escolhemos trabalhar
com uma abordagem chamada pesquisa-a¢do. A escolha se deu pelo fato desse tipo de
pesquisa possuir um carater participativo, promovendo a interacao entre o pesquisador e
0s participantes da situacdo investigada. Thiollent (1997) define a pesquisa-acdo como
um tipo de investigacdo social com base empirica, que consiste basicamente em
relacionar pesquisa e acdo em um processo no qual os participantes e pesquisadores se
envolvem de modo cooperativo na elucidacdo da realidade em que estdo inseridos, néo
somente identificando os problemas coletivos como também buscando e
experimentando solugdes em situacao real.

Ainda se tratando da pesquisa-acdo podemos dizer que é um tipo de abordagem
investigativa que nédo se limita a descrever uma situagao e, sim, a gerar acontecimentos
que, em certos casos, podem desencadear mudancas no ambito da coletividade
implicada. Neste sentido, se fez bastante valido aplicar esse tipo de abordagem numa
Intervencdo como a que realizamos neste trabalho.

De acordo com o que foi exposto, pretende-se fazer um estudo sobre o ensino-
aprendizagem das demonstracfes matematicas. Para tanto, o presente trabalho foi
estruturado em quatro capitulos. Primeiramente, este introdutério traz uma visao geral
sobre 0 estudo e um pequeno resumo dos capitulos da dissertacao.

No segundo, intitulado Principios norteadores do ensino-aprendizagem das

demonstracdes matematicas, faz-se uma discussdo sobre o construtivismo radical e

® Sobre a forma como utilizamos a abordagem qualitativa neste trabalho ver secdo 3.4 que trata da
metodologia do trabalho.
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aborda a importancia das demonstracbes matematicas, bem como seu significado,
contemplando também a importancia da leitura, que ocupa um papel fundamental nesse
estudo. Traz, ainda, um breve estudo sobre o construtivismo radical e como as
atividades construtivistas podem auxiliar em uma melhor aprendizagem das
demonstracfes matematicas. Por fim, traz um estudo sobre a compreensao relacional,
defendida por Skemp (1980).

No terceiro Capitulo, intitulado Modulo de Ensino, a proposta fundamental da
dissertagdo é apresentada, expondo-a mediante a realizacdo de atividades didaticas
operacionalizadas em sala de aula. Neste mddulo, foi focalizado o ensino de
demonstracfes matematicas, tendo como principal referencial a obra intitulada
Introducdo das Técnicas de Demonstracdo em Matematica (FOSSA, 2009a), na qual as
demonstracdes sdo tratadas a luz do construtivismo. Nele, o estudo de cada técnica é
realizado de maneira critica e reflexiva, com énfase em sua analise e compreenséo.

No quarto Capitulo, descrevemos e analisamos 0s nove encontros realizados,
segundo 0s objetivos especificos do trabalho. A andlise é realizada segundo Skemp
(1980), que classifica os tipos de compreensdo em duas categorias: a primeira
instrumental, onde o aluno apenas trabalha repetindo de forma mecénica o que ele
aprendeu e, a segunda, que € a relacional, onde o aluno passa da fase mecénica de
resolver as questdes e chega a uma compreensdo mais analitica de suas respostas. Na
analise, classificamos ainda as respostas erradas ou deixadas em branco pelos alunos,
como questdes que ndo foram compreendidas pelos discentes.

O ultimo Capitulo trata das ConsideracBes Finais, onde sdo destacados 0s
resultados desse estudo, bem como, suas acOes ou investigacOes futuras. Nesse
Capitulo, além de serem mostrados os resultados tendo como base o0s objetivos
propostos pelo trabalho, também sdo apontados caminhos que podem melhorar o

ensino-aprendizagem de demonstragGes matematicas.
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2 PRINCIPIOS NORTEADORES DO ENSINO-APRENDIZAGEM DAS
DEMONSTRACOES MATEMATICAS

As demonstracGes matematicas assumem um papel particular para o estudioso
de Matematica, pois, como ja foi mencionado, o matematico necessita das
demonstracdes para provar seus teoremas, tanto quanto os profissionais das areas de
Ciéncias precisam da experimentacdo para autenticar a verdade de suas leis. Assumindo
essa importancia, destaca-se, a seguir, um estudo tedrico das demonstracoes

matematicas e a contribuicdo que o construtivismo radical pode trazer ao seu ensino.

2.1 IMPORTANCIA DAS DEMONSTRACOES MATEMATICAS PARA O ENSINO
DE MATEMATICA

Para se estudar as demonstracGes matematicas é preciso que se esclarecam duas

coisas:

a) a importancia das demonstracdes para a Matematica;
b) o que significa demonstrar, no &mbito da Matematica.

O primeiro esclarecimento se deve ao fato de acreditarmos que é fundamental
conhecer primeiramente a importdncia das demonstragdes matematicas para a
Matematica, antes de tratarmos das demonstracdes em si, porque assim poderemos
incluir um sentido maior ao seu ensino, que muitas vezes é realizado de forma repetitiva
e sem compreensao.

Podemos afirmar, ainda, que o objetivo de estudar a relevancia se deve ao fato
de procurar contemplar as demonstracdes que sempre fizeram e fardo parte da vida de
um matematico, ndo somente como uma repeticdo ou mera utilizacdo implicita, mas,
como ja foi mencionado, com o valor que Ihes é devido.

O segundo esclarecimento se deve ao fato de que muitas vezes se confunde
demonstrar com verificar ou argumentar (convencer), que sdo questdes fundamentais

para o ensino de demonstracdes, mas tais demonstracdes, ndo podem ser limitadas so a
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estes dois aspectos. Assim, por vezes, demonstrar torna-se uma tarefa ndo muito
simples, pois ndo se tem claro o que significa esse conceito. Para explicar melhor, temos
a seguir duas consideracdes em que o0 ato de demonstrar € confundido com estes dois
significados: o de verificar e o de argumentar.

Para a primeira, partimos do que exp6e Shoenfield, citado por Bicudo (2002, p.
66)

O aspecto conspicuo da matematica, em oposicdo as outras ciéncias, é 0 uso
da DEMONSTRACAO, em vez da observacdo. Um fisico pode provar leis
fisicas a partir de outras leis fisicas; mas ele, usualmente, considera a
concordancia com a observagdo como o teste Ultimo para uma lei fisica. Um
matematico pode, ocasionalmente, usar a observacdo; pode, por exemplo,
medir os angulos de muitos triangulos e concluir que a soma dos angulos é
sempre 180°. Entretanto, aceitara isso, como uma lei da matematica, somente
quando tiver sido demonstrado.

Nesse caso, foi visto que somente verificar (observar) que a soma dos angulos de
um tridngulo é 180° graus ndo é suficiente para se ter certeza de que isso é verdade ou
que esta afirmacdo é valida para todos os tridngulos. De fato, é preciso realizar uma
demonstracdo para que se tenha como verdade que para todo tridngulo no plano a soma
de seus angulos serd sempre 180°.

Para exemplificar a confusdo de demonstrar com convencer, recorremos aos

argumentos de Fossa (2009b, p. 6), que nos diz:

Ha algumas consideragbes que mostram que, dentro da comunidade
matematica, a equacdo “demonstrar ¢ convencer” ndo pode ser sustentada
com verossimilitude. Assim, a mera tentativa de convencer ndo constitui
uma demonstracdo. Alguns exemplos simples mostram isto. Quando, por
exemplo, um adulto quer que uma crianga ndo entre num determinado quarto,
ele pode dizer algo como “N&o entre ai, pois o bicho-papdo vai te pegar.” A
crianga € convencida, mas nem por isto foi feita uma demonstracdo. Ainda
mais, a razdo de que ndo houve demonstracdo nesse caso ndo depende da
mentira. Se, de fato, houvesse um ledo preso no quarto e alguém, ao informar
um outro desse fato, convencesse o outro a ndo entrar, ainda ndo teriamos
uma demonstracao.

Considerando o que diz o autor, vemos que demonstrar também ndo se limita
somente a convencer. Isso seria restringir muito o conceito de demonstrar no contexto
matematico.

E importante destacar que estamos investigando, no presente estudo, o papel das

demonstragfes matematicas para a comunidade matematica. Esse destaque se faz

necessario porque demonstrar pode assumir valores e significados diferentes de acordo
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com 0 campo ou contexto em que estiver inserido.

Mas entdo o que se pode chamar de demonstracdo na comunidade matematica?

No presente trabalho, sempre entederemos o conceito de demonstracdo no
sentido de buscar a justificativa da proposicdo proposta, pois como afirma Fossa
(2009a, p. 47), “uma demonstracdo matematica ¢ um argumento, cuja conclusdo ¢ o
teorema demonstrado”. O autor afirma ainda que “[...] o cardter da demonstracao
matematica é a tentativa explicita de determinar o status epistemolégico de proposi¢Ges
mediante da relagdo de conseqiiéncia logica” (FOSSA, 2009b, p. 7).

Assim, demonstrar é dar razbes que garantam a verdade do teorema proposto.
Nessa diregdo, € também importante deixar claro que as demonstracbes que aparecem
no contexto do ensino de Matematica ndo sdo necessariamente demonstracdes formais,
no sentido de ndo serem apresentadas no formalismo da Logica, mas demonstracdes que
partem de axiomas ou proposices supostamente ja demonstradas, que sao vistas como
um ponto de partida para se comecar as deducdes.

Fossa (2009Db, p. 15), ao tratar de demonstracéo e conhecimento, destaca que:

Philip Kitcher (1981) alega que a verdadeira finalidade de demonstragdes
matematicas € que mostram porque uma proposicdo é verdadeira. Mas,
mesmo ele reconhece que ha dois tipos de demonstragdes, a saber, um que
mostra apenas que uma dada proposicdo é verdadeira (demonstracfes
indiretas sdo freqlientemente desse tipo) e um que mostra porque €
verdadeira. Nao obstante, embora os matematicos até tenham preferéncia por
demonstracdes do segundo tipo, as do primeiro tipo sdo perfeitamente
aceitaveis.

A tendéncia dos matematicos, observada acima, a fazer varias demonstracdes
para a mesma proposi¢do podera causar um pouco de perplexidade aqui, pois
na presenca de varias demonstracbes, poderiamos perguntar sobre as
“verdadeiras” razdes (pois essas serdo multiplas no caso em aprecio) da
verdade da proposi¢do. Quando voltamos & natureza da demonstragao,
porém, a perplexidade desaparece, pois demonstracdo revela relagdes de
conseqiiéncia légica e ndo ha nada estranho no fato de uma proposicao ser
consequéncia logica de dois, ou mais, grupos distintos de pressupostos. De
fato, o que vemos no fenbmeno de demonstracfes multiplas € teorizacdo em
acdo, pois 0 matematico ndo visa apenas a validagdo de proposi¢des avulsas,
mas a construcdo e articulacdo de uma grande rede de relacdes.

Como ja exposto, em se tratando da importancia das demonstracdes, sabemos
que o matemético precisa fazé-las para provar seus teoremas, tanto quanto o0s
profissionais das areas de Ciéncias precisam da experimentacdo para autenticar a
verdade de suas leis. Fossa (2009b, p. 45) aponta dois motivos para que o matematico
tenha a preocupacgéo de demonstrar todos os seus teoremas. O primeiro se deve ao fato

de que “algumas proposi¢des que parecem intuitivamente obvias sdo de fato falsas”. O
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segundo é baseado no fato de que a Matematica € um tipo de conhecimento e, para se
conhecer algo, ndo é o suficiente acreditar-se nele, porém, torna-se necessario ter boas
razdes para nele acreditar.

Sabe-se que as demonstracdes fardo parte da vida do matematico por
entendermos que, como Fossa (2009b, p. 9), “podemos definir a matematica como a
area de estudos que usa, exclusivamente, demonstracBes, no sentido anteriormente
delimitado, para validar as suas proposi¢des”, pois como afirma o autor: “a defini¢do
mediante 0 método de validacdo ndo somente identifica a caracteristica mais notavel da
matematica, mas também paralela a definicdo da ciéncia mediante o seu método de
validagdo, a saber, o de verificagdo empirica” (FOSSA, 2009b, p. 9).

Com essa definicdo ndo se esta querendo estabelecer que a Unica coisa que 0
matematico faz € demonstrar, mas sim ressaltar o quanto demonstrar € importante para o
matematico. Assim, entende-se que as demonstraces fazem parte desse grande cenério
que é a producdo de conhecimento matematico e, além disso, também sustenta a
validade de muitos teoremas que lhe d&o vida.

Para melhor ensinar as demonstrac6es necessita-se buscar novas tendéncias, mas
é extremamente necessario também buscar medidas que possam amenizar as lacunas
deixadas nos contetdos ministrados na Matematica. Essas lacunas sdo consequéncias de
um ensino que, ao abordar a Matematica como se fosse um treino, somente diminui o
nivel de criatividade e abstracdo a ser desenvolvido pelo aluno. Em contrate, o referido
nivel de criatividade e abstracdo pode ser melhorado por um ensino-aprendizagem no
qual o aluno pode ser motivado a construir seu conhecimento.

Outra consideracdo importante que se pode observar, ainda sobre as
demonstracdes matematicas, € que elas sdo uma importante ponte de ligacdo entre
Matematica Pura e Educacdo Matematica, visto que a Educacdo Matematica pode
ajudar a dar sentido e tornar mais eficaz 0 seu ensino e assim amenizar as deficiéncias
que os alunos trazem e que se tornam obstaculos ao cursarem disciplinas que exigem
um maior nivel de demonstracio como Analise Real, Algebra Linear e outras
disciplinas que se utilizam de demonstracées.

Para explicitar ainda mais o papel que as demonstracdes matematicas assumem
para 0 ensino de Matematica, apresentaremos um estudo um pouco mais detalhado

dessa relacéo na secéo seguinte.
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2.2 DEMONSTRACOES E ENSINO DE MATEMATICA

Conforme exposto no Capitulo 1, as demonstraces tém um papel de
fundamental importancia para a Matematica, uma vez que o fazer matematico exige o
desenvolvimento de habilidades necessérias para ler textos matematicos compreendendo
0s termos basicos, desenvolvendo argumentos e deducdes. Exige ainda, a necessidade
de desenvolver a compreensdo das técnicas de demonstracdes, 0 que vai ocorrer tanto
durante a vida académica quanto profissional do entdo estudante, pois, diversas vezes,
esse se deparard com teoremas a serem demonstrados ou, no minimo, compreendidos.

No campo das Universidades, muitos alunos trazem dificuldades que se
transformam em verdadeiros obstaculos de aprendizagem, por quererem verificar
resultados com exemplos particulares, em vez de utilizarem demonstra¢cbes, como
destaca Hellmeister (2001, p. 2):

Uma prética de nossos alunos, muito dificil de combater, e infelizmente
incentivada por muitos livros didaticos, é a verificagdo de resultados
testando-os em varios exemplos particulares e aceitando esse procedimento
como uma demonstragéo.

Essas dificuldades se devem também ao fato de que muitas disciplinas
introdutorias ao estudo da Matematica, ndo trazem um estudo mais aprofundado sobre
linguagem matematica, nem sobre técnicas de demonstracbes matematicas, ndo
conseguindo assim diminuir as lacunas que os alunos tém com relagdo ao formalismo e
a abstracdo que serdo comuns em todo o estudo da Matematica.

Um recurso que possibilitou saber o nivel de desenvolvimento dos alunos
brasileiros de Ensino Superior sobre essas habilidades minimas, que incluem elaboragéo
de argumentacdes e demonstragdes matematicas, foi 0 Exame Nacional de Desempenho
dos Estudantes (ENADE) realizado em 2005 e 2008 para alunos de Matematica. Esse
exame, no que concerne a Matematica, teve como objetivo conferir o desempenho dos
estudantes em relacdo aos conteidos previstos nas Diretrizes Curriculares para 0S cursos
de Matematica, nas modalidades Bacharelado e Licenciatura. Para tanto, buscou
averiguar as habilidades tidas como essenciais na formacdo do Matematico, conforme o

artigo 6°, item b, que segue:

Art. 6° A prova do ENADE 2005, no componente especifico da area de
Matematica, avaliard se o estudante desenvolveu, no processo de formacéo,
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habilidades e competéncias que lhe possibilite: [...]

b) Formular conjecturas e generalizacBes, elaborar argumentacfes e
demonstracdes matematicas e examinar conseqiiéncias do uso de diferentes
definicbes. (BRASIL, 2005, p. 2)

Vale ressaltar, entretanto, que é justamente nos primeiros anos do Curso de
Matematica que os alunos sentem mais dificuldades quanto a essa compreensao.
Realmente, isso se explica pelo fato de que a Matematica que encontram no Ensino
Superior possui notagdes e terminologias nunca ou, pelo menos, pouco vistas antes,
como axiomas, proposi¢Oes, lemas, definigOes, entre outros termos. Esses termos
parecem ser de uma linguagem estranha aquela empregada na Matematica vista até
entdo, que se limitava a utilizar termos como: soma, subtracdo, multiplicacdo e
potenciacdo. Além disso, muitas vezes, o desvendar desse vocabulario acaba sendo
deixado a cargo dos proprios alunos, os quais de modo autodidata procuram se apropriar
dessa nova linguagem.

Algumas pesquisas feitas sobre demonstracbes matematicas destacaram sua
importdncia no Ensino Superior. Dentre elas, € interessante citar duas: uma
desenvolvida por Ruy Cesar Pietropaolo (2005), que trata da funcdo das demonstragoes
na Licenciatura; e outra proposta por Thiago Nagafuchi (2009), a nivel do curso de
Bacharelado.

A primeira traz uma proposta de ressignificacdo da demonstracdo matematica
nos cursos de Licenciatura em Matemaética. Pietropaolo (2005, p. 221-222), tomando
como base entrevistas realizadas com pesquisadores em Educacdo Matematica e

professores atuantes da Educacdo Basica, afirma que elas devem ser consideradas como:

o  ferramenta a ser tratada nas diversas disciplinas do curso (para validar,
explicar, refutar, apresentar teorias) e como tema importante para
estabelecer conexdes entre 0s temas matematicos (problemas histéricos,
relagcBes entre conteldos), ou seja, na perspectiva da compreensdo e
aprofundamento de conceitos e procedimentos.

e  elemento caracteristico e imprescindivel da Matematica, como elemento
sintatico, independente de conteldos particulares, ou seja, na
perspectiva de um tema transversal, mas que em dado momento ela — a
prova — seria tematizada em si mesma (caberiam discussdes sobre 0s
tipos de prova aceitos pelos matematicos, a linguagem, os termos
utilizados, caracteristicas dos sistemas axiomaticos, nocdes de I6gica, da
modificacdo da nogéo de rigor ao longo da historia).

Pietropaolo (2005) da assim as demonstracdes, que em sua tese sdo chamadas de

provas, uma abordagem mais ampla no contexto educacional, em especial, apontando



27

caminhos para que essas provas tenham importancia nos curriculos de Matematica da
Educacdo Baésica, bem como investigando como essas mudancas podem implicar na
formacao inicial de professores.

Na pesquisa desenvolvida por Nagafuchi (2009), cujo titulo é Um estudo
historico-filosofico acerca do papel das demonstracdes em cursos de bacharelado em
matematica, traz-se uma discussdo das demonstracfes mateméticas no nivel de
Bacharelado, apontando a necessidade de um ensino mais explicito das demonstragdes a
partir de um debate historico-filoséfico, onde, segundo Nagafuchi (2009, p. 141), é

importante considerar que:

[...] debates, contextos, leituras, problematizacGes e reconstrucdes historico-
filos6ficas podem justificar as demonstracdes sob o0s seus mais diversos
aspectos, como o légico-estrutural, o retdrico, o tedrico metodoldgico e,
ainda, sdo solugdes plausiveis para dificuldades citadas pelos docentes, como
o0 imediatismo, pois levariam os alunos a pensar acerca das demonstragdes, o
ensino tradicional, a falta de leitura e, ainda, estimularia o desenvolvimento
de possiveis talentos para a Matematica.

Em um curso de bacharelado em Matematica, poderia haver o primeiro
contato do aluno com as demonstraces no Ensino Superior a partir de uma
introducdo dos aspectos logico-estruturais da demonstracdo, podendo caber
aqui, as reconstrucdes historico-filosdficas que sdo capazes de enriquecer a
experiéncia escolar da pratica demonstrativa.

Em outra etapa futura em que o aluno tenha adquirido um amadurecimento
conceitual e uma visdo mais abrangente e critica da Matemaética, haveria uma
aproximacdo com a Filosofia da Matemética, que fosse responsavel por
apresentar, possibilitar e problematizar debates histérico-filoséficos sobre a
Matemética, incluindo uma atencéo especial as demonstra¢des, devido a sua
importancia.

Nesse sentido, a partir das pesquisas realizadas sobre o que vem sendo estudado
sobre as demonstracGes matematicas nos Ultimos anos, particularmente depois dos anos
80, percebe-se que a Educacdo Matematica tem se preocupado em dar atencdo a
necessidade de discutir seu processo de ensino-aprendizagem, bem como de apontar
caminhos que podem amenizar os problemas oriundos da utilizagdo das técnicas de
demonstragdo nas mais diversas disciplinas.

Além da tese de Pietrapaolo (2005) e da dissertacdo de Nagafuchi (2009),
citadas anteriormente, podemos mencionar também a tese de Garnica (1995), intitulada
Fascinio da Técnica, Declinio da Critica: um estudo sobre a prova rigorosa na
formacgdo do professor de Matematica e a dissertacdo de Tatiane Serralheiro (2007),
Formacdo de Professores: conhecimentos, discursos e mudancas na pratica de
demonstracdes. E importante ressaltar que ao citar esses trabalhos ndo se tém a

pretensdo de pensar que todos os trabalhos realizados a nivel nacional foram citados,
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mas de apontar trabalhos e publicacdes que tem, também, a preocupacao com o estudo e
0 ensino-aprendizagem das demonstracoes.

A tese de Garnica (1995) trata do significado da prova rigorosa na formagéo do
professor de Matematica, trazendo uma revisdo bibliografica acerca das demonstracfes
matematicas e, em seguida, um estudo com um grupo de professores pesquisadores em
Matematica e Educacdo Matematica que possuiam experiéncia com Licenciaturas. Na
andlise dos dados da pesquisa com os professores, Garnica conclui que a argumentagdo
rigorosa para a formacdo poderia ser estudada a partir de duas diferentes leituras, as
quais ele chama de leitura técnica e de leitura critica. A leitura técnica se fundamenta na
producdo cientifica de Matemaética e a critica, no campo da Educacdo Matemaética.
Garnica (1995) conclui sua tese afirmando que, se a prova rigorosa é elemento
fundamental para a compreensdo da pratica cientifica da Matematica, também deveria
ser considerada fundamental nos cursos de formacédo de professores. A importancia de
demonstracdes rigorosas, no entanto, ndo deveria ser considerada somente técnica, mas
também como uma abordagem critica, dando espaco as producdes de formas
alternativas de tratamento das argumentacGes em sala de aula.

Ja a dissertacdo de Serralheiro (2007) aborda as seguintes questdes: 0s discursos
e conhecimentos iniciais sobre demonstracdo em Matematica; a forma como se da o
raciocinio dedutivo no processo ensino-aprendizagem da Matematica nas séries finais
do Ensino Fundamental; e como a participacdo dos professores envolvidos na pesquisa
pode refletir nas mudancas do ensino de Geometria no Ensino Fundamental.

Nessa perspectiva, faz-se necessario citar algumas outras pesquisas, assim como
projetos que tém se interessado em realizar este estudo tanto a nivel nacional como a
nivel internacional, até a presente data.

A nivel nacional podemos citar o Projeto Argumentacdo e Prova na Matematica
Escolar (AProvaME), da Pontificia Universidade Catélica de S&o Paulo (PUC-SP); o
Projeto Fundao, do Instituto de Matematica da Universidade Federal do Rio de Janeiro
(UFRJ). Em termos de publicacdes, em especial, tem-se o Boletim de Educacdo
Matematica (BOLEMA), nimero 18, ano 2002, que traz uma edicdo especial com
diversas publicacdes sobre o papel das demonstragdes matematicas.

O Projeto AProvaME é um estudo que vem buscando elaborar um levantamento
das concepcdes sobre argumentacOes e provas de alunos adolescentes em escolas do
Estado de S&o Paulo e, como ja foi mencionado, € desenvolvido pelo Programa de Pds-

Graduagdo em Educagdo Matematica da PUC-SP.
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O projeto Fundéo, coordenado pela Professora Emérita Maria Laura Mouzinho
Leite Lopes, é formado por professores da UFRJ em parceria com professores da rede
de Ensino Fundamental e Médio do Estado do Rio de Janeiro e com alunos de
Licenciatura do curso de Matematica da referida Universidade. Tem como foco
trabalhar em prol da melhoria do ensino de Matematica e pela valorizacdo do professor.
Os pesquisadores envolvidos nesse projeto ndo trabalham somente com argumentacoes
e demonstracBes matematicas, mas vem realizando pesquisas na area e, inclusive,
lancaram um livro com provas matematicas para o0 Ensino Baésico, chamado
Argumentacao e Provas no Ensino da Matematica.

Cabe acrescentar outras publicacbes, como o livro Introducdo as Técnicas de
Demonstracdo Matematica (2009a), do Prof. John A. Fossa, reedicdo ampliada de Fossa
(1990) e o livro do Prof. Daniel Cordeiro de Morais Filho (2006), intitulado Um Convite
a Matematica, que aborda as técnicas de demonstracdo, mas no nivel de compreensdo
instrumental’.

O primeiro livro é a obra usada na aplicagdo do Mddulo de Ensino desta
pesquisa. Nesse trabalho, Fossa (2009a) trata das demonstragdes matematicas
explorando o raciocinio, a abstracdo e a analise das técnicas de demonstracfes com
énfase na compreensdo e nos passos das demonstragdes. E dividido em trés partes,
trazendo na primeira uma série de diadlogos, com o intuito de motivar os leitores a
estudarem as demonstracdes matematicas dentro de um contexto natural. Na segunda,
apresenta diversas técnicas e foca o estudo nas estruturas das dissertacdes. Na terceira,
traz explicacdes e exemplos de demonstracdes contidas em textos matematicos e, em
seguida, apresenta uma analise de tais exemplos.

O segundo livro, Um Convite a Matematica, trata das demonstracdes
matematicas, aplicando a LoOgica a Matematica. Diferentemente de Fossa, 0 autor
aborda as demonstragdes maximizando os contetdos matematicos, com foco no
conhecimento e aplicacdo das técnicas de demonstracdo. Outras distingbes, em relacdo
ao livro base usado no Mdédulo de Ensino, sdo: a énfase na repeticdo de exercicios, o
tratamento das definigdes sem uma construgdo prévia dos conceitos e a valorizagdo ao
desenvolvimento da compreenséo instrumental por parte dos alunos.

Como citamos pesquisas a nivel nacional, vale destacar também a nivel

internacional. O desenvolvimento de pesquisas a nivel internacional, em especial,

" Ver segdo 2.5.
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Inglaterra, Estados Unidos, Franca e Italia, tem sido bastante notavel com relacdo a
nossa tematica, devido ao grande numero de publicacbes que hoje podem ser
encontradas  principalmente na Internet. Um exemplo disso é o site
http://www.lettredelapreuve.it, que € um boletim informativo sobre o ensino-
aprendizagem das demonstracdes matematicas (International NewsLetter on the
Teaching and Learning), uma revista eletronica que publica artigos e divulga diversos
trabalhos e publicagdes que tratam do ensino-aprendizagem das demonstrac6es. No site,
¢ possivel encontrar uma vastissima bibliografia com centenas de publicacOes
internacionais sobre demonstracdes matematicas.
Segundo Nagafuchi (2009, p. 19),

Um dos possiveis motivos da explosdo de pesquisas sobre provas e
demonstracdes foi a inclusdo das demonstra¢cdes no curriculo da educacdo
bésica em paises como Estados Unidos, Canada e Inglaterra. Hanna e De
Villiers (2008) corroboram dizendo que diversos documentos curriculares de
Matematica elevaram o status da prova na Matematica escolar em diversas
jurisdicBes educacionais pelo mundo.

Talvez sejam precisos diversos outros estudos para se comprovar que Se no
Brasil as demonstracfes tivessem mais importancia nos documentos que norteiam o
curriculo basico, tanto do Ensino Bésico, quanto do Superior, haveria também mais
pesquisas e estudos na area. Mas mesmo sem ter certeza de que isso é um fato, vale
destacar que em paises em que ja ha essa énfase no curriculo, ha, consequentemente,
mais estudos e publicacdes sobre o ensino de demonstraces matematicas.

Ainda, sobre as pesquisas na area, Nasser e Tinoco (2003, p. 2) afirmam que:

Grande parte das pesquisas desenvolvidas internacionalmente nessa area foi
relatada por Hanna e Jahnke (1996), no capitulo intitulado ‘Proof and
proving’, incluido no manual de Educacio Matematica, o “International
Handbook of Mathematics Education”, (pp. 877-908). Nele sdo citadas
pesquisas sobre as funcdes da prova (Hanna, 1990; de Villiers, 1990), os
tipos de prova aceitos por matematicos e por educadores matematicos (Bell,
1976; Balachef, 1988; Davis, 1993), além de estudos investigando 0s
progressos dos alunos no desenvolvimento do raciocinio dedutivo (HERSCH,
1993; HOYLES, 1997).

A grande diferenca entre 0 nimero de pesquisas realizadas no Brasil e no
exterior pode ser visto ndo de forma desanimadora, mas como uma grande motivagéo
para a Educacdo Matematica que tem ai um importante campo para contribuir com
pesquisas e publicacdes.

Observamos que os estudos e pesquisas citados ddo énfase a importancia e ao
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ensino de demonstraces matematicas, nos diferentes campos e contextos de Ensino,
mas ndo trazem uma abordagem préatica de tais demonstragdes. Nesse sentido, podemos
afirmar que o diferencial da nossa dissertagdo é a abordagem préatica que utilizamos,
uma vez gque temos como objetivo geral propor e testar um Mddulo de Ensino que possa
servir de modelo para abordar as demonstracdes ao nivel da compreensao relacional das
mesmas.

Tomando-se por base o diagnostico realizado pelo Exame Nacional de Cursos, a
respeito dos conhecimentos de egressos de cursos de Licenciatura em Matematica sobre

demonstracgdes, Pietropaolo (2005, p. 129) destaca que:

Uma simples leitura dos desempenhos dos licenciandos em Matematica no
Exame Nacional de Cursos em itens que envolvem demonstracBes basta
para constatar que, embora ainda predomine a concepcdo formalista em
diversas licenciaturas, os egressos tém grandes dificuldades nesse tema. No
primeiro capitulo jA& comentamos que o rendimento dos alunos em duas
demonstragcbes geralmente indicadas para o Ensino Fundamental ndo
ultrapassou a média de 8,6 numa escala de 0 a 100.
O autor ainda cita que em outra questdo, cujo valor era 20 pontos (sendo 10 para
a demonstragdo e 5 para cada um dos outros subitens), “a média de todo o Brasil com a
nota corrigida para uma escala de 0 a 100 foi apenas 6,1 pontos. O desvio-padréo,
relativamente pequeno, de 11,9 revela que as notas ficaram razoavelmente concentradas
em torno da média”. Embora se saiba que toda avaliacdo tenha seus limites, os referidos
resultados sdo uma forte indicacdo de que os alunos apresentam dificulades em relacao
as demonstracbes matematicas. Segundo Pietropaolo (2005), seria importante realizar
mudangas na formacdo inicial dos professores para que fossem destacadas as
perspectivas didatica, curricular e histérica das demonstracdes matematicas.
Defendemos que o estudo de Demonstracdes Matematicas é elemento
fundamental para estudantes e professores de Matematica, porém esse estudo requer a
apropriacdo de uma linguagem que permita ao matematico ser claro e objetivo em sua
comunicacdo, bem como em sua escrita. A secdo, a seguir, traz um estudo sobre a

importancia da linguagem para o ensino de demonstra¢cdes matematicas.
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2.3 LINGUAGEM E DEMONSTRACOES MATEMATICAS

A apropriacdo e a importancia da linguagem no ensino de demonstracdes se
tornam muitas vezes negligenciadas, deixadas de lado, para dar énfase diretamente aos
contetdos, sem levar em conta que a linguagem é fundamental para o didlogo, bem
como para o entendimento dos assuntos ou disciplinas em questdo. Por exemplo, um
professor que demonstra um teorema usando axiomas ou definicdes terd muita
dificuldade em trabalhar determinados passos de sua demonstracdo se o aluno néo
souber o que significa um axioma ou uma definicdo. A comunicacdo, neste caso, sera
comprometida e o aluno podera deixar de entender a demonstracdo por nao ter clareza
guanto a linguagem utilizada pelo professor.

Sobre essa falta de clareza com relagéo aos conceitos, o professor tem um papel
fundamental, pois, neste caso, ele atuara de forma determinante, podendo trabalhar os
erros e chegar a novos conceitos, que, no caso, sao 0s corretos. Fossa (2001, p. 15),

exemplificando este aspecto da linguagem traz o seguinte exemplo:

Se, por exemplo, queremos que o aluno construa o conceito de ‘sereia’ e ele
diz que tem medo de sereias que correm a praia a noite, vislumbramos um
problema. Segundo nosso conceito de sereia, esta ndo pode correr na praia
porque ndo tem pernas. Assim, precisamos fazer o nosso aluno reorganizar
seu conceito de sereia de tal forma que, em vez de pernas, ela possua uma
cauda de peixe.

Da mesma forma acontece com as demonstracbes matematicas. Por exemplo,
demonstrar um teorema utilizando um lema, sem que o aluno tenha um conceito correto
de teorema ou lema, pode fazer com que ele tenha bastante dificuldade de chegar a uma
conclusdo que seja valida para a questao.

Ainda na mesma linha de pensamento, podemos citar von Glasersfeld (1996, p.

301), que utiliza uma metafora assim como Fossa (2001), para tratar da linguagem

como funcgéo orientadora, afirmando que:

Quando um lavrador tem de guiar uma série de cabegas de gado ao longo de
uma daquelas pequenas estradas de campos ladeadas por cercas, que tém
aberturas de vez em quando, a tarefa é praticamente impossivel se ele ndo
tiver ajudante. Tem de ficar por trds dos animais para os manter a andar, e
quando a primeira vaca descobre uma abertura na cerca, ela vira
inevitavelmente para 0 campo. As outras seguem-na e o lavrador tem de
correr até o campo para fazé-las voltar através da abertura. Isto ja é
suficientemente dificil, mas o que torna a situacdo desesperada é que as
vacas, forgadas a regressar a estrada, viram-se sempre na direcdo de onde
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vieram. E um cenario em que ninguém pode ganhar e nenhum lavrador
empreenderia tal viagem sem levar consigo pelo menos um cdo obediente.
Isto faz uma grande diferenca. Sempre que o lavrador localiza um buraco na
vedacdo, ele manda o cdo bloquea-lo — e o problema ndo se levanta. Note-se
que o cdo ndo conduz o gado, apenas fornece um condicionamento adicional
ao seu movimento. E o lavrador que tem que manté-las em marcha. Neste
cendrio o cdo tem uma funcéo semelhante ao da linguagem na sala de aula.
Nessa metafora além da importancia da linguagem, representada pelo céo, o
professor desempenha um papel fundamental, pois ele, como esse lavrador, tem que ser
0 motivador do processo, ndo podendo dizer aos alunos que conceitos construir, mas
precisa fazer uso da funcdo orientadora da linguagem, a fim de impedir que os alunos
construam direc¢des inadequadas que possam diminuir sua aprendizagem.
A linguagem matematica apresenta diversas deficiéncias que podem ser
consequéncias de varios fatores, dentre os quais, destacam-se dois. O primeiro €
referente a falta de compreensédo em decorréncia de ndo ser uma linguagem corriqueira.

Sobre isso Klusener (1998, p. 182) afirma que:

[...] os problemas evidenciados na aprendizagem matematica como meio de
comunicagdo ndo sdo 0s mesmos da aprendizagem da lingua materna, ja que
a linguagem matematica ndo se adquire de maneira natural, ndo é utilizada
constantemente e necessita ser apreendida e praticada em diferentes
contextos.

Ressaltamos que, se esse primeiro fator ndo for bem trabalhado pelo professor,
0s problemas gerados por ele podem vir a se tornar um grande impasse quanto a
apropriacdo da linguagem matematica, que ndo é corriqueira, como nossa linguagem
usual, mas uma linguagem proépria que exige clareza, precisao e conhecimento claro dos
termos em questéo.

Outro grande fator de deficiéncia da linguagem é a dificuldade dos alunos com
relagdo a lingua materna. De fato, muitos alunos tém dificuldades de leitura e
interpretacdo e, consequentemente, tém dificuldade de elaborar seu pensamento e
escrevé-lo como um argumento. Ainda sobre esta questdo, Klisener (1998, p. 190),

finalizando um artigo que trata de leitura matematica, afirma que:

Frente a essa discussdo, torna-se necessario resgatar, na pratica pedagégica, a
proposicao de tarefas matematicas envolvendo as diferentes expressdes da
linguagem no desenvolvimento dos conceitos, nogBes e do proprio
pensamento. Todavia, a linguagem matematica e sua compreensdo, sem
tropecos, somente serdo possiveis a medida que a lingua materna for utilizada
de maneira adequada, ja que a linguagem matematica, na maioria dos casos,
nos chega mediante a linguagem oral ou gréfica.


http://www.editorawerlang.com.br/0005kluesenercolecaoeditorawerlang.pdf
http://www.editorawerlang.com.br/0005kluesenercolecaoeditorawerlang.pdf
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E interessante observar que os documentos oficiais que norteiam a educacéo do
Brasil, por exemplo, os PCN (BRASIL, 1998), ddo énfase a apropriacdo dessa
linguagem desde o ensino béasico, em especial, o Ensino Médio. Nesse sentido,
destacam a representacdo e a comunicacdo; investigacdo e compreensdo e, ainda, a
contextualizacdo sociocultural, como competéncias e habilidades a serem desenvolvidas
em Matematica.

Também na avaliacdo dos cursos de Matemética pelo Exame Nacional de
Cursos, BRASIL (2005), ja citado anteriormente, temos dois critérios que dizem
respeito a linguagem, a saber: interpretar e utilizar a linguagem matematica com a
precisdo e o rigor que lhe s&o inerentes, bem como, ser capaz de ler e interpretar textos e
expressar-se com clareza e precisao em Lingua Portuguesa.

Vimos assim a importancia de se trabalhar adequadamente as demonstracdes
dando énfase a linguagem utilizada. No préximo item, apresentaremos um estudo sobre
o0 construtivismo radical, ressaltando o quanto ensinar as demonstragdes, a partir de um
ensino que dé énfase a autonomia do aluno, pode contribuir para o ensino-aprendizagem

das demonstracfes matematicas.

2.4 O CONSTRUTIVISMO RADICAL E AS DEMONSTRACOES MATEMATICAS

Depois de tratarmos da importancia das demonstracfes matematicas para o
ensino de Matematica, bem como, seu significado e a importancia da linguagem neste
contexto, faz-se necessario contextualizar e justificar a escolha pelo construtivismo
radical nesse processo de ensino-aprendizagem, que é o que faremos a seguir.

A abordagem construtivista consiste num processo cognitivo em que o aluno é
um ser ativo, ndo somente absorvendo informagdes, mas construindo seu conhecimento,
ao invés de somente recebé-lo como resultado de uma espécie de transmissdo. Dessa
forma, a teoria construtivista traz importantes beneficios ao ensino de Matematica tanto
com relacdo aos alunos que serdo construtores de seu conhecimento, como para 0s
professores que precisam buscar cada vez mais metodologias eficazes para um ensino-
aprendizagem de maior qualidade.

E importante observar que a abordagem construtivista se constitui hoje em uma
teoria geral do conhecimento que possui um campo muito vasto. Vale ressaltar que essa

perspectiva tedrica ganhou muito destaque no ensino de Matematica dos ultimos vinte
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anos. Baseada no idealismo neokantiano, entra em contraste com o realismo, no qual se
fundamentam as teorias tradicionais do conhecimento. O construtivismo esta centrado
na propria atividade mental do aluno, onde sdo construidas estruturas conceituais, bem
como redescobertas algumas estruturas ja existentes, mas antes ndo compreendidas.

A linguagem também ocupa um importante papel nessa abordagem, visto que,

de acordo com Fossa (1998, p. 14):

A linguagem ndo € mais vista como um recipiente do conhecimento, uma vez
que cada individuo deve construir para si mesmo suas proprias estruturas
conceituais em lugar de recebé-las prontas dos outros. Todavia, a linguagem
ajuda a diferentes individuos formular construgdes semelhantes, ao revelar as
diferentes expectativas que cada um mostra com base em suas proprias
construgdes.

Sendo assim, a linguagem atua como ferramenta na construcdo do conhecimento
e, como ja foi visto no item 2.3 deste estudo, torna ainda mais eficaz o ensino-
aprendizagem das demonstracGes, ndo sendo usada como meio para se transferir
conhecimento, mas para guiar o aluno no seu préprio processo de construcao.

Dentre as abordagens construtivistas existentes, a construtivista radical é a que
melhor se adéqua e favorece o ensino das demonstracdes matematicas, uma vez que,
como diz Fossa (1998, p. 15-16), o construtivismo radical ¢ “a teoria do conhecimento
ou um modelo que mostra como a mente racional funciona na organizacdo de suas
experiéncias”. Com isso, ndo estamos querendo limitar a aprendizagem das
demonstracfes a essa abordagem, uma vez que todas as outras tém seu grau de
importancia; nosso intuito é destacar aquela que melhor se adégua a uma compreensao
relacional® das técnicas de demonstracfes matematicas.

Tal teoria ganhou destaque no cenario mundial na Décima Primeira Conferéncia
Internacional sobre a Psicologia da Educacdo Matematica em Montreal, no ano de 1983.
La sofreu muitas criticas, mas a partir disso obteve maior aceitacdo a nivel
internacional. Segundo von Glasersfeld (1996), que foi um dos maiores propagadores
dessa teoria, o construtivismo radical teria suas raizes em tempos muito mais antigos
que o construtivismo piagetiano.

Em se tratando de construtivismo e construtivismo radical, poderia se
questionar se h& alguma diferenca entre os dois e, caso sim, que ou quais diferencas

seriam estas. A esse respeito, von Glasersfeld (1996, p. 97) destaca dois pares de

® Sobre a compreenséo relacional ver a proxima secdo que trata dos niveis de compreensdo definidos por
Skemp (1980).
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reformulac6es que o construtivismo radical faz ao construtivismo tradicional, a saber:

1 O conhecimento nao é recebido passivamente nem pelos sentidos nem
por meio de comunicacéo;
0 conhecimento é construido activamente pelo sujeito cognitivo.

2 A funcdo da cognicdo é adaptavel, no sentido biolégico do termo,
tendendo para a adaptacdo ou viabilidade;
a cognicdo serve a organizacdo do mundo experiencial do sujeito, ndo
a descoberta de uma realidade ontolégica objectiva.

O primeiro par trata do conhecimento. Neste sentido, o construtivismo radical
destaca a importancia da construgdo do conhecimento pelo aluno, que é visto como
sujeito cognitivo. No segundo par, a grande diferenca é que no construtivismo radical a
cognicdo € abordada ndo somente como mera adaptacdo do sujeito, mas para organizar
seu mundo experiencial. O aluno, em ambos 0s casos, atua como agente ativo de
construcdo do conhecimento. Embora o ultimo par apresentado seja 0 mais polémico,
uma vez que parece assumir uma visao realista, o aluno, em ambos os casos, atua como
agente ativo de construcao do conhecimento ao admitir a experiéncia do sujeito.

Mais uma vez é importante destacar que quando se diz que o construtivismo
radical € a abordagem que melhor favorece o ensino das demonstragdes, ndo se exclui a
possibilidade de um bom ensino de demonstragdes matematicas sem o uso do
construtivismo radical, mas que o ensino-aprendizagem das demonstracdes tera mais
éxito quando trabalhado nessa linha, pois construtivismo radical atribui bastante
importancia para a autonomia a qual potencializa o desenvolvimento da criatividade,
que é tdo importante no ensino de demonstracdes matematicas.

Entender como funciona a mente dos alunos, como eles elaboram sua linha de
raciocinio, como argumentam e descrevem suas demonstrac@es, possibilita ao professor
disponibilizar para o aluno uma maior liberdade e criatividade na escrita de suas
demonstragfes. Assim, vale ressaltar que mesmo existindo passos nas técnicas de
demonstracdes que precisam ser respeitados, ndo existe uma forma, uma maneira Unica
de demonstrar. De fato, Fossa (2009, p. 48) deixa isso bem claro, quando diz que “as
varias técnicas e estratégias sdo nada mais do que instrumentos que podemos usar em
uma demonstragao”.

Antes de relacionar construtivismo radical e demonstracfes matematicas, faz-se
necessario quebrar alguns tabus a respeito do construtivismo radical, uma vez, que
quando se fala em construtivismo, muitos tém a impressdo de que o professor esta a
parte do processo. Como veremos a seguir, ndo € bem assim.

Em primeiro lugar, destaca-se uma diferenca entre o construtivismo radical e o
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ensino tradicional. No ensino tradicional, hd uma tendéncia a levar o aluno a atuar como
um mero repetidor, treinando inimeras vezes o que lhe foi transmitido. Isso ndo quer
dizer que ndo ha aprendizagem e, de fato, alguns alunos, professores e pais até
acreditam que essa seja a melhor abordagem, justificando tal escolha pelos anos em que
ela vem sendo utilizada.

No construtivismo radical, porém, acontece diferente, pois nessa vertente ensinar
é distinto de treinar, uma vez que essa abordagem enfatiza o ensino a partir de
atividades que favorecem o ato de pensar. Nesse cenario, entra em destaque a
criatividade, que, como ja afirmado, vérias vezes neste trabalho, é fundamental ao
ensino-aprendizagem das demonstragoes.

Realmente, a criatividade é mais um ponto que enriquece o estudo das
demonstracdes a luz do construtivismo, uma vez que o aluno, ao compreender as
técnicas e nao somente repeti-las, pode se tornar construtor de seu préprio
conhecimento.

Sobre o tipo de compreensdo defendida por este trabalho, apoiar-nos-emos no
que Skemp (1980) denominou de compreensdo relacional e de compreensdo
instrumental. Contudo, este topico, como ja mencionamos, sera melhor discutido na
secdao posterior deste capitulo.

Outro ponto fundamental da teoria do construtivismo radical preconizada por
von Glasersfeld (1996) é a necessidade de inferir o pensamento dos alunos.

Para von Glasersfeld (1996), os conceitos e as relacGes conceituais ndo podem
passar de uma mente para outra, por isso € preciso que 0s conceitos sejam construidos
individualmente por cada aluno, sob a orientagdo do professor. Mas para orientar, 0
professor precisa ter ideia das estruturas conceituais que os alunos estdo usando, o que,
por sua vez, exige que o professor tenha um modelo de como o aluno pensa. Para uma
melhor explicacdo a respeito de como o professor pode realizar esta tarefa, von
Glasersfeld (1996, p. 306) explica que:

Se se partir do pressuposto de que os alunos, de uma forma geral, tentam que
sua experiéncia faca sentido, serd normalmente possivel obter uma idéia de
como eles pensam. Quanto mais experiéncia com os alunos o professor tiver
reunido, mais hipdteses tera de fazer uma conjectura fundamentada sobre
qual podera ser o pensamento de determinado estudante e de supor aquilo que
Vygotsky chamou apropriadamente << a zona de desenvolvimento proximal
>>.

Dessa forma, a medida que o professor cria esse modelo de como o aluno pensa,
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depois de trabalhar com determinados alunos num certo tempo, ele pode ter uma melhor
atuacdo como orientador, ndo apontando o0s possiveis erros, mas direcionando-os para a
forma correta, evitando a repeticdo pura e gerando assim a compreensdo do que estd
sendo estudado. Como consequéncia disso, pode ganhar sua confianga e assim ter a
oportunidade de, ajudando cada aluno a chegar as respostas corretas, leva-los nédo
apenas a conclusdo do professor ou do livro, mas também a sua propria compreensao de
modo que ambas se complementem. Assim sendo, embora o aluno seja colocado como
o0 centro da aprendizagem, o professor, que € participante da vida matematica de seus
alunos, também € muito importante para o processo de ensino-aprendizagem, uma vez
que, tem o papel fundamental de promover a aquisi¢cdo de conhecimentos, 0s conceitos
corretos e a linguagem propria.

Outra caracteristica forte do construtivismo radical é a interatividade, tanto a do
aluno com o objeto do conhecimento, quanto a do aluno-aluno e do aluno-professor.
Conforme o construtivismo radical, o aluno assume um papel de destaque no processo,
sendo o sujeito de sua aprendizagem, o que justifica essa interacdo dele com todas as
partes que constituem esse sistema: aluno, professor e conhecimento.

Tudo isso porque “quando os alunos sdao guiados pelo seu proprio interesse para
investigar e entender conceptualmente uma situacdo, as mudangas conceptuais que
efetuam durante o processo de reflexdo serdo muito mais solidas do que se fossem
obrigados pelo professor” (VON GLASERSFELD 1996, p. 307). Dessa forma, o
professor orienta e ndo somente instrui, pois incentiva o aluno a reflexdo e, assim, gera
0 aprendizado.

Ainda tratando das demonstracfes matematicas o professor, a luz do
construtivismo, pode auxiliar os estudantes a identificarem sua estrutura. Pode também
apresentar varios teoremas demonstrados e fazer uma distin¢do entre os argumentos que
estdo corretos e 0s que ndo estdo, orientando a discusséo e a reflexdo do porqué estarem
certos ou errados. Desse modo, procura evitar que as demonstragdes aparecam para 0sS
alunos de forma infalivel ou até mesmo imposta e, a0 mesmo tempo, busca criar um
espago em que o aluno pode desenvolver suas habilidades num compasso adequado.

Para entender de forma sucinta o aspecto diferencial do construtivismo radical,
neste trabalho, apresentamos o que von Glasersfeld (1996, p. 314) afirma na finalizacdo
de sua obra: “resumindo, aquilo que o construtivismo radical pode sugerir aos
educadores € isto: a arte de ensinar tem pouco a ver com o0 intercdmbio do

conhecimento, o seu objetivo fundamental deve ser incentivar a arte de aprender”. Esse
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é o ponto crucial da importancia de um ensino-aprendizagem mais significativo das
demonstrages: incentivar a arte de aprender.

Incentivar a arte de aprender € potencializar a compreensdo, por isso, no
préximo tépico, traremos um estudo sobre os niveis de compreenséo que Skemp (1980)

classifica como instrumental e relacional.

2.5 SKEMP — COMPREENSAO INSTRUMENTAL E RELACIONAL

Para um ensino eficaz, € necessario ndo s6 que o aluno repita operaces ou
execute as atividades propostas pelo professor de forma mecénica, mas que ele possa
compreender as relacdes e edificar um conhecimento solido de forma criativa,
sustentado pelo porqué dos contetdos ou atividades, conforme explica o construtivismo.

Tal ideia é defendida por Skemp (1980) que identifica dois tipos de
conhecimento: o saber e a compreensdo. O saber, também chamado de compreenséo
instrumental, diz respeito somente, como explica Fossa (2001), ao conhecimento do que
de algo, enquanto a compreensdo, também denominada compreensado relacional, além
do conhecimento do que de algo, soma a este o porqué.

Neste trabalho, adotamos esses niveis de compreensdo, instrumental e relacional,
acrescentando mais uma categoria, referente a falta de compreensdo, a qual
denominamos sem compreensdo. E importante destacar que esses niveis de
compreensdo fazem parte de um mesmo processo que é o conhecimento. Para se chegar
a compreensao relacional, é preciso dominar o do que e, portanto, € necessaria obter a
compreensdo instrumental.

Skemp (1980) aborda a Matematica de forma muito interessante. Segundo ele, a
Matematica ndo se constitui somente numa colecdo de conhecimentos, mas no exercicio
do conhecer. Assim como h& a compreensao instrumental e relacional, ha também a
matematica instrumental e a matematica relacional e, segundo Fossa (2001, p. 84), “a
meta da educacdo matematica ¢ levar o aluno ao nivel da matematica relacional”.

Nesse sentindo, na nossa pesquisa, demos sempre énfase a esta meta da
educacdo matematica, procurando levar os alunos a uma compreensdo mais

fundamentada, que aqui acreditamos ser sustentada pela autonomia que ele possui em
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construir seu proprio conhecimento, como sujeito de cognicdo. Assim, € importante
fazer um estudo sobre os niveis de compreensao.
Sobre a consequéncia de limitar 0 ensino a uma compreensdo instrumental,

Fossa (2001, p. 85), afirma que:

[...] o resultado de fiar-se exclusivamente na compreensdo instrumental é
uma falta de criatividade, uma falta de agudeza no pensamento critico e, até
uma capacidade reduzida na performance de atividade automatizada. Um
exemplo do Ultimo item é o caso do pequeno escolar que decora um poema,
uma prece, ou algo semelhante, mas no meio da recitacdo esqueceu uma
palavra e, conseqiientemente, tem de recomecar tudo do inicio.

Dessa forma, um ensino de demonstracbes matematicas que se limite a
compreensdo instrumental deixara diversas lacunas no exercicio da aprendizagem dos
alunos. Particularmente, na graduacdo, estas lacunas sdo sentidas nas inumeras
disciplinas do curso que dependem muito dessas técnicas. Por exemplo, limitar o ensino
de Anélise Real a um exercicio de inimeras demonstracdes de teoremas, sem ensinar o
sentido de demonstrar tais teoremas seria inutil, pois o aluno nao se sentird motivado a
aprender, mas somente repetir os feitos do professor e, a prépria disciplina, que tem
como papel analisar, perderé o seu fim.

Sobre a compreenséo relacional, que complementa a instrumental, Fossa (2001,

p. 85 - 86), destaca que:

Os esquemas associados com compreensdo relacional, em contraste aos
associados com compreensdo instrumental, sdo ricos em ligagdes internas e
externas, 0 que promove o reconhecimento de situacfes relacionadas entre si,
ou situagdes analogas. Assim, 0 sujeito epistemoldgico podera reduzir o
conjunto numeroso de regras especiais a um pequeno grupo de principios
gerais por um processo de abstracdo. Esta reducdo facilita a retengdo e o
manuseio de um vasto elenco de conhecimentos, favorecendo assim o
pensamento critico e criativo. Ao mesmo tempo, o desenvolvimento do
pequeno grupo de principios gerais permite uma organizagdo mais eficiente
dos varios elementos do conhecimento em um todo significado, favorecendo
a memdria. Assim, o sujeito se torna mais adaptavel a realizacdo de tarefas
novas e menos dependente das situacbes concretas jé vivenciadas.

O objetivo do ensino construtivista € levar os alunos a construirem sua
aprendizagem. Assim, para se obter, verdadeiramente, uma aprendizagem, é preciso
passar do nivel instrumental, que € necessario, mas ndo suficiente, e chegar ao nivel
relacional, onde o aluno realmente tem autonomia, pois entendendo o porqué ele tende a

abstrair melhor e ser mais criativo, ja que ndo se limita a forma utilizada pelo professor.

Tomando por base o que foi exposto anteriormente, no quarto capitulo, na
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analise que faremos dos dados do Modulo de Ensino, definimos trés categorias de

compreenséo:

» Sem compreensao — 0 aluno nem sequer consegue responder ou utiliza respostas
erradas que ndo tem sentido com o questionamento feito.

+ Compreensdo instrumental — o aluno aprende algo novo num esquema simples,
compreensdo isolada de regras e algoritmos de repeticdo. Repete o procedimento
feito em um exemplo em sala de aula pelo professor ou visto no livro didatico.

»  Compreensdo relacional — o aluno aprende algo novo, construindo ideias de
forma criativa e dinamica, num esquema elaborado. Usa varios exemplos para
construir a resposta nova, descrevendo sua resposta de modo proprio com

criatividade, mas respeitando a estrutura basica das técnicas expostas.

Lembramos que o processo de compreensdo € um processo continuo. Primeiro, o
aluno que ainda ndo tem compreensao adquire, a partir da orientacdo do professor ou de
suas proprias pesquisas, uma compreensdo instrumental, baseada em regras ou
algoritmos de repeticdo. A partir disso, sustentado pela autonomia de ser construtor de
seu proprio conhecimento, o aluno aprende a escrever suas proprias respostas, baseado
num nivel pessoal de abstracdo, que pode ser ou ndo auxiliado pelo professor.

Nesse processo, 0 professor assume um papel particular, pois precisa partir dele
a orientacdo dos alunos para que as etapas sejam obedecidas. Assim é preciso de forma
simplificada haver primeiro um aprendizado que é o instrumental, e em seguida que seja
conduzido a segunda fase, quando o conteddo for assimilado. Realmente, depois do
saber adquirido é preciso passar para a fase do porqué que é a fase da compreensdo
relacional. Aqui o papel do professor € motivar os alunos a questionarem, buscarem
respostas, se tornarem parte do processo ndo s6 como expectadores, mas como
construtores de seu conhecimento com toda a liberdade de pensar e encontrar respostas
mais criativas, que é também caracteristica do construtivismo radical.

De acordo com o exposto, a meta de um ensino-aprendizagem construtivista das
demonstragfes matematicas é levar os alunos a um nivel de compreensdo que lhes
permite a realizar suas tarefas de forma criativa e assumir uma independéncia em
relacdo a abstracdo e demonstracéo.

Frente ao exposto e inspirado nos discursos precedentes, apresentaremos a seguir

0 Mddulo de Ensino proposto.
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3 MODULO DE ENSINO

Neste capitulo apresentamos 0 Mddulo de Ensino que foi proposto mediante a
realizacdo de uma atividade didatica operacionalizada em sala de aula.

Para uma melhor compreensdo de como foi realizado este médulo, antes do
capitulo que trata da descricdo e andlise de cada encontro realizado, prestamos um
esclarecimento de uma maneira mais geral de todo o trabalho realizado. Para isso,
dividimos este capitulo em quatro partes. A primeira trata da pesquisa, o segundo do
contexto do campo de pesquisa, em seguida, tratamos dos objetivos do Modulo de
Ensino e, por fim, da metodologia utilizada na Intervencdo que, por sua vez, foi
subdividida em sub-itens, os quais denominamos momentos.

Como exposto, a proposta do Mdédulo foi baseada no ensino construtivista e o
conteido abordado foi as demonstragdes matemaéticas, tendo como principal referéncia
a obra Introducéo as Técnicas de Demonstracdo em Matematica, Fossa (2009a), onde o

assunto € abordado a luz do construtivismo radical, ja exposto anteriormente.

3.1 SOBRE A PESQUISA

O Mddulo de Ensino que sera descrito a seguir, foi desenvolvido com os alunos
do curso de Matematica da UFRN, matriculados na disciplina Teoria dos NGmeros® nos
periodos 2009.1 e 2009.2. Salientamos que, na primeira aplicacdo o Mddulo foi
utilizado como uma experiéncia piloto que nos deu base para um estudo mais
aprofundado, bem como uma melhor organizacéo e planejamento das aulas e contetidos
a serem desenvolvidos em 2009.2.

Os dados deste primeiro médulo ndo foram utilizados neste trabalho por
acreditarmos que uma primeira experiéncia fosse Gtil para servir de ensaio e que a
medida que avalidssemos esta experiéncia inicial poderiamos ter um direcionamento
para, numa segunda experiéncia, trabalharmos melhor alguns aspectos como: avaliagdo
diagnostica, divisdo do conteudo, nimero de encontros, atividades com carater mais

construtivistas, énfase na motivacéo da leitura e compreensdo de termos matematicos

° Disciplina normalmente oferecida no quarto periodo do curso de Licenciatura ou Bacharelado em

Matematica da UFRN.
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mais complexos.

Outro ponto importante em relacdo ao fato de realizar uma segunda experiéncia
é 0 que explicam Laville e Dionne (1999), ao tratar da observagdo estruturada, sobre a
qual afirmam que quando o pesquisador conhece bem o contexto em que vai realizar sua
atividade e reconhece 0s aspectos que deverao ser mais observados no comportamento
das pessoas, pode preparar um plano mais determinado de observacdo, onde podera
haver mais flexibilidade em relacdo a adaptacdo de circunstancias e do objeto de estudo.

Tendo em vista os aspectos que foram destacados no paragrafo anterior, foram
feitas algumas modificacGes no instrumento, para melhorarmos a intervencao e levar
mais alunos a uma compreensao relacional das técnicas de demonstragdo, fazendo-os
participantes criativos do Modulo de Ensino. Dentre as modificagbes realizadas
destacamos: maior énfase em atividades com leituras; reducdo do conteddo por
encontro; atividades mais motivadoras com base no construtivismo radical, buscando
levar os alunos a analise e descricdo dos exercicios e ndo sé repeticdo; valorizacdo da
exposicdo das respostas e atividades em grupos e, ainda, mais clareza nos enunciados
das questdes.

Desta primeira experiéncia, apesar de ndo citarmos os dados, podemos destacar
que os alunos questionaram muito sobre o porqué de nédo se ter este modulo no inicio do
curso, tendo em vista que eles usardo as técnicas de demonstracdo no decorrer de toda a

graduacdo em Matematica.

3.2 CONTEXTO DO CAMPO DE PESQUISA

O Mobdulo (2009.2) foi desenvolvido em nove aulas de duas horas
aproximadamente cada, tendo como publico alvo trinta alunos do curso de Licenciatura
em Matematica da UFRN, matriculados na disciplina Teoria dos Numeros, no segundo
semestre do ano de 2009, curso noturno. O contetido central abordado foi o estudo das
técnicas de demonstragdes matematicas, mas também foi trabalhada uma parte
introdutoria referente a pratica de abstracdo e linguagem, com énfase na leitura e
interpretacdo, analise e avaliacdo de uma série de didlogos que, mesmo relacionadas a
Matematica, sdo desenvolvidos num contexto cotidiano.

Vale destacar que trinta alunos fizeram parte da aplicacdo desse Modulo de
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Ensino, sendo 22 do sexo masculino e 08 do sexo feminino. Nos dados sobre a faixa
etaria sé vinte cinco alunos sao citados, porque os outros cinco alunos faltaram as
primeiras aulas.

Realcamos que o questionario ndo foi aplicado para os cinco alunos que faltaram
0 primeiro encontro, porque ja haviamos comecado a trabalhar o contetdo especifico e
tratar dos objetivos do estudo nesse segundo encontro. Assim, como parte do
questionario se referia ao conhecimento prévio da base que os alunos tinham sobre
determinados termos, linguagem e utilizacdo das demonstracGes, os dados poderiam ser
comprometidos por ja termos iniciado a Intervencéo.

Para caracterizar o perfil dos alunos, procuramos saber sua faixa etéria, por meio
do questionario (ver Apéndice A). Conforme os dados coletados com o referido

instrumento, apresentamos o quadro a seguir:

Quadro 1: Idade

Idade (anos) Quantidade Percentual
18 a 26 14 56%
27a35 6 24%

Mais de 35 anos 5 20%

Fonte: Pesquisa (agosto, 2009)

Os dados da Quadro 1 encontram-se representados no grafico 1, a seguir:

Gréafico 1: Idade

56%

018 a 26 anos
249% M 27 a 35 anos

O mais de 35 anos

20%

Fonte: Pesquisa (agosto, 2009)
Pelo grafico podemos observar que existe certo nimero de alunos que estdo um
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pouco acima da idade aguardada para se cursar a graduacdo, esperando-se que O
adequado seria que se entrasse na Universidade ao término do Ensino Médio, que é na
média de 18 anos, embora alguns desses estivessem fora da faixa etaria por ja terem
cursado antes uma outra graduacdo. Sabe-se que isto frequentemente acontece com
turmas, como a nossa, do turno noturno, devido ao alto indice de alunos desse turno que
precisam trabalhar durante o dia e acabam atrasando o curso.

Ainda visando compor o perfil dos alunos participantes da pesquisa, indagou-se
no questionario se os alunos faziam graduacdo em licenciatura ou bacharelado em
Matematica. Como resultado percebeu-se que 100% dos alunos (25 alunos) que
responderam o questionario eram alunos do curso de licenciatura em Matematica.

Com relagdo a frequéncia nas aulas, vale salientar que houve uma rotatividade,
dentre os trinta participantes, sendo que a média de alunos por aula era em torno de

vinte e trés alunos.

3.3 OBJETIVOS DO MODULO DE ENSINO

Para melhor conceber o intuito do Mddulo de Ensino, apresentamos a seguir 0s
objetivos do mesmo, explicitando o objetivo geral e, em seguida, os especificos.

3.3.1 Objetivo Geral

O objetivo geral do Médulo de Ensino é levar os alunos a um nivel de

compreensdo relacional das demonstracfes matematicas.

3.3.2 Objetivos Especificos

Ao final do Modulo de Ensino, esperamos que 0 aluno seja capaz de:

a) Ler, analisar e interpretar textos matematicos de modo critico e reflexivo;
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b) Compreender a definicdo de demonstracdo matematica e de termos
frequentemente usados nos passos de uma demonstracao;
c) Analisar a estrutura das seguintes demonstrages matematicas: técnica de

condicionalizacéo, reducédo ao absurdo e inducdo matematica.

Como explicitamos no objetivo geral do Mddulo, pretendemos que o
participante alcance uma compreensdo relacional, no sentido de Skemp (1980), sobre o
conceito de demonstracdo matematica. Dessa forma, houve uma preocupagdo em se
utilizar atividades construtivistas no Mddulo de Ensino para que o aluno ndo somente
recebesse uma instrucao sobre as técnicas de demonstracdo matematica, mas construisse
seu conhecimento a partir de atividades que o levassem a abstrair, ser criativo e chegar a
um nivel de entendimento que o permitisse analisar as mais diversas técnicas em nivel

relacional.

3.4 METODOLOGIA DA INTERVENCAO

Este item objetiva apresentar a metodologia utilizada para aplicagdo do Mddulo
de Ensino, destacando os Momentos nos quais esse Modulo foi dividido. Em cada sub-
item apresentaremos a descricdo de cada Momento com seus respectivos objetivos,
enfatizando o Construtivismo Radical de von Glasersfeld, os conceitos de compreenséo
de Skemp e uma andlise qualitativa dos dados e descricdes de experiéncias. Bicudo
(2004, p. 105) afirma que a pesquisa qualitativa traz grandes contribuicbes a um
trabalho cientifico, pois privilegia “descri¢cdes de experiéncias, relatos de compreensdes,
respostas abertas a questionarios, entrevistas com sujeitos, relatos de observacdes e
outros procedimentos que deem conta de dados sensiveis, de concepcdes, de estados
mentais, de acontecimentos, etc”.

Assim, o percurso metodoldgico consistiu em cinco momentos, desenvolvidos

ao longo de nove encontros™®, a saber:

10" A descrigdo e analise das atividades realizadas nos Momentos sera feita no capitulo seguinte, onde
detalhamos cada encontro realizado e, ainda, a parte de entrevistas que foi realizada em encontros-extra,
previamente agendados.
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3.4.1 Momento |

O primeiro Momento consistiu na aplicacdo do questionario (Apéndice A), que
nos serviu como diagnostico, para identificar as ideias prévias dos alunos com relagdo
as demonstragbes matematicas, servindo ainda para que pudéssemos adequar o Modulo
de Ensino ao perfil dos alunos, uma vez que todo planejamento precisa ser flexivel e, se

necessario, sofrer mudangas para que atinja seus objetivos.

Os objetivos do questionario foram:

1. Conhecer o perfil dos alunos em relacédo a faixa etaria e curso;

2. Analisar o entendimento que eles tinham do conceito de demonstracdo
matematica, bem como de sua importancia para o ensino;

3. Verificar o entendimento de conceitos e definicbes de diversos termos
utilizados no ensino de Matematica como: proposicdo, teorema, lema entre

outros.

Além disso, deixamos um espaco para que eles dessem sugestdes ou
comentassem algo que achassem necessario para a aplicagdo do Mddulo.

Outro ponto importante do questionario é que através dele foi possivel inferir o
pensamento dos alunos, o que é uma caracteristica do construtivismo radical.

Neste Momento, esperava-se que o0 aluno, a partir do questionario, pudesse ter
uma perspectiva do que iriamos estudar no Modulo, bem como que ele se sentisse
desafiado a expressar suas opinides e questionamentos ou, pelo menos, se desse conta

da necessidade do desenvolvimento de uma linguagem propria da Matematica.

3.4.2 Momento I

O Momento Il correspondeu a aplicagdo da primeira parte do livro (FOSSA,
2009a). Para tanto, foi apresentado um primeiro contato com as demonstracGes

matematicas s6 que num contexto de didlogos onde o contelido matematico foi colocado
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dentro de uma conjuntura natural, a partir de uma conversa informal. Este Momento foi
realizado em dois encontros.

O objetivo desse Momento foi discutir e analisar os dialogos apresentados nos
textos, para que os alunos pudessem expressar suas linhas de raciocinio, exercendo a
argumentacao e a criatividade.

Vale salientar que, ao fim de cada dialogo, os alunos eram ainda submetidos a
alguns questionamentos. A elaboracdo das respostas a essas perguntas era feita a partir
da realizacdo de pesquisas e discussfes com outros colegas dos grupos. Isso foi
realizado em tempo extra, fora da classe, e apresentados na aula seguinte.

Neste Momento, esperava-se que o0s alunos num contexto informal pudessem
expressar suas ideias em forma de argumentacao, isto é, o aluno fizesse argumentacdes,

mas ainda ndo tematizassem o conceito de demonstracéo.

3.4.3 Momento 111

O momento Il consistiu na aplicagdo didatica do Mddulo referente ao

desenvolvimento das técnicas de demonstracGes matematicas:

» Condicional;
» Bicondicional;
* Reducdo ao absurdo;

* Inducdo Matematica.

Todos os contetdos foram abordados seguindo a linha do construtivismo radical,
no qual o professor tem o papel de discutir os contetdos, mas direcionando os alunos a
construirem seu conhecimento.

As acles aqui desenvolvidas buscam atingir o objetivo central do Modulo de
Ensino, o de desenvolver a compreensdo relacional das técnicas de demonstracdo,
destacando que essas técnicas sdo vistas de maneira informal. Fossa (2009, p. 45),
falando sobre a importancia do estudo das técnicas de demonstragdo em matematica
destaca que o proposito de estuda-las é “facilitar a leitura dos textos matematicos,

especialmente na analise e na compreensdo das demonstragdes ai encontradas, bem
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como proporcionar ao aluno recursos para demonstrar os teoremas que 0s textos deixam
a seu encargo”.

Para se chegar a esse objetivo foram feitas, pelo professor, exposi¢des sobre as
técnicas citadas, com base na segunda parte do livro Introducdo as Técnicas de
Demonstracdo em Matematica (FOSSA, 2009a), bem como, realizamos a resolucao de
exercicios individuais e em grupos, cuja exposicdo dos resultados era feita no quadro.
Também foi feita a andlise de demonstracBes encontradas em diversos livros das
disciplinas estudadas no curso de Matematica. Salientamos que neste tipo de exercicio
os alunos ndo precisavam se preocupar em demonstrar, mas em analisar a estrutura de
resolucdo, onde eles faziam criticas e avaliavam o0s passos da demonstracéo,
identificando as técnicas e seu processo de construgao.

Preferimos, num primeiro momento, como fez Fossa (2009a) no livro base desta
pesquisa, minimizar o contelldo matematico, para que o aluno ndo encontrasse barreiras
com complicacBes matematicas e, assim, aprendesse de maneira geral a técnica
estudada. Além disso, observamos que nem todos os alunos estavam cursando 0 mesmo
periodo do curso e, assim, ndo tinham requisitos comuns que nos permitissem pedir que
demonstrassem proposic¢des de conteudos especificos.

Depois de conhecer as técnicas e aprender a analisar a estrutura da dissertacao,
aplicamos esse conhecimento analisando as diversas técnicas de demonstracdes
encontradas em livros utilizados nas disciplinas do curso, nesse segundo momento, 0s
alunos tiveram um contato mais aprofundado com contetdos matematicos especificos
em livros de Andlise Real, Geometria Analitica, Geometria Euclidiana, Algebra Linear,
Célculo, entre outros.

Os resultados esperados neste momento foram 0s mais importantes para o
Maodulo, uma vez que este foi considerado seu nucleo central. No fim deste Momento,
esperava-se que os alunos através de um contato com as defini¢des, descricdes e
andlises das técnicas de demonstracbes fossem capazes de reconhecé-las nas mais
diversas disciplinas e contextos, soubessem ainda classifica-las de forma correta, bem
como, identificar e analisar seus principais passos e, até mesmo reconhecer possiveis
erros na argumentacéo utilizada por quem a estava resolvendo.

Esperamos, em resumo, uma autonomia que maximizasse a criatividade dos
alunos e os tornasse capazes de realizar suas proprias demonstraces obedecendo suas
principais caracteristicas, mas com liberdade de escrever e argumentar de maneira

pessoal.
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3.4.4 Momento IV

O penultimo Momento da Intervencdo consistiu na aplicacdo de uma avaliacao
escrita. Tendo em vista que 0 Modulo de Ensino foi aplicado dentro de uma disciplina
do curso, foi necessario realizar uma avaliagdo para atribuir uma nota. A avaliagao
(Anexo B) teve como objetivo registrar por escrito as respostas dadas pelos alunos e,
também, avaliarmos o nivel de compreensao que os alunos obtiveram ao fim do Modulo
de Ensino. O resultado também foi bastante Util para analisarmos se 0s objetivos deste
trabalho foram alcangados.

Nesta parte, destacamos ainda algumas questdes psicoldgicas que acreditamos
terem forca para interferir nos resultados que esperavamos, uma vez que notamos que
alguns alunos por saberem que estavam sendo avaliados mudaram suas posturas. Por
isso, ao fim da avaliacdo pedimos que eles escrevessem, num papel a parte, suas
opinibes e/ou comentarios sobre o Mddulo de Ensino, ndo exigimos que fosse
obrigatdrio, nem que eles se identificassem. Isso foi feito com o objetivo de sondar o
que se passava na mente deles e como eles se sentiam depois desses nove encontros.
Essa sondagem é também uma forte caracteristica do Construtivismo Radical. Além
disso, ter as referidas opinides por escrito foi muito Gtil para analisar os niveis de
compreensdo instrumental e relacional que, de certa forma, poderiam ter ficado
comprometidos se a analise fosse feita apenas a partir da avaliacdo escrita.

Esperamos neste Momento compreender se o comportamento dos alunos ao
longo do Modulo de Ensino pode ser refletido fielmente na avaliacdo escrita, assim
como perceber se eles se sentiram motivados a expressar livremente sua opinido sobre a

Intervencéo.

3.4.5 Momento V

O Momento V, Gltima parte da Intervencdo, consistiu em conversar com alguns
alunos sobre a proposta do Modulo de Ensino. Depois da avaliacéo, escolhemos alguns
alunos para entrevistarmos a respeito da Intervencdo, para isso utilizamos um tipo de

entrevista chamada episodica, que segundo Flick (2002) “procura a ‘contextualizagdo’
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das experiéncias e acontecimentos a partir do ponto de vista do entrevistado”. A escolha
por este tipo de entrevista & consoante com o construtivismo radical que afirma que o
Unico acesso que temos ao pensamento do aluno é através de mecanismos indiretos
(FOSSA, 1998).

O objetivo dessa parte foi levar o aluno a externar seu pensamento por meio de
um didlogo com o entrevistador que nos permitiria formular hipdteses sobre suas
construgdes mentais e que, a0 mesmo tempo, ofereceria validagédo pelo menos parcial
das mesmas através da interacdo aluno/entrevistadora. As entrevistas foram realizadas
em encontros extras, previamente agendadas com os alunos e por isso ndo contam como
encontros. Tais entrevistas serdo descritas e analisadas no capitulo a seguir.

Para alcangar o referido objetivo, realizamos de maneira informal uma conversa
com os alunos e fomos tentando perceber que motivacdes eles tiveram durante a
aplicacdo do Modulo, bem como, sua opinido sobre a importancia desse tipo de
iniciativa. Destacamos que essa percepcao é bem diferente da percep¢do esperada no
item anterior onde eles, apds a avaliacdo, poderiam escrever o que quisessem sobre a
Intervencdo, pois aqui poderiamos ir contextualizando suas experiéncias e questionar
sobre os aspectos que para nds eram 0s mais importantes.

O Capitulo a seguir detalhara tudo o que foi realizado nos cinco Momentos.
Destacamos que junto com a descri¢do dos encontros também é realizada a anélise dos

dados.
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4 DESCRICAO E ANALISE DO MODULO DE ENSINO

Essa parte do trabalho consiste em descrever a intervencdo realizada nos cinco
Momentos, que por sua vez foram divididos em nove encontros, analisando cada um

dos seus aspectos.

4.1 MOMENTO I

Como exposto anteriormente, o primeiro Momento consistiu de apenas um
encontro, cujo objetivo foi, a partir de um questionario diagnostico, identificar as ideias

previas dos alunos com relacdo as demonstracdes matematicas.

Por sua vez, 0s objetivos do questionario foram:

e Conhecer o perfil dos alunos em relacdo a faixa etéria e curso;

e Analisar o entendimento que eles tinham do conceito de demonstracdo
matematica;

e Verificar o entendimento de conceitos e definicbes de diversos termos
utilizados no ensino de Matematica como: proposicao, teorema, lema entre

outros.

A seguir, apresentamos a descri¢do deste encontro, acompanhada das analises
dos dados e de uma avaliagdo dos objetivos alcancados.

4.1.1 Encontro |

No primeiro encontro, realizado no dia 12 de agosto de 2009, apresentamos a
proposta do Mddulo de Ensino e, logo em seguida, aplicamos o questionario. Contudo,
para ndo comprometer a aplicacdo deste instrumento, deixamos as consideragdes mais

detalhadas para o final do encontro, apds a coleta de seus dados. Ainda neste primeiro
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encontro, entregamos aos alunos os textos referentes a primeira parte do Modulo,
relativa a abstracdo e linguagem matemética. Vale salientar que tais textos
correspondem a primeira parte do livro Introducdo as Técnicas de Demonstracao em
Matematica (FOSSA, 2009a) onde a argumentacdo e a linguagem matematica séo
trazidas dentro de um contexto quotidiano na forma de dialogos.

Outro aspecto relevante consiste no fato de que a entrega dos textos neste
momento teve o intuito de proporcionar-lhes tempo para que pudessem ler o texto,
discutir com o0s colegas e pesquisar os termos que lhes eram novos. Nessa aula
(encontro), foram disponibilizados os textos das duas aulas seguintes.

Como os didlogos dos textos a serem trabalhados eram divididos em cinco dias
da semana (segunda, terca, quarta, quinta e sexta-feira), resolvemos dividir a turma em
cinco grupos de seis alunos cada. Os grupos receberam a tarefa de ler os textos, tentar
interpreta-los e, se preciso, fazer pesquisa dos termos ou contetdos novos. No encontro
seguinte, deveriam expor para 0s demais a sua parte e apresentar as respostas de
algumas questdes dos exercicios especificos propostos.

4.1.1.1 Descricdo e analise do questionario aplicado no primeiro encontro

Nesse item, apresentamos o questionario respondido pelos alunos, bem como a
descricdo e analise de suas respostas.

Como ja observado, o questionario buscou identificar alguns pontos importantes,
como a faixa etaria dos participantes (primeira questdo), ja relatada no item 3.2 que trata
do contexto do campo de pesquisa, €, na segunda questdo, o curso que faziam na
graduacdo (licenciatura ou bacharelado). As demais questbes se destinaram ao
conhecimento prévio dos alunos, buscando caracterizar o grau de entendimento dos
alunos em relacdo as técnicas de demonstracdo matematica, a importancia que eles
davam a essa questdo, sua auto-avaliagdo em relacdo a compreensdo das referidas
técnicas e da linguagem matematica e, por fim, os conceitos de alguns termos ou
defini¢cbes comuns nesta linguagem.

A seguir apresentamos os dados coletados no questionario de acordo com a
seguinte ordem: o enunciado da questdo; um quadro com os resultados e/ou

porcentagem e uma anélise das respostas obtidas.
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Questdo 01 e 02: veja a pagina 44 deste trabalho.

Questdo 03: O que vocé entende por Demonstragdo Matemaética?

Dos vinte e cinco alunos questionados, somente um deles ndo respondeu. Dentre
0s vinte e quatro restantes, dezessete responderam coerentemente com o conceito de
demonstracdo apresentado na parte inicial do presente trabalho e o restante, oito alunos,
utilizaram respostas que se distanciavam muito do conceito correto de demonstragéo.

Para melhor visualizarmos este resultado veremos o Quadro 2.

Quadro 2: Entendimento do conceito de demonstracdo matematica

CATEGORIAS N° DE ALUNOS PORCENTAGEM
Respondeu de maneira | 17 alunos 68%

coerente™

Respondeu de maneira | 07 alunos 28%

incoerente

Na&o respondeu 01 aluno 4%

Fonte: Pesquisa (agosto, 2009)

Os dados do Quadro 2 encontram-se representados no gréfico 2, a seguir:

Gréfico 2: Entendimento do conceito de demonstracéo

4%

O Respondeu de
maneira coerente

B Respondeu de
maneira
incoerente

6% O N3o respondeu

Fonte: Pesquisa (agosto, 2009)

1 De maneira coerente diz respeito a respostas que sdo iguais ou semelhantes ao conceito de
demonstragdo utilizado em Matematica e apresentado no presente trabalho.
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Percebe-se, a partir dos dados, que uma grande parte dos alunos, correspondente
a mais da metade deles, tem até um bom entendimento do conceito de demonstrar em
matematica embora, como veremos pelos dados posteriores, ndo tenham apresentado
uma definicdo de maneira adequada.

Das respostas citadas, destacamos alguns exemplos transcritos na integra. Vale
elucidar que os participantes serdo chamados de alunos A, B, C, ..., X. Tendo em vista
que o questionario foi respondido sem identificacao.

Exemplo de respostas coerentes com o conceito de demonstracao:

O aluno Q respondeu: “E a validagdo de uma verdade, pois diferentemente das
outras ciéncias, na matematica toda verdade é possivel demonstra-la, com exce¢do dos
axiomas.”. O aluno B afirmou que ¢ “um meio de se provar algo, mostrar que algo ou
alguma coisa ¢ verdadeiro.” Ja o aluno T explicou ser “uma esplanagdo, utilizando de
ferramentas ja conhecidas como definicdo, hipdtese e outros, para chegar a uma tese
(finalidade).” Nessas respostas observamos que estes alunos ja tinham nocdo do
conceito de demonstracdo, embora houve vérias imprecisdes nas suas respostas.
Destacamos que o aluno T apresentou dificuldades com relacdo a escrita, algo que se
repetiu também com outros alunos, evidenciando assim uma deficiéncia de coeréncia de
linguagem, o que no Capitulo 2 foi apresentado como dificuldade com relacdo a lingua
materna.

Exemplo de respostas incoerentes como conceito de demonstracao:

Nesse item destacamos duas respostas que nos chamaram bastante atencdo. O
aluno E respondeu: “Entendo que ¢ algo que quando a gente ta no ens. Médio que
vemos pronto, na universidade a gente desenvolve e passa a ser pronto, passa a ser
demonstrado”. Esse exemplo foi destacado pela dificuldade que o aluno teve de
expressar seu raciocinio, podendo-se observar no seu texto a falta de concordancia e
uma grande dificuldade com a linguagem usual, fato que foi comum em diversas outras
respostas, tanto nas desse aluno quanto nas de outros da turma.

Outra resposta que destacamos é a do aluno C: “Tudo aquilo que ¢ feito para
‘dizer’ como tal fato surgiu.” Nessa resposta ndo ha evidéncia de compreensdo
instrumental do conceito, pois o aluno parece ter tentado reproduzir algo que ele ja
havia escutado sobre demonstragdo, mas, da forma como escreveu, ndo conseguiu uma

explicacdo coerente.

Questéo 4: Cursou alguma disciplina na graduacdo onde o professor introduziu
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as Tecnicas de Demonstracdo Matematica?

Nessa questdo pedimos para que eles respondessem sim ou ndo, sendo que
quando respondessem sim era solicitado que citassem a disciplina. As respostas estéo
detalhadas no Quadro 3.

Quadro 3: Cursou alguma disciplina na graduacdo onde o professor introduziu as

técnicas de demonstracao.

OPCAO N° DE ALUNOS PORCENTAGEM
Sim 14 56%
Né&o 11 44%

Fonte: Pesquisa (agosto, 2009)

Os dados do Quadro 3 encontram-se representados no Grafico 3.

Gréfico 3: Cursou alguma disciplina na graduacdo onde o professor introduziu as

técnicas de demonstracéo.

O Sim
B Nao

56%

Fonte: Pesquisa (agosto, 2009)

Em geral percebemos que nesta questdo houve certo conflito quanto a
compreensdo do enunciado, pois a maioria dos alunos que respondeu sim, achou que
deveria responder sim se ja tivesse cursado disciplinas em que o professor tivesse

utilizado as técnicas e nossa intencdo era saber se o professor havia dado uma
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explicacdo sobre as mesmas.
Além disso, nessa questdo foi pedido que os alunos que responderam sim
citassem qual disciplina. As indicadas foram: Andlise Real, Geometria Euclidiana,

Andlise Combinatoéria e Probabilidade, entre outras.

Questdo 5: Conhece algum documento que fale do uso ou incentive a utilizagdo das
Técnicas de Demonstracdo Matemaética?

A esse item todos os alunos (25 alunos) responderam que ndo, o que mostrou a
necessidade do nosso trabalho, pois nos propomos a elaborar um Mdédulo de Ensino que

sirva de material para o ensino-aprendizagem das técnicas de demonstracdo matematica.

Questdo 6: Vocé acha que conhecer as Técnicas de Demonstracdo Matematica ajudaria

ou facilitaria a aprendizagem das Disciplinas do curso? Em caso afirmativo, por qué?

Nesse quesito, todos os alunos (25 alunos) responderam afirmativamente. Dessa
forma, podemos afirmar que os alunos tém consciéncia da necessidade de estudar as
técnicas de demonstracdo, uma vez que compreendem e afirmam que este estudo
poderia ajuda-los na aprendizagem de muitas disciplinas.

Ressaltamos que nesse item pedimos ainda que os alunos que responderam sim
justificassem sua afirmacdo. A seguir analisamos algumas respostas apresentadas.

O Aluno A respondeu: “Falam bastante pra gente do curso, das demonstragdes
como a esséncia da matematica”. J& o aluno L afirmou: “Acredito que o curso ¢ todo
baseado em demonstragdes”; o aluno S, semelhantemente ao aluno L escreveu: “Porque
sdo varias disciplinas do curso que requerem demonstragdes”; o Aluno Y: “Porque
varias disciplinas relacionadas a matematica possuem teoremas e propriedades que
precisam ser validadas através de demonstragdo”. A partir dessas respostas podemos
tecer algumas consideracfes importantes. Primeiramente, os comentarios dos alunos
mostram claramente que eles ndo s6 entendem que estudar as técnicas de demonstra¢des
matematicas é importante para sua aprendizagem, mas também compreendem que
muitas disciplinas no curso de Matematica necessitam de demonstragdes. Outra
consideracdo importante é que nessa questdo tais alunos conseguiram expressar de

forma clara seu pensamento.
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Questdo 7: Quanto a interpretacdo da linguagem matematica, qual seu grau de
habilidade?

Nessa questdo oferecemos quatro possibilidades de respostas: ruim, médio, bom
e O0timo e, em seguida, pedimos para que eles explicassem sobre a opg¢édo escolhida. As

respostas podem ser melhor visualizadas no Quadro 4.

Quadro 4: Grau de habilidade quanto a compreenséo da linguagem matemaética.

GRAU N° DE ALUNOS PORCENTAGEM
Ruim 03 alunos 12%
Medio 14 alunos 56%
Bom 08 alunos 32%
Otimo Nenhum aluno 0%

Fonte: Pesquisa (agosto, 2009)

Os mesmos dados podem ser também visualizados no Gréfico 4.

Gréfico 4: Grau de habilidade quanto a compreensdo da linguagem Matematica.

0% 12%

321/0

O Ruim
B Médio
0O Bom
0O Otimo

Fonte: Pesquisa (agosto, 2009)

Conforme verificamos, a maioria dos alunos considera ter pouca (ruim ou
média) compreensdo da linguagem matematica, nenhum dos alunos considera que tenha

uma otima compreens&o e apenas oito acreditam ter uma boa habilidade.
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Destacamos abaixo algumas respostas referentes a cada item das opgdes
fornecidas quanto ao grau de habilidade na compreenséo.

Dos alunos que consideram que tém uma habilidade ruim quanto a linguagem
matematica, destacamos a resposta do aluno A que diz: “quando pego um livro,
geralmente de nivel superior, ndo entendo muitas passagens”. Esse aluno expressa com
bastante clareza sua dificuldade com a linguagem matematica. Pela forma como ele
escreve percebemos que a dificuldade com a linguagem ndo se situa no que
classificamos no item 2.3 como dificuldade com relacdo a lingua materna, visto que ele
escreve de maneira clara. 1sso nos leva a supor que sua dificuldade seja diretamente
com a linguagem matematica por ndo ser uma linguagem corriqueira.

Quanto aos alunos que responderam a segunda opgdo, ou seja, ter uma
habilidade média em relacéo a linguagem, citamos a seguir alguns de seus comentarios.
O aluno H destaca classificar sua habilidade como média, “Devido a abstracdo de
alguns conteudo abordados”. Ja o aluno B afirma: “As vezes me enrolo na
interpretacdo”; o aluno O: “Consideraria bom se quando eu vise entende-Se
imediatamente, mas ainda preciso olhar e pensar um pouco”. Considerando as respostas
anteriores, notamos que esses alunos pensam que, com esforco e mais atencdo, eles
teriam um melhor entendimento da linguagem matematica. Outro fator de destaque no
que eles escrevem € a abstracdo e interpretacdo, elementos fundamentais da linguagem
matematica. Acreditamos que, no caso desses alunos, ja existe uma atencdo com relacao
a abstracdo e, também, atencdo diferenciada a nova linguagem, mas ao mesmo tempo,
eles demonstram ndo saber como desenvolver tais habilidades. Vale lembrar que esta
opcao foi a da maioria dos participantes.

Em relacdo aos que responderam bom, enfatizamos que mesmo respondendo que
consideram ter certo grau de habilidade com a linguagem matematica, ainda houve
algumas respostas que indicaram necessidades que precisam ser trabalhadas. Como
exemplo, o aluno J escreveu: “Gosto da linguagem matemadtica, convivo com ela todos
os dias, mas tenho alguma dificuldades”; ja o aluno K: “Da pra intender a maioria das
coisas”. Na verdade, percebemos que eles tém dificuldades também na escrita usual,
pois a grande maioria das respostas, como pode ser visto pelos registros aqui transcritos,
apresenta erros basicos de gramatica e ortografia. Alguns alunos tiveram dificuldades
até com o questionario, em relacdo a interpretacdo do enunciado de algumas questdes, o

gue é muito preocupante para alunos que estdo no ensino superior.
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Questdo 8: Quanto a utilizacdo das Técnicas de Demonstracdo Matematica, qual seu
grau de habilidade?

Nessa questdo, como na anterior oferecemos quatro possibilidades de respostas:
ruim, médio, bom e 6timo e, em seguida, também pedimos para que eles explicassem

sobre a opcéo escolhida. O Quadro 5 ilustra melhor esses resultados.

Quadro 5: Grau de habilidade quanto a utilizacdo das técnicas de demonstracdo

matematica.

GRAU N° DE ALUNOS PORCENTAGEM
Ruim 11 alunos 44%
Medio 13 alunos 52%
Bom 01 aluno 4%
Otimo Nenhum aluno 0%

Fonte: Pesquisa (agosto, 2009)

Os dados do quadro se encontram ainda explicados no Grafico 5.

Gréfico 5: Grau de habilidade quanto a utilizacdo das técnicas de demonstracao

matematica.
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O Ruim
B Médio
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O Otimo
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Fonte: Pesquisa (agosto, 2009)
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Nesta questdo, como na anterior, nenhum aluno assinalou a alternativa referente
a uma 6tima habilidade, o que nos leva a concluir que exista uma grande necessidade de
se trabalhar a linguagem matematica, bem como as técnicas de demonstragdes
matematicas. Assim, desde o inicio do Mddulo, j& tinhamos como certo que valeria a
pena realizar um trabalho desse tipo tendo em vista a necessidade de tais alunos.

De todos os questionamentos, esse foi 0 que mais chamou nossa atencéo, pois
observamos que os alunos responderam a parte da questéo que se referia a explicagdo de
suas respostas como um pedido de socorro, solicitando que as demonstracdes
ganhassem um espaco oficial nas disciplinas do curso de Matematica, como ocorreu,
também, na experiéncia piloto.

Outro fator preocupante foi o fato de que somente um aluno considerou ter um
bom grau de habilidade com as técnicas de demonstracdo e, como ja& mencionamos,
nenhum respondeu que tem uma 6tima habilidade, enquanto que um grande nimero de
alunos considera ter um grau de habilidade ruim. Apresentaremos a seguir algumas
respostas ilustrativas.

O aluno V respondeu que tinha uma boa habilidade com as técnicas, mas quando
precisou explicar respondeu o seguinte: “Nem sempre consigo atingir o resultado a ser
demonstrado”, o que para nds implica que ele também ndo possui muito contato com o
uso correto das técnicas de demonstracéo.

Dentre os alunos que marcaram o item 2, correspondente a uma habilidade
média, citamos duas respostas. O aluno Q: “No curriculo de Licenciatura em
Matematica ndo tem uma disciplina que trata especificamente de técnicas de
demonstracdo matematica o que é lastimavel, da mesma forma, tal assunto deveria ser
introduzido ainda no ensino médio e até mesmo no fundamental”; enquanto o aluno Y:
“Ainda ndo sou capaz de fazer demonstragdes cuja explicacdo ainda ndo tenha
visualizado”. Essas respostas nos levam a concluir que ha uma falta de compreenséo e,
portanto, a necessidade de se realizar um estudo das técnicas de maneira explicita, como
um conteudo especifico. Destacamos que o aluno Y, pode ser tomado como exemplo de
alguém que ja tinha um entendimento minimo quanto as técnicas, mas se limitava a uma
repeticdo de algo que ele ja tinha visto anteriormente. Como ele se classificou como um
aluno que tem uma habilidade média quanto as demonstracbes matematicas, podemos
inferir que o entendimento que tem corresponde ao que chamamos de compreensao
instrumental.

Destacamos ainda outras duas respostas referentes aos alunos que assinalaram o
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item 1, que correspondia a um grau de habilidade ruim em relacdo as técnicas de
demonstracdo em matematica. A resposta do aluno E, “Quase nenhuma habilidade
matematica quanto as demonstragdes”, nos chamou atencdo pela dificuldade com
relacdo as técnicas e o quanto este aluno deve apresentar dificuldades com disciplinas
mais demonstrativas. O aluno F, por sua vez, expressa uma expectativa positiva quanto
a esse Modulo de Ensino: “Tenho muita dificuldade que desejo com muito esfor¢os que
sejam superados nesta disciplina”.

Verificamos a partir destas respostas o quanto é valida a tentativa de amenizar as
dificuldades de abstracédo e habilidade matematica, pelo desenvolvimento desse Mddulo
de Ensino que trata especificamente de demonstracdo matematica. Lembramos que 0s
alunos do curso de Matematica da UFRN, ndo possuem nenhuma disciplina especifica
obrigatéria que trate da linguagem matematica, logica, abstracdo matematica ou
demonstraces matematicas. O que os alunos conhecem é o modelo que reproduzem de
seus professores ou de exemplos vistos em livros das disciplinas do curso de
Matemética.

A nona questdo, a penultima do questionario, pedia para que eles respondessem
sobre o entendimento que possuiam a respeito de alguns termos ou definicdes muito

usadas na Matematica.

Questdo 09: Escreva o que voceé entende por:
a) Proposicao;

b) Teorema;

c) Axioma;

d) Corolario;

e) Lema;

f) Hipotese;

g) Tese;

h) Inducdo matematica.

Nessa questdo, nosso objetivo era perceber qual entendimento os alunos tinham
desses termos que sdo tdo usados nas demonstragdes. O resultado mais uma vez
mostrou a necessidade de uma intervencdo, como a realizada na nossa pesquisa, pois
percebemos que a grande maioria dos alunos ou respondeu que ndo sabia o significado

desses conceitos ou ndo responderam corretamente.
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O Quadro 6 conttm uma sintese das respostas obtidas, apresentadas

quantitativamente.

Quadro 6: Respostas dos alunos referente ao entendimento de termos

corriqueiramente utilizados nas demonstracdes matematicas.

ITEM NAO SABE/ NAO | RESPONDEU RESPONDEU
LEMBRA INCOERENTEMENTE COERENTEMENTE
Proposi¢do 08 alunos 14 alunos 03 alunos
Teorema 08 alunos 08 alunos 09 alunos
Axioma 07 alunos 06 alunos 12 alunos
Corolério 14 alunos 06 alunos 05 alunos
Lema 17 alunos 05 alunos 03 alunos
Hipdtese 04 alunos 11 alunos 10 alunos
Tese 04 alunos 10 alunos 11 alunos
Indugdo matematica | 12 alunos 06 alunos 07 alunos

Fonte: Pesquisa (agosto, 2009)

Mais uma vez chamamos a atencdo para o numero de alunos que ndo tem
compreensdo do conceito coerente, o correspondente ao nimero de alunos que
respondeu que ndo sabia ou respondeu de maneira incoerente. Percebe-se assim que se
precisa realizar um trabalho junto aos professores e alunos para conscientizacdo da
necessidade de buscarem compreender os termos, conceitos e definigdes que serdo
trabalhados durante todo o curso de Matematica e, também, no exercicio de sua pratica
docente.

A Ultima questdo (questdo 10) se referiu a importancia que eles davam ao ensino

de demonstracgdes.

Questdo 10: Na sua opinido, qual a importancia das demonstra¢cdes matematicas

para o ensino de Matematica?

Como essa questdo era para ser respondida de maneira pessoal, destacamos
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algumas respostas que acreditamos serem validas para expressar que alguns alunos, ja
no inicio do Mddulo de Ensino, tinham interesse em estudar as técnicas de
demonstracdo para amenizar algumas dificuldades encontradas nas disciplinas do curso
mais abstratas ou que envolviam muitas demonstracdes de teoremas.

As respostas dos alunos C, J e M, se referem a importéancia que o entendimento
das técnicas pode ter para a aprendizagem de Matemaética. Esse fator € um dos maiores
pilares do nosso trabalho, uma vez que trabalhamos com o ensino-aprendizagem das
referidas técnicas. Essas respostas estdo destacadas a seguir.

Aluno C: “E de suma importincia pois com as técnicas fica mais facil de
entender a matematica.”

Aluno J: “E necessario e deve ser bem explicado aos alunos. Facilita o
entendimento das disciplinas.”

Aluno M: “No meu ponto de vista, ¢ muito bom e talvez os alunos entederiam
melhor a matematica.”

J& o aluno P, destaca outro fator chave deste estudo, que se enquadra no nosso
objetivo geral que é levar os alunos a compreensdo relacional das técnicas de
demonstragdo. Segundo ele, as demonstragdes matematicas sdo “De extrema
importancia, pois desenvolve no aluno o interesse, a curiosidade, o raciocinio,
aumentando o nivel de abstracdo do aluno”. Concluimos, assim, que esse aluno tem um
entendimento de que as técnicas de demonstracdo desenvolvem no aluno habilidades,
que fazem com que as demonstracdes matematicas tenham seu grau de importancia na
aprendizagem de Matemaética, que vao além de simplesmente demonstrar, mas de tornar
0 aluno mais criativo e com uma maior capacidade de abstracao, levando-o assim a uma
maior autonomia na sua aprendizagem.

No final do questionario foi deixado um espaco para que, se achassem
necessario, os alunos o utilizassem para comentarios e sugestdes. Mesmo a maioria dos
alunos (quinze) tendo deixado esse espago em branco, apresentamos alguns dos
depoimentos recebidos.

Aluno A: “Ha algum tempo espero ansiosamente por esta disciplina (teor. dos
n%), pois imagino que fuja de uma visdo da matematica enquanto sinbnonimo de
‘contas’, ‘calculos’.”

Aluno G: “Acredito que se o curso de matematica tivesse uma introducao ao
conceito de demonstracdo ou até mesmo a disciplina de logica no inicio do curso iria

ajudar muitos alunos no processo de formagao.”
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Aluno J: “Gostaria que essas perguntas feitas acima que eu ndo pude definir
fosse aplicada nesta disciplina.”

Aluno N: “Acredito que os temas abordados acima, deveria ser utilizado logo ao
ingresso do curso.”

Aluno T: “Gostaria que houvesse a oportunidade particular de algum curso de
demonstragdo matematica.”

Essas respostas foram destacadas também para mostrar que o Modulo de Ensino
ja era valido para os alunos e observarmos que, mesmo os alunos ndo conhecendo do
que iriamos tratar especificamente, ja havia uma expectativa e uma esperanca na
melhoria de suas aprendizagens. Ressaltamos que esse foi um elemento de grande
importancia logo no inicio do nosso trabalho.

Destaca-se ainda que, embora ndo fossem obrigados a responder esse ultimo
item, entendemos que muitos alunos resolveram respondé-lo com o intuito de
reivindicar um auxilio em pontos que eles percebem ter dificuldades como o significado

dos termos, a linguagem matematica e as técnicas de demonstracdo matematica.

4.1.2 Avaliagéo do Momento |

Ao fim desse Momento I, foi possivel concluir que seus objetivos foram
alcancados, uma vez que ja conheciamos o perfil do aluno com relacdo a faixa etaria e
curso. A partir dos dados coletados no questionario foi possivel também realizar uma
andlise do entendimento que eles tinham do conceito de demonstracdo em Matematica,
bem como, da importancia que a aprendizagem das técnicas tem para 0 ensino de
Matematica, além de verificarmos o entendimento que tais alunos tinham de diversos
termos e defini¢des que tém extrema importancia na Matematica.

Vale destacar que no final desse Momento era esperado que o aluno, a partir do
questionario, pudesse ter uma perspectiva do que iriamos estudar no Modulo, e, que ele
se sentisse desafiado a expressar suas opinides e questionamentos ou, pelo menos,
percebesse a necessidade de uma linguagem propria da Matematica.

Observamos que tal expectativa foi alcancada, pois pela propria forma com que
se expressaram, em especial nas perguntas relacionadas a sua viséo sobre a importancia
de se estudar essas técnicas, anunciaram suas necessidades, tendo alguns deixado claro

que precisavam de ajuda principalmente com relagdo ao estudo mais sistemético das
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técnicas e da linguagem utilizada no ensino de Matematica.

Destacamos ainda que a analise desses questionarios logo no inicio da
Intervencdo nos deu base para inferirmos no pensamento dos alunos, caracteristica do
construtivismo radical tdo enfatizada nesse trabalho, o que nos permitiu comecar o
Modulo de Ensino conhecendo um pouco das necessidades e do entendimento que 0s

participantes tinham sobre 0 que nos propomos a executar.

4.2 MOMENTO II

O Momento Il consistiu em dois encontros. Em um primeiro contato com as
demonstracfes matematicas, o contetdo matematico foi colocado dentro de uma
conjuntura natural através da andlise textual de dialogos centrados em interessantes
temas matematicos e alguns paradoxos.

Nesses encontros, os participantes foram convidados a identificar e avaliar 0s
argumentos dos personagens nos dialogos, bem como responder aos guestionamentos
trazidos em cada texto, entregues e lidos previamente, defendendo suas opinides e
expressando suas ideias. Destacamos que 0s objetivos desses dois encontros foram:

e Discutir e analisar os dialogos apresentados nos textos, para que assim os alunos
expressassem suas linhas de raciocinio, exercessem a argumentacdo e a
criatividade;

e Aproximar os alunos das demonstracdes dentro de uma conjuntura natural,
levando-os a interpretacdo, analise e avaliacdo desses dialogos de maneira critica
e reflexiva.

Vale ainda ressaltar que nesse Momento era esperado que os alunos, num contexto
informal, expressassem suas ideias em forma de argumentacdo, uma vez que
argumentam, mas ainda ndo tematizam, o conceito de demonstracéo.

A seguir apresentamos detalhadamente os encontros realizados neste Momento e

uma avaliag&o sobre o alcance dos objetivos de tais encontros.
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4.2.1 Encontro 11

O segundo encontro do Modulo foi direcionado para a discussdo dos textos
entregues aos grupos na aula anterior. Vale lembrar que tais textos foram extraidos da
primeira parte do livro Introdugdo as Técnicas de Demonstracdo em Matematica
(FOSSA, 2009a) o qual, como destaca Fossa (2009a, p. 7), “consiste em uma serie de
dialogos que, embora sejam sobre assuntos relacionados a matematica, desenvolvem-se
dentro do contexto quotidiano™.

No inicio da aula (encontro), motivamos 0s grupos, seguindo a sequéncia da
apresentacdo, a comecar por expor suas opinides sobre a metodologia utilizada.
Sugerimos que todos os presentes participassem da discussdo promovendo uma espécie
de debate, onde eles poderiam confrontar opinides, defender suas posicGes e avaliar as
criticas uns dos outros.

Esse inicio de aula (encontro) foi bem polémico, pois os alunos, em sua maioria,
reclamaram muito da linguagem do texto e do fato de precisarem ler e pesquisar. Os
argumentos utilizados foram a falta de tempo, de familiaridade com a linguagem e a
dificuldade de interpretar os exercicios propostos, entre outros. Provavelmente, essas
reclamagdes foram maiores por estarmos trabalhando com uma turma do curso noturno.
Observamos que a novidade de minimizar o conteddo matematico e trabalhar com uma
linguagem quotidiana foi aceita com dificuldade por grande parte dos alunos. Vale
destacar que os mesmos alunos que faziam tais reclamacgbes tinham uma grande
dificuldade com a exposicdo de argumentos que as justificassem e tinham grande
dificuldade de leitura ao precisar exercé-la na discussao.

Notamos que esses alunos apresentavam os dois tipos de dificuldades citadas na
secdo 2.5, com a lingua materna e com a linguagem matemaética, o que deveria motiva-
los a estudar mais. Porém, observamos que para eles o fato de precisar se expor e
trabalhar suas dificuldades era mais dificil que trabalhar com a nova metodologia de
ensino que exigia deles maior autonomia e responsabilidade para com sua
aprendizagem. Acreditamos que isso se deve a diversos fatores, mas, em especial, ao
fato da maioria de seus professores trabalharem ainda com a abordagem tradicional, fato
mencionado pelos proprios alunos.

Alguns alunos, porém, gostaram da metodologia e disseram que mesmo ndo

estando acostumados com leitura em Matematica, acreditaram ter sido bastante valido o
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esforco de vencerem as resisténcias e realizarem a leitura proposta. Dentre estes, alguns
até mencionaram que durante a leitura se familiarizaram um pouco mais com alguns
termos matematicos que foram abordados no questionario da primeira aula, cujo
significado ndo entendiam. A maior parte desses alunos mencionou que uma grande
dificuldade que tém com o linguajar matematico € de a linguagem ser muito peculiar e
haver palavras que sdo comumente usadas apenas em Matematica, como corolario e
axioma, por exemplo.

Depois dessa primeira parte, em que os alunos puderam expor sua opinido sobre
a metodologia que utilizamos, comecamos a discussdo. Cada grupo, formado em média
por 06 participantes, apresentou seu dialogo abordando as partes que consideravam mais
importantes do texto. Em seguida, desenvolveu alguns dos exercicios propostos, e, por

fim, ocorreu um debate sobre o contedo apresentado.

Figura 1: Alunos realizando discussdo em grupo

Fonte: Pesquisa (agosto, 2009)
No paragrafo anterior comentamos sobre os grupos de trabalho, a Figura 1

ilustra um desses grupos discutindo o texto que ficou sob sua responsabilidade, para, em

seguida, apresenta-lo a turma.
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Primeiramente, o grupo do dialogo da segunda-feira apresentou sua parte. Como
essa foi a primeira apresentacdo, a classe parecia um pouco timida, tendo o grupo um
pouco mais de trabalho para que houvesse uma participacdo da turma. Além disso,
alguns problemas apresentados tiveram diversas solucGes diferentes e por vezes tivemos
que intervir para leva-los ao conceito correto de alguns termos e defini¢cdes, como
paradoxo, dilema, e ainda sobre os problemas paradoxais apresentados no texto.

Percebemos que a maior dificuldade encontrada pelos alunos foi querer, de
qualquer forma, encontrar uma solucdo exata para os problemas paradoxais. Vimos
entdo que o conceito de paradoxo parecia dificil de ser compreendido, uma vez que,
para a maioria dos alunos, deveria ter uma solucdo exata para todo e qualquer
questionamento matematico.

Uma das partes do texto mais comentadas na discussao foi o sétimo paragrafo de

Fossa (2009a, p. 12) citada a seguir:

‘Esta confundindo duas coisas distintas,” expliquei. “Uma é o Burrinho de
Buridan, um paradoxo sobre livre-arbitrio, e a outra € um problema da teoria
de conjuntos infinitos. No primeiro, o animal € tdo burro que ndo consegue
escolher entre duas pilhas exatas de feno; visto que as pilhas sdo exatamente
iguais, ndo tem motivo de preferir uma & outra e, portanto, o burro morreu de
fome. No segundo, precisamos escolher, de cada conjunto de uma colecéo
infinito, um elemento sem ter uma regra para fazer a mesma.’

Como no texto havia certa confusdo de conceitos por parte nos envolvidos no
dialogo, os alunos também se questionaram muito, pois o texto os levava a refletir nas
diferencas entre as afirmacdes. Por alguns terem dificuldade de interpretacdo do texto,
os alunos com melhor desempenho quanto ao raciocinio envolvido queriam impor suas
respostas, 0 que causou muita polémica. Nessa situacdo, precisamos intervir e ajuda-los
a ler de forma mais lenta, percebendo os fatos e conceitos envolvidos no texto. Ao fazer
isso, percebemos que, a medida que eles chegavam a compreensdo, a polémica ia
diminuindo e a discussao voltava a fluir.

Depois do texto, houve a discussdo dos exercicios. A maioria dos alunos sentiu
dificuldades em duas das questfes discutidas, mais uma vez relacionadas a definicao de

paradoxo. Seguem-nas:

3. O que é um paradoxo? Se é algo que confronta as nossas expectativas, sera
que € sempre ‘na nossa cabega’? [...]

7. Alguns conjuntos sdo elementos de se mesmo; mas sdo raros. Os mais
comuns sdo 0s que ndo sdo elementos de si mesmo. O conjunto de todos os
gatos, por exemplo, ndo é um gato. Agora, seja X a colecdo de todos os
conjuntos que ndo sdo elementos de si mesmo. Pergunta: X pertence a se
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mesmo? (FOSSA, 20093, p. 16)

Outra vez precisamos intervir no sentido de ajuda-los a compreender que quando
se estuda Matematica nem sempre precisamos fazer referéncia a nimeros ou férmulas,
mas que trabalhar o raciocinio lo6gico através de argumentagdo ou interpretacdo também
faz parte dos saberes de Matematica.

Em seguida, o grupo da terca-feira expds sua parte, enfrentando um pouco
menos de problemas em motivar a sala, pois, apds a primeira discussao, os alunos
responsaveis pela apresentacdo ja se sentiam mais seguros e assim, desenvolviam o seu
trabalno de maneira mais direta, relacionando sua parte do texto a situacOes
matematicas ja enfrentadas por eles. A medida que os participantes discutiam o texto,
citavam exemplos de situacbes em que encontraram palavras ou conceitos novos, em
diversas disciplinas do Curso. Para exemplificar um aluno afirmou que a primeira vez
que escutou a palavra proposi¢cdo numa aula de Matematica pensou que o professor
estava falando de preposicéo, que é um conceito utilizado na Lingua Portuguesa.

Nesse dialogo, houve o primeiro contato com a palavra demonstracdo. Isso foi,
de certa forma, bastante motivador, principalmente para os responsaveis pela discussao.
No texto Fossa (2009a, p. 19), o didlogo apresentado foi:

‘Muito bem! Me diga, entdo, qual o propdsito de uma demonstragcdo? Nao ¢
simplesmente convencer seu interlocutor da verdade da sua proposta?’ Aqui,
ele encarou seu irmdo, apontou para ele e disse: ‘Vocé€, Gu-yong! Seu
argumento nao me convenceu. Logo, é um argumento que nao realizou seu
proposito. Logo, é um argumento invalido. Logo, ndo conseguiu provar que
hé& somente um ndmero finito de defini¢Bes. Logo, vocé esta errado. Logo, ha
um numero infinito de defini¢des.’

Esse trecho despertou ainda mais questionamentos. Um deles foi a constante
confusédo que se faz entre demonstrar e convencer, mas o grupo articulador do debate
soube enfatizar a diferenca e a turma chegou a compreensdao correta do que seria
demonstrar, segundo o texto.

Foram destacados ainda, por parte dos alunos, alguns exemplos que apareciam
no texto os quais, segundo eles, eram mais comuns na linguagem matematica, como a
ideia de conjunto. No texto, Fossa (2009a, p. 21) apresenta essa ideia dentro do dialogo

a sequir:

[...] ‘Tem outra maneira de definir um conjunto. A idéia ¢ dar uma condigao
que algo tem de satisfazer para pertencer ao conjunto. Escrevemos assim:
X={xeZ: x=2y para algum yeZ}. Isto &, X é o conjunto de todos os inteiros
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pares. A primeira parte (xeZ) delimita o universo do qual tomaremos os
elementos de X. Aqui requeremos que X seja um subconjunto dos ndmeros
inteiros (Z). A segunda parte (x=2y) é a condicdo de pertinéncia; indica que
nem todo inteiro pertence a X — s os que satisfazem a condicdo de que séo
duas vezes algum inteiro, isto €, os pares.’

Um aluno que estava repetindo a disciplina e até entdo estava sem participar da
discussdo exclamou: “Ah! Isso sim é Teoria dos Numeros”. Questionamo-lo a respeito
de sua afirmagéo e ele alegou ter familiaridade com a ideia de conjuntos e nos
perguntou se o texto tinha algo ligado a divisibilidade. Notamos ai que esse aluno ja se
sentia apto a participar das discussoes.

Quanto a secdo de exercicios desta parte dos dialogos, destacamos dois que

foram os mais citados. No livro, Fossa (2009a, p.24) questiona:

5. 0 que ¢ um “nimero quebrado”? Defina ntimero!

8. Se houver um certo grupo de coisas que queremos definir, digamos cisnes,
a definicdo poderd falhar em duas maneiras diferentes. Pode ser restrita
demais, ou seja, ha alguns cisnes que ndo cabem na defini¢do, ou lata
demais, ou seja, ha coisas que cabem na definicdo que ndo sdo cisnes. Uma
definicdo pode ser restrita e lata a0 mesmo tempo?

Destacamos que estes foram 0s mais citados na discussdo por motivos bem
distintos, o primeiro pela facilidade de compreensdo e o segundo pela dificuldade de
interpretacdo do texto. Mais uma vez enfatizamos a necessidade de uma leitura com
mais calma e atengéo aos detalhes.

Por fim, foi apresentado o didlogo da quarta-feira e, como neste texto apareciam
mais situacdes envolvendo problemas matematicos, nUmeros e processo de contagem, a
sala participou de maneira mais segura. Também atribuimos essa seguranc¢a ao contato
com a leitura, pois, como ja haviam se apresentado dois grupos anteriormente, muitos
alunos que reclamaram no inicio e que se negaram a participar do debate por ndo
entenderem a linguagem, comecaram a se familiarizar e ao fim deste encontro
comentaram que seu conceito sobre a metodologia era um pouco diferente.

Nessa parte dos dialogos, mais uma vez o aluno que ja havia cursado a disciplina
Teoria dos NUumeros afirmou ter certa familiaridade com o conteudo envolvido no texto,
s0 nao sabia dizer de onde ela vinha, se da disciplina Histéria da Matematica ou se
havia estudado algo relacionado a isso anteriormente na disciplina Teoria dos NUmeros.
Fossa (2009a, p. 26) apresenta um paradoxo sobre numeros infinitos bastante conhecido
na Histdria da Matematica. Como nas outras partes do texto, o contetdo é apresentado

em forma de diélogo:
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[...] ‘mas deixe-me contar a histéria. Um dia todos os apartamentos estavam
ocupados quando, devido a um erro de planejamento, chegou um nimero
infinito de hospedes novos. Mas, Hilbert conseguiu transferir todos os
hospedes ja hospedados para os apartamentos de nimeros pares da seguinte

LOOOLE®
Lll il e

DOHEOO®OVO

Desta forma, tem todos os apartamentos de ndmeros impares livres. Visto
que ha um ntmero infinito de nimeros impares, ele pode colocar o nimero
infinito de recém-chegados nesses apartamentos livres.’

Mais uma vez, a maior polémica nessa parte do texto foi quanto a relagédo entre

paradoxo e Matematica. Na verdade, notamos que uma parte dos alunos ndo havia

compreendido ainda o conceito de paradoxo. Intervimos apresentando alguns exemplos

de paradoxos famosos em outras areas, falando um pouco de pessoas bastante

conhecidas como Kurt Godel, Maurits Cornelis Escher e Johann Sebastian Bach, que na

matematica, arte e masica, respectivamente, fizeram uso desses paradoxos de forma

bastante rica. Para ilustrar 0 momento e motiva-los a pesquisar um pouco mais sobre

isso, apresentamos algumas imagens de Escher, o qual enriqueceu a arte com suas telas

paradoxais. Uma das imagens apresentadas em sala encontra-se destacada a seguir.

Figura 2: Queda D’agua

Fonte: http://www.em.ufop.br/dearg/biblioteca/villela_clarisse_figurasparadoxais.pdf


http://pt.wikipedia.org/wiki/G%C3%B6del,_Escher,_Bach%5ClKurt_G.C3.B6del
http://pt.wikipedia.org/wiki/G%C3%B6del,_Escher,_Bach%5ClMaurits_Cornelis_Escher
http://pt.wikipedia.org/wiki/G%C3%B6del,_Escher,_Bach%5ClJohann_Sebastian_Bach

73

No fim da aula, procuramos motivar os alunos a fazer a préxima atividade,
expondo para eles a necessidade de se conhecer a linguagem matematica e de sempre
buscar pesquisar os termos que eles ndo conhecem ou de cujo significado ndo tém
certeza.

Chamamos a atencdo da turma para a forma correta de se realizar esse tipo de
pesquisa, buscando sites confidveis, evitando usar qualquer resposta encontrada na
internet. Achamos necesséario fazer isso por notar que a maioria dos alunos ndo tinha
seguranca nas respostas e até apresentava respostas incoerentes na discussao.

Como nem todos 0s grupos puderam apresentar sua parte nesse encontro,
propomos que o encontro seguinte desse continuidade as apresentag@es. Solicitamos que
a turma lesse novamente os textos e observasse 0s pontos para 0s quais chamamos
atencdo para que houvesse uma melhora na metodologia de apresentacéo.

Nesse segundo encontro encontramos algumas dificuldades. A primeira porque
uma parte dos alunos ndo se preocupou em pesquisar todos os termos e diversas vezes
tivemos que ajudar o grupo a expor de maneira correta seu conteldo. A Segunda
dificuldade ocorreu porque uma parte significativa dos alunos foi muito resistente,
afirmando nunca ter tido contato antes com esse tipo de Matematica. Por este motivo,

apenas trés grupos se apresentaram, ficando os dois restantes para o encontro seguinte.

4.2.2 Encontro 111

Como foi dito no item anterior, o terceiro encontro deu continuidade a discussdo
dos textos entregues no primeiro. Assim, consistiu na apresentacdo de dois grupos, que
correspondiam aos dialogos cujo titulo eram quinta-feira e sexta-feira.

O primeiro grupo, classificado como quinta-feira, motivou bem a sala a
participar da discussdo, embora eles préprios tenham encontrado diversos obstaculos,
como ndo ter compreendido o processo de contagem que aparece no texto, processo
desenvolvido pelo famoso matematico Georg Cantor (1845-1918). O que podemos
destacar dessa apresentacdo foi que, embora ndo tendo total compreensdo do texto, os
alunos pesquisaram sobre 0 assunto, questionaram ndo s6 uns aos outros, mas também a
professora e demonstraram bastante interesse, ndo se contentando apenas em expor, mas

buscando a compreenséo do texto como um todo.
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Nessa parte, 0 mais polémico em relacdo a dificuldades, partiram das seguintes

questdes de Fossa (2009a, p. 38):

2. A proposta de Moacir é diferente do que a contagem feita por Cantor?
5. Mostre que a demonstracdo de Moacir sobre 0s nimeros reais € invalida.
6. Ajeite a demonstracdo de Moacir sobre os nimeros reais.

Quando questionados sobre a dificuldade em relacédo a resolucao dessas questdes
(nenhum aluno conseguiu respondé-las corretamente), alguns responderam que, quando
viram que ndo iam conseguir responder as atividades desistiram sem nem ao menos
tentar resolver, outros disseram que faltou compreensdo do conteudo relacionado as
questdes. Do texto que se tratava da proposta feita pelo personagem Moacir, destacamos
a fala de um aluno quanto a falta de habilidade em realizar demonstragdes: “Eu nao sei
demonstrar nem em Matematica, a senhora me vem com essas demonstraces que
parecem mais aula de portugués. Eu escolhi fazer foi matematica”.

Sobre a colocacdo feita pelo aluno, questionamos a turma de uma maneira geral
se a interpretacdo e o bom uso de linguagem sdo algo que s6 os estudiosos de linguas
devem fazer. Como faltava ainda se apresentar um grupo, resolvemos deixar essa
discussdo para outra oportunidade, no entanto, pedimos que eles discutissem entre si
guando fossem se reunir em grupo.

O ultimo grupo teve a tarefa de expor o texto referente ao dialogo intitulado
sexta-feira, sendo 0 menos polémico por contar com uma maior participacdo da turma,
uma vez que linguagem e interpretacdo j& haviam ganho uma maior valorizagdo de
maneira geral. Esse grupo foi também o que deu abertura para comecarmos a falar de
argumentacdo e demonstracdo matematica, pois os exemplos do seu texto ja traziam
guestionamentos sobre verdade, argumentacdo e demonstracdo. Como exemplo,

podemos citar uma parte do texto referente a discussao sobre argumentacéo:

‘Bem, Gu-yong, suponho que um argumento pode ser perfeitamente bom,
mas deixar de convencer alguém. Pode ser que é complicado demais e assim
fica dificil de entender.

N&o sei como pode dizer que um argumento desse tipo seria bom, amigo
Moacir,” insistiu Su-yong. ‘Se ndo me convencer, como € que me servira?
Naio acreditarei na conclusdo, mesmo se for verdadeira.’

‘Tem de ser verdadeira,” concluiu Gu-yong.

‘Isto ndo ¢ verdadeiro,” respondi. ‘Um argumento bom certamente podera ter
uma conclusao falsa.’

Para Su-yong, isto foi uma idéia nova — e uma que o agradava. ‘Muito
poético, amigo Moacir! Mostra que a suposta racionalidade da matematica é
uma ilusdo efémera da arrogancia humana. Zenao teve razao!’

Gu-yong, portanto, teimou. ‘Pode ser que ndo ha muitos argumentos bons,
mas isto ndo muda o conceito. Um argumento bom é um que me convence da
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verdade de uma verdade. Se me convence da verdade de uma mentira, € um
argumento ruim.’. (FOSSA, 2009a, p. 40)

A discussdo desse texto nos remeteu a uma questao do exercicio que tratava do
papel da verdade nos argumentos. Percebemos, que de todas as apresentacdes, esta foi a
que obteve um maior grau de compreensao e participacdo dos alunos. Quase 100% dos
alunos participaram de alguma forma.

Embora o foco do encontro fosse 0 mesmo que o anterior foi observado algumas
mudancas na postura dos alunos. De fato, 0s dois grupos que se apresentaram tiveram
um pouco mais de cuidado com a pesquisa e com a forma de expor seu contetdo.
Observamos ainda que os alunos que haviam sido mais resistentes as leituras no
encontro anterior mostraram uma postura diferente, um deles até chegando a mencionar
gue um dos termos que haviamos discutido na aula anterior o ajudara a entender um
teorema em Anélise Real, outra disciplina que ele estava cursando no mesmo semestre.

Aproveitamos a mudanca de postura dos alunos citados para motiva-los ainda
mais a desenvolverem o habito de tentar compreender mais termos e até mesmo criar
um glossario com as palavras e conceitos novos que fossem surgindo nas suas leituras.

Por fim, pedimos que eles, mais uma vez, dessem sua opinido sobre 0s textos.
Neste sentido, embora os alunos que gostaram e desenvolveram bem seus conteldos
fossem a minoria da classe, eles deram Otimas contribuicdes para um melhor
desenvolvimento da atividade. A maior parte dos alunos concordou com a ideia de que
esse tipo de atividade deveria ser realizado logo nos primeiros periodos do curso, para
que fossem amenizados problemas com leitura, interpretacdo e abstracdo dos textos em
Matematica.

No fim da aula, foi entregue o primeiro texto sobre a primeira técnica de
demonstracdo que iriamos estudar: a técnica condicional. A orientacdo foi que eles
lessem o texto antes da aula seguinte, pois seria nosso préximo contetdo. Como
orientacdo, foi lida uma parte do livro onde o autor destaca o propdsito de se estudar as

técnicas, segundo Fossa (2009a, p. 45):

O nosso propdsito em estudar estas técnicas, portanto, é facilitar a leitura de
textos matematicos, especialmente na analise e na compreensdo das
demonstracdes ai encontradas, bem como proporcionar ao aluno alguns
recursos para demonstrar os teoremas que 0s textos deixam ao seu encargo.

A leitura desse trecho foi na verdade um esclarecimento do uso das técnicas a

fim de motivar os alunos a lerem com mais empenho, pois a compreensdo dessas
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técnicas facilitaria seu aprendizado em diversas outras disciplinas e na interpretacéo de

textos matematicos com demonstracGes de teoremas.

4.2.3 Avaliagéo do Momento 11

Podemos concluir que os objetivos desses dois encontros (Momento I1), quais
sejam discutir e analisar os dialogos apresentados nos textos levando os alunos a
expressarem suas linhas de raciocinio e aproximar os alunos das demonstra¢fes dentro
de uma conjuntura natural, foram alcancados, o que pdde ser visto durante a descricdo e
anélise dos encontros, através da fala dos alunos. No fim desses encontros, notamos
que, embora somente dentro de um contexto natural, houve uma aproximacdo dos
alunos as demonstracdes, sendo ela um grande facilitador da aprendizagem das técnicas
no contexto matematico.

Podemos afirmar que mesmo portador de tantos desafios, avaliamos esse
segundo Momento como bastante satisfatorio.

No inicio, uma parte considerdvel dos alunos apresentou certa dificuldade com a
leitura e até alguma rejeicdo a metodologia aplicada, se recusando a expor seus
argumentos e a participar das discussdes. Mesmo assim, percebemos que a medida que
0S grupos iam se apresentando, havia uma familiarizagdo com a linguagem e grande
parte desses desafios era superada.

O que notamos ter sido mais desafiante foi trabalhar o conteldo matematico
dentro de uma conjuntura natural. Muitos alunos até entdo tinham uma ideia errénea
sobre a Matematica, de que era uma disciplina que somente envolvia célculos, sem
necessidade de leitura e interpretacdo. Vimos que esse foi um problema praticamente
resolvido no fim desses dois encontros, uma vez que nas discussdes procuramos enfocar
bem a necessidade da compreensdo e interpretacdo dos textos e o quanto uma boa

leitura pode auxiliar no ensino-aprendizagem da Matematica.
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4.3 MOMENTO Il

O Momento Il consistiu de cinco encontros e teve como objetivo desenvolver a
compreensdo relacional das técnicas de demonstracdo. Para alcanca-lo, foram realizados
um estudo da segunda parte do livro Introducdo as Teécnicas de Demonstracdo em
Matematica (FOSSA, 2009a) e exercicios individuais e em grupos. A exposi¢do dos
resultados foi feita pelos alunos durante as aulas (encontros).

Tal Momento versou no estudo e desenvolvimento de quatro técnicas de

demonstracéo, a saber:

» Condicional;
* Bicondicional;
* Reducdo ao absurdo;

* Inducdo Matematica.

Analisamos também exemplos encontrados em diversos livros das disciplinas
estudadas no Curso que envolvem demonstracdes utilizando as referidas Técnicas.
Destacamos que nessas atividades os alunos ndo precisavam realizar as demonstracoes,
sendo foco do nosso estudo a identificacdo das técnicas de demonstracGes, a analise de
suas estruturas e processos de resolucdo, além da avaliacdo dos passos da demonstracao.

Destacamos que, como fez Fossa (2009a) no livro base desta pesquisa,
procuramos minimizar o conteldo matematico, para que o aluno ndo encontrasse
barreiras com complicacbes matematicas e, assim, aprendesse de maneira geral a
estrutura das técnicas em questéo.

Como esse Momento foi considerado o ndcleo central do Modulo de Ensino,
tendo em vista que nele realizamos o estudo das técnicas de demonstragdo matematicas,
os resultados esperados foram os mais importantes para o Mddulo. O esperado era que
ao final desses cinco encontros, os alunos, através de um contato com as defini¢des,
descricdes e analises das técnicas de demonstracfes, fossem capazes de reconhecé-las
nas mais diversas disciplinas e contextos, classifica-las de forma correta, bem como,
identificar e analisar seus principais passos.

A descrigdo e analise dos cinco encontros realizados no Momento 111 encontram-

se a seguir. Nesse topico apresentamos, ainda, uma avaliacdo do referido Momento.
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4.3.1 Encontro IV

No encontro IV, realizamos o estudo da técnica de demonstracdo matematica
chamada técnica de condicionalizacdo, apresentada anteriormente como o condicional.
Tendo em vista que nosso trabalho tem cunho construtivista e por isso existisse a
necessidade de construcdo de conceitos por parte dos alunos*?, nossa primeira atitude
foi escrever a palavra condicional na lousa e, em seguida, iniciar uma discussdo sobre o
que entendiam sobre essa técnica.

A dindmica norteada foi a seguinte: escrevemos na lousa a palavra condicional,
depois solicitamos que os alunos falassem tudo o que soubessem a seu respeito. Em
seguida, sugerimos que tentassem entrar em um consenso, obtendo, quando possivel,
uma ideia geral. Acabada a discussdo, partimos para uma apresentacdo de slides com
trechos do capitulo do livro Fossa (2009a) sobre o condicional.

Como os alunos ja haviam lido o texto antes, muitos comecaram a falar. Uns
disseram que o condicional era um dos tipos mais comuns de proposi¢cdes matematicas e
que era a proposicdo que condicionava um resultado a certas exigéncias. Outros
disseram ser aquela proposicdo que possui um antecedente e um consequente. Ainda
outros comentaram sobre modus ponens e modus tolens™.

Percebemos que, na verdade, eles haviam entendido o conceito, embora os
alunos que participavam da discussdo tivessem somente a compreensdo instrumental*,
pois conseguiam apenas repetir o que haviam aprendido na leitura, mostrando assim,
uma aprendizagem muito superficial.

Apds a discussdo, procedemos com a apresentacdo de slides, para o que
seguimos a sequéncia do livro base, Fossa (2009a), que comeca apresentando 0s termos
da proposicdo condicional, antecedente e consequente, sua representacao e critério de
validade do argumento. A apresentacdo foi realizada de forma bastante dindmica, pois
enguanto apresentdvamos, 0s alunos iam interagindo, discutindo, questionando e
chegando a suas conclusdes sobre o conteddo. Tinhamos sempre o cuidado de participar

0 minimo possivel, sendo nosso papel o de orientar a discussao e fazé-la voltar para o

12 Construir conceitos no nosso trabalho se refere a elaborar esquemas referentes a esses conceitos. Sobre
isso ler Fossa (2001, p. 15).

3 Nomes latinos que se referem a argumentagdes chamadas respectivamente: afirmacéo do antecedente e
negacdo do consequente.
4 Ver Capitulo 2 que trata dos niveis de compreensao.
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foco quando os alunos comecassem a falar de outros assuntos.

A parte mais dinamica da apresentacdo foi a dos exemplos, em especial, 0s
exemplos que minimizaram o conteldo matematico, pois o resultado sempre ficava
mais evidente. Para ilustrar melhor, usaremos um trecho do livro, Fossa (2009a, p. 53):

Se x é par, x é divisivel por 2.
(?)  xnéo é par.

Portanto, ? ? ?
Vamos procurar um exemplo parecido com (?), em que a resposta talvez seja
mais evidente.

Se Matilda tomou o veneno, morreu.

Mas Matilda ndo tomou o veneno.

Portanto,.? ? ?

Quando o conteudo era visto diretamente com proposi¢cbes matematicas, a
maioria dos alunos ndo conseguia chegar a conclusdo. J& quando trocdvamos as
proposicdes matematicas por frases que eram de assuntos quotidianos, eles
compreendiam e conseguiam completar o0 argumento ou classifica-los como invélidos™,
guando as premissas envolvidas ndo eram suficientes para se chegar a concluséo.

Ap0s trabalhar exemplos com proposicdes simples, utilizamos exemplos com
proposicOes cujos antecedentes eram uma proposicdes compostas. Por exemplo: Se x €
par e maior do que 2, X ndo é primo. Nessa parte sentimos a dificuldade de trabalhar
argumentacdo com alunos que ndo tinham base de Logica Matematica, pois a maior
parte dos exemplos trazia conectivos 16gicos™® e os alunos que nunca haviam estudado
estruturas légicas sentiram bastante dificuldade. Tivemos entdo que explicar alguns
conectivos basicos, como a conjuncdo (e) e a disjuncdo (ou), para que os alunos
pudessem compreender a forma de alguns argumentos e as condi¢des necessarias para
se chegar a seu resultado.

A partir da compreensdo desses exemplos com proposi¢des compostas, foi
possivel discutir a primeira técnica, chamada Técnica de Condicionalizacdo, para
demonstrar proposi¢fes matematicas.

Terminamos a aula (encontro) sugerindo que os alunos ainda ndo se
preocupassem em responder 0s exercicios, mas que refizessem uma leitura de todo o

capitulo e, em especial, buscassem perceber e destacar em que partes eles ainda estavam

15 Alguns argumentos podem ser invélidos, pois quando as premissas ndo nos dao informagdes suficientes
para decidir a questdo, concluir o argumento sé para completa-lo o tornaria invalido, seria necessario
obter mais informag6es nas premissas.

16" Conectivos l6gicos séo palavras usadas para unir as proposicées formando novas sentencas, chamadas
proposices compostas. Alguns dos conectivos mais conhecidos sdo o e, 0 ou e 0 Se...entdo... .
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encontrando dificuldades. Pedimos ainda uma atengédo redobrada a parte do texto que
tratava da andlise da técnica'’, tendo em vista que o nosso principal foco era analisar o
esquema dos teoremas demonstrados, pois ndo pretendiamos que eles apenas
aprendessem a estrutura da técnica, mas usassem a criatividade para elaborar, a partir da

compreensdo do conceito ou defini¢do da técnica, suas proprias demonstragdes.

4.3.2 EncontroV

O Encontro V foi a continuacdo do encontro anterior, pois consideramos a
necessidade de melhor enfatizar a técnica de condicionalizacdo, acreditando que se 0s
alunos adquirissem uma base para a técnica mais simples, encontrariamos menos
dificuldade em trabalhar as demais.

No inicio da aula fizemos uma breve retrospectiva da aula anterior, uma espécie
de revisdo, com o objetivo de avaliar se os alunos haviam entendido o que estavamos
estudando até entdo. Voltamos ainda ao conceito de demonstracdo em Matematica e
discutimos um pouco sobre como ela € utilizada pelos professores. Muitos alunos
comentaram sobre isso.

Trés alunos tiveram opinides bastante parecidas, o primeiro aluno afirmou: "Se
desde o primeiro periodo tivéssemos contato com a técnica ndo teriamos tanta
dificuldade no curso"; outro disse ainda: "O problema é que a gente nunca V€ isso antes
da Universidade", e o terceiro: "Deveria ter uma disciplina s6 de demonstracoes
matematicas, ou pelo menos, um mini-curso”. Notamos que todas essas opinifes estdo
relacionadas a falta de um estudo sistematizado das demonstracGes matematicas, o que
nos leva a concluir que tais alunos entendem que uma aten¢do maior com relacdo as
técnicas de demonstracGes por quem é o responsavel poderia trazer maiores beneficios a
aprendizagem de Matematica.

Ja outro aluno teve uma opinido totalmente contraria ao afirmar: "Para mim, ndo
tem problema continuar como esta, eu acho que o matematico € obrigado a ter um bom
raciocinio e se esforcar para isso, se ndo sabe, vai pesquisar”. Este aluno concorda com

a forma como as demonstracdes vém sendo estudadas no curso de Matematica e,

7 \Ver Fossa (2009a, p. 58-59) que traz 0 esquema dos teoremas demonstrados em forma de um quadro,
onde se encontram as linhas com suas respectivas afirmaces e do lado as justificativas correspondentes a
cada sentenga.
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segundo ele, a responsabilidade pela aprendizagem de tais técnicas é somente do aluno.
Observando a fala do aluno e sua postura nas aulas (encontros) até entdo, percebemos
que ele ndo concordava também que nas licenciaturas matematicas existissem tantas
disciplinas da area de Educacdo, sendo suficiente aprender o conteido matematico para
se tornar um professor apto a ensinar Matematica. Concluimos através da analise da
postura de tal aluno e de uma conversa particular com ele, que sua opinido era bastante
contréria as mudangas que o ensino de Matemética vem tendo nos ultimos anos.
Segundo ele, a Educacdo Matematica nao contribuia para a melhora do Ensino e que, na
verdade, até atrapalharia, pois tomava espaco de outras disciplinas.

Tendo em vista que a discussdo ja estava ficando bem polémica e tinhamos que
voltar para 0 nosso contetdo, devido a limitacdo do nimero de encontros que nos foram
cedidos pelo professor da disciplina, terminamos essa parte da discussdo citando Fossa
(200943, p. 48):

[...] o mero dominio das técnicas de demonstracdo a serem estudadas no que
se segue ndo é uma garantia de que o aluno se tornara um "fera" em
demonstracdes. Demonstrar ndo € um ato mecéanico, mas sim um ato criativo.
As Vérias técnicas e estratégias ndo sdo nada mais que instrumentos que
podemos usar em uma demonstracdo. N&o obstante, sdo 0s instrumentos
bésicos para demonstrar teoremas matematicos e, por isso, vale a pena
domina-los.

Citamos esse trecho do livro para mais uma vez enfatizar que 0 nosso intuito ndo
era repassar para 0s alunos um conjunto de técnicas e estratégias, mas apontar a
importancia da demonstracdo e enfatizar que a criatividade faz toda a diferenca, pois,
como mencionamos, essas técnicas e estratégias sdo apenas instrumentos basicos. Como
a beleza de uma demonstracdo dependerad da habilidade de quem esta demonstrando,
explicamos a escolha pelo construtivismo radical, alegando que, se 0 aluno constréi sua
aprendizagem, ele tende a tornar-se um sujeito autdbnomo e esta autonomia pode
maximizar o seu poder criativo.

Depois dessa primeira parte da aula, voltamos para o contetdo do Mddulo que
seria discutido nesse encontro: a técnica de condicionalizacdo e a técnica de
bicondicionalizag&o.

Como na aula anterior tinhamos trabalhado bastante proposi¢fes simples e
compostas e os alunos ja haviam discutido os conceitos dos termos do condicional
(antecedente e consequente), prosseguimos com uma atividade que os ajudaria a intuir a

técnica de condicionalizagéo. Para isso, apresentamos a seguinte proposigao:
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“Seja x um ntimero par. Se X ¢ maior que 2, entdo x nao € primo”

A partir desse exemplo, ajudamos os alunos a abstrairem para o nivel geral,
levando-os a procurar entender os termos dentro do contexto da proposicdo e,
consequentemente, o conceito da técnica de condicionalizacdo, qual seja: "Se a
proposicéo a ser demonstrada é um condicional, assumir o antecedente e tentar deduzir
0 consequente™ (FOSSA, 2009a, p. 57).

A partir da compreensdo da definicdo da técnica de condicionalizacdo, partimos
entdo para a analise. Contudo, notamos que dois alunos que ndo estavam presentes no
encontro anterior reclamaram ndo ter compreendido a definicdo. Comentamos, entéo,
sobre a importancia da presenca nas aulas, uma vez que o contetdo tinha uma sequéncia
e continuidade. Sugerimos aos dois alunos a leitura dos textos anteriores e que
tentassem em outro horario se reunir com colegas de classe e discutir sobre as suas
experiéncias. Outro aluno reclamou que também n&o estava entendendo, mas notamos
que ele nem ao menos estava com o texto em sala, 0 que certamente contribuiu muito
para essa dificuldade.

Tendo em vista 0 nosso objetivo, que era levar os alunos a uma compreensdo
relacional das técnicas, apresentamos, em forma de slide’®, um resumo do que haviamos
estudado até entdo, acreditando que poderia situa-los em relagdo ao nosso estudo e
amenizaria de certa forma o prejuizo na comprensao.

Depois de apresentarmos essa parte de revisdo da técnica de condicionalizacao,
demos sequéncia a aula comentando sobre a técnica de bicondicionalizagdo. Neste caso,
ndo tivemos muitas dificuldades, uma vez que a maioria dos alunos ja havia entendido
que esta nova técnica era na verdade uma aplicacdo dupla da técnica de
condicionalizacdo.

Como grande parte dos alunos disse ter entendido essa nova técnica, solicitamos
que alguém, de forma voluntaria, fosse a lousa e escrevesse como entendeu essa técnica.
O aluno C, se dispds a ir e escreveu 0 seguinte: "Se a proposicao a ser demonstrada é o
bicondicional A«<~>B, usamos a técnica de condicionalizagdo para demonstrar a ida
A—B e usamos a mesma técnica para demonstrar a volta B—A". Escreveu ainda:

"Observacdo: lembremos que também podemos provar o bicondicional de outras trés

8 Como na aula anterior notamos que alguns alunos haviam faltado, preparamos uns slides com um
resumo sobre a técnica de condicionalizacéo, para mostrar rapidamente a turma como revisdo para 0s que
estavam presente no encontro anterior e para que os alunos faltosos ndo ficassem téo prejudicados.



83

formas: provando A—B ¢ ndo-A—nio-B ou provando B—A e ndo-B—nio-A ou
provando ndo-A—néo-B e ndo-B—nao-A".

Depois da explicacdo dada pelo aluno, reforcamos que a proposicdo A—B era
equivalente a ndo-B—nao-A. Notamos que trés alunos ainda se confundiam em relacéo
a essa equivaléncia, entdo revisamos e exemplificamos usando situagdes que tinham o
conteddo matematico minimizado, ap6s o0 que sugerimos lerem novamente, em outro
momento, o capitulo do livro referente a técnica em questao.

Realizamos a ultima discussdo apresentando um quadro de anélise,
demonstrando um teorema bicondicional.

Antes do quadro, apresentamos a seguinte situacao™®:

Sabemos que se a Matilda tomar o veneno, ela estard deprimida e sem juizo.
Ela tomard o veneno e morrerda somente se estiver deprimida. Acontece que
so fica deprimida a noite. Ora, se ela perder o juizo, morrerd. Mas, se nao
perder o juizo, ndo pode ser durante & noite. Conclui-se que, se a Matilda
tomar o veneno, ela morrera se, e somente se, é noite. (FOSSA, 2009a, p. 65).

Depois de apresentar a situagdo, reformulamos o problema, colocando-o na forma de

teoremas?’, a fim de tornar mais clara as operagdes l6gicas envolvidas:

Teorema 1. Ela toma veneno — (ela esta deprimida e ela esta sem juizo).

Teorema 2. (Ela toma veneno e ela morre) — ela esta deprimida

Teorema 3. Ela esta deprimida — ¢ noite

Teorema 4. Ela esta sem juizo — ela morre

Teorema 5. Ela néo estd sem juizo — nédo € noite (FOSSA, 20094, p. 65)
Em seguida, apresentamos em slides, o quadro que traz a demonstracdo detalhada e
justificada. Chamamos a atencdo para a parte que contém um sombreamento, esta

refere-se as sub-partes da demonstracéo.

Quadro 7: Demonstracdo detalhada e justificada usando técnica de condicionalizacao.

Linha Afirmacgdo Justificativa
1. Ela toma veneno. premissa dada no
antecedente de (Con)
2. Ela esta deprimida e ela esta sem juizo. |linha 1, Teorema 1, AA

Parte (a). Demonstrar: Ela morre — ¢ noite.

19 Usamos slides, para ganharmos tempo.
2 Quando vamos separar a situacdo em proposicdes, simplificamos os tempos dos verbos e
uniformizamos as sentengas, isso para tornar mais clara as operagdes logicas envolvidas.
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3. Ela morre. premissa dada no
antecedente de Parte (a)
4. Ela esta deprimida. linhasl e 3, Teorema 2, AA
5. |E noite. linha 4, Teorema 3, AA
6. Ela morre — ¢ noite. linhas3a5b, TC
Parte (b). Demonstrar: E noite — ela morre.
6. E noite. premissa dada no
antecedente de Parte (b)
7. Ela esta sem juizo. linha 6, Teorema 5, NC
8. Ela morre. linha 7, Teorema 4, AA
9. |E noite — ela morre. linhas 6 a 8, TC
10. Ela morre <> é noite. linhas5e 9, TB
11. Ela toma veneno — (ela morre <> é [linhas1e 11, TC
noite).

Fonte: Fossa (2009a)

Ao apresentar o quadro seis alunos reclamaram que ao ler o texto ndo
conseguiram entender o quadro, mas a medida que iamos discutindo cada linha, com
sua referida justificativa, essa reclamacdo diminuia. No fim da aula, somente dois
alunos disseram continuar sem entender. Sugerimos a esses alunos que procurassem
refazer o quadro em outro momento, e que comecassem por um quadro mais simples
contido no texto que trazia a analise de uma proposicéo condicional.

Finalizamos o encontro entregando o texto que iriamos utilizar na aula seguinte,
cujo conteudo central era a técnica da reducdo ao absurdo. Sugerimos aos alunos que
além da leitura desse novo texto, respondessem o0s exercicios do texto anterior

referentes as técnicas que haviamos estudado.

4.3.3 Encontro VI

O sexto encontro teve inicio com uma discussdo em grupos sobre o exercicio da
aula anterior, com duracdo de 15 minutos. Notamos que a discussdo ficou um pouco
prejudicada e percebemos que isto aconteceu por dois fatores: primeiro por alguns
alunos nédo terem resolvido as questdes e, por isso, ndo participarem da discusséo e,
segundo, pelo fato de alguns outros alunos chegarem atrasados, depois dos 15 minutos
de discussdo. Com isso pode-se afirmar que a participacdo da turma foi reduzida.

Resolvemos, entdo, fazer um comentario com a turma, chamando a atencdo para a
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responsabilidade que eles tinham pela sua propria aprendizagem. Alguns alunos
sugeriram que os exercicios fossem entregues a partir do proximo encontro e, em acordo
com a turma, resolvemos aceitar a sugestéo.

Os 15 minutos seguintes foram destinados a correcdo dos exercicios sobre
condicional e bicondicional, e os alunos que responderam as questbes comentaram
sobre suas ddvidas. Neste caso, ficamos na posicdo de orientadores, procurando
trabalhar os erros e guié-los a chegar a resposta correta, sempre com a preocupacao de
ndo minimizar sua criatividade e seu aprendizado, mas motiva-los a expor e escrever
tudo gque era novidade na sua aprendizagem.

Pelas respostas dos exercicios e participacdo dos que o haviam respondido, é
possivel afirmar que alguns dos alunos ja conseguiam responder as questdes de forma
pessoal. Como exemplo destacamos a resposta apresentada na Figura 3, na qual foi

pedido que identificassem o antecedente e consequente de cada proposi¢do condicional.

Figura 3: Resposta apresentada por um aluno, referente a questao que solicitava que
fosse identificado o antecedente e 0 consequente de cada condicional.
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Fonte: Pesquisa (agosto, 2009)

O que gostariamos de destacar na Figura 3 € que o aluno ndo so classificou os



86

termos, mas tentou representar as proposi¢des usando a linguagem simbolica. Notamos
que ele j& estava mais familiarizado com a linguagem matematica, em especial, com 0s
termos l6gicos, mas nesse caso 0 que mais nos surpreendeu foi que essa resposta foi de
um aluno que afirmou nunca ter tido contato com Légica Matematica.

Na segunda parte do encontro, iniciamos a discussao tratando da técnica de
demonstracdo por reducdo ao absurdo. Logo no inicio da aula, pedimos que os alunos

lessem de forma coletiva o seguinte paragrafo que seria 0 nosso primeiro foco:

A idéia béasica de reducdo ao absurdo é que uma premissa ndo pode ser
verdadeira se ela nos levar a uma contradicdo. Antes de analisar um exemplo
de reducdo ao absurdo, porem, vamos esclarecer o que quer dizer
“contradi¢do”. Em geral, uma contradi¢do é qualquer proposicdo que tem a
seguinte forma:

A e ndo-A.

Isto é, uma contradicdo é uma proposicdo que afirma algo e a0 mesmo
tempo nega a sua propria afirmacdo. Dizemos também que as duas
proposicoes

A
nao-A

sdo contraditorias, ou que uma é a contradicdo (ou a negacdo) da outra.
(FOSSA, 20094, p. 76-77)

Para uma melhor compreensdo da referida técnica, antes de falar de sua
definicdo, trabalhamos a definicdo de contradicdo. Como nas aulas anteriores, a
definicdo foi bem compreendida quando minimizamos o conteldo matematico e
partimos de exemplos quotidianos.

Nesta parte, discutimos e orientamos um estudo sobre negacao de proposicoes.
Neste quesito a maior davida foi com relacdo a proposi¢cGes que usavam as palavras
todo ou nenhum, os chamados quantificadores universais. Por exemplo, ao pedir aos
alunos que negassem a proposi¢do: “Todo quadrado é um retangulo”, a maioria dos
alunos respondeu: Todo quadrado ndo é um retangulo. Ao perguntar se poderiamos
escrever a negacdo utilizando a frase: Nenhum quadrado é um retangulo, muitos
questionaram, pois para eles negar exigia que na frase aparecesse a palavra néo.
Observamos que eles ndo haviam compreendido corretamente 0 que seria negar uma
proposicdo e dai explicamos em gue consiste negar uma proposicao.

Destacamos que, como aborda Fossa (2009a), um grande problema com relacéo

ao estudo da contradicdo é decorrente do fato de que na vida quotidiana diversas vezes
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nos deparamos com situacfes em que usamos contradices sem que issoO seja
considerado errado, exemplo: termos como estd e ndo esta, quero e ndo quero, mais ou
menos, sd0 muito comuns na linguagem vulgar. Isso para 0s matematicos € um absurdo,
pois contraria um dos principios basicos da Ldgica, chamado principio da ndo-
contradicdo, que diz que uma sentenca nao pode ser verdadeira e falsa a0 mesmo tempo.

Mais uma vez, os alunos que haviam tido um contato anterior com Logica
Matematica obtiveram um melhor desempenho, mas também notamos que os alunos
que haviam lido o texto e tentado responder aos exercicios nao mostraram tantas
dificuldades como nos primeiros encontros. Atribuimos esse avanco a familiaridade que
a turma, como um todo, havia adquirido com essa nova linguagem, bem como, ao
aumento no interesse em responder as questfes. No entanto, sabemos que essas ndo séo
as Unicas causas que poderiam explicar os referidos avancos, uma vez que ao longo dos
encontros os alunos estavam cursando outras disciplinas que sem ddvida devem ter
contribuido para a melhoria na sua aprendizagem. Por exemplo, um aluno pode ter se
deparado com algum tipo de exemplo, numa outra disciplina, que pode ter adiantado
conceitos ou estruturas que estariamos utilizando, assim como demonstracdes de
teoremas que envolvessem as técnicas que iriamos estudar.

Outro fator de destaque é que essa € uma técnica bastante conhecida e utilizada,
muitos alunos até comentaram estar cursando disciplinas que usavam esta técnica para
demonstrar seus teoremas. Alguns trouxeram exemplos e mostraram seus cadernos no
intuito de validar o que estavam afirmando. Um aluno observou, inclusive, que neste dia
numa aula anterior, seu professor havia demonstrado um teorema utilizando a referida
técnica, mas reclamou que ela ndo havia sido estudada, nem mesmo analisada
anteriormente, tendo sido utilizada somente como um instrumento de resolucdo, sem
explicacdo prévia. O que merece ainda destaque é que, na discussao, alguns alunos
lembraram-se dos paradoxos e comentaram que havia certa semelhanca entre paradoxo
e contradicdo. Outros notaram que dentro desta técnica havia a necessidade de se
utilizar a técnica de condicionalizacdo, s6 que de forma indireta.

Terminamos o encontro construindo o quadro de andlise para explicar a
demonstracdo da proposicao:

Proposicao (8): Seja x um dado numero par. Se x € maior que 2, entdo ndo € primo.
Para resolvé-la, fizemos uso de dois teoremas ja estudados:
Teorema 1: Se x € par, é divisivel por 2.

Teorema 2: Se x € maior que 2, entdo, se € primo, ndo é divisivel por 2.
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Antes de passarmos para a analise pedimos que um aluno viesse ao quadro e
escrevesse a referida proposicéo na forma simbdlica, e ele escreveu: A — (B — ndo-C),
onde A corresponde a proposicéo x € par, o B a proposicdo x é maior que 2 e C: x €
primo. Em seguida construimos de forma coletiva o Quadro 8, conforme Fossa (2009a,
p. 82):

Quadro 8: Demonstracdo detalhada e justificada sobre técnica de redugdo ao absurdo.

Afirmacao Justificativa
Linha
1. X € par. premissa, antecedente da
proposicéo (8)
2. X € maior que 2. premissa, antecedente da
proposicdo (8)
3. | X é primo. premissa auxiliar, negacéo
da conclusdo desejada
4. | x é divisivel por 2. Teorema 1, linha 1, AA
5. | Se x é primo, ndo € divisivel | Teorema 2, linha 2, AA
por 2.
6. | x ndo é divisivel por 2. linhas 3 e 5, AA
7. |x é divisivel por 2 e x ndo é|linha, 4e 6
divisivel por 2. uma contradicao
8. | x ndo é primo. linhas 3 -7, RA
9. Se x € par e maior que 2, ndo |linhas 1, 2 e 8, TC.
é primo.

Fonte: Fossa (2009a)

No Quadro 8, observamos os pontos que exigiam mais destaque, como: a
utilizacdo da técnica de condicionalizacdo mais de uma vez; a linha 7, que trazia a
proposicdo contraditdria, o absurdo, e assim, a deducdo do contrario do que queriamos
provar. Desta forma, chegamos a conclusdo que é o contrario do que comeg¢amos a
afirmar.

Depois da construcdo e analise do quadro, devido ao tempo, demos a orientacdo
sobre a proxima aula entregando o texto sobre Inducdo Matemaética e pedindo aos
alunos que respondessem os exercicios referentes a técnica de reducdo ao absurdo. Nos
ultimos minutos do encontro, aproveitamos para parabenizar a turma pelo seu melhor

desempenho e participacdo, motivando-os a seguir este ritmo no proximo encontro.
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4.3.4 Encontro VII

O Encontro VII foi relativo ao estudo da técnica de Inducdo Matematica, a
ultima técnica que abordamos no Mdédulo de Ensino. Como acreditdvamos ser esta a
técnica mais conhecida pelos alunos, demos inicio ao encontro questionando a turma
sobre quem a conhecia. Neste inicio de aula estavam presentes cerca de 20 discentes,
dos quais 80% afirmaram ter alguma familiaridade com a técnica. A partir dai iniciamos
a nossa discussao sobre o texto ja lido por eles anteriormente.

Um aluno comentou ter ficado bem clara a analogia de inducéo presente no
texto, ao comparar-se a técnica de inducdo a uma cadeia de domind. Pedimos a ele que

lesse para toda a turma o trecho do livro:

Embora a indu¢do matematica seja uma das mais poderosas e mais usadas
técnicas de demonstragdo em toda a matemaética, o seu principio bésico é
muito simples, como a seguinte analogia mostrard. Suponha que colocamos
varias pedras de dominé em pé, formando uma fila em que cada pedra é
separada da préxima por uma pequena distancia. Para derrubar todas as
pedras, basta dar um empurrdo na primeira porque esta derrubara a segunda
que, por sua vez, derrubara a terceira e assim por diante até o fim da fila. O
resultado final, claro, é a queda de todas as pedras de doming da fila.

Quais sdo as condigdes suficientes para que todas as pedras de domino sejam
derrubadas? Sao duas: (1) precisamos derrubar a primeira pedra e (2) cada
pedra tem que derrubar a proxima da fila. (FOSSA, 20093, p. 100-101)

A partir desse exemplo foi bastante simples trabalhar com a linguagem
matematica, pois comparamos a primeira peca do domindé com a primeira parte da
inducdo que consiste na sua base, provando que para o primeiro termo tal afirmacéo é
valida. Em seguida, fazendo analogia com as demais pecas, mostramos que, na inducao,
se um namero natural e seu sucessor tém certa propriedade e 0 sucessor de seu sucessor
também, e se isso vai se repetindo com todos 0s termos, existe uma relacédo entre eles,
como no domind quando cada peca derruba a seguinte.

Em seguida, propomos que passassemos entdo para um exemplo numérico e
sugerimos que, usando a inducdo matematica, fosse provado que a soma dos n primeiros
nameros inteiros positivos impares menores que n € igual ao quadrado de n. O primeiro
passo foi escrever a afirmacdo usando notacdo matematica. Sugerimos que o0s alunos em
dupla tentassem fazer isso. Para tanto, foi concedido um tempo de 10 minutos apds o
que pedimos que as duplas apresentassem suas respostas. Depois que as duplas

discutiram suas respostas chegando a um consenso, escrevemos no quadro a proposi¢do
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sugerida:

1+3+5+..+(2n-1)=n2 ne N.
Passamos entdo para a aplicacdo da técnica. Pedimos que algum aluno viesse a lousa e
os demais fossem ditando os passos que ele deveria seguir. A figura a seguir ilustra um

aluno realizando a aplicacéo da técnica na lousa.

Figura 4: Aluno realizando uma demonstracdo usando a técnica de Inducao
Matematica.

s i

s o

R .

Fonte: Pesquisa (agosto, 2009)

O primeiro passo foi muito simples, pois foi sugerido que o aluno provasse que
para o primeiro termo da equacdo, nesse caso 0 nimero 1, a igualdade era valida. Foi
exatamente isso que ele fez. J& na segunda parte, foi sugerido que ele usasse como
hipotese de inducdo a equacdo, tomando para n = k e, em seguida tentasse deduzir que
esta igualdade era verdadeira, também, quando atribuissemos a n, o sucessor de k, no
caso n = k+1. Deixamos que o0 aluno terminasse a resolucdo sem que interferissemos.
Para tentar deduzir que era valido para n = k+1, o aluno cometeu um equivoco muito

comum nos livros didaticos, ao usar a tese, substituindo nela a hipétese de indugéo.
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Ao fim da resolucdo, pedimos que a turma analisasse os passos dados. Neste
sentido, um aluno destacou que a segunda parte da resolucdo da demonstracdo por
inducdo fazia uso da técnica de condicionalizacdo e a partir dai tentamos fomentar a
discussdo para tentar leva-los a perceber que na resolucéo eles haviam utilizado a tese a
ser demonstrada como premissa do argumento. Depois de alguns minutos de discussao,
como eles ndo conseguiram perceber tal fato, preferimos intervir justificando que néo
poderiamos substituir a hipGtese na tese, uma vez que a tese precisaria ser deduzida a
partir da hipotese. Em seguida, apresentamos uma forma correta de realizar a
demonstracdo®. Cerca de trés alunos foram resistentes & resolucéo, afirmando que eles
haviam aprendido a fazer da maneira anterior. Para resolver este dilema, chamamos sua
atencdo para o uso da técnica de condicionalizacdo e fazendo uma analogia com a
segunda parte da técnica de inducdo, orientamos tais alunos ao conceito correto.
Enfatizamos ainda o fato de ser comum encontrarmos erros em livros didaticos quanto a
utilizacdo da referida técnica.

Depois desse momento dividimos novamente a sala em grupos de 04 pessoas, e
orientamos que fossem resolvidos os exercicios referentes & indugdo. A medida que os
alunos respondiam tais exercicios, destacavam as ddvidas referentes aos conteidos
anteriores.

Este encontro foi considerado por todos os alunos o mais produtivo e participativo.
Acreditamos que isso se deu por varios fatores, dos quais destacamos: a técnica ja ser
conhecida pela grande maioria dos alunos; ja estarmos no sexto encontro, o que pode ter
favorecido a maturidade e familiaridade com a referida técnica.

Ao final do tempo do encontro, sugerimos que revisassem todo o contetdo para
que na préxima aula, nosso penudltimo encontro, pudéssemos discutir os pontos que

acharam mais importantes e suas maiores davidas.

4.3.5 Encontro VIII

No oitavo encontro, resolvemos usar uma metodologia bastante diferente das
anteriores. Depois de sete encontros onde estudamos, discutimos e analisamos as

principais técnicas de demonstracdo em Matematica, levamos para a sala de aula 20

2! H4 mais de uma forma correta de apresentacéo da demonstragao.
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livios das mais diversas disciplinas (Algebra Linear, Analise Real, Geometria
Euclidiana, Geometria Analitica, Teoria dos Numeros, Algebra Moderna, Céalculo |1,
Célculo 11, Variaveis Complexas, entre outros) e realizamos uma atividade de pesquisa
que consistiu em verificar nos livros que técnicas de demonstracdao eram utilizadas.

A atividade foi realizada em grupos formados por, no maximo, cinco
componentes, ficando cada grupo com uma média de trés livros. Solicitamos aos alunos
que pesquisassem a demonstracdo de cinco teoremas. Deveriam entdo repetir cada
teorema encontrado nos livros numa folha, destacar e fazer uma breve andlise da técnica
utilizada em sua demonstracdo, anotando também na folha a bibliografia para
conferirmos se haviam compreendido a atividade. A figura 5 ilustra um dos grupos
realizando a atividade proposta.

Figura 5: Alunos realizando atividade de pesquisa em livros de Matematica

Fonte: Pesquisa (agosto, 2009)



93

Essa foi uma atividade bastante produtiva, uma vez que os alunos, ao
conseguirem identificar as técnicas, iam se auto-avaliando e demonstrando o quanto
estavam familiarizados com a linguagem abordada nas referidas técnicas. Destacamos
ainda que as proposicdes tdo presentes nas aulas de Matematica agora conseguiam ser
interpretadas.

No decorrer da atividade, alguns alunos chegaram a apontar pequenas falhas em
alguns livros, onde o autor ndo havia sido fiel aos passos da demonstracdo que havia
utilizado na argumentacéo. Isso, nos fez perceber que o objetivo de ajuda-los a atingir
uma compreensao relacional das técnicas de demonstracdo havia sido alcancado.

Por fim, realizamos uma discusséo geral onde foram socializadas as respostas de
cada grupo e, ao final da discusséo, provocamos outros questionamentos, objetivando
despertar seu senso critico e motivando-o0s a expressarem livremente sua opinido sobre o
Modulo de Ensino, uma vez que o proximo encontro seria referente a atividade
avaliativa e ndo teriamos mais outra oportunidade para realizar esse debate. Nesse

momento, muitos alunos se expressaram em relacdo a disciplina, todos positivamente.

4.3.6 Avaliacdo do Momento 111

Tendo em vista o objetivo desse Momento que era desenvolver a compreensdo
relacional das técnicas de demonstracdo matematica por parte dos alunos, podemos
afirmar que o Momento Il foi avaliado como bastante satisfatério quando, ao
contemplar o estudo das técnicas de demonstracdo, percebemos que a grande maioria
dos alunos participou das discussdes de forma bastante eficaz. Destacamos que algo que
contribuiu muito para o desenvolvimento das atividades foi o fato dos alunos ja terem
adquirido no Momento anterior um entendimento sobre a importancia deste estudo.

Outro fator de destaque foi a importancia que demos a anélise das técnicas, ao
invés de simplesmente trabalharmos os tipos de demonstracBes. Diversos alunos
comentaram que a referida analise havia contribuido para seu desempenho também em
outras disciplinas que estavam cursando paralelamente a essa intervencao.

Vale ressaltar que, como foi dito anteriormente, esse Momento foi considerado o
nucleo central do Mddulo de Ensino. Nesse sentido, os resultados esperados eram 0s

mais importantes para o Maddulo, pois tinham énfase na autonomia e criatividade dos
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alunos para o alcance da compreenséo relacional das técnicas. Podemos entdo concluir
que tal meta foi cumprida, uma vez que a maioria dos alunos realizou as atividades
propostas, discutiu, argumentou, apresentou seus resultados e se considerou apta a
realizar a avaliacdo do Momento posterior.

Quanto a minoria dos alunos que continuou com dificuldades de compreenséo,
destacamos que esses alunos ndo participaram ativamente de todas as atividades, alguns
faltaram aulas, outros ndo realizaram os exercicios e trabalhos propostos. Portanto, seus
resultados ndo tiveram influéncia sobre a avaliacdo do Mddulo, e podemos concluir que
para tais alunos o Mddulo ndo atingiu seus objetivos. Vale repetir que a intervencao foi
realizada numa turma de curso noturno e, talvez por isso, tenhamos encontrado maiores
desafios, visto ser comum uma participacdo menos eficaz dos alunos nas aulas e o
indice de faltas ser maior que no curso diurno.

A avaliacdo escrita e sua analise, bem como, a avaliacdo do Mddulo segundo a
visdo dos alunos, serdo apresentadas na descricdo do proximo Momento e possui grande

relevancia para o trabalho como um todo.

4.4 MOMENTO IV

O Momento IV coincidiu com o Gltimo dos encontros da Intervencdo em sala de
aula e nesse Encontro foi aplicada a avaliagdo escrita. A referida avaliacdo foi
necessaria para atribuirmos uma nota para a disciplina em que a Intervencdo estava
inserida, Teoria dos NUmeros, e registrar por escrito as respostas dadas pelos alunos a
fim de analiséa-las nesse trabalho.

Ainda nesse encontro, pedimos que os alunos entregassem junto com a prova
uma analise da Intervencdo em forma de texto. Destacamos que 0s itens a serem
analisados nestes textos ndo foram direcionados, deixando-os assim exercerem de
maneira pessoal sua opinido sobre todo o Mddulo de Ensino. Observamos, também,
que a entrega dessa analise foi facultativa, bem como foi facultativo a op¢do de se
identificar.

Esse Momento foi considerado de extrema importancia para a Intervengdo, uma
vez que avaliaria o nivel de compreensdo que os alunos atingiram. Os objetivos desse

Momento foram:
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a) Aplicar uma avaliacdo escrita com questfes relacionadas as técnicas de
demonstragdes estudadas;

b) Analisar as respostas dos alunos na avaliacao;

c) Analisar os textos entregues pelos alunos ao fim da avaliacéo;

d) Verificar, a partir da analise da avaliacdo e dos textos dos alunos, o
alcance de sua compreensdo relacional das técnicas de demonstracoes

matematicas.

Era esperado, entdo, entendermos se a aprendizagem dos alunos, ao fim da
aplicacdo do Mddulo de Ensino, pode ser refletida na avaliacdo escrita, bem como nos
textos analiticos da Intervenc&o.

O detalhamento do encontro realizado neste Momento sera apresentado a seguir,

juntamente com a descricdo e analise das respostas e textos dos alunos.

4.4.1 Encontro IX

No ultimo encontro realizamos uma avaliacdo individual, composta de cinco
questdes subjetivas, envolvendo todas as demonstraces matematicas abordadas ao
longo dos Encontros da Intervencao.

Para enriquecer o estudo e trazer uma maior clareza com relacdo as respostas
apresentadas pelos alunos, analisaremos algumas questfes da avaliacdo de maneira
qualitativa, através dos dois tipos de compreensdo definidas por Skemp (1980). Para

isso, definiremos trés categorias citadas e detalhadas a seguir:

» Categoria 1, denominada Sem compreenséo — referente ao aluno que nem sequer
consegue responder, ou seja, responde algo que ndo tem sentido com o
guestionamento feito ou deixa a questdo sem reposta.

» Categoria 2, chamada Compreensao instrumental — respectivo ao aluno que, ao
aprender algo novo, expressa sua resposta apenas reproduzindo o procedimento
feito em um exemplo em sala de aula ou visto em algum material didatico. As
respostas que foram classificadas com esse nivel de compreensdo mostram que 0
aluno domina certas regras e algoritmos, mas ndo consegue estabelecer relacéo

entre os conceitos, se limitando a repeticdo.
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» Categoria 3, nomeada Compreensdo relacional — diz respeito ao aluno que, ao
aprender algo novo, constroi ideias de forma criativa e dindmica, num esquema
elaborado. Assim, usa varios exemplos para construir a resposta nova,

relacionando os conceitos e definicdes com criatividade.

A questdo 01 trazia dois exemplos de proposi¢des ja demonstradas, e solicitava
que os passos validos dessas demonstracGes fossem justificados e que 0s passos
invalidos identificados. Foi pedido ainda que, em cada caso, fosse determinado se a
demonstracdo era suficiente para provar o teorema. O objetivo dessa questdo era
verificar se os alunos conseguiam reconhecer as principais caracteristicas das técnicas
de demonstracdo em questdo, bem como analisar todos os passos envolvidos em seu
desenvolvimento. Dos trinta alunos que realizaram a avaliacdo, 16 responderam de
maneira satisfatoria ao item a, relacionado a técnica de condicionalizacdo e 17, ao item
b, referente a técnica de indugdo matematica.

Notamos nesse quesito que uma grande parte dos alunos teve dificuldade em
atingir uma compreenséo relacional. De fato, por se tratar de uma questdo que exigia
deles uma independéncia de respostas prontas, existia pouca possibilidade de responder
tal questdo através de repeticdo ou de um algoritmo padrdo, pois a questdo exigia que o
aluno ndo somente conhecesse as técnicas de demonstracdo, mas analisasse uma
demonstracdo ja realizada.

A seguir apresentamos as respostas dadas pelos alunos B, A e M, referentes ao
item a da primeira questdo. Apds a andlise, tais respostas foram classificadas nas
categorias: sem compreensdao, compreensdo instrumental e compreensdo relacional

respectivamente.
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ALUNO B?

Figura 6: Resposta apresentada pelo aluno B, referente a primeira questdo da avaliacgéo,
item a.

. Nas seguintes demonstragdes justifique os passos validos e identifique os passos

.invélidos. Em cada caso determine se a demonstragio proposta é suficiente para provar
o teorema.

a) Proposicio: ndo-B — nfo-A.
/ Demonstragio: 1.n30-B > /\/e;a«;ag Lo comsegiende .
2.1n30-B — ndo-A > /\/é’zg”{ﬂ:? oLo 5‘”/"5‘2?"'”‘%&' enlio 7 -
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Fonte: Pesquisa (agosto, 2009)

Na resposta do Aluno B podemos notar que ndo houve compreensdo do
enunciado, pois o aluno ndo s6 respondeu de maneira incoerente a questdo, como nédo

identificou os passos da demonstracdo como validos ou néo.

ALUNO A

Figura 7: Resposta apresentada pelo aluno A, referente a primeira questdo da avaliacgéo,
item a.

A)VR Qenne SDSaes Nors o S N S
e s : bﬁt\g»_s}xﬁyo\ [N ISSs SR h,:,\,s}.—
Sl.im. = ONSS ;sb_vw\s&u.s,»_.r\ N '-\i_,\\_, = <\\:,;§_: ;__\: o T j_vk_\;\,\ SoSEmaIN

Fonte: Pesquisa (agosto, 2009)

22 para uma melhor visualizagdo das respostas dos alunos, transcreveremos as respostas escaneadas. Deve

ser observado que, tanto neste, quanto nos outros itens, o que estd em italico, corresponde ao que foi
escrito pelo respectivo aluno:

ALUNO B:

1. Nas seguintes demonstragdes justifique os passos validos e identifique os passos invalidos. Em
cada caso determine se a demonstracdo proposta é suficiente para provar o teorema.
a) Proposicédo: ndo-B — nio-A.
Demonstracao: 1. ndo-B — Negacao do consequente
2. ndo0-B — ndo-A — Negacdo do conseqliente entdo negacao
do antecedente
3. néo-A — Negacéo do antecedente.
Demonstracao suficiente

2 ALUNO A

a) Os passos utilizados para provar a proposi¢ao ndo B— ndo A € invalido, pois esta sendo utilizado na
demonstracéo algo que se quer provar.
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Na resposta do aluno A, podemos notar que ele até entendeu o que era solicitado
na questdo, mas ndo atingiu uma compreenséo relacional, uma vez que repetiu a mesma
resposta ja vista em sala de aula para uma questdo similar, ndo demonstrando

criatividade.

ALUNO Mm%

Figura 8: Resposta apresentada pelo aluno M, referente a primeira questao da avaliacao,
item a.

/ a) PASs0S VP(/L(DOSI‘ 4 E 3 ( ARGUMENTO T(po A/\).
PASSOs |NVALIDSS . Q ( ARGUMENTO Em  c¢(2cuto).
A DEMONSTRAGAD  PROPOSTA  NAD & supicENTE  PARNA

PROVAR o  TEOREMA. PARA PROvE-LO RASTAR Ry o%
Bicscos e B 02 ¢

Fonte: Pesquisa (agosto, 2009)

O aluno M, por sua vez, organiza sua resposta com bastante clareza e, mesmo
sendo sucinto na apresentacdo da resposta, destaca sua ideia ndo somente relacionando
0s conceitos estudados em sala de aula, mas também, mostrando uma autonomia na
resolucdo da questdo. Isso nos leva a concluir que esse aluno atingiu um nivel de
compreensdo relacional para essa atividade.

Na segunda questdo apresentamos dois itens com exemplos de argumentos: 0
primeiro continha termos mateméticos e o segundo teve o conteldo matematico
minimizado, com suas premissas escritas em linguagem coloquial, ndo matematica.
Nesse quesito foi solicitado que os alunos classificassem cada argumento como valido
ou nao, justificando suas respostas. O objetivo dessa questéo foi verificar se os alunos,
ao justificar suas respostas, perceberam que os exemplos tinham a estrutura de um
condicional e que poderiam analisar se sua estrutura estava corretamente determinada a
partir da utilizacdo correta dos termos do condicional: 0 antecedente e 0 consequente.

Ao analisar as respostas apresentadas pelos alunos na referida questdo, podemos

afirmar quanto ao item a que 24 alunos atingiram compreensdo da questdo, sendo que

2 ALUNO M
a) PASSOS VALIDOS : 1 E 3 (ARGUMENTO tipo AA)
PASSOS INVALIDOS: 2 (ARGUMENTO EM CIRCULO)
A DEMONSTRACAO PROPOSTA NAO E SUFICIENTE PARA PROVAR O TEOREMA. PARA
PROVA-LO, BASTARIAM OS PASSOS 1 E 3.
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destes, 15 se enquadram na categoria de compreensao relacional. No item b, 23 alunos
chegaram a compreensédo, dos quais 11, a compreensao relacional.

As terceira e quarta questdes eram similares. Em ambas, foi apresentada uma
proposicdo demonstrada e a partir dela foram realizados dois questionamentos. No item
a que fosse classificado o tipo de demonstragéo, e no item b, a descricdo da técnica,
justificados os passos utilizados na demonstracao.

Embora as questBes 03 e 04 se assemelhem a primeira questéo da avaliacdo, elas
tém um elemento diferencial e vale a pena destaca-lo. Nessa questdo ndo se interroga
sobre a validade da demonstracédo utilizada, pois ja se sabe que a técnica foi empregada
corretamente, sendo o foco da questéo analisar 0s passos e justificd-los com base no que
foi estudado sobre a referida técnica nos encontros anteriores.

Essas questdes tiveram um resultado muito satisfatorio, em especial, a questao
03, referente a técnica de inducdo matematica, onde 29 alunos conseguiram identificar
corretamente a técnica, tendo todos esses atingido algum nivel de compreensdo. A
quarta questdo também apresentou resultado satisfatério, embora ndo tdo expressivo
quanto a terceira. Acreditamos que essa diferenca se deu porque a técnica de inducgéo
matematica € uma técnica que, aléem de ser bastante conhecida, tem um formato peculiar

que permite um fécil reconhecimento.

Apresentamos, a seguir, o enunciado da questao 4 :

Observe e, em seguida, responda:

Provar que se 2x2+x—1=0, entdo x<1.

Demonstracao:

Vamos supor que 2x?+x—1=0 e que x>1. Logo, se x>1, entdo
1-x<0 e 2x*>>0. Mas, pela hipotese, teriamos 2x*= 1-X, 0 que
nos remete a um valor estritamente positivo, ndo podendo
entdo ser igual ou menor que zero. Assim, x<1. m

a) Qual a técnica utilizada para realizar a demonstrag&o?

b) Escreva com suas palavras como se realiza esta técnica e, em seguida,

justifique os passos utilizados na demonstragdo de Sicrano®.

% Na questdo anterior supomos que a demonstracao foi realizada por uma pessoa qualquer que chamamos
de Sicrano, 0 mesmo nome usamos para designar a pessoa que supostamente também havia realizado a
demonstragdo da questdo 4.
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Para exemplificar as respostas analisadas e classificadas respectivamente nas

categorias 1, 2 e 3 apresentamos respostas dos alunos J, Cl e E:

ALUNO J?

Figura 9: Resposta apresentada pelo aluno J, referente a quarta questéo da avaliacéo.

—

%) Undieiomnold .
bl Wi Bowvot ko T S e corng
/MWVC(), M @ W TR ) ‘/(//{W()‘/(/ct)(/@/
O(A/Y\U A 6 )4 S 6 / —
~D § BBy
A

Fonte: Pesquisa (agosto, 2009)

Com relacdo a resposta apresentada pelo Aluno J, pode-se concluir que houve
uma confusao na classificacao da técnica, porgque na técnica de condicionalizacdo pode-
se afirmar a negacdo do consequente para se chegar a negacdo do antecedente e ai se
provar a proposi¢cdo, mas neste caso ndo se chega a uma contradi¢do, sendo esta a
diferenca entre essa técnica e a técnica de reducdo ao absurdo. Dessa forma, podemos

concluir que o aluno ndo teve compreensao da referida questéao.

% ALUNO J
a) condicional

b) Na técnica esta acontecendo um condicionamento, logo se afirmar que x <1¢é invdlido, e a
técnica diz que pela afirmagdo do antecedente A — B, A — B

~B

~A
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ALUNO C1?

Figura 10: Resposta apresentada pelo aluno C1, referente a quarta questao da avaliacdo.

Fonte: Pesquisa (agosto, 2009)

Pode-se afirmar que o Aluno C1 compreendeu a técnica de reducdo ao absurdo,
pois conseguiu responder a questdo de maneira pertinente. No entanto, teve dificuldade
de expressar sua resposta, pois justifica os passos da demonstracdo repetindo o que esta

escrito, o que nos levou a classificar sua compreensdo como instrumental.

* ALUNO C1

a)O autor da demonstragdo utilizou a Técnica conhecida como “REDUCAO AO ABSURDO”. (| )

b) Nesta técnica o autor se utiliza de uma informacéo falsa e chga a um absurdo para a matematica,
mais precisamente ele prova em calculo inconveniente p/ a matematica e assim demonstra que o que ele
queria anteriormente.

Nesta demonstracdo ele comeca supondo que x > le como I — x < 0 e 2x? » 0 ndo consegue obter
informacéo verdadeira pois 2x2 = 1 — x e ambos devem ser maiores que zero. Assim ele consegue a partir
desse absurdo que x é menor que 1.
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ALUNO E®

Figura 11: Resposta apresentada pelo aluno E, referente a quarta questdo da avaliacéo.
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Fonte: Pesquisa (agosto, 2009)

O Aluno E, diferente dos outros, além de apresentar uma resposta pertinente,
destaca os passos realizados de forma organizada com sua respectiva justificativa,
relacionando os passos da demonstracdo de maneira bastante clara e objetiva; mostra
ainda capacidade de construir ideias de forma criativa, numa independéncia da forma
realizada em sala de aula, ou seja, sem precisar simplesmente repetir alguma resolucao
anterior. A analise da referida resposta nos leva a classificar sua compreensdo como
relacional.

A Ultima questdo da avaliacdo, citada a seguir, trazia dois itens, a e b, que eram
contraditérios. O objetivo desta questdo era discutir as afirmacdes relacionadas a
proposicdo bicondicional, julgando-as vélidas ou ndo. Esperdavamos que o aluno

identificasse que afirmar que uma alternativa era valida, consequentemente, invalidaria

% ALUNO E
4) a) REDUCAO AO ABSURDO

b)NEGAMOS A NOSSA TESE AFIM DE CHEGAR A NOSSA HIPOTESE, O QUE CARACTERIZARA
UMA CONTRADICAO.

10 xcl  (TESE)
22 x>1 NEGAGAO DA TESE )
3 1-x<0e2x*) 0 CONSEQUENCIA DA NEGACAO DA TESE

40 2¢+x-1=00u2¢=1-x _ (HIPOTESE).
POR 3° E 4° TEMOS UMA CONTRADIGAO
50 x¢I  (CONCLUSAO).
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a outra. Outro resultado esperado era que eles identificassem as proposicoes

equivalentes envolvidas na questéo.

Questéo 5:

Discuta as seguintes afirmacdes, julgando-as validas ou nédo:

a) Para se provar um teorema Qque Seja uma proposicao
bicondicional A«<B, podemos realizar a demonstracao
usando a Técnica de condicionaliza¢do duas vezes provando
a “ida” A—B e a “volta” B—A, que ¢ o mesmo que provar
A—B e ~B—~A.

b) Para se provar um teorema que Seja uma Pproposicao
bicondicional A<B, podemos realizar a demonstracido
usando a Técnica de condicionalizacdo duas vezes provando
a “ida” A—B e a “volta” B—A, que ¢ o mesmo que provar
A—Be~A—~B.

Nessa questdo, 17 alunos atingiram algum tipo de compreensdo no item a, e 19

alunos do item b. E curioso observar que essa diferenca se deu porque dois alunos

tiveram dificuldade de compreender que B—A ¢ equivalente a ~A—~B e, assim, no

caso do item b a questdo seria verdadeira e, dessa forma, o item a que contradiz o item b

falso.

ApOs a analise qualitativa das questfes da avaliacdo, apresentaremos em um

quadro-sintese a analise quantitativa dos dados de acordo com a seguinte classificacéo:

Categoria 1, referente a respostas insatisfatorias, classificados como sem
compreensdo, onde o discente utilizou justificativas totalmente erradas, ou que
simplesmente repetiam o enunciado;

Categoria 2, referente a respostas satisfatorias, justificadas com alguma
informagdo pertinente, mas que ndo apresentaram suas respostas de maneira
criativa e autdbnoma, resolvendo as questdes somente repetindo o procedimento
realizado durante os encontros, ou seja, 0s alunos classificados nessa categoria
atingiram uma compreensao instrumental;

Categoria 3, referente a respostas satisfatdrias, explicitando as propriedades
pertinentes as técnicas de demonstragdo em questdo, de forma completa e
autdbnoma, valorizando a criatividade e uma forma propria de justificacéo,

portanto classificando os alunos como aqueles que atingiram o nivel de
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compreensao relacional.
No quadro, acrescentamos uma linha que também julgamos ser referente aos
alunos classificados como sem compreensdo, mas colocados fora da categoria 1 por

deixarem respostas em branco.

Quadro 9: Quadro-sintese das respostas apresentadas (quantidade de alunos)

Classificacao Q1 Q2 Q3 Q4 Q5
a b a B a b a b a b
Sem 14 12 6 7 1 0 4 6 12 9
compreensao
Compreensao 7 7 9 12 14 10 7 9
instrumental
Compreensao 9 10 15 11 29 15 25 13 10 10
relacional
Em branco 0 1 0 0 0 1 1 1 1 2

Fonte: Pesquisa (agosto, 2009)

Fazendo uma analise quantitativa dos dados, podemos observar que a maioria
dos alunos respondeu de forma satisfatdria as questdes, o0 que pode ser observado pelos
nimeros apresentados nas categorias 2 e 3, referentes a compreensdo instrumental e
relacional, respectivamente. Destacamos ainda que poucos deixaram em branco as
questBes, mostrando assim que, mesmo de maneira insatisfatoria, um bom numero de
alunos optou por respondé-las, o que em nossa analise nos leva a crer que nessa fase do
Modulo de Ensino eles adquiriram mais seguranca em expressar seus procedimentos.
Podemos concluir que, ao fim dos encontros, os discentes se sentiam mais confiantes e
aptos a expressarem suas argumentacGes, embora muitos ainda tenham optado pela
repeticdo, classificando-se assim no item referente a compreensao instrumental.

Sabemos que numa avaliagdo existem diversos fatores que podem contribuir
para que o resultado ndo seja de acordo com o esperado, uma vez que muitos alunos
ficam nervosos ao saberem que estdo sendo avaliados, enquanto outros tém medo de ser
criativos e se afastar da forma utilizada pelo professor, preferindo repetir as resolugdes.

Por esses motivos, acreditamos que o0 Mddulo de Ensino teve resultados ainda melhores
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que os comprovados na avaliacdo escrita. Algo que nos da base para afirmar isso € a
avaliacdo realizada pelos alunos sobre o Madulo.

No inicio da descri¢cdo desse encontro, afirmamos que havia sido solicitado aos
alunos que, ao entregar a avaliacdo escrita, pudessem expressar sua opinido sobre 0s
Encontros realizados nestas semanas. Para isso ndo foi entregue aos alunos uma folha
de avaliacdo, foi solicitado que aqueles que quisessem poderiam, sem precisar se
identificar, escrever com suas palavras as consideracdes que para eles haviam sido mais
importantes no Mddulo de Ensino. O resultado foi surpreendente. Todos os alunos
escreveram sua avaliacdo e nos entregaram junto com a prova, alguns até se
identificaram, 0 que ndo era necessario. A seguir destacamos algumas dessas respostas.
Como eles poderiam escrever de maneira pessoal, para uma melhor organizacéo,
comentamos as avaliaces segundo seu contetdo.

Utilizaremos a nomenclatura de forma diferente da anterior para denominar os
alunos, pois ja que uma parte destes ndo se identificou ndo seria conveniente usar 0s

MesmOos caracteres para representé—los.

ALUNA 1%
Figura 12: Avaliacdo do Mddulo de ensino apresentada pelo aluno 1.
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Fonte: Pesquisa (agosto, 2009)

% ALUNA 1

A grande dificuldade do aluno da graduacdo em matematica é muito acentuada no que se refere a
demonstracdo. Primeiro porque é algo que nao foi visto no periodo escolar em segundo lugar para fazer,
entender ou mesmo ler algo que envolva demonstracédo é necessario conhecer as técnicas e termos. Antes
de chegar nesta disciplina confesso que ndo era conhecedora de alguns termos, mas hoje depois das
aulas envolvendo assuntos e nas discuss0es feitas as coisas ficaram mais claras. Porém tudo o que é bom
dura pouco e meu desejo era que tivéssemos mais tempo para vé estes conhecimentos detalhadamente. A
idéia foi boa e acredito que com essa base podemos chegar mais longe.
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A aluna 1 utiliza o espa¢o da avaliacdo para destacar as dificuldades encontradas
pelo alunos de graduacdo quanto as demonstracfes e enfatizar que acredita ter sido
valida a experiéncia. Pelo que a aluna destaca, € possivel afirmar que para ela houve
uma aprendizagem significativa e, no minimo, um entendimento de que o estudo das
técnicas de demonstracdo deveria ser algo mais valorizado no ensino de Matematica e

que, a partir dai, deveria ser estudado logo no inicio do curso.

ALUNO 2%

Figura 13: Avaliacdo do Mddulo de ensino apresentada pelo aluno 2.
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Fonte: Pesquisa (agosto, 2009)

% ALUNO 2

1°) O QUE EU ACHEI DA DISCIPLINA?

ACHEI QUE VALEU DEMAIS, POIS TINHA MUITAS DUVIDAS E DIFICULDADES EM ENTENDER
AS DEMONSTRAGCOES. E CLARO QUE NAO DEU PARA APRENDER TUDO, MAS O CONTEUDO
VAl MELHORAR NO DECORRER DO CURSO E EM PARTICULAR PARA A DISCIPLINA.

2% O TEMPO PARA DAR ESTE CONTEUDO FOI MUITO CURTO. TALVEZ SE CONSEGUIR
TRABALHAR A SEGUNDA PARTE ( AS TECNICAS DE DEMONSTRACOES ) COM EXERCICIOS
PRATICOS EM SALA DE AULA SERIA MELHOR PARA.

3% O LIVRO

O LIVRO AJUDOU MUITO A COMPREENDER AS TECNICAS. COM UM POUCO CONTURBADO O
PRIMEIRO CAPITULO ELE MOSTRA AS TECNICAS COM UMA LINGUAGEM FACIL DE
APRENDER.

4% A PROFESSORA?

GOSTEl DAS AULAS, MOSTROU QUE ENTENDE MUITO DO ASSUNTO E RELACIONOU O
ESTUDO DAS TECNICAS COM O QUE OS ALUNOS IRA ENFRENTAR NO DECORRER DO CURSO
E DA CARREIRA COMO MATEMATICO.
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O aluno 2 criou um questionario com perguntas que focavam pontos importantes
do Mddulo, como a professora, 0 tempo, o livro e sua opinido sobre a Intervencao,
chamada por ele de disciplina. Observamos que em seus comentérios ele enfatiza que
houve uma melhora na sua aprendizagem e, mesmo nao acreditando ter aprendido tudo,
se mostra bastante motivado a buscar melhoras. A analise nos leva a afirmar que, pela
autonomia adquirida e motivacdo a perseverar nos estudos, o aluno desenvolveu uma
compreensdo relacional da importancia do ensino de demonstracdes e de seu papel no

Ensino de Matematica.

ALUNO 3%

Figura 14: Avaliacdo do Mddulo de ensino apresentada pelo aluno 3.
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Fonte: Pesquisa (agosto, 2009)

O aluno 3, além de enfatizar a importancia dessas aulas, solicita que o Madulo
seja realizado no inicio do curso, pois, segundo ele, a base adquirida pelo estudo das
técnicas facilitaria a aprendizagem de novos conteudos. Podemos observar ainda, que
esse aluno atesta ter atingido certa compreensdo das técnicas, pois aprendeu nocdes de
demonstracoes.

* ALUNO 3

achei as aulas muito importantes, pois aprendi no¢fes de demonstracées e acho que isso era pra
ser ensinado no comego do curso pois facilitaria e muito no entendimento das demonstracgdes feitas que
as vezes sdo muito complexos, mas conhecendo a base facilita o entendimento.
gostei das aulas.
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ALUNO 4%

Figura 15: Avaliacdo do Mddulo de ensino apresentada pelo aluno 4.
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Fonte: Pesquisa (agosto, 2009)

O aluno 4 destaca que, depois desta Intervencdo, ele notou um melhor
desempenho seu com relacdo a outras disciplinas, porém, faz uma critica ao tempo
utilizado para aplicacdo do Modulo e a quantidade de exercicios realizados. Pela
afirmacdo de ter conseguido um melhor desenvolvimento em outras disciplinas que
estava cursando, podemos concluir que houve uma autonomia na sua aprendizagem,

pois relacionou os conceitos adquiridos neste Mddulo a outras situagdes.

%2 ALUNO 4
Ao meu ver as aulas de técnicas de demonstracdo foram muito Gteis pois ja estou sentindo diferenga no
entendimento de outras disciplinas que estou pagando nesse semestre.
Porém acho que deveriamos ter tido um tempo maior para aprende-los e com uma quantidade de
exercicios bem maior pois como tudo na matematica s se aprende se exercitando.

Entdo se aumentasse a carga horaria e resolvéssemos mais exercicios em sala, garanto que teriamos
um aproveitamento bem maior e nossa vida de universitario seria bem mais feliz.
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ALUNO 5%

Figura 16: Avaliacdo do Mddulo de ensino apresentada pelo aluno 5.
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Fonte: Pesquisa (agosto, 2009)

Dos 30 alunos que escreveram sua avaliacdo, somente dois apresentaram uma
resposta negativa. No entanto, o aluno 5 assume que apesar de ja ter tentado cursar a
disciplina anteriormente e ter muitas dificuldades com relacdo as demonstraces.
Deveria ter sido mais atento as aulas, sendo possivel até que no futuro se arrependa
disso. Pelo escrito, ndo é possivel inferir se houve ou ndo algum tipo de compreensao,
porém destacamos que esse aluno assume a responsabilidade por uma possivel falha

quanto ao insucesso do Mddulo para ele, ao afirmar ndo ter estado atento ao que
estudamos nos encontros.

% ALUNO 5

sempre tive dificuldades em provar ou demonstrar proposicdes.

Ja tentei pagar teoria dos NUmeros com fossa e senti falta de uma esplicagdo melhor nas técnicas de
demostracao, é possivel que eu me arependa por néo ter prestado mais atengéo nas aulas.
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ALUNO 6*

Figura 17: Avaliacdo do Mdédulo de ensino apresentada pelo aluno 6.

Fonte: Pesquisa (agosto, 2009)

O aluno 6 também apresentou sua avaliacdo de maneira menos favoravel, porém
notamos que este € um aluno que parece ter sofrido bastante influéncia de um ensino
tradicionalista, aparentando ter dificuldade com o emprego de novas metodologias de
ensino. Vale destacar que, ao fim de seu texto, ele afirmou que a professora atingiu seu

objetivo e, por isso, é possivel concluir que houve compreensdo das técnicas de

¥ ALUNO 6

Eu achei as aulas bastante interessantes, foi possivel aprender muitas dicas e técnicas de demonstragao.
A Unica critica que eu faco é sobre os debates. Na minha opinido eles sdo totalmente desnecessarios e no
lugar desses debates deveria existir aplicacéo, no quadro, de questdes. As aulas deveriam ser escritas no
quadro-negro e ndao em slides. Faltou falar sobre “validade e verdade” e sobre “proposi¢oes gerais”. A
primeira parte que falava dos gémeos coreanos, deveria ser substituida pela apresentacdo formal e
informacdo dos principais conceitos envolvidos nas demonstragfes, a saber: a nogdo de axioma,
proposicao, lema, teorema, corolario, postulado, defini¢do, argumento, teoria, hipotese, tese. Entretanto,
foi possivel com esse método usado pela professora Enne, alcancar o objetivo que seria introduzir nos
leitores conceitos fundamentais e uma analise estruturada das técnicas de demonstracao.



111

demonstracédo por parte dele.
No item posterior sera apresentada uma avaliagdo quanto ao alcance dos
objetivos desse quarto Momento, bem como, algumas consideragdes importantes quanto

aos objetivos do Madulo.

4.4.2 Avaliacdo do Momento 1V

Para uma melhor avaliacdo deste Momento, relembramos seus objetivos:

e Aplicar uma avaliagdo escrita com questfes relacionadas as técnicas de
demonstracdes estudadas;

e Analisar as respostas dos alunos na avaliacgéo;

e Analisar os textos entregues pelos alunos ao fim da avaliagao;

o Verificar a partir da andlise da avaliacéo e textos dos alunos, o alcance da
compreensdo relacional das técnicas de demonstragdes matematicas por

parte dos alunos.

A partir da anélise dos dados, foi possivel afirmar que o primeiro objetivo foi
alcancado pela realizacdo da avaliacdo escrita com questfes relacionadas ao curso. O
segundo objetivo também foi realizado com sucesso, pois todas as questdes da avaliacdo
foram analisadas de maneira qualitativa, sendo classificadas em trés niveis: sem
compreensdo, compreensdo instrumental e compreensdo relacional. Diante da avaliagéo
realizada pelos proprios alunos, através de suas opinides, sugestdes e criticas entregues
apos a prova escrita, foi possivel afirmar que outro dos nossos objetivos foi alcancado, o
objetivo 3.

Também ¢é possivel afirmar que, apesar da prova escrita ndo ter tido um
resultado tdo satisfatorio, a grande maioria dos alunos atingiu algum dos niveis de
compreensdo. Entre aqueles que tiveram questdes classificadas como sem compreenséo
ou em branco, percebemos que foram justamente os alunos que faltaram as aulas, néo
cumpriram com suas atividades e, assim, o resultado ndo pode nem deve ser visto de

forma desanimadora.



112

Ainda com relacdo a avaliagdo escrita, percebemos que o grande numero de
respostas classificadas na categoria de compreensdo instrumental foi resultado de
diversos fatores que ndo nos cabe, nem é o nosso foco, avaliar, como questdes
psicoldgicas e o fato do curso ser noturno. Vale observar que alguns dos alunos que
obtiveram esses resultados, durante os encontros de sala de aula apresentaram um 6timo
desempenho com relagdo a participacdo, interatividade e criatividade na argumentagédo
de suas respostas. Porém, quando questionados quanto ao resultado da prova escrita,
afirmaram ter medo de, ao resolver as questdes, usar a criatividade e correr o risco de
errar, optando assim por responderem as questdes como as viam no livro ou nos
exemplos de sala de aula, 0 que mostra mais ainda os limites de uma avaliagdo escrita
realizada de forma tradicional, como foi feito.

Outro ponto que merece destaque na realizacdo desse quarto Momento € a
participacdo total dos alunos na avaliacdo solicitada ao final da prova escrita, quando
sugerimos que nos entregassem por escrito as consideragdes que tinham a respeito do
curso. Dos 30 alunos que entregaram por escrito suas consideragdes, avaliagdo do
Maodulo, 28 afirmaram ter tido um bom aproveitamento durante as aulas e apenas dois
afirmaram ndo ter tido um bom desempenho, mas assumiram ter responsabilidade pela
falta de uma melhor aprendizagem.

Dessa forma, consideramos atingido também o quarto objetivo que nos
propomos e avaliamos como satisfatorio esse Momento, onde alcancamos 0 que
pretendiamos: procurar compreender se o0 comportamento dos alunos ao longo do
Moédulo de Ensino poderia ser refletido na avaliagdo escrita (0 que conseguimos pela
avaliacdo das aulas), e perceber se eles se sentiram motivados a expressar livremente
sua opinido sobre a Intervencdo, o que notamos que sim, tanto pelos 100% de
participacdo, quanto pela analise de seus textos.

Esse quarto Momento nos levou a realizar entrevistas com alguns alunos a fim
de procurarmos saber de maneira mais pessoal suas opinides sobre os pontos que
julgamos ser mais importantes do Mddulo. A descricdo e analise estdo detalhadas no

topico seguinte.
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4.5 MOMENTO V

O Momento V correspondeu a ultima parte da Intervencdo e consistiu em
entrevistar alguns alunos, em horario-extra, ap6s os nove encontros realizados em
classe, sobre a proposta do Médulo de Ensino. Depois da avaliacdo, foram escolhidos
quatro alunos® para expressarem em uma entrevista, seu ponto de vista sobre alguns
pontos da Intervencdo. Os pontos abordados foram referentes a topicos vistos por eles
no inicio do Maodulo; sobre as dificuldades apresentadas no questionario inicial e,
também, sobre as sugestbes e outros pontos que considerassem importantes no seu
processo de aprendizagem.

Os objetivos da entrevista foram:

e Levar o0 aluno a externar seu pensamento sobre 0s mais diversos pontos
abordados no Modulo de Ensino;

e Analisar a opinido dos alunos, buscando ter mais detalhes sobre sua
motivacdo durante a aplicacdo do Maodulo, bem como, da importancia

que deram a tal iniciativa.

As entrevistas foram feitas de forma parcialmente estruturada: ao realizarmos
uma série de perguntas abertas, em uma ordem prevista, fomos acrescentando algumas
outras improvisadas de acordo com o que queriamos abordar ou que consideravamos ser
relevante para a pesquisa. Tal abordagem é conhecida como entrevista episédica e tem
foco no ponto de vista do entrevistado. A escolha por ela se deu por favorecer a
exploragcdo em maior profundidade dos saberes estudados.

Esperdvamos que nessa parte o aluno pudesse externar seu pensamento por meio
de um dialogo informal para que, a partir dai, fossemos percebendo as motivacGes que
tiveram durante a aplicacdo do Mddulo. As entrevistas ndo fizeram parte dos nove
encontros, uma vez que foram realizadas em encontros extras, previamente agendados
com os alunos.

No item seguinte, trataremos dos dados da entrevista.

% Na escolha dos alunos para entrevista procuramos quatro alunos que tivessem, ao longo do Médulo,
apresentado niveis diferentes de compreenséo.
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4.5.1 Entrevistas

Como ja foi dito, escolhemos realizar uma entrevista parcialmente estruturada,
chamada entrevista episddica. Tal escolha foi feita para que pudéssemos tirar o0 maximo
de proveito das entrevistas e ndo nos limitassemos a perguntas prontas, visto que esse
seria o0 ultimo Momento da pesquisa.

De acordo com Flick (2002), a entrevista episodica consiste em nove fases:
preparacdo da entrevista; introducdo da Idgica da entrevista; concepcéo do entrevistado
sobre o tema e sua biografia com relacdo a ele; sentido que o assunto tem para a vida
quotidiana do entrevistado; enfoque das partes centrais do tema estudado; topicos gerais
mais relevantes; avaliacdo e conversa informal; e, por fim, a analise da entrevista.

A seguir apresentaremos as nove fases das entrevistas, destacando e analisando
0s aspectos mais relevantes para o Mddulo de Ensino. Os alunos novamente serdo
indicados por uma nomenclatura simbolica, visto o interesse que tinhamos em se
expressarem sem a preocupacao de serem identificados, embora isso pudesse limitar os
dados e as informacfes que buscdvamos analisar. No relato a seguir, os alunos serdo
denominados por E1, E2, E3 e E4.

A primeira fase disse respeito a preparacdo da entrevista. Para que fosse bem
sucedida, primeiramente buscamos 0s aspectos mais importantes de todo o Médulo de
Ensino e destacamos os focos da entrevista, a fim de contemplar o maximo de pontos
sem que a entrevista se tornasse cansativa para o aluno. Os pontos escolhidos foram: o
significado de demonstracdo; a importancia das demonstracdes para 0 ensino de
Matematica; as dificuldades e barreiras encontradas no emprego de demonstracdes; a
relacdo existente entre linguagem matematica e demonstracdes; os efeitos causados pelo
Mddulo de Ensino; a responsabilidade com o ensino-aprendizagem das demonstracdes
e, por fim, comentarios e sugestbes adicionais feitos pelos proprios alunos sem
questionamento especifico.

A segunda fase da entrevista se deu de forma bastante simples. Conversamos
com cada aluno separadamente e introduzimos a logica da entrevista. Nessa fase,
enfatizamos a importancia desta entrevista para nosso trabalho e para futuros
encaminhamentos e/ou estudos sobre o tema. Aqui 0s quatro alunos disseram entender o
objetivo e, a partir dai, procedemos com as entrevistas individuais em encontros

previamente agendados.
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As proximas seis fases da entrevista foram divididas de acordo com os tdpicos
que escolhemos como foco. A seguir apresentamos cada fase com os questionamentos e
as respostas dos alunos, bem como, a analise e comentarios de tais respostas, que
correspondem a ultima fase da entrevista mas que preferimos realizar junto as
anteriores.

Quanto a concepcdo do entrevistado sobre o tema e sua biografia com relacdo a
ele, comegamos com um questionamento sobre o conceito de demonstracdo matematica.
Quanto a esse questionamento os quatro alunos responderam com muita seguranca, e,
notamos que tal conceito havia se tornado claro para eles. Destacamos, a seguir, a
resposta de dois alunos, E1 e E2.

O aluno E1 afirmou que as demonstragdes servem para atestar a veracidade dos
teoremas e proposicdes € o aluno E2 respondeu da seguinte forma: “a demonstracao ¢
algo que a gente tem que provar utilizando argumentos 16gicos”.

O que é importante ressaltar nessa fase é a seguranca quanto a resposta dada.
Notamos que o conceito de demonstracdo ja havia se tornado mais familiar para esses
alunos e inferimos, a partir dessa entrevista e da analise do Momento anterior, que iSso
havia acontecido com todos os alunos que participaram da Intervencao.

A préxima fase corresponde ao sentido que o assunto tem para o quotidiano
profissional do entrevistado. O questionamento feito foi sobre a importancia das
demonstracfes matematicas.

Aqui todos os alunos concordaram sobre o importante papel que as
demonstracfes matematicas possuem para 0 Ensino de Matematica. Em suas falas
foram destacados topicos referentes ao desenvolvimento do raciocinio, da abstracdo, do
bom uso da linguagem e do rigor matematico. Destacamos a resposta apresentada pelo
aluno E3 que mencionou a importancia desse tema como campo de estudo para a
Educacdo Matematica, vistas as dificuldades de aprendizagem encontradas por grande
parte dos alunos do Curso de Matematica em disciplinas que exigem um maior uso das
demonstracoes.

Aproveitando essa resposta, 0 questionamos sobre as dificuldades com relacéo
ao ato de demonstrar e se as demonstrac¢des ainda se assemelhavam como um problema
de aprendizagem para ele. Sua resposta foi muito interessante, pois relatou um problema
enfrentado por ele logo no inicio do curso com Geometria Euclidiana onde, ao se
deparar com uma disciplina que apresentava muitos problemas que solicitavam

demonstragdes, 0s quais, por sua vez, envolviam termos desconhecidos por ele até
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entdo, o aluno relatou que se sentiu totalmente perdido, e, segundo ele, a falta de um
material especifico dificultou tanto a sua aprendizagem que o fez quase desistir do curso
pela dificuldade com essa nova linguagem.

Em sua fala, percebemos a grande necessidade de materiais que possam servir de
base para demonstracdes, bem como uma necessidade de se dar mais importancia a
linguagem no Ensino de Matemaética, fator que também destacamos nas entrevistas,
COMO Veremos a segulir.

Em sequéncia, foi pedido aos alunos que comentassem sobre a relagcdo existente
entre linguagem matematica e demonstracbes matematicas. Esse topico é referente a
quinta fase da entrevista episodica que trata do enfoque das partes centrais do tema
estudado.

Nesse quesito destacamos a fala do aluno E2: “Sim, a partir do momento que a
gente aprende a lingua que na demonstracdo é utilizada, a gente consegue entender
melhor o processo e fazer uma demonstracdo e se pode fazer uma demonstracdo
utilizando o portugués, mas transferindo isso pra linguagem matematica vai ter varios
codigos, varias simbologias que em todas as demonstracdes a gente consegue ver esses
codigos e sinais”. Esse aluno percebeu que a linguagem matematica ¢ fundamental para
0 ensino-aprendizagem de Matematica, em especial nas demonstragdes.

Pedimos ainda que comentasse sobre linguagem matematica, falando de sua
experiéncia enquanto estudante de Matematica. Segundo ele, sempre teve muitas
dificuldades em relacdo a linguagem, principalmente quando precisava realizar
demonstracdes, mas ressaltou que teve um desempenho bastante satisfatério depois de
ter participado do Mddulo de Ensino. Destacou também que, talvez, se tivesse cursado a
disciplina de Légica Matematica, essa dificuldade poderia ter sido minimizada.

Outro aluno deu énfase a questdo da linguagem de uma maneira geral,
ressaltando que se eles tivessem mais habilidade com a linguagem e a leitura de textos
matematicos, a argumentacdo e o aprendizado das técnicas de demonstracdo seriam
facilitados.

Destacamos, no tocante a linguagem, que ter trabalhado com textos que traziam
conteddos de Matematica de maneira informal, como o texto dos diadlogos estudados nos
dois primeiros encontros, facilitou o processo de desenvolvimento da leitura
matematica. Além de ser nossa conclusdo, a mesma opinido foi externalizada por outros
dois entrevistados.

A proxima fase da entrevista tratou dos tépicos gerais mais relevantes e nesse
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item questionamos os alunos sobre dois aspectos: sua aprendizagem no curso e a
responsabilidade do ensino-aprendizagem das demonstracdes matematicas.

Quanto a aprendizagem no curso, o aluno E2 afirmou ter tido um desempenho
crescente ao longo do curso, e ter notado uma mudanca com relacéo a outras disciplinas
que cursava paralelamente. A partir dessa afirmacdo de melhora, perguntamos a que
creditava esse melhor desempenho e ele respondeu que basicamente a dois motivos: o
contato maior com as técnicas e a oportunidade que teve de j& colocar em prética esse
novo conhecimento.

Ainda sobre a aprendizagem, destacamos a resposta do aluno E1, que afirmou
ndo ter tido problemas no decorrer do curso, pois j& tinha contato com Ldgica
Matematica antes, mas ressaltou que foi importante trabalhar com as técnicas numa
outra perspectiva, uma vez que no Modulo de Ensino trabalhamos mais com a analise
de demonstracgdes ja resolvidas do que propriamente com o ato de demonstrar.

A partir dessas respostas, os alunos nos fizeram perceber que o objetivo da
pesquisa de levar os alunos a atingirem uma compreensdo relacional das técnicas de
demonstracdo havia sido alcancado, gerando uma melhoria no ensino-aprendizagem de
Matematica. Essa compreensdo 0s permitiu se tornarem autbnomos, criativos e
aplicarem o conhecimento adquirido a outras disciplinas.

Outro questionamento dessa fase do Modulo foi sobre a responsabilidade do
ensino-aprendizagem das demonstracbes matematicas. Nesse item todos os alunos
concordaram que as responsabilidades quanto ao ensino e a aprendizagem devem ser de
todas as partes envolvidas no processo: alunos, professores, sistema de ensino,
coordenacBes de curso de Matematica e até mesmo pesquisadores em Educacdo
Matematica. Destacamos a seguir a transcricao das respostas de trés desses alunos. Vale
ressaltar que as entrevistas foram gravadas e, por isso, foi possivel fazer a transcricao
em total conformidade com a fala do aluno.

Aluno E2: “Bom, acho que faz parte do conjunto, mas claro que tem que
comecar pelo professor, se for considerar que o professor va dar uma matéria sem estar
avaliando realmente o aluno, de que forma o aluno estd deve aprender ou esta
aprendendo o conteldo, neste sentido o professor tem que ter visdo de como passar isso
e se for colocar aqui com as demonstragfes matematicas tem que partir primeiramente
do professor. Em contrapartida precisa também que o aluno se esforce para poder
conseguir também entender a matéria e fazer com que a matéria seja proveitosa”.

Aluno E3: “Eu acho que deve partir da coordenacdo do curso ou da chefia do
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departamento diagnosticar esse tipo de dificuldade que o aluno possui e a partir do
diagndstico detectar onde o problema esta ocorrendo se 0 problema estiver realmente
ocorrendo em uma falta de uma base em logica ou em demonstra¢cdes matematicas, eu
acho que deve partir da coordenacdo do curso fazer uma estrutura curricular que se
adéque, que insira esse tipo de disciplina ou disciplina especifica de demonstracfes ou
entdo fazer cursos de preparatdrios, como j& existe em outras areas aqui como pré-
calculo que quando o aluno chega no primeiro semestre tem um curso preparatorio
nessa area. Cabe a coordenacdo do curso, ao departamento do curso ou chefia do
departamento em conjunto com o corpo docente preparar algo nesse sentido de que o
aluno tenha um contato inicial com esse tipo de conhecimento, na érea de
demonstragdes, na area de légica também, eu acho que € isso que precisa ser feito: um
diagnostico do problema e o ataque ao problema, seja com disciplina de primeiro
semestre ou Como curso preparatério como outros que ja existem.

Aluno E4: “E um trabalho em conjunto. Eu vejo que um ndo faz milagres néo,
mas se tiver toda uma conjuntura a redor disso, ai tem. Porque no caso pensando mais
abrangente para o mais especifico, n6s ndo temos nenhuma disciplina tipo introducéo a
demonstracdes ja que as demonstracBes a gente vé ao longo do curso todo, deveria ser
tratado com mais carinho, como um componente curricular. Depois disso uma boa
formagdo dos professores porque a clareza também na importéncia das demonstragdes.
E também tem a parte do aluno, porque se ele ndo for atrds ndo adianta nada ndo”.

Nesse quesito chamamos atencdo para a preocupacdo que os alunos tém com
relacdo ao ensino das técnicas, tanto que sugerem que seja uma disciplina do curriculo,
que seja estudada no inicio do curso e que todos facam sua parte nesse caminho de
mudanca.

Por fim, pedimos que de maneira pessoal fossem feitos comentarios, sugestoes
ou criticas, com relagdo ao Modulo de Ensino como um todo. Esse questionamento faz
parte das fases sete e oito da entrevista episodica, e corresponde a avaliacdo e conversa
informal. Essa é uma fase de extrema importancia, pois, segundo Flick (2002), é
proporcionada ao aluno a oportunidade de falar sobre sua experiéncia com o tema em
questao.

Nesse item, notamos que todas as falas dos alunos abordaram o0s mesmos
topicos: necessidade de mudanca no sistema, em busca de uma maior valorizagdo das
técnicas; divulgacdo da pesquisa realizada, bem como do Mddulo de Ensino; preparacao

de um material complementar ao livro base utilizado no Mddulo, Fossa (2009a),
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contendo mais exercicios, e sugestdes para apresentacdo de algumas técnicas nos
eventos de matematica, na forma de minicursos, palestras, entre outros.

Quanto a ultima fase da entrevista, a anélise, ressaltamos que ja foi realizada no
decorrer das demais. Porém, no proximo item, o qual trata da avaliacdo desse quinto

Momento, abordaremos novamente esses pontos.

4.5.2 Avaliacdo do Momento V

Na analise das entrevistas percebemos como elas fizeram diferenca para a
pesquisa, uma vez que o ponto de vista do aluno é fundamental para percebermos sob
outro foco a atividade realizada.

Nesse quinto Momento, tinhamos como objetivo primeiro levar o aluno a
externar seu pensamento sobre os mais diversos pontos abordados no Mddulo de
Ensino, e podemos afirmar que foi alcancado. Ressaltamos que os alunos entrevistados
ndo pareceram nervosos, mas, pelo contrario, até comentaram querer contribuir da
melhor forma para que o Mddulo fosse realizado com outros alunos da graduacdo em
Matematica.

Como segundo objetivo, pretendiamos analisar a opinido dos alunos, buscando
ter mais detalhes sobre sua motivacdo durante a aplicacdo do Mdédulo, bem como, da
importancia que eles deram a tal iniciativa. Para atingi-lo, esperdvamos que o aluno
pudesse externar seu pensamento por meio de um didlogo informal e, como
consequéncia do objetivo anterior, foi possivel observar que isso aconteceu de forma
bastante satisfatéria. Como ja citado, os alunos falaram de maneira natural, sem medo
de se expor, pois sabiam que ndo seriam identificados e tinham consciéncia que seus
comentarios eram de fundamental importancia, principalmente para estudos posteriores.

A analise das entrevistas nos fez ter certeza do que tinhamos suposto na
avaliacdo: muitos alunos haviam atingido a compreensédo relacional, mas na avaliacdo
escrita isso ndo foi tdo perceptivel. Acreditamos que isso aconteceu pelo medo que
muitos alunos tém de exercer sua criatividade, preferindo repetir respostas vistas em
sala de aula. Nas entrevistas foi possivel perceber ainda suas motivacfes e 0 quanto a
postura deles havia mudado em relagdo ao primeiro encontro. Todos elogiaram o

trabalho e solicitaram sua divulgacéo.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Reconhecer a importancia das demonstracfes matematicas, no ensino de

Matematica;

A matematica apresenta invencfes téo
sutis que poderdo servir ndo sé para
satisfazer 0s curiosos como, também
para auxiliar as artes e poupar trabalho
aos homens.

Descartes

Ap0s os estudos realizados durante a pesquisa e a escrita dessa Dissertacao,
podemos tecer algumas consideragOes, dentre elas, a convicgdo de que as
demonstracbes matematicas tém um papel fundamental no Ensino de Matematica,
sobretudo na Educacdo Superior, precisando seu ensino-aprendizagem ser mais
valorizado, discutido e aperfeigoado, especialmente nos cursos de graduacdo em
Matemética.

Quanto as demais consideracdes que, por sua vez, representam o0s resultados
gerais do nosso estudo, podemos destacar que todas estdo em conformidade com a
proposta apresentada nos objetivos geral e especificos desse trabalho, 0s quais serdo
discutidos a seguir.

No objetivo geral, nos comprometemos a propor testar um Modulo de Ensino
que pudesse servir de modelo para uma abordagem das demonstracdes no qual deveria
haver uma preocupacdo ndo s6 com seu uso, mas com uma compreensdo sobre seu
papel no ensino de Matematica. Podemos afirmar que tal objetivo foi alcancado, uma
vez que aplicamos o Modulo de Ensino e notamos, a partir da analise dos dados da
pesquisa, que os alunos ao final desse Modulo demonstraram ter compreendido a
importancia que as demonstracbes matematicas tém para o ensino de Matematica.
Apontamos a seguir pontos importantes sobre o estudo, apresentando uma avaliagédo
sobre o alcance dos objetivos especificos da pesquisa.

O primeiro objetivo especifico foi analisar qual o entendimento que o0s
graduandos em Matematica tém sobre as Técnicas de Demonstracdo, bem como, de

termos que sdo, corriqueiramente, utilizados no Ensino de Matematica. Para o alcance
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de tal objetivo, realizamos no primeiro Momento do Modulo um encontro onde
aplicamos um questionario que buscava colher dados que permitissem tracar um perfil
dos alunos e o quanto entendiam sobre as demonstragdes e 0s termos comumente
empregados no Ensino de Matematica.

Observamos que a maioria dos alunos apresentava dificuldades com relacéo a
linguagem matematica e a habilidade de argumentar. Ainda pela anélise do questionario
foi possivel perceber que havia também certa expectativa quanto ao que iamos estudar
durante a intervencao e uma esperanca de melhoria na aprendizagem das demonstracdes
matematicas, 0 que para muitos alunos era uma motivacdo, pois seria um auxilio na
aprendizagem de diversas outras matérias.

Ainda com relacdo a esse objetivo especifico, nos encontros dois e trés, através
da andlise de textos que traziam termos matematicos dentro de uma linguagem
quotidiana, pudemos também perceber a dificuldade enfrentada por muitos com relacéo
a linguagem e motiva-los a exercerem a abstracdo, argumentacdo e o pensamento
critico. Muitas vezes nos deparamos com desafios, como as dificuldades com a lingua
materna e a falta de compromisso de alguns alunos quanto a realizacdo das atividades
propostas, 0s quais sempre eram discutidos com os alunos como provocacdo e estimulo
a uma mudanca de postura que exigia esforco e dedicacdo da parte deles.

Para atingir o segundo objetivo, realizamos uma Intervencdo junto aos
participantes da pesquisa. Tal intervencdo teve dois focos: primeiro, tratar das
demonstragdes matematicas num contexto natural e, segundo, trabalhar diversas
técnicas com o objetivo de levar os alunos a uma analise informal, promovendo a
criatividade nas argumentacGes, o que levaria a compreensdo relacional das
demonstracfes matematicas.

Um ponto a ser destacado quanto ao alcance desse objetivo é a participacdo
efetiva dos alunos, os quais foram motivados a atuarem de forma critica, questionadora,
para assim realizarem as atividades propostas. Sobretudo, evidenciou-se que o livro
base utilizado para o estudo das técnicas e a interacdo entre as partes envolvidas na
aplicacdo do Mdodulo tiveram grande influencia para o bom andamento das atividades.

Quanto as atividades, enfatizamos que a escolha pela abordagem construtivista
radical também teve papel fundamental no ensino-aprendizagem das demonstracfes
matematicas. No decorrer das atividades, o aluno nunca foi pensado como um receptor
de aprendizagem, mas como um ser ativo no processo, construindo seu proprio

conhecimento, o que pode ser observado na descricdo da pesquisa e no final da
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Intervencdo, tanto atraves dos textos entregues no dia da avaliagdo quanto no
detalhamento das entrevistas.

A proposta da pesquisa abrange também a andlise das dificuldades apresentadas
pelos alunos no decorrer da Intervencdo. Essa andlise foi realizada e avaliada
juntamente com a descricdo dos Momentos, sempre nos direcionando a tentar minimizar
as dificuldades, com agdes concretas no decorrer do Modulo ou com orientagdes para
futuros estudos sobre tais temas.

A primeira dificuldade foi encontrada no inicio do Modulo de Ensino, quando
nos deparamos com a resisténcia dos alunos para com a nova metodologia, para quem,
ao inves de construirmos juntos a aprendizagem, seria melhor colocarmos direto os
conceitos no quadro e irmos detalhando as técnicas. Para tentar minimizar essa
dificuldade, investimos na motivacdo de buscar uma aprendizagem mais significativa
através da conscientizacdo das mudancas que a Educacdo vem sofrendo e valorizar
outros modelos e métodos de aprendizagem.

Outra dificuldade encontrada foi a inconstancia de alguns alunos que faltaram
aulas e ndo se comprometeram a realizar as atividades propostas, em parte justificavel
por termos aplicado o Mddulo no turno noturno, que como ja mencionado no trabalho,
tem realidades bastante particulares. Além disso, outros fatores como: falta de
compromisso por parte de tais alunos e rejeicdo a nova metodologia. Destacamos que,
apesar dessa dificuldade, foi possivel realizar com a grande maioria da turma todas as
atividades, as discussdes em sala de aula foram proveitosas e a participacdo dos alunos
que realmente se comprometeram desde o principio foi bastante satisfatoria, o que nos
permite afirmar que a aplicacdo do Mddulo em nenhum desses primeiros Momentos
esteve prejudicada.

Por fim, procuramos avaliar a eficAcia do Mddulo de Ensino, atraves dos dois
ultimos Momentos, correspondentes a avaliacdo escrita e analise dos textos entregues
pelos alunos com comentéarios sobre a Intervencédo, além das entrevistas realizadas.

Sabemos que a avaliacdo € um processo continuo e apresenta diversas limitacdes
devido a sua subjetividade. Em contrapartida, inferir o pensamento dos alunos através
de suas proprias sugestdes e comentarios nos ajuda a perceber que muitos dos alunos
que apresentavam falta de conhecimento de alguns conceitos, dificuldades de linguagem
e argumentacdo, no fim do Modulo ja haviam tido um crescimento muito satisfatorio
com relacdo a aprendizagem das demonstragdes, ndo somente de forma quantitativa,

mas qualitativa.
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O crescimento qualitativo da aprendizagem pode ser observado fazendo um
paralelo entre o questionario inicial e a postura apresentada pelos alunos na avaliagcdo
escrita e nas entrevistas. Por esse mesmo paralelo, bem como por todas as atividades
descritas, analisadas e avaliadas, concluimos que a maioria dos alunos atingiu um nivel
relacional de compreensdo, sendo assim, aptos a irem além de mecanizacOes,
expressando suas ideias de forma clara, objetiva e independente. Observamos ainda, que
alguns alunos, porém, ndo conseguiram atingir tal nivel de compreensao, se limitando a
compreensdo instrumental e até mesmo a falta de compreensdo. Sabemos que Vvarios
foram os fatores que os fizeram convergir para isso, dentre 0s quais destacamos 0s
seguintes: falta de tempo para estudar por motivos de trabalhos, falta as aulas, falta de
participacdo nas atividades propostas e nas discussdes. Diante do exposto, ressaltamos
que os fatores que geraram esses resultados ndo podem ser contabilizados como
avaliacdo negativa para a aplicagdo do Mddulo como um todo, uma vez que a
aprendizagem dos alunos foi comprometida por motivos pessoais e ndo por falta de
eficacia da Intervencéo.

Entendemos que o processo de mudanca ndo € simples, exige esforgo,
dedicacdo, mudanca de postura e, por isso, ndo esperavamos acabar com 0s problemas
relacionados ao ensino-aprendizagem das demonstracfes matematicas. No entanto,
acreditamos ter sido bastante valido o esforco de realizar um Mddulo de Ensino e
propor que ele possa servir de base para uma nova abordagem no ensino de
demonstracdes. Acreditamos termos aberto caminhos para diversas outras pesquisas na
area, visto que, no Brasil, 0 ensino de demonstracdes ainda € um campo vasto a ser

explorado.
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APENDICE A — Questionario

o.
o O

) PPGECNM
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS E DA TERRA R
PROGRAMA DE POS GRADUAGAOQ EM ENSINO DE CIENCIAS NATURAIS E

, MATEMATICA ,
TECNICAS DE DEMONSTRAGAO MATEMATICA

Visando identificar a contribuicdo das Técnicas de Demonstracdo Matematica no ensino de
Matematica para futuros encaminhamentos, solicitamos a gentileza de responder este
questionario e devolvé-lo em seguida. Agradecemo-lhes por responder.

QUESTIONARIO
1) Idade:
( )18a26 ( )27a35 () mais de 35 anos
2) Curso:
() Bacharelado em Matematica () Licenciatura em Matematica () Outros

Caso vocé tenha respondido a opgédo Outros, cite qual:

3) O que vocé entende por Demonstracdo Matematica?

4) Cursou alguma disciplina na graduagdo onde o professor introduziu as Técnicas de
Demonstragdo Matematica?

Sim( )Nao( )

Em caso afirmativo, em qual disciplina?

5) Conhece algum documento que fale do uso ou incentive a utilizagdo das Técnicas de
Demonstragdo Matematica? Sim( ) Nao ( )
Em caso afirmativo, qual(is)?

6) Vocé acha que conhecer as Técnicas de Demonstragdo Matematica ajudaria ou facilitaria a
aprendizagem das Disciplinas do curso?

Sim( )Néo( )

Em caso afirmativo, por qué?

7) Quanto a interpretagéo da linguagem matematica, qual o seu grau de habilidade?
Ruim () Médio( ) Bom( ) Otimo ( )
Explique:
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8) Quanto a utilizagdo das Técnicas de
habilidade?

Ruim( ) Médio( ) Bom( )
Explique:

Demonstracdo Matematica, qual o seu grau de

Otimo (

)

9) Escreva o que vocé entende por:

a) Proposicao

b) Teorema

c) Axioma

d) Corolario

f) Hipbtese

g)Tese
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h) Inducdo matematica

10) Na sua opinido, qual a importancia das Demonstragcbes Matematicas para o Ensino de
Matematica?

Se julgar necessario, utilize 0 espago abaixo para comentarios e sugestoes.
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APENDICE B - Avaliacéo Escrita

Universidade Federal do Rio Grande do Norte - CCET
Professores: Enne Karol e John A. Fossa

Nome:

Curso:

1° Avaliacéo de Teoria dos Numeros - 2009.2

1. Nas seguintes demonstracgdes justifique os passos validos e identifique os passos
invalidos. Em cada caso determine se a demonstracdo proposta é suficiente para
provar o teorema.

a) Proposicdo: ndo-B — nio-A.
Demonstracédo: 1.n&o-B
2. ndo-B — ndo-A
3. ndo-A

b) Proposicdo: a soma dos n primeiros ndmeros impares, na Sucessao
natural, é igual ao quadrado de n, ou seja, provar que: 1+3+5+...+(2n-1) = n2

Demonstracéo

i) A formula é verdadeira para o primeiro elemento, pois fazendo n=1, temos:
1=12, logo para o primeiro elemento vale a afirmacao.

i) Supondo que a férmula seja verdadeira para n=k, ou seja, 1+3+5+...+(2k-1) = k2

(hipotese de inducdo), devemos mostrar que é também valida para n=k+1.

Queremos mostrar que 1+3+5+...+(2k-1)+(2k+1) = (k+1)2.
Ora, pela hipotese temos o valor da soma 1+3+5+...+(2k-1), que substituindo na
igualdade 1+3+5+...+(2k-1)+(2k+1) = (k+1)? obteremos k2+(2k+1) = (k+1)?,
desenvolvendo o trinbmio (k+1)2 obtemos como resultado k2+2k+1. Assim,
como k2+(2k+1) = k2+2k+1, provamos que 1+3+5+...+(2n-1) = n2 é vélida para
qualquer valor de n, n sendo um nimero natural. m

2. Determine se os seguintes argumentos sdo validos ou ndo. Justifique sua
resposta:
a. Se 6 é divisivel por 2, entdo 6 € par.
Ora 6 é par,
Portanto 6 é divisivel por 2.
b. Se o responsavel pelo crime estivesse na sala a policia ndo deixaria o

escapar e de fato, ele estava na sala. Logo, ele foi pego pela policia.

3. Sicrano para demonstrar a proposicdo: 1+3+...+(2x—1) = x2. xeN. Realizou a
demonstracéo esta apresentada abaixo. Observe a resolucdo de Sicrano e faga o
que se pede:

Demonstracéo de Sicrano:
(i) Demonstrar que P(1) é valida
1=12
1=1
Logo P(1) é valida



(i)

(iii)
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Supor que P(n) é vélida

Hipdtese de Inducao:

1+3+..+(2n-1) = n?

Demonstrar P(n+1)

P(n+1): 1+3+...+(2n-1)+(2n+1) = (n+1)

Por hipdtese, temos que: 1+3+...+(2n-1) = n2

Assim adicionando a ambos 0os membros da Hip6tese de Inducéo o
termo (2n+1) temos que:

1+3+...+(2n-1)+(2n+1) =n2+(2n+1), como n2+(2n+1)= (n+1)>?
Podemos dizer que:

1+3+...+(2n-1)+(2n+1) = (n+1)?

Como queriamos demonstrar

a) Qual a técnica utilizada para realizar a demonstracéo?
b) Escreva com suas palavras como se realiza esta técnica e, em seguida,
justifique os passos utilizados na demonstracao de Sicrano.

4. Observe e, em seguida, responda:
Provar que se 2x2+x—1=0, entdo x<1.

Demonstracao:

Vamos supor que 2x2+x—1=0 e que x>1. Logo, se x>1, entdo 1-x<0 e 2x>>0.

Mas, pela hipotese, teriamos 2x2= 1-x, 0 que nos remete a um valor estritamente

positivo, ndo podendo entdo ser igual ou menor que zero. Assim, x<1. m

¢) Qual a técnica utilizada para realizar a demonstracéo?

d) Escreva com suas palavras como se realiza esta técnica e, em seguida,
justifique os passos utilizados na demonstracao de Sicrano.

5. Discuta as seguintes afirmacoes, julgando-as validas ou nao:

a.

b.

Para se provar um teorema Que Seja uma pProposigdo
bicondicional A«<B, podemos realizar a demonstracido
usando a Técnica de condicionalizacdo duas vezes provando
a “ida” A—B e a “volta” B—A, que ¢ o mesmo que provar
A—Be~B—~A.

Para se provar um teorema que Seja uma proposicdo
bicondicional A«<>B, podemos realizar a demonstracdo
usando a Técnica de condicionalizacdo duas vezes provando
a “ida”> A—B e a “volta” B—A, que ¢ o mesmo que provar
A—Be~A—~B.
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APENDICE C - Cronograma dos encontros relizados.
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Encontro 11

Encontro 111

Encontro IV
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