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“A Fisica ¢ a poesia da natureza. A matematica, o idioma”.

(Anténio Gomes)



RESUMO

No campo das Ciéncias Exatas, as areas Fisica e Matematica possuem uma importante relacdo
perante o cenario cientifico. A Fisica utiliza a Matematica como suporte para descri¢do de seus
fendmenos presentes ao longo do universo. Esta pesquisa tem como foco central a seguinte
questdo: De que forma os livros de Fisica do Ensino Superior utilizam Teoremas e Técnicas da
matematica, para descrever fendmenos da Fisica, na &rea da conservacdo da energia mecanica?
Assim, o presente trabalho de concluséo de curso apresenta-se como um estudo bibliogréfico,
abordando uma anélise da literatura, no uso da linguagem matematica como forma de
explicacdo e representatividade de eventos da area da Fisica, contribuinte para uma sociedade
capaz de utilizar estas ciéncias para entender o universo ao nosso redor. Para tanto, foram
analisados os livros de Fisica Béasica dos autores Sears, Moises e Halliday, atentando para
empregabilidade algoritmica da Matemaética dentro da Fisica, pois a propria matematica é tida
como uma forma de expresséo das ideias e de estruturacdo de pensamentos produzidos pelo ser
humano, cuja perspectiva analitica esteja fundamentada em letras e simbolos, as quais muitas
vezes podem se assemelhar a simples descri¢fes de objetos. A partir deste estudo, conclui-se
que a presente relagdo entre estas ciéncias, vem se solidificando com o passar do tempo,
mediante alguns fenémenos fisicos necessitarem de uma linguagem matematica mais complexa
e de forma precisa, diante da abstracdo formulada perante fendmenos fisicos na ciéncia
moderna, tornando a Matematica como uma base da Fisica.

Palavras-chave: Fisica. Matematica. Mecanica. Conservacgao da Energia.



ABSTRACT

In the field of exact sciences, the areas of physics and math have an important relationship with
the scientific scenario. Physics uses mathematics as a support for description of its phenomena
present throughout the universe. This research focuses on the following question: How do
higher education physics books use mathematical theorems and techniques to describe the
phenomena of physics in the area of mechanical energy conservation? Thus, the present course
conclusion paper presents as a bibliographical study, addressing an analysis of the literature, no
use of mathematical language as a way of explanation and representation of events in the area
of Physics, contribution to a society capable of using these sciences to understand the universe
around us. To this end, we analyzed the books of Basic Physics by authors Sears, Moses and
Halliday, which allow the mathematical use of math within physics, because math itself is a
form of expression of ideas and structuring of thoughts by humans. Which analytical
perspective is based on letters and symbols, as can often resemble simple descriptions of
objects. From this study, we conclude what presents a relationship between these sciences, has
been solidifying over time, using some physical phenomena necessary for a more complex and
precise mathematical language, given the abstraction formulated using physical sciences in
modern science, making math as a basis of physics.

Keywords: Physics. Math. Mechanics. Energy Conservation.
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1 INTRODUCAO

No cenério da area de Ciéncias Exatas, o uso da Fisica, bem como da Matemaética
tém se tornado essencial na descri¢do de situacdes da realidade, as quais requerem uma
comprovacdo ou explicacdo de como elas se comportam ou se fundamentam. Neste
contexto, ressalta-se a importante relacdo existente, de forma concreta, interativa e tal
como dialogada, perante o campo cientifico entre a Fisica e a Matemética, no fato de
explicar situacOes eventuais, mediante fendmenos fisicos presentes no universo, além de
transformacdes naturais no dia a dia, por meio de cddigos, graficos e como também
aplicacBes dedutivas, promovendo uma inseparabilidade entre as ciéncias da area Fisica
e da Matematica.

Na visdo de Pietrocola (2008) a Matematica é uma ciéncia que favorece a
estruturacdo cientifica, tendo a funcdo de promover técnicas e habilidades estruturantes
do pensamento cientifico, assim é por meio desta, que areas das Ciéncias da Natureza
podem ser explicadas, em especial ao cenario da Fisica. Assim, oferecendo caracteristicas
com muita precisao nos fatos, uma interacao logica dedutiva, diante da possibilidade de
prever resultados, além de uma universalidade entre o campo cientifico. Diante disto, a
problemaética desta pesquisa esta vinculada na seguinte questdo: De que forma os livros
de Fisica do Ensino Superior utilizam Teoremas e Técnicas da matematica, para descrever
fendmenos da Fisica, na area da conservacao da energia mecanica?

Este trabalho esta constituido de um estudo bibliogréfico, abrangendo uma analise
de trés literaturas usadas nas licenciaturas e bacharelados dos cursos das areas de Ciéncias
Exatas, para o estudo da Mecénica, a qual, é uma grande area da Fisica que se concentra
no estudo do movimento e repouso dos corpos, estejam estes ou ndo sob a acdo de forgas.
Buscou-se assim, analisar como esses livros utilizam a linguagem matematica na
descricdo de fendmenos da Mecanica, na tematica da conservacao da energia, refletindo-
se sobre a empregabilidade da linguagem matematica como suporte para a descricao de
fendmenos da natureza no campo da Fisica, podendo assim, discutir a importancia da
relagdo entre as areas de Fisica e da Matematica, como descrever a evolucao do contexto
histérico da relagdo entre as ciéncias Fisica e Matematica.

Por isso, os elementos fundamentais constituintes deste trabalho estdo voltados
para uma pesquisa tedrica entre a aplicabilidade matematica, utilizada por estudiosos no
decorrer dos tempos, cuja funcionalidade esteja voltada para a necessidade de se explicar

a Fisica, com a utilizacdo da Matematica. Promovendo uma explicagdo concreta de algo
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que pode ser abstrato, mais com um significado fisico por tras, que pode ser descrito e
comprovado por meio de ferramentas matematicas.

Ainda ¢ possivel destacar, que entre as contribui¢cdes deste trabalho, tem-se a
implementa¢do de uma pesquisa na area de Fisica-Matematica, imprescindivel para o
estudo do nucleo das Ciéncias da Natureza, implementando a propria matematica dentro
de areas desse nucleo, tendo como base as ferramentas utilizadas no corpo da Fisica.

Este estudo estd dividido em seis capitulos, onde o primeiro ¢ a presente
introducao. No decorrer deles, ¢ abordado a relagdo concreta de como fendomenos fisicos
sao explicados pela linguagem matematica, mais precisamente, dando €nfase na relagao
da propria matematica servir de base para explicar eventos da Fisica.

No capitulo 2, sera feito uma caracterizagdo historica, baseada em fatos no
contexto da historia e filosofia da relagdo surgida entre a Matematica e a Fisica. Tendo
como base ndo so as experiéncias de importantes filosofos, mas também de fisicos e
matematicos, contribuintes marcantes para o proprio desenvolvimento do conhecimento
cientifico, em face de suas descobertas e investigacdes perante o ramo da ciéncia.

No capitulo 3, explana-se sobre a Matematica propriamente dita, neste caso,
algumas questdes voltadas para a Matematica Discreta. Tendo como abordagem, o
emprego de uma linguagem logica e dedutiva, tais como o desenvolvimento da
racionalidade inserida no contexto do pensamento humano e cientifico.

No capitulo 4, mostra-se a interligagdo entre Matematica e Fisica. Dessa maneira,
este capitulo fundamenta-se em aplicagdes voltadas para a area da Mecanica, sendo base
indispensavel para a tematica central que se baseia no estudo da “energia”. Lembrando
que para se trabalhar este referido tema da Fisica, ¢ importante fazer-se o uso
sucintamente, de elementos do estudo vetorial, assim como da cinematica, antes de
introduzir-se a este campo.

No capitulo 5, serd fundamentado na analise bibliografica dos livros, em que se
tem a obtencdo de informagdes e discussdes relacionadas a alguns capitulos, linguagem
matematica empregada, conceitualizacdo fisica e em termos de aplicag¢do de situacdes de
fendomenos da realidade, podendo assim, realizar-se uma analise da estrutura discursiva
no ambito do didlogo matematico na presenca do cendrio fisico.

Por fim, no capitulo 6, tém-se as consideracdes finais relacionadas a pesquisa,
através da base teorica, tanto na questao historica, quanto na utilizacdo da Matematica

perante a Fisica.
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2 ASPECTOS HISTORICOS DA RELACAO FISICA E MATEMATICA

Estudar a relagdo entre as ciéncias Fisica e Matemética, é de fundamental
importancia para o cenario do nacleo das Ciéncias Exatas. Relacdo esta que ndo é de
agora, mas que teve seu auge desde periodos histdricos até a atual ciéncia moderna.

Neste contexto, dentre o nlcleo das ciéncias experimentais, a Fisica € a area que
se vinculou fortemente em simbolos e algoritmos matematicos. Cujas leis foram
fundamentadas em linguagem matematica, em termos de expressdo de significado,
conceitos e como forma de comunicacdo. Mantendo assim, uma relagdo concreta entre
grandezas vinculadas ao pensamento fisico de fendmenos do universo, descritos e
caracterizados por meio de linguagem algoritmica puramente matematica.

Salientando que a relacédo Fisica-Matematica, se consagrou baseada na conciliacdo
entre a Astronomia e areas da Matematica, como Algebra e Geometria, por exemplo.
Diante disto, o percurso historico a seguir, ser4 com base na area da Mecénica, tendo
vinculo pioneiro com a Matemaética, atentando ao contexto da Fisica, na questéo de se
estruturar de forma matematizada, como abordado mais a diante.

A partir disto, o caminho histérico-cientifico, sera baseado no proprio pensamento
cientifico da civilizagdo grega, mediante o adjunto da ciéncia, passando de forma
superficialmente por algumas atividades desenvolvidas no contexto cientifico-social no
que tange as sociedades, além de contribuic@es filosoficas formuladas por pesquisadores
gregos, tendo como base o periodo do Renascimento Cientifico ao cenario do Mundo
Moderno. Deixando de forma frisada que podem ter sido desenvolvidos estudos e
pesquisas anteriormente ao surgimento do pensamento cientifico na Grécia, em outras
civilizacdes, voltados para a temética de algumas ciéncias, como Matematica e

Astronomia.

2.1 NASCIMENTO DO PENSAMENTO CIENTIFICO (GRECIA ANTIGA)

No campo do desenvolvimento do pensamento cientifico, diversos filésofos e
pesquisadores contribuiram com estudos e pesquisas para a construgcdo e evolucdo da
ciéncia, que utilizamos atualmente. Com base nisto, este capitulo esta estruturado em

alguns importantes nomes e discussdes formuladas por intermeédio do cenario cientifico.
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2.1.1 Tales de Mileto

De acordo com Pires (2011), Tales de Mileto (624-558) foi um importante
filosofo, matematico e astrbnomo, o primeiro a implementar explicacdes cientificas
baseadas em estudos e observacoes realizadas. Neste quadro, as constatacdes formuladas
por Tales eram fundamentadas por meio de observacdes da natureza, através do modelo
césmico voltado para o espagco e como também o tempo. A partir disto, concluiu-se que
0 que constituia o universo, materialmente, era a &gua. Entdo, foi Tales que proporcionou
ao pensamento cientifico, qualidades e explicagcdes naturais e ndo naturais sobre o mundo.
Estudos estes, estruturados com o vinculo das observacdes, experiéncias e constatacdes
sobre determinados fatos, atentando-o para a questdo de como as informacgdes sdo obtidas,
de como sabemos e ndo somente o que sabemos, favorecendo explicacdes iniciais de
forma racional para o préprio Universo.

No campo da Astronomia, Rosa (2012) aborda que Tales defendeu concepgoes e
conceitos voltados para a questdo de que a Terra era plana, tendo o formato de disco e
que flutuava na agua, além do que o sol, a lua e as estrelas eram vapores gasosos
incandescentes, em que eram mergulhados no poente e surgiam na nascente.

No cenério da Geometria, foi o primeiro segundo Pires (2011) a formular teorias
baseadas em teoremas e na racionalizacdo de varios principios, proporcionando um
método para calcular a distancia dos barcos até a costa. Além disso, as concepcdes de
Tales foram ampliadas com o adjunto de pesquisas realizadas por Anaximandro?,
contribuindo com uma lei universal que regiam o mundo cosmoldgico, a dgua seria o
principio e o elemento das coisas existentes. Neste ambito, Anaximenes? pertencente
também a Mileto, defendia que a origem do mundo consistia no processo de rarefacédo e
de condensacéo de vapor e bem como outros processos e mudancas de estados fisicos da

agua.

! Anaximandro (610-547 a.C.), foi um discipulo, seguidor e sucessor de Tales de Mileto, estudou e escreveu
sobre geografia, astronomia, matematica e politica, considerado o fundador da astronomia na Grécia pois
mediu a distancia entre as estrelas e o tamanho das mesmas.

2 Anaximenes (588-524 a.C.), foi um fildsofo pré-socratico grego integrante da Escola J6nica. Os estudos
desenvolvidos por eles estavam centrados na natureza. O intuito era desvendar os mistérios da existéncia,
classificando um elemento como gerador do cosmo e da vida.
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2.1.2 Pitagoras

Pitagoras (580-497) foi um marco conforme Pires (2011) para o desenvolvimento
do campo cientifico, focou-se fortemente em estudos matematicos. Acreditava-se que o
principio e esséncia de todas as coisas eram 0s numeros, sendo o elemento basicamente
que explicava e transcreviam o universo. Diante disto, foi construido um cenério
designado como tradicdo pitagorica, abrangendo o campo da Matematica, Fisica e
Astronomia

A partir deste, destaca-se na visdo de Rosa (2012) a cosmologia pitagérica na
propriedade dos nimeros, sendo a explicacdo e juncdo das coisas, tomando como forma
a Geometria. Para explicacdo de suas conclusdes, como é o caso do formato da Terra,
por exemplo, tinha-se por base a defesa que o planeta Terra possuia um formato esfeérico,
através de observacOes estéticas e geométricas, além de fazer uso dos proprios
movimentos de translagéo e rotacao, entre a terra em si e em relagdo ao sol.

Em suma, foram inGmeras as contribuicbes de Pitadgoras, para o campo da
Matematica, em que se pode citar o Teorema de Pitagoras, que além de ser muito utilizado
na resolucdo de problemas matematicos, também € utilizado no cenario da Fisica, como

por exemplo, na parte da mecanica vetorial.

2.1.3 Platéo

Platdo (427-347), foi um fil6sofo de acordo com Pires (2011) que utilizou alguns
conceitos pitagoricos em seus estudos e ensinamentos. Do mesmo modo, como
contribuicdo para as discussbes cientificas, demonstrou interesse por estudos
astronémicos no fato de poder formular uma explicacdo matemaética voltada para os
movimentos dos planetas, cujo cenario de estudos e pesquisas era por um contexto
cientifico baseado em abstracdo e no pensamento puro.

No ambito Platénico, as explicacGes da verdadeira formacdo dos objetos e
constituicdo do universo, segundo Rosa (2012) eram baseadas em aspectos geométricos.
Além do mais, ressalta-se que a forma do mundo era esférica e polida, entdo 0s corpos
celestes tinham a fungéo de descrever circulos exatos, assim como as esferas cristalinas.
Desse modo, Rosa (2012) retrata que a estruturacao do universo era formada por sélidos,
cujos corpos eram formulados com vinculo nos quatro elementos da natureza (terra, ar,

agua e fogo).
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2.1.4 Aristoteles e a Fisica Aristotélica

Aristételes (384-322) pode ser considerado no olhar de Pires (2011) como um
primordial fildsofo e cientista no periodo da Antiguidade, desenvolvendo estudos em
areas das Ciéncias Naturais, Matematica, entre outros campos, em que foram
extremamente relevantes para o pensamento cientifico. Deixou significativas
contribui¢bes em areas como a Logica, Fisica, Astronomia.

A partir disso, a Logica no ponto de vista de Pires (2011) estava constituida de um
conjunto de conhecimentos seguros, por intermedio da construcdo do saber e da certeza
cientifica, designando processos de caracterizacédo cientifica, em que se explica a razéo e
a logicidade das coisas pertencentes a natureza, além da insercdo de leis que regiam o
proprio raciocinio cientifico. Assim, Aristoteles denominou esta Logica como Analitica,
baseada em sistemas de coeréncia, argumentacdo formal e bem como célculos l6gicos,
fundamentados no saber da ciéncia.

Em vista disso, Aristoteles desenvolveu o que se conhece atualmente como “A
Fisica Aristotélica”. Entdo, toda a teoria aristotélica focava em uma explicagdo de como
se pode partir de dados empiricos, para a construcdo e formulacdo de linguagem
cientifica, de forma precisa e universal para a contextualizacdo e exemplificacao de coisas
existentes pelo universo. Aristoteles foi um marco para esta causalidade cientifica,
segundo TARNAS (2012):

Aristételes foi o filsofo que articulou a estrutura do discurso racional de modo
a que a mente humana pudesse apreender o mundo... através de regras
sisteméticas para o adequado uso da l6gica e da linguagem... A deducdo e a
inducgdo; o silogismo; a analise da “causacdo” em coisas e fatos materiais,
eficazes, formais e finais; distingdes basicas como a de sujeito-predicado,
essencial-acidental, matéria-forma, potencial-real, universal-particular,
género-espécie-individuo; as dez categorias da substancia, quantidade,
qualidade, relagéo, lugar, tempo, posicdo, estado, acdo e afeicdo — tudo isso foi
definido por Aristoteles e posteriormente estabelecido como instrumentos
indispensaveis de andlise para a mente ocidental. Onde Platéo havia colocado
a intuicdo direta das ldeias transcendentais, Aristteles agora inseria o
empirismo e a l6gica (ROSA apud TARNAS, 2012, p. 133 — 134).

Em suma, Aristételes dedicou-se a estudos voltados para areas tais como
Astronomia, Matematica, Fisica, entre outras. Sendo que, em suas observacdes realizadas,
aplicava-se um rigoroso sistema de logica, abrangendo investigacGes sobre as causas e

origens de objetos por exemplo, em que serviam de base para estudos e pesquisas.
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A Fisica Aristotélica, foi um sistema de interpretacdo do mundo fisico, cuja base
tinha-se a ideia de lugar natural e no fato de que os corpos existentes, buscavam seu
préprio lugar natural no universo. De acordo com Carvalho (2010, p. 82), tem-se que
“corpos com esséncia do tipo terra se encontrariam mais préximos do centro do Universo,
em oposicao aqueles do tipo fogo, que estaria na parte periférica da esfera terrestre”.

Falando em Fisica Aristotélica, Pires (2011) cita que para entendé-la, é necessario
compreender a concepgao de matéria, o estudo da cosmologia e como também da teoria
dos movimentos. Na visdo de Aristdteles, a existéncia de vacuo era impossivel, pois a
matéria é que cria 0 espaco, em que ndo poderia conter um vazio, em sua estruturacao.

Por isso, para Aristételes, no olhar de Pires (2011) os quatro elementos da natureza
(terra, ar, agua e fogo), eram a designacao da prépria matéria, apresentando caracteristicas
relacionados a sua estrutura, constituicdo e existéncia.

No cenario da cosmologia, Aristoteles e outros pesquisadores conforme Rosa
(2012) abordaram que o universo fisico era constituido por duas regides diferentes,
redigidas por leis e principios totalmente distintos. Nesta situagao, essas regides eram a
sublunar e a supralunar.

Desta maneira, tinha-se um sistema segundo Pires (2011) de forma completa e
coerente, com base em concepcbes dos componentes dos elementos da matéria, sendo
que no lugar natural de tais elementos, considerava-se que as transformacfes da matéria
seriam mudancas decorrentes dos movimentos, vinculando-os a caracteristicas que

podiam ser de substancia, quantidade, posicao ou local.

2.1.5 Idade Média

Com o adjunto do pensamento cientifico no periodo dos gregos, diante da
evolugdo do contexto historico-cientifico, ressalta-se eventos relacionados ao periodo da
Idade Média, em relacdo a insercdo da ciéncia na humanidade.

A Grécia, dentre outros paises como o Egito e a Asia Menor, na visdo de Pires
(2011) passaram a ter influéncias dos romanos, por volta do inicio do século Il a. c. Neste
caso, areas como a Filosofia, Artes gregas, entre outras, comegaram a ser apreciadas pelos

romanos e inseridas em seus cotidianos.

Neste contexto, Rossetto e Rosa apresentam que:
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O conhecimento cientifico sofria forte interferéncia da Igreja Catdlica que,
condenava muitas das praticas de pesquisa sobre origem da terra e da vida,
entre outras. Considerava a ciéncia como ameaca, no sentido de trazer

questionamentos aos dogmas pregados por ela (ROSSETTO; ROSA,
2016, p. 18).

Neste periodo, Rosa (2012) aborda que a Ciéncia em si ndo era tdo apreciada pelos
romanos, em termos de carater cientifico, eles s6 demonstravam interesse pelo que
realmente necessitasse, ndo se apreciavam pelo pensamento abstrato. Entdo, sé era
ensinado 0 que necessitavam, tais como mecanismos para atividades praticas, recorrendo
a aprendizagem da Matematica, Logica, entre outras areas, quando fosse solicitado para
a realizacdo diaria de determinadas fungdes.

De acordo com a historiografia, Tarnas (2003) enfatiza a divergéncia entre o

cenario religioso e o campo cientifico, pois:

Ao mesmo tempo em que emergia e florescia a sensibilidade cientifica,
surgiam também paixfes religiosas — muitas vezes, em combinacdes
emaranhadas. 1sso porque a sociedade vivia um periodo de influéncia mistica.
O universo era explicado segundo os dogmas da Igreja Catdlica, portanto,
existiam emaranhados de teorias e ideias, que se dividiram entre ciéncia e

religido (TARNAS, 2003, p. 251).

Com o passar do tempo, por volta da segunda metade do século Ill, Pires (2011)
aborda que o império romano passou a ser dividido em duas partes, sendo constituido
pelo ocidental e o oriental, divisio esta realizada pelo imperador Diocleciano®.

Nesse periodo, o cristianismo segundo Pires (2011) teve forte influéncia no campo
filosofico, passando a ser a religido oficial dos romanos. Naquela época, o filésofo grego
Santo Agostinho promoveu uma intelectualidade em relagdo ao campo religioso,
favorecendo uma base solida e filosofica. Este considerava que para a aprendizagem e o
conhecimento, tinham-se como fatores essenciais Deus e a alma, ndo demonstrando
interesses em concepcdes voltadas para a natureza cientifica.

De acordo com as atividades desenvolvidas na Idade Média, Pires (2011) cita que
foram formulados centros intelectuais voltados para fins religiosos. Entdo, 0os monges
passaram a elaborar livros, além do que poucas acbes voltadas para ciéncia eram
realizadas, somente quando fosse necessario a sua utilizagdo para devidos fins. Somente

por volta do século V, a ciéncia passou a ser inserida no contexto romano, mediante a

3 Diocleciano foi um imperador romano no periodo de 284-305, cujas reformas contribuiram para adiar o
declinio de Roma e criaram as bases do império bizantino.
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producdo de textos cientificos para a realizacéo de estudos, mesmo que alguns deles ndo
se apresente tanto quanto os dos gregos.

Todavia, houve um avango no contexto da ciéncia, por parte dos povos gregos e
arabes, em que foi introduzida uma nova viséo no campo cientifico, tal feito realizado no
final do século XII e no inicio do século XIII. A partir disso, foram se formulando
concepcOes e ideias voltadas para o carater da ciéncia, como a inser¢do das &reas
Matematica e Astronomia (PIRES, 2011).

E importante citar a influéncia das ciéncias na sociedade, sendo que diversos
cidadaos, passaram a usar segundo Rosa (2012) os conhecimentos cientificos adquiridos
em suas atividades diarias. Neste cenario, a cultura mulgumana na visao de Pires (2011)
reestruturou vestigios da filosofia e da ciéncia grega, levando-as para o continente
europeu. Entéo, por volta do século XIlI, tém-se os primeiros aparecimentos de estudos
formulados por Arquimedes, Ptolomeu, Aristarco e Euclides.

Nesse periodo, no mundo cientifico &rabe, passou a se desenvolver areas como a
Algebra, em base da formulagio de algarismos arabicos, além de alguns problemas com
teor aritmético, trazendo um grau de resolucdo maior quando comparado com Roma. Na
area da Astronomia, foram desenvolvidos dois sistemas de esferas homocéntricas de
Eudoxo e Elipus. Além disso, alguns astrénomos Isldmicos desenvolveram
questionamentos mediante os modelos geométricos formulados por Ptolomeu®. Assim
sendo, destaca-se que os arabes criaram a trigonometria esférica, inserindo seis funcoes,
perante observacgdes astrondmicas (PIRES, 2011).

Havia interesse pela religido empregada pelo povo arabe e pouco interesse voltado
para a ciéncia, no olhar de Rosa (2012) ela s6 era empregada quando se tinha um vinculo
com tematicas religiosas. Portanto, no seculo XIlI, a Europa se formulou de forma lenta

do caos da Idade Média e assim, a cultura renascia.

2.1.6 O Renascimento cientifico

O Renascimento proporcionou ao homem um significado de existéncia,
desconstruindo a visdo do pensamento medieval, tornando-o “[...] nao mais secundario

em relacdo a Deus, a Igreja e a Natureza” (TARNAS, 2003, p. 246). Neste caso, 0s

4 Ptolomeu (90 d.C. - 168 d.C.), foi um cientista, astronomo e gedgrafo de origem grega. Nascido no Egito
sob dominio romano, é um dos Ultimos grandes cientistas do mundo helenistico, e autor dos estudos de
astronomia mais importantes produzidos antes de Copérnico e Galileu.



21

segredos e caracteristicas da natureza passam a ser compreendidos atraves do contexto
cientifico e artistico, sendo amparados precisamente com o ramo da matemaética e
admiravelmente de forma estética (TARNAS, 2012).

Com o passar dos tempos, por intervencao evolutiva da ciéncia moderna, Pires
(2011) explicita que por volta do seculo XVII, a matematica ganhou espaco dentro do
contexto da Fisica, abrangendo a implementacdo cientifica de leis fundamentadas em
carater matematico, de acordo com estudos de grandes fil6sofos e pesquisadores. Assim,
foi nesse periodo que os fendmenos passaram a ser expressos e representados pela
fundamentacdo da linguagem matematica, tornando de forma mais evidente a relagdo
entre a ciéncia Fisica e a Matematica.

Pitagoras foi um marco essencial para esta importante relacdo histérica, pois
segundo Rosa (2012) desenvolveu estudos voltados para a implementacdo da Matematica
dentro do campo cientifico. Ficando assim, designado o que se repercutiu como uma
tradicdo pitagorica.

Diante da evolugdo histdrica, estudos promovidos por Galileu®, influenciados
também por Pitagoras, colaboraram para a relacdo historica, entre Fisica e Matematica.
Assim sendo, novas areas da Matematica passaram a ganhar espago no cenario cientifico
(TARNAS, 2012).

A Geometria era a propria linguagem da natureza, fazendo uso do universo como
campo de aplicacdo, por meio de estudos e da prépria inspiracdo, produzida atraves de
relacBes desenvolvidas. Baseado em estudos de Galileu, Paty (1995) afirma que houve
uma pequena modificacdo nas pesquisas formuladas por Pitdgoras, na questdo da
Matematica ser o conhecimento que possibilita a comunicacdo e conexdo entre
fendmenos da natureza, permitindo assim uma leitura da realidade. Sendo necessario uma
linguagem matematica a ser utilizada para expressar estes fenémenos e explica-los. Com
base nisso, Paty (1995, p. 234) enfatiza que “para Galileu, esta lingua era basicamente a
Geometria”.

Nesse sentido, com base na linguagem da natureza, diante da concepcéo galileana,

traduz que:

5 Galileu (1564 1642) foi um importante astrénomo, fisico e matematico italiano. Ele é considerado um
marco da revolugdo cientifica nas reas da fisica e da astronomia. Seus estudos foram fundamentais para o
desenvolvimento da mecéanica (movimento dos corpos) e a descoberta sobre os planetas e os satélites.
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Para justificar o carater matematico da magnitude das leis da Fisica, Galileo
invocava a ideia de que o “livro da natureza” ¢ escrito em linguagem de figuras
e numeros. “Suas letras topograficas”, ele escreveu falando do universo, “Séo
triangulos, circulos e outras figuras geométricas, sem 0s quais é impossivel
para um ser humano entender uma tinica palavra dele”. E acrescentou que todas
as propriedades dos corpos externos na natureza podem ser atribuidas, em
ultima analise, as nogdes de “magnitude, figuras, nimeros, lentiddo (ou
rapidez, e elas tém efeitos sobre nossas percepcdes sensoriais, e sdo, por assim
dizer, a esséncia verdadeira das coisas” (PATY, 1999, p. 9).

Dessa forma, a Geometria se mantinha como a principal vertente da linguagem
preferencial do mundo, segundo Rosa (2012) era através desta que se expressava O
mundo. No entanto, com o decorrer do tempo, passou-se a ser designada como um
recurso do pensamento para organizacdo do mundo. Sendo um processo, em que O
cientista é uma espécie de tradutor, tendo a habilidade de poder vincular-se entre formas
de comunicac6es distintas, em relacdo a linguagem matematica e a propria natureza.

De acordo com estudos desenvolvidos por Isaac Newton®, sua principal vertente
na opinido de Pires (2011) era expressar leis naturais baseadas na matematica. Cuja
funcdo estava voltada para sistematizar o carater cientifico, a principio na area da
Mecanica, e porque nao dizer de toda a area da Fisica, constituindo-a de leis formuladas
por algoritmos e expressdes para explicar os ventos da natureza. Com a evolucdo
cientifica, no periodo do século XVIII ao XXI, ocorreram diversas transformacdes, entre
aspectos socio-filosoficos e cientificos, no cenario do Renascimento Cientifico.

De fato, neste campo de transformacéo cientifica, em face de estudos formulados

por Newton, Tarnas observa o seguinte:

A participacdo de Copérnico, que se apropria do ambiente intelectual do
Renascimento Neoplatdnico, adotando a concepcdo de que a Natureza,
compreendida aqui como o Universo em sua totalidade, poderia ser
fundamentalmente mensurada através de expressGes matematicas simples e
harmoniosas de qualidade transcendental e eterna que o pressionou e orientou

para a inovacdo (TARNAS, 2003, p. 271).

A Mecanica na visdo de Rosa (2012) foi a area pioneira da Fisica, em termos de
estruturacdo de leis matematicas a frente do campo da ciéncia, com base nos estudos
promovidos principalmente, por Isaac Newton ao longo das épocas. A partir disso, com
todo o desenvolvimento da Mecénica pds-newtoniana, por meio de influéncias de

Leonhard Euler, Alexis Clairaut e Jean le Rond d’Alembert, no século XVIII, a relacao

6 Isaac Newton (1643-1727) foi um fisico, astronomo e matematico inglés. Seus trabalhos sobre a
formulacdo das trés leis do movimento levou a lei da gravitagdo universal, a composicdo da luz branca
conduziram a moderna fisica Optica, na matematica ele langou os fundamentos do calculo infinitesimal.
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da matematica inserida dentro do corpo da Fisica, torna-se mais sélida e tém seu auge
fortemente com o adjunto do campo cientifico (Garbi, 2006).

No campo da Mecanica, Pires (2011) cita que foi recorrente extrair da teoria desta
area, as principais ideias de forca, por exemplo, como forma de expresséo simbolica entre
0 campo matematico e o fisico. Logo, cria-se uma relacdo Fisica-Matematica, cujo
vinculo esté no fato de a propria matematica ser a estrutura, organizacao sendo a mediagao
entre os saberes fisicos. Entdo, Paty ressalta sobre a relagdo da Matemaética com a Fisica

que:

Escolher o modo mais radical de abordagem conceitual em vista da
matematizacdo (do saber experimental) [...] de encurtar ao m&ximo a distancia
entre o discurso matematico e os dados concretos aos quais ele esta destinado
a informar e esclarecer, concebendo a Matematica como um instrumento que

constréi, ou que isola estruturas (PATY apud MERLEAU-PONTY,
1995, p. 256).

Analisando a citacdo acima, vale destacar que a Matematica inserida no campo da
Fisica, esta voltada para a questdo significativa de conceitos, enxugando-os e deixando
explicito algumas ideias formuladas em base puramente matematica. Mostrando assim, o
poder dos simbolos e seus percursos em face da transicao entre as Ciéncias Exatas.

Com a evolucdo da ciéncia na contemporaneidade, as areas da Fisica também
acompanharam esta evolucdo, baseadas na insercdo matematica em pesquisas,
formulagdo teorica de leis e dedugdes. Diante disto, foram necessarios fazer uso de
sistemas matematicos mais precisos e avancados para expressao de fenémenos fisicos.
Com o adjunto da Ciéncia Moderna, foi necessario utilizar uma linguagem matematica
de forma complexa, pois alguns fenémenos foram ganhando uma espécie de abstracéo.

Por conseguinte, Carvalho (2010) enuncia que é impossivel pensar 0 empirismo
sem fazer 0 uso de um algoritmo matematico por tras, o que pode se deparar com as

seguintes perguntas:

Afinal, como entender o comportamento dos elétrons num atomo sem fazer
uso de equacBes de onda? Além disto, como tratar as origens do universo sem
0 auxilio de tensores? Portanto, base essencial para obter respostas a estas
perguntas, é relevante concluir que a matematica esta inserida diretamente no

cenario cientifico do corpo da fisica (CARVALHO, 2010, p. 85).

Com base nesta, existem modelos fisicos que sdo bem sofisticados, mas que

promovem uma descri¢do detalhada e de forma racional da realidade. Assim, Garbi
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(2006) aborda que desde periodos do desenvolvimento cientifico até a atualidade, foram
se construindo e solidificando elementos matematicos mais abstratos, tais como o célculo
de Newton, séries de Fourier, técnicas varidveis de Lagranger e Euler, grupos quanticos,
entre outras, favoraveis para uma proximidade matematica de fendmenos complexos,
puros e superficiais no cenario da Fisica, descritos com estes e outros elementos

matematicos.

2.2 A MATEMATICA COMO LINGUAGEM DA FiSICA: MUNDO NATURAL

Para explicar melhor esta relacdo entre a Matematica e o campo cientifico, é
relevante fazer uso de concepgdes e informagfes vinculadas ao cenério do Mundo
Natural. Na historia recente da Matematica e da Fisica, foram necessario séculos para que
0 contexto matematizado pudesse se inserir no campo cientifico, diante da revolucgéo
cientifica. Assim, Tarnas (2003, p. 270) explicita que “esta revolucao cientifica passa a
desempenhar papel de destaque neste periodo, pois sacramento o fim do Renascimento e
contribui definitivamente para a implementacdo da moderna visdo de mundo”.

Assim, diante do cenario historico em plena construcao entre as areas Matematica
e Fisica, a Astronomia foi a ciéncia, antes de entrar no campo fisico, a se relacionar com
0 contexto matematico, contribuinte atualmente para as discussdes relacionados ao
universo. Dessa forma, Tarnas aborda que:

Pela primeira vez na Astronomia, as aparéncias estavam ‘“realmente” salvas,
ndo apenas instrumental. Kepler resolvera ao mesmo tempo os fendmenos, no
sentido tradicional, e ‘“salvara” a propria Astronomia matematica,
demonstrando a verdadeira pertinéncia fisica da Matematica em relacdo aos
céus — uma capacidade para desvendar a natureza real dos movimentos fisicos.
Agora a Matematica estabelecia-se ndo apenas como instrumento para a
previsdo astrondmica, mas como elemento intrinseco da realidade

astrondmica. Assim, para Kepler, a tese pitagorica de que a matematica era a
chave da compreensdo do Universo foi triunfalmente comprovada, revelando

a grandiosidade anteriormente oculta da criacéo divina (TARNAS, 2003,
p. 280).

Essa inter-relacdo entre os métodos matematicos e fisicos segundo Garbi (2006)
esta presente constantemente nos grandes circulos de pesquisas avangadas, como € 0 caso
do estudo da teoria quantica de campos. Dessa forma, com o desejo e objetivo em
desenvolver uma teoria que descreva plenamente as interagcdes elementares da matéria,
os fisicos utilizam ferramentas cada vez mais sofisticadas, vinculadas a geometria

diferencial, de carater geométrico e algébrico.
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Em contrapartida, debrucados sobre estruturas cada vez mais complexas, 0s
matematicos se veem utilizando célculos originados do carater da Fisica de altas energias,
como tem-se 0 caso dos grupos de Feynman, normalizagdo, supersimetria, entre outros
(GARBI, 2006).

Entretanto, o pensamento cientifico sofreu dificuldades, quando citado esta
questdo de se fundamentar em matematica, excepcionalmente, a partir do cenario da
Geometria, Algebra, entre outras areas. Dificuldades estas, importantes desde os antigos
gregos aos iluministas franceses, em que segundo Pires (2011) foram sendo sanadas aos
poucos por intermédio do uso da ciéncia, em conjuntura com o carater evolutivo.

Sobre a evolucéo cientifica, Omnés (1996) afirma que mediante as transformacdes
ocorridas no ambito da Ciéncia, tem-se que a propria realidade ¢ uma causalidade da
ciéncia. Trazendo tal questdo para a vertente epistemoldgica, aborda-se a tematica das
epistemologias realistas, cuja tematica esta voltada para o fato de que a estruturacdo do
mundo é formulada por meio do uso e obra da imaginacdo cientifica. Em termos
especificos, sdo as interpretacdes cientificas que favorecem o ponto de chegada e ndo
unicamente de partida, para interacdo com a propria realidade. Assim sendo, a propria
matematica € a natural estrutura para servir de descricdo de modelos da area da Fisica,
presentes no universo.

Neste campo de estudo, a matematica é a linguagem que permite ao cientista
estruturar seu pensamento para compreender o mundo, “[...] ndo se trata apenas de saber
Matematica para poder operar as teorias fisicas que representam a realidade, mas saber
apreender teoricamente o real através de uma estruturacdo matematica” (PIETROCOLA,
2002, p. 110-111).

Nesse sentido, citando cada uma destas areas de maneira distintas e
posteriormente apresentando sua importante interligacdo, Pinheiro; Pinho e Pietrocola diz
que:

A Matematica fornece um conjunto de estruturas dedutivas, por meio das quais
se expressam as leis empiricas ou os principios tedricos da Fisica[...] ela é uma
forma de linguagem e ferramenta, por meio da qual s&o estruturadas as relac6es

entre os elementos constituintes de uma teoria (PINHEIRO; PINHO;
PIETROCOLA, 2001, p. 40).

Eventualmente, com o desenvolvimento cientifico, a Matematica vem ganhando
cada vez mais espago, perante o cenario fisico, em virtude da propria Ciéncia Moderna.
Sendo assim, este didlogo presente entre Fisica-matematica, ndo é de agora, pois

na perspectiva de Batista e Mozolevsky (2010), desde a antiguidade a Matematica esta
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imersa como ciéncia de intelecto puro, utilizada na explicagdo de fendmenos de areas
pertencentes ao campo das Ciéncias Naturais, especialmente da Fisica. Entdo, com o
passar do tempo, houve uma evolucdo no processo de representacdo dos fendmenos
naturais por meio da Matematica, ndo somente em simbolos matematicos, mas também
em operacdes. Logo, estas explicacGes vém sendo emergentes, na questdo da necessidade
de citar modelos matematicos mais precisos, para explica¢gdo, assim como dialogos
perante os fatos naturais presentes na realidade do universo. Diante disto, Silva e Martins,

afirmam que:

E necessario a precisdo e como também a definico de sistemas matematicos
mais significativos, para que assim, possam favorecer a explicagdo de teorias
das leis da fisica, pois ndo poderiam ser quaisquer modelos e defini¢Ges de
sistemas matematicos, para explicacdo da existéncia natural de determinados

fendmenos (SILVA; MARTINS, 2002, p. 63).

Conforme o autor cita acima, alguns fendmenos fisicos requer 0 uso mais preciso
da Matematica, uma vez que a ciéncia estad em extrema evolucado, tendo como exemplo a
Fisica Quantica, constituida por conceitos abstratos, isto é, fendmenos que podem ser
dificeis de descrever e interpretar fisicamente sem fazer uso de uma matematica de forma
mais precisa, devido ao grau de abstracdo existente em sua estruturacdo de Fisica

Moderna.

3 ELEMENTOS DE MATEMATICA E DE FISICA

Este capitulo esta estruturado em uma abordagem tedrica de alguns elementos
essenciais do campo da Matemaética e do cenario fisico. Assim, como base para a
construcdo e suporte deste estudo, foram formuladas secdes de importantes ferramentas
da Matematica, abrangendo desde o estudo da Logica até o cenario introdutorio do
calculo, utilizando alguns elementos de Algebra, Geometria, entre outros, necessarios
para a compreensdo de conceitos e aplicacBes da linguagem matematica dentro da Fisica.

As secOes a seguir, relacionadas ao campo da Légica, foram baseadas no material
Fundamentos da Matemaética Elementar, Volume 1, de Gelson lezzi e Carlos Murakami,
2013, além dos seguintes arquivos: Introducédo a Ldgica, de Cezar Augusto Mortari, 2001;
Introducdo a Logica Matematica, de Marisa Gaspar, 2007 e NocOes de Logica
Matematica, de Celina Abar, 2007.
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3.1. LOGICA MATEMATICA

No ambito da Matematica, o estudo da logica é necessario para o desenvolvimento
cientifico desta area, em termos de compreensdo, empregabilidade e manuseio de
determinados elementos e varidveis matematicas. Diante disto, pode-se citar a Logica
formulada pelo filésofo Aristételes, que define ser a arte e 0 método de se pensar,
existente até a atualidade no pensamento humano, sendo fundamentado o processo de
argumentacdo, deducdo e como também de provas para determinados problemas e ou
situacOes quaisquer.

Assim sendo, é importante entender que formular o conceito e poder sobressai-lo
perante determinados eventos voltados para suas caracteristicas no contexto da natureza,
consiste na captacdo do racional e do que realmente traz o sentido para a validacdo de
determinado pensamento e ideia no contexto da ciéncia.

Nesse cenario, € necessario compreender a ciéncia matematica, partindo da
questdo da argumentacdo l6gica, isto €, 0 que torna um argumento matematico valido
diante do campo cientifico, seja pelo emprego de demonstracbes e de técnicas
matematicas consistentes. Neste caso, as regras de l6gica tém por funcionalidade a
especificacdo significativa de sentencas matematicas, ou seja, proporcionam explicacao
através da tematica das preposicdes.

No campo da Ldgica, Aristételes foi o primeiro filésofo a formalizar o estudo da
I6gica, constituindo-o por meio do processo de raciocinio dedutivo. Dessa forma, este
processo foi vinculado a forma de silogismo, isto €, a argumentacéo légica foi estruturada
em premissas e conclusdo. Como exemplo desta questdo, Pires (2011, p. 35), cita as falas

de Aristételes, em que este diz:

a) Todos os homens séo mortais (premissa);
b) Socrates é um homem (premissa);

c) Portanto, Sécrates € mortal (concluséo).

Com base no exposto acima, de acordo com as regras citadas para o processo de
argumentacao correta, ttm-se que o argumento € correto, entre as duas premissas e a
concluséo considerada, como resposta final, ndo dando espaco para questionamentos que

interfiram no processo de conclusdo do argumento.
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Ao citar que um argumento é correto, significa dizer que a concluséo segue as
premissas, por exemplo, se as premissas séo verdadeiras, logo a conclusdo néo pode ser
falsa dado o contexto, além do que, a conclusdo ndo pode apresentar informacgdes a mais
das que existem nas premissas, para que assim, o argumento final ndo apresente ideias
contrarias, possibilitando deixar o argumento invalido a que se quer provar.

Na ciéncia, a légica é empregada como forma de desenvolvimento de
determinadas teorias cientificas. Com base nisto, € importante que haja uma conexao
entre os resultados obtidos mediante a manipulacao de ideias e argumentacéo algoritmica
de sistemas para com os fendmenos do mundo real, como exemplo disto, temos a
Matematica como forma de explicacdo de determinados eventos da Fisica, por meio de
seus sistemas simbdlicos e expressdo de leis fisicas com o uso de equacles, para
exemplificacdo e comprovacao de dados fenémenos existentes no universo.

Portanto, pode-se citar que a logica na verdade ndao é um elemento que
proporciona a descoberta da verdade em si, mas sua funcéo é promover a explica¢do, isto
é, 0 esclarecimento da exposicao e pensamento diante de dado argumento.

3.2 TECNICAS DE DEMONSTRACAO

Ao analisar o estudo da logica, cuja funcdo € promover a verdade de um dado
argumento matematico, tem-se o caso das demonstra¢@es. Desse modo, é importante citar
as contribuicOes das técnicas demonstrativas de como argumentar e deduzir ideias perante
0 contexto da ciéncia.

De forma contextualizada, a teoria da demonstracéo consiste na estruturacao de
dados, em que colaboram para a explicacdo consistente de determinado argumento a ser
provado, sendo feitos com base em certos axiomas. Em suma, esta teoria tende a servir
de base como forma de orientacdo perante demonstracdes de distintos ramos da
Matematica.

Com base neste estudo, pode-se citar os axiomas elaborados por David Hilbert,
vinculados a sua teoria da demonstracdo. Entdo, para facilitar a interpretacdo e o
significado destes, tem-se o quadro abaixo com os significados de alguns simbolos

I6gicos.
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Quadro 1 — Simbolos Lbgicos
CONECTIVOS LOGICOS SIGNIFICADO
Conjuncdo (“e”)
Disjungao (“ou”
Condicional
Negado
Negacao
Para todo, para qualquer um
Deduz que

V<>

T <

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

Neste enquadramento, tem-se 0s seguintes axiomas, presentes no estudo da logica,

na comprovacdo de determinados argumentos, em termos de verdade e significado.

1. Axioma da Identidade:
Vx,x =x
Tal axioma apenas afirma que todo elemento € igual a si mesmo, o que apesar de

obvio € necessario e crucial em muitas demonstracoes e deducdes matematicas.

2. Axioma da Escolha:
vX,3f,onde f é uma funcao tal que Dom(f) = P(X) — {@}e Vy(y €
Dom(f)) - f(y) € y.
Onde P(X) — {@} representa todos os subconjuntos ndo vazios de X e Dom(f)
representa o dominio de f.
Basicamente, esse axioma garante que podemos escolher infinitamente, mesmo

sem uma propriedade para definir a escolha.

3. Inducéo de uma hipotese:
a—=(f—a)

Podemos ler da seguinte forma: a implica na proposigédo que implica em alfa.

4. Omissao de uma hipotese:

(¢ > (@—=B))—(a =B
Podemos interpretar esse axioma como: nao existe necessidade de repetir

proposicoes.
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5. Permutacao de hipdteses:

(@ =B —7y))— B—(@—p)

A ordem das proposi¢Oes ndo vai alterar a concluséo.

6. Eliminacdo de uma proposicéao:

(@ =B)—=((r—a)— (y—B)
Em suma, podemos reduzir nossa argumentacdo retirando uma proposicéo

intermediaria quando possivel.

7. Axioma da néo contradicao:
(@a—= B A=p)— -«
Se alguma proposi¢do gerar uma outra proposicdo necessariamente falsa (ou

mesmo um absurdo), podemos concluir que a sua negacdo é verdadeira.

8. Axioma da dupla negacao:
T a— a

Uma dupla negacédo na verdade € uma afirmacéo.

Com base nos axiomas apresentados acima, é relevante citar de forma adicional,

as seguintes regras de inferéncia, em que se podem expressar:

1. alNflrFa

Ler-se: a e 8, deduz que a.

2. aABFB

Ler-se: a e 3, deduz que 8

3. atF(f—aAnp)

Ler-se: a, deduz que, se 5, entdo o e 3.

4. ataVp

Ler-se: a, deduz que o ou .
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5. a—vyv,f—yrF(@VB)—y
Ler-se: se a, entdo B, e se B, entdo y, deduz que se o ou 3, entdo y.

Neste contexto, cita-se a importancia das demonstracdes na caracterizacdo e
prova, em relacdo a determinado argumento a ser comprovado, por meio de deduces e
até de axiomas. Aborda-se a seguir, os tipos de demonstracfes existentes no cenario da

Matematica.

3.3 TIPOS DE DEMONSTRACAO

A principio, tem-se a Demonstracédo Direta, sendo que este tipo se fundamenta em
proposi¢des como a4, ..., &, + . Em tal caso, tem-se de significado, que as proposicoes
aq, ..., 0, representam as premissas ou as hipoteses, logo, [ representa a proposicao,
simbolizando a tese.

Além desta, tem-se a Demonstracdo Indireta Contra Positiva, neste tipo de
demonstracdo, € indispensavel citar que o ponto de partida é da premissa — 8, em que
constitui um modelo 9t , entdo usa-se as regras de interferéncia assim como as de
equivaléncia para se chegar, ao seguinte argumento: = @,V ... V—=a,, isso significa dizer
que pode-se provar a contraposicdo dada por:a; A ..Aa, — . Com base nisto,
representa-se de forma geral, da seguinte forma: —=f F= =a,V ...Va,.

Por fim, tem-se a Demonstracdo indireta por Reducdo ao Absurdo que é um tipo
de demonstracdo que tem por funcionalidade demonstrar que a; A..Aa, A..— B é
uma contradicdo, prova feita por meio do uso de regras de inferéncia e de equivaléncia.

Esses trés tipos de demonstrac6es apresentadas acima, podem ser encontradas em
livros de Introducdo a Ldgica Matematica, entre outros. Os exemplos a seguir, foram
baseados em um arquivo de Técnicas de Demonstracdo, de autoria de Josimeire
Maximiano dos Santos (2017) e Fundamentos da Matematica Elementar (2013), de
Gelson lezzi e Carlos Murakami, volume 1, aula 6.

Para uma demonstracdo ser direta, pressupde a hipdtese verdadeira e com base

nesta, a tese ser provada como verdadeira. Como exemplo pode-se citar o seguinte:

Exemplo 1 - Considere a presente situacdo: Demonstrar de forma direta que a

soma de dois nimeros pares resulta em um nimero par.
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Prova: Primeiramente, esta demonstracdo pode ser realizada passo a passo. Para
isso, utilizando a linguagem ldgica, estrutura-se a situacdo na forma de P — Q, assim,
tem-se m e n como sendo dois quaisquer nimeros pares. Assim, m + n resulta em um
namero par. Entdo, vale ressaltar que, um nimero qualquer p par, pode ser designado por
p = 2k, sendo k um inteiro. Com base nisto, sabendo-se que m e n s8o nimeros pares,
tem-se inteiros r e s, tais que m = 2r e n = 2s. Isto implica que m +n = 2r + 2s =

2(r + s). Portanto, m + n € um nimero par.

Exemplo 2 - Provar o teorema a seguir, usando a demonstracao contra positiva.
vn e N; se n? é par, entdo n é par.
Prova: A demonstracdo deste teorema, parte da forma contra positiva que é dada
por: Vn e N | nnio é par entdo n? nio é par.

Ouseja, Vne N | n é impar entido n? é impar.

Passo: Razéo:

V e N é impar (Premissa)

dkeN|n=2k+1 (Definicdo de nimero impar)

n? = n? (Axioma da identidade)

n? = (2k + 1)? (Axioma da substituicdo)
n?=QRk+1)Q2k+1) (Definicdo de Poténcia)

n? = 4k*+ 4k + 1 (Distributiva e Associativa em N)
n? =22k?*+2k) +1 (Distributividade em N)

JjeN,j= 2k*+2k|n*=2j+1 (Portanto, n* é impar).

Exemplo 3 — Demonstrar a proposi¢éo a seguir por absurdo. Se um determinado
namero somado a ele mesmo, resultada nele proprio, significa dizer que este nimero é o
zero.

Prova: A principio, representando o nimero qualquer por X, tem-se pela hipotese
citada que X + X = X, resultando na conclusédo de que X = 0. Neste contexto, para realizar
a demonstracgéo por absurdo, supdem-se que X + X =0, em que X # 0, assim, 2X =X e
bem como X # 0. Entdo, dividindo ambos os membros da equacao 2X = X, por X, conclui-

se que 2 = 1, demonstrando assim, um absurdo. Logo, para que X + X = X, tem-se X = 0.
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Vale destacar que na Teoria da Demonstracdo de David Hilbert’ apresentada ao

longo desta sec¢do, nédo foi utilizado o axioma da indugédo perante o estudo exposto.

3.4 ANALISE VETORIAL

Nesta secdo, estdo inseridos 0s conceitos e caracteristicas voltados para vetores
planos e espaciais, que servira de base elementar no decorrer deste capitulo. A partir disto,
os estudos dos vetores sdo fundamentais para areas como Algebra, Geometria Analitica,
Mecanica Classica, entre outras, presentes em campos, tais como na engenharia e na
Fisica. Sendo bastante utilizados quando se deseja estabelecer magnitude, sentido e

direcdo em determinado estudo.

3.4.1 Vetores em R?

O estudo dos vetores pode ser estabelecido mediante diversos espacos, podendo
ser analisados nas formas unidimensional, bidimensional, tridimensional, entre outros
espagos.

Neste cenario, aborda-se 0s vetores em duas dimensdes do espaco nas formas
algébrica e geomeétrica, sendo o algebrismo utilizado para a realizacdo de algumas
operacOes com vetores e a forma geométrica para representacdo e ilustragdo destes no
espaco bidimensional.

De forma conceitual, um vetor € um segmento de reta orientado determinado, por

exemplo, por um ponto inicial A e um final B, designado por AB.

Imagem 1: Vetor.

AB

Fonte: Neto (2019, p.5).

" David Hilbert (1862 — 1943), foi um matematico alemdo cujo trabalho em geometria teve a maior
influéncia no campo desde Euclides. Depois de fazer um estudo sistematico dos axiomas da geometria
Euclidiana, propds um conjunto de 21 axiomas e analisou o significado deles.
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Vale ressaltar ainda que dois vetores sdo iguais quando possuem mesmo
comprimento, mesma dire¢do e mesmo sentido. Como exemplo, toma-se que AB = CD,
ilustrado a seguir:

Imagem 2: Vetores Iguais
B D

AB
D

AB =CD
Fonte: Neto (2019, p. 6).
No estudo dos vetores, considere um sistema de coordenadas ortogonais em um
plano, onde observar-se que um mesmo vetor pode ser representado em qualquer lugar
desse plano. Em vista disso, qualquer vetor pode ser representado de forma que o seu

ponto inicial coincida com o a origem 0, ficando assim determinado pelo seu ponto final
A, com base nisto, o vetor OA é determinado pelo ponto A(x,y), em que x e y sdo a

coordenadas do ponto A, assim podemos estabelecer que O0A=4= (x,y), resultando
nas componentes do vetor. Convém ressaltar que um par ordenado (x,y), pode
representar tanto um vetor quanto ponto. Neste contexto, ao representar um vetor, é

comum colocar uma seta acima da letra para distinguir de um ponto.

Imagem 3: Vetor com ponto inicial na origem
y

A
T

H e s cccccccccccccca-

Fonte: Neto (2019, p. 7).
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Ao estudar os vetores no campo geométrico, pode-se realizar o processo de
translagéo de um ponto a outro. A partir deste, considere um vetor com ponto inicial na
origem 0(0,0) e ponto final em A(a, b), podemos translada-lo pelo plano cartesiano
simplesmente adicionando valores iguais nas respectivas abscissas e ordenadas dos ponto
inicial e final, dito isto, considere o vetor u = (a,b) e ao adicionar a unidades nas
abscissas e 8 unidades nas ordenadas, translada-se o vetor u de tal forma que o seu ponto

inicial torna-se (a, ) e o ponto final é (a + a, b + ).

Imagem 4: Vetor transladado

Fonte: Neto (2019, p. 8).

Neste cenario, dado um vetor ﬁz’, com P(xy, y,) € Q(xq,¥q), 0 ponto final desse

vetor quando o inicial encontra-se na origem é (x4 — x,,, Y5 — ¥p), OU seja:

P_Q):Q_P:(xq_xp'yq_yp)

Dentre os vetores, tem-se o vetor nulo, designado por 0, representando o ponto
(0,0), ou simplesmente 0, no qual 0 = (0,0). Logo, qualquer ponto é o vetor nulo.

Neste estudo, pode-se obter o comprimento de um vetor, calculando-se a distancia
entre o seu ponto inicial e final. Sendo, esse comprimento também chamado de norma
ou mddulo do vetor. Assim, representa-se a norma de um vetor u por ||u||. Mediante isto,
dado um vetor u = (a, b) a sua norma € a distancia entre a origem e o ponto (a, b), ou

seja, tem-se que:

lull = /(a—0)2 + (b — 0)2 = /a2 + b2
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No campo algébrico do estudo vetorial, € importante citar que podem-se realizar
operacgdes com vetores, tais como soma, subtragdo, produto interno, entre outras. Entéo,
ao utilizar a soma de dois vetores, obtém-se como resultado um outro vetor, que possuem
coordenadas iguais as somas das coordenadas homdlogas dos vetores somados. Por
exemplo, dados dois vetores u = (x,, y,,) € v = (x,, ¥,,), tem-se o seguinte:

u+v =00+ X, Yy + W)

Assim como foi transcrito a forma algébrica para soma de dois vetores, pode-se
representar a soma destes por meio da geometria. Veja na ilustracdo abaixo, como obter
a interpretacdo geomeétrica da operacdo soma de dois vetores.

Imagem 5: Soma de Vetores
y

U+ v

Fonte: Neto (2019, p. 10).

Vale destacar na imagem a seguir que o vetor soma tem 0 mesmo comprimento

de uma das diagonais do paralelogramo determinado pelos vetores originais.
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Imagem 6: Regra do Paralelogramo

y

Fonte: Neto (2019, p. 11).

Outra operacdo € a multiplicacdo de um escalar por um vetor, resultando em um
vetor, cujas componentes sdo o produto do escalar pelas componentes originais. Por
exemplo, dado um vetor u = (a, b) e um escalar k € R, tem-se que:

ku = k(a,b) = (ka, kb)

entdo,

lIkull = l|(ka, kb)|l = /(ka)? + (kb)?

Portanto,

lkul|l = v k?(a? + b?) = |kl a? + b2 = kl||u]|

Imagem 7: Multiplicacdo de escalar por vetor

Fonte: Neto (2019, p. 12).

Diante disso, sendo um vetor u = (x, ¥,,), assim o vetor —u é o vetor oposto de

u, 0 que resultaem:
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—u = (—xy, _yu) = (=D (xy, yu) = (—Du

Logo, o vetor - u tem a mesma norma e direcdo de u, mas com sentido oposto.

Imagem 8: Vetores Opostos

Fonte: Neto, (2019, p. 13).

Nas opera¢des com vetores sdo validas as seguintes propriedades. Para quaisquer
vetoresu,vew ek, k, € R, tem-se:
Plu+v=v+u
PHu+w+w)=w+v)+w
P3)0O+u=u
Plu+(—u)=0
P5) (kyko)u = ky (kpw)
Pg) ky(u +v) = kju+ kv
Py) (ki + ky)u = kqu + kyu
Po)lu=u

3.5 PRODUTO INTERNO
No estudo dos vetores, além das operagdes basicas apresentadas anteriormente,
existe o produto interno realizado entre dois vetores, cuja definicdo e propriedades estéo

a sequir:

Definicdo 01: Dados dois vetores u = (x,, y,) € v = (xy, ), 0 produto interno

de u e v, designado por (u, v), vale o seguinte:
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(u,v) = ((xw Yu); (xv' yv)) = XyXy + Yudo

Teorema 01: Dados dois vetores u = (x,, ), v = (X3, V) e um w = (X, Y ),
além de um k € R, assim sdo validas as seguintes propriedades voltadas para o produto

interno:

() (w,v) = (v,u)
(@) (w,w +v) = (u,w) + (u,v)
(iii) ku,v) = (ku,v)
(iv) (0,u) =0
) (w,u) = [lull?
Teorema 02: Sendo a o angulo formado pelos vetores ndo nulos u e v, entdo
(w, v) = llullllvllcosa.

Coroléario 01: Dois vetores u e v sdo ortogonais se, e somente se, {(u,v) = 0.

3.5.1 Vetores em R3

A base tedrica a seguir, estd voltada para o estudo dos vetores no espaco

tridimensional. Assim sendo, em um sistema de coordenadas ortogonais no espaco, pode-

se estabelecer que todo ponto A(x, v, z) determina um vetor 04 = 4 = (x,, ).

Imagem 9: Vetor no espago
i,

Az, y, 2)

Fonte: Neto (2019, p. 19).



40

Assim como no R? , no R3 pode-se citar as operacdes de soma e multiplicacéo
por escalar em vetores planos. Entdo, dados dois vetores u = (x,, ¥y, 2y) € v =
(xy, V0, Z,,) € k € R, tem-se 0 seguinte;

u+v=_>y,+x,Yu+ Y, Zy +7,)
E como também,
ku = (kxy, ky,, kz,)

Neste contexto, vale ressaltar que todas as propriedades e teoremas estudados para
vetores do R? sdo verdadeiras para vetores do R3. Entdo, a definigdo de produto interno
e as propriedades séo similares com as estabelecidas nos vetores no espago bidimensional.
Logo, tem-se 0 seguinte:

Definicdo 02: Dados dois vetores u = (xy, Yy, Z,) € v = (xy, ¥, Z,), 0 produto

interno de u e v, designado por (u, v), é
(W, v) = xy %y + WYy + 242y
Neste contexto, no R3 define-se um produto entre dois vetores de modo que o

resultado é um vetor, tal conceituacdo é denotada como produto vetorial.

Definicdo 3: Dados dois vetores u = (xy, Yu, Zy) € v = (Xy, Y, Z), 0 produto

)

vetorial entre u e v € um vetor designado por u X v, tal qual:

Yu 2y
Ww Zy

Xu 2y
Xy  Zy

xu xU
Yu o Wy

)

uxv=(
assim,
UXv= (yqu = ZyYvr ZyXy — XyZy, XyYy — xvyu)

Pode-se utilizar a notacdo de determinantes 3 x 3, facilitando a definicdo de
produto vetorial, como também o célculo. Por meio do determinante se encontra o vetor
correspondente ao produto.

i j ok
xu yu Zu
xv y‘U ZU

UXv=

Teorema 3: Dados o0s vetores u = (xy, Vi, Zy), V= (Xp, V¥ 2y) € W=

(%w» Yw» Zw ), POde-se apresentar as seguintes propriedades para o produto vetorial:
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DuxXxu=0
i)ux0=0
ii)0xu=0
ivyuxv=—(vxu)

V) (cu) X v =u X (cv) = c(u X v)
vi)uX(W+w)=uXv+uxw
Vi) (W, v X w) = (u X v,w)
Teorema 4: O vetor u X v € simultaneamente ortogonal a u e a v.
O teorema acima simboliza a interpretacdo geométrica do produto vetorial. Sendo
dados dois vetores no R3, para encontrar um terceiro vetor ortogonal a ambos, basta

calcular o produto vetorial entre eles.

Imagem 10: Produto Vetorial

u xXv

Fonte: Neto (2019, p. 25).

Portanto, a base tedrica sobre vetores estabelecida neste capitulo, servirdo de
norteamento para tépicos a seguir, voltados para a introducdo ao estudo do célculo,
aplicacdes perante a conservacdo da energia mecanica, no campo da Mecanica, além da

colaboracédo na analise dos capitulos dos livros.

3.6 INTRODUCAO AO CALCULO

O estudo de introducdo ao célculo é essencial para diversas areas das Ciéncias

Exatas, mediante aplicacfes e demonstracdes de determinados contelidos matematicos.
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Assim, esta base tedrica estd fundamentada em elementos de matematica, como limites

derivadas e integrais.
3.6.1 Limites

Nesta se¢do, estdo inseridos conceitos e informagdes bésicas sobre o estudo de
limites, como ferramenta fundamental para o cendrio da Fisica, em termos de
aplicabilidade e significado de determinados fendmenos fisicos.

No célculo, o limite de uma funcdo matematica é denotado da seguinte forma:
lim f(x) =L
X—C

O limite acima, é lido como: “o limite de f(x), quando x tende a ¢, € L.” Sendo que
a funcéo f (x) torna-se arbitrariamente proxima de um Gnico nimero L, quando x tende a

¢ pelos dois lados.
3.6.2 Propriedades de Limites

Ao apresentar a definicdo de limite na secdo anterior, € relevante abordar algumas
de suas propriedades a serem levadas em consideragédo ao longo deste estudo.
Assim, antes de apresentar as propriedades, é importante citar que quando se tem

o0 seguinte: lim f(x) = f(c), simplesmente substitui-se a variavel x pelo ¢, em que se
X—cC

aplica a substituicao direta neste caso, devido a funcgéo ser continua em c.

Veja a seguir as principais propriedades de limites:

Considere dois numeros reais, tais como b e ¢, além de n um numero inteiro
positivo. Entdo, tem-se o seguinte:

1° Propriedade: lim b = b

X—C

2° Propriedade: lim x = ¢

X—C

3° Propriedade: limx™ = c"

X—C
4° Propriedade: lim%x = %/c, no caso de n ser um nimero par,
X—C

consequentemente ¢ devera ser positivo.
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Apresentadas as propriedades do estudo dos limites, pode-se citar relevantes
operacdes, fazendo uso destas. Com base nisso, tem-se 0 seguinte:
Considere dois numeros reais, tais como b e ¢, além de n um numero inteiro
positivo. Considere também que f e g sejam funces, inseridas nos limites a seguir.
lim f(x) =Lelim g(x) =K
X—C X—C

Logo,

1. Multiplicagdo por escalar: lim bf (x) = bL
xX—C
2. Soma ou diferenga: lim[f(x) + g(x)] = limf(x) + limg(x) = L+ K
xX—C X—cC xX—C
3. Produto: lim [f(x).g(x)] = L.K
X—cC

4. Quociente: lim I % ,emquek#0

x—cg(x)
5. Poténcia: ;me[f(x)]n = L"
6. Raiz: ;erch = YL, paran par, L devera ser positivo.
Vale ressaltar que para os casos de limites envolvendo fungdes polinomiais, pode-
se utilizar a seguinte regra: ii_)mcp(x) =p(c).
No estudo dos limites, temos os limites laterais, ou seja, um limite deixa de existir
quando determinada funcdo se aproxima de um valor pela direita de ¢ e outro pela

esquerda. Assim, estas caracteristicas comportamentais podem ser descritas de forma

mais sucinta, no campo dos limites laterais, definidos a seguir:

lim_f(x) = L,em que x tende a c pelo lado direito
X—cC
lim f(x) = L,em que x tende a c pelo lado esquerdo
X—cC

Nesse caso, é relevante citar que um limite existe quando obedece a seguinte
definicéo:
Considere uma dada funcgéo f e dois numeros reais, tais como c e L, deste modo,
tem-se:
lim f(x) =L
X—C
Nesse sentido, sua existéncia sé € valida em termos de comportamentos quando o

limite da esquerda e da direita, os limites laterais, foram iguais.
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Ha casos em que os limites ndo existem e outros que séo ilimitados. A partir disso,
um limite ndo existe quando ocorre uma distingdo entre os resultados obtidos quando a
variavel tende a determinado valor pelas laterais, ou seja, o limite da esquerda é diferente
do limite da direita. Além do mais, tem-se 0 caso quando a fungdo f(x) aumenta ou
diminui de forma indefinida, quando x — c.

Assim, o comportamento ilimitado de um limite se da quando ele tende ao infinito.
Entdo, pode ser que uma funcéo tenda ao infinito pela esquerda, pela direita ou por ambos
os lados.

Para reforcar as informagdes, analise o seguinte exemplo:

li 3
xl—>rnzx—2

. _— . ~ ; - . . 3
Para verificar se esse limite existe ou ndo, € importante analisar que lmz1 —
X—27 X~
diminui de forma ilimitada pela esquerda, nesse caso o limite tende —oo. Além disso,
. - oA - . 3
deve-se analisar a sua existéncia quando 11I121+ — observa-se que ocorre um aumento
X— -
ilimitado pela direita, entdo o limite tende a +oo, ou simplesmente, co. Portanto, conclui-
se que a funcdo f é ilimitada quando x tende a 2. Portanto comprovando-se a ndo existéncia
. 3
do lim —.
x—2 X—2

3.7 DERIVADAS

O emprego de derivadas tem se tornado essencial para descricdo de determinadas
situacdes, como taxas de variagdes ao longo de um dado percurso, além de seu uso em

importantes teoremas matematicos, inseridos dentro do campo da Fisica.

3.7.1 Derivada de uma funcao

Considerando uma funcao f(x) pode-se expressar a notacéo de derivadas por meio
de uma das seguintes formas f'(x), % , entre outras.
Seja a inclinacdo de um gréfico f, no ponto: (x, f(x)), a derivada da funcéo f(x) é

dada por:

flx+ Ax) — f(x)
Ax

Fe= gm,
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E importante ressaltar que esse limite deve existir, para que assim, a fungdo seja
derivada em x.

Utilizando a funcdo y = f(x), entdo sua derivacdo pode se expressar por uma das
r dy d[f(x)] e D,[y]

seguintes expressoes: y’, ol
Emprega-se a notacdo de limite para provar que uma funcdo é derivavel, conforme

se Vé a sequir.

d_y = 1 A_y: lim fx+ Ax)—f(x) — fl(x)
dx Ax—0AX  Ax—0 Ax

3.7.2 Algumas Regras de Derivacéo

Existem regras que facilitam o processo de derivagdo, sem ser necessario fazer
uso da notacdo de limite, tornando o processo mais rapido e dindmico, entre as quais se
destacam a Regra do Produto e do Quociente, Regra da Cadeia, Regra da Constante,
Regra da Poténcia Simples, Regra do Mdltiplo por Constante, Regras da Soma e da

Diferenca.

A Regra do Produto consiste no produto da primeira funcdo pela derivada da
segunda, mais a segunda funcdo multiplicada pela derivada da primeira. Entéo,

expressando este contexto em caracteres matematicos, tem-se:

d
[f(a;)xg(x)] PN C1C)) [g( )] [f( )]

= f()g'(x) + g(0)f'(x)

Nota-se que foi definido a regra do produto de forma simples e sem tanto trabalho.
Entdo, pode-se ainda demonstra-la pelo uso da notacdo de limites. A partir disso, tem-se
a seguinte demonstragé&o:

Considere F(x) = f(x)g(x)

Usando a definicdo de derivadas para esta funcéo na forma de limites, segue que:
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F(x + Ax) — F(x) ~ lim flx+ Ax)g(x + Ax) — f(x)g(x)

Pl =,

Ax Ax—0 Ax
- lim fOx+ Ax)g(x + Ax) — f(x + Ax)g(x) + f(x + Ax)g(x) — f(x)g(x)
Ax—0 Ax

Ax) — Ax) —
= lim [£(x+ Ax)g(X+ Z)C g(x)+g(x)f(x+ 22 f(X)]

Ax) — Ax) —
= Jim e a0 TSI g P
= [im £+ )R Z IOy gy L2 T,
=f()g'(x) + g)f'(x).

Outra regra de derivacdo bastante Util € a Regra do Quociente, definida
conceitualmente por LARSON (2010, p. 145) da seguinte forma “A derivada do
quociente de duas funcgbes diferenciaveis é igual ao denominador multiplicado pela
derivada do numerador menos o numerador multiplicado pela derivada do denominador,
tudo dividido pelo quadrado do denominador™.

Em termos simbdlicos, expressa-se como:

fx)
d——= I !
Z;x) _ g f ([Z)(x% z(x)f(x)’ em que g(x) £0.

Conforme feito na regra do produto, é possivel demonstrar esta regra por meio de

limites.

Para isso, considere F(x) = % , entdo usando a defini¢do de derivada para esta

funcdo, tem-se o seguinte:



47

fx+ Ax)  f(x)
lim glx+ Ax)  g(x)

F(x+ Ax)—F(x)_

Pl = Jm,

Ax Ax—0 Ax

— lim g)f(x+ Ax) — f(x)g(x + Ax)
 Ax—0 Axg(x)g(x + Ax)

i SQG 80 = [CO] ) [@IgG+ 80 = g)
_ Ax—0 X Ax—0 Ax
- Jim [g(x)g(x + Ax)]
9@ lim LEEED T i $CEE £8) = 900,
- Jim [g(x)g(x + Ax)]
_ 9f ) — g’ ()f (%)

[9(x)]?

A Regra da Cadeia é considerada uma das regras mais precisas no ramo do calculo,
sendo essencial para resolver diversas opera¢fes mais complexas de forma eficaz, muito
utilizada no caso de fungdes compostas, por exemplo.

Neste contexto, para definir a regra da cadeia, é importante citar a seguinte
situacéo:

Considere y = f(u), uma fungdo que tem como diferencial u, deste modo, faca
u = g(x), sendo esta tltima funcdo diferencial em x. Com base nisso, pode-se concluir
que y = f(g(x)). Dai,

dy dy du
dx  du dx

De maneira analoga, tem-se:

dy d[f(g) _ ,
= 0 = f(g@).g't).

Em vista disso, pode-se observar que ha uma funcdo interna e uma funcéao externa,
logo deriva-se primeiro a fungéo externa para depois derivar a interna, mediante o produto

de ambas.
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Sobre a Regra da Constante, temos que: a derivada de uma funcéo constante €
nula, ou seja, fazendo f(x) = C, onde C é uma constante, implica dizer que f'(x) = 0.

Representando da seguinte forma: % = 0.

Caso fosse utilizar a definicdo de derivada para encontrar a derivada de f(x) = C,

obtém-se o seguinte:

Por definicdo, f'(x) = lim LA AT@ i &€ = 1im 0 = 0. Portanto,
Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0
% = 0. Mostrando assim, que o célculo da derivada pela regra da constante se torna

mais rapida e simples do que a notacdo de limites.

Na Regra da Poténcia Simples, temos que, por definicdo, a derivada de uma

d[x™]
dx

poténcia x™, é dada por: = nx™"1, em que n é qualquer nimero real.

Demonstrando por meio da defini¢do de derivada, faca f(x) = x™.

Para tanto, usa-se a seguinte notacdo de produtos notaveis: (x + Ax)" = x" +

nn-1)x""

“ (%)% + - + (AX)™. Dai,

flx+ Ax) — f(x) o flxe+ Ax)"—x"
= lim
0 Ax Ax—0 Ax

nx"1Ax +

f') = lim

_ n-2
XM +nx™ T Ax + n(n 21)x (Ax)2 + -+ (Ax)™
B Alxlilo Ax

nn— 1)x™2
= lim [nx™ 1+ ( )

cee n_l
Jim > (Ax) + -+ (Ax)

=nx"14+0+--+0=nx""1

Outra regra pertencente as derivadas é a Regra do Multiplo por Constante. Para a

sua demonstracdo, faz-se uso da seguinte notacdo da propriedade dos limites:

lim ¢g(x) = ¢ [lim g(x)] .

x—a

Para isso, seja f uma funcdo diferencial de x e ¢ um nimero real, pode-se obter o
seguinte:

d[c;’;x)] = c f'(x) , em que ¢ é uma constante.

A forma de demonstrar esta propriedade, utiliza-se a defini¢do de limites. Partindo
de d[cf (x)]

dx

, e aplicando a defini¢édo de derivada segue que:
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dlcf(x)] I cf (x + Ax) —cf(x) I c[f(x+ Ax) — f(x)]
dx  mSo Ax T Ax
. flx+ Ax) — f(x)
- ¢ A;EO Ax

Por fim, temos a Regras da Soma e da Diferenca, é por meio delas que o0 processo
de derivacdo ocorre de termo a termo de uma funcdo. Consequentemente, tem-se que a
derivada da soma ou da diferenca de duas funcGes diferenciaveis € a soma e ou a diferenca

de suas derivadas. De forma exemplificada, apresenta-se a regra a seguir.

alf(x)+gx)] _
dx - f

1. Regra da soma: ")+ g (x)

2. Regra da diferenca: W =f'(x)—g'(x)

Demonstra-se a regra da soma através da defini¢do de derivadas:
Considere que: h(x) = f(x) + g(x), entdo partindo da definicdo de derivada na
notacdo de limites, temos que:

h(x + Ax) — h(x) ~ lim flx+ Ax) + glx+ Ax) — f(x) — g(x)

W (x) = Alximo Ax A193—>0 Ax

_ flx+ Ax) — f(x) + g(x + Ax) — g(x)

= a0 Ax

— lim [f(x+ Ax) — f(x) N glx + Ax) —g(X)]
Ax—0 Ax Ax

_ 1 flx+ Ax) — f(x) . glx+ Ax) —g(x)

= lim + lim
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

=f'(x)+g'(x)

dlf (x)+g(x)
dx

Demonstrando assim que - f'(x) + g'(x). Ressaltando-se que se

utiliza método analogo no caso da diferenca.

3.8 TAXAS DE VARIACAO: VELOCIDADES E MARGINAIS

No campo da Fisica, o emprego de variagcbes ao longo de uma determinada
trajetdria, necessita da utilizacdo de derivadas para explicacdo e obtencdo quantitativa de

valores que apresentam variagdo ao longo do tempo, por exemplo, como é o caso da



50

velocidade e aceleracdo instantanea. Mediante o exposto, esta secao esta vinculada ao uso
de taxas de variagcdes presentes no campo matematico, que € muito inserida no contexto

fisico para resolugéo de problemas, principalmente no campo da Mecénica.
3.8.1 Taxas de Variacdo Média

As taxas de variagdes podem ser aplicadas em diversos campos, como em estudos
populacionais, taxa de desemprego, além do cenario da Fisica, tais como velocidade,
aceleracdo, entre outros. A partir disso, estas Ultimas tém suas evolucgdes a medida que o
tempo passa, sendo possivel analisar a taxa de variagdo de uma varidvel em relacdo a
outra. Atentando para a questao de distin¢do entre taxa de variagdo instantanea e as taxas
médias.

Neste cenario, considere que a derivada de f € uma funcdo que fornece a taxa de

variacao de f(x) em relagdo a x no ponto (X, f(x)).

Diante disto, apresenta-se o seguinte grafico:

Imagem 11: Taxa de variacdo

&, f(P)_

> (b)) — fla)
(a. f(@),/~"

€l b

L'

fFr —

Fonte: Larson (2010, p. 129).

O gréafico acima aborda a questdo da inclinacdo de um gréfico, presente no
principio das derivadas, favorecendo a variacao entre duas funcdes, mediante a diferenca

entre dois pontos.
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Em suma, o grafico acima colaborara para expressar as taxas de variacao, entéo
considere uma funcéo qualquer, tal como y = f(x). Assim, a taxa de variacdo média de y

em relacdo a variavel x, perante o intervalo [a, b] é dada por:

fB) —f@ _ by

T de Variagdo Média =
axa de Variagao Média Py Ay

Relacionando a equacao e o grafico representados acima, pode-se afirmar que f(a)
presente na parte esquerda do gréfico é o valor da funcdo da parte esquerda do intervalo,
assim como, f(b) é o valor da funcdo da parte direita grafica do intervalo. Por fim, a
diferenca entre b e a resultam na largura do intervalo.

E importante frisar que as taxas de variacdes, apresentam-se por unidades de
. , . ~ . A
medidas. Por exemplo, Ax é medido em a e Ay em b, entdo a taxa de variagao entre ﬁ

é dada por a/b.
3.8.2 Taxa de Variagdo Instantanea e Velocidade

A taxa de variacdo instantanea ou taxa de variacdo de uma funcéo, usando y =
f(x) em x, é o limite da taxa de variagdo média no intervalo quando Ax tender a zero.
Assim, pode-se obter o valor instantaneo de uma velocidade naquele determinado
instante, por meio dos valores do espago (x + Ax) e (t + At) do tempo.

Mediante isso, pode-se apresentar que:

im =
Ax—0AXx  Ax—0 Ax dx

by | fGHa0)-fC) _dy
m = =

Logo, y corresponde a distancia e 0 X ao tempo, relacdo esta designada como
velocidade (variacdo média ou instantanea). A exemplificacdo matematica € expressa da

seguinte forma:

1. Velocidade Média: Vinggia = 7o

2. Velocidade Instantanea: V = Z—z
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Vale ressaltar que a velocidade é obtida com a derivada da posicdo em relagéo ao
tempo, isto é, v = %, cuja definicdo de derivada para a velocidade, pode ser definida

como x, por exemplo.
3.9 INTEGRAIS

Um dos elementos essenciais para o estudo do céalculo € a integracdo, em que
colabora na resolucéo de aplicacdes e deducgdes de equagdes fisicas. Além do emprego de
técnicas que facilitam a explicacdo de fendmenos e eventos da Fisica.

3.9.1 Primitiva

O processo de integracdo funciona de forma contraria ao da derivada, conforme
veremos mais adiante.

Para iniciar os estudos das integrais, € importante iniciar com as primitivas, que,
em termos de conceituacao, € a operacdo que determina a funcdo original a partir de sua
derivada.

Assim, pode-se definir uma primitiva da seguinte forma:

Uma funcdo F é uma primitiva de uma funcéo f se, para cada x no dominio de f,
acontecer que F'(x) = f(x).

Entdo, o processo de encontrar a primitiva de uma funcao é feito a partir de sua
derivada. Por exemplo, dadas as seguintes fungdes: f'(x) =5, g'(x) =2x e h'(x) =

9x2. A partir disso, pode-se determinar as primitivas (f, g e h), conforme se vé a seguir.

] d(5x)
f(x) =5x pois I 5
d(x?)
_ .2 ; _
glx) =x pois Ix
d(3x3
h(x) = 3x3 pois (3x7) = 9x?

dx
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3.9.2 Notacdo de Primitivas e Integrais Indefinidas
O processo para se obter uma primitiva também é o chamado de processo de

integracdo. Diante disto, o simbolo que se utiliza para se representar uma integral éf

Neste contexto, pode-se citar que:

[ f(x)dx é a integral indefinida, da fungdo f(x), cuja primitiva pertence a
familia de f(x). Logo, pode-se escrever o seguinte: F'(x) = f(x), paratodo X, isto implica
que:

[ f(x)dx = F(X) + C no qual f(x) simboliza o integrando, d(x) é o diferencial e
por ultimo, F(x) + C é a primitiva (C é a constante de integracdo). A variavel de integracao
é expressa pelo diferencial dx na integral indefinida. Entdo, [ f(x)dx simboliza a

. ~ . . d .
primitiva de f em relacdo a x, como também o simbolo d—z expressa a derivada de y com

relacdo a variavel x.

3.9.3 Determinagéo de primitivas

A principio, a relagdo inversa entre as operacGes de integracdo e derivacdo podem

ser representados da seguinte forma:

d[f f(x)dx] _
—a f(x) )

Jf’(x)dx =f(x)+C (1D

Analisando as equacgdes acima, () exemplifica que a derivacdo é o oposto da
integracdo. Assim como, (I1) representa que a integracdo é o oposto da derivacao.

O processo de integracdo requer o uso de algumas regras bésicas, as quais se
verificam a seguir.

1) Regra da constante: [kdx =kx+c , onde k é uma constante
independente da variavel x.

2) Regra do multiplo por constante: [ kf(x)dx =k [ f(x)dx
3) Regra da soma: [[f(x) + g(x)]ldx = [f(x)dx + [ g(x)
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4) Regra da diferenca: [[f(x) —g(x)] = [ f(x)dx — [ g(x)dx

n+1

5) Regra da Poténcia Simples: [ x™dx = ’;H

+C,emquen # —1

3.9.4 Integracdo por substituicéo

No ambito do processo de integracdo, uma das regras fundamentais que colabora
para a resolucdo de certas integrais, é a regra de poténcia geral, definida da seguinte
forma:

Se u é uma funcéo diferencial de x, tem-se que:

du un+1
fu"—dxzfundxz + C,onden # —1
dx n+1

A regra de integracdo por substituicdo ou mudanca de variavel é uma das técnicas
mais eficazes para se resolver determinadas integrais que requer um grau de dificuldade

maior quando comparadas com as da forma simples. Dito isto, a integral é reescrita como

funcdo de u e du, tomando assim, a forma, de regra de poténcia: [ u" Z—Z dx = [u"du

Deste modo, é relevante adotar-se alguns passos para a realizacao do processo de

integracdo por substituicdo. VVejamos:

1. Adote u como uma funcao da variavel x.

2. Escreva x e dx como uma funcdo de u e du.

3. Faca uma conversédo de toda integral, convertendo-a de x para funcéo de
u.

4. Apds realizar o processo de integracdo, reescreva a primitiva como uma
funcao de x.

5. Por fim, confira a resposta por meio do processo de derivagéo.

3.9.5 Regra Exponencial

O estudo das integrais tem de ser seguido baseado em algumas regras para se
realizar o processo de integracdo. Entdo, uma delas é a regra exponencial, que € definida
pelas seguintes definices:

1. Regra Exponencial Simples: [e*dx = e* +

C,onde C é uma contante.
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2. Regra da Exponencial Geral: [e" % dx = [e"du= e*+

C,onde C é uma constante.

3.9.6 Regras Logaritmicas

As regras logaritmicas para integracdo, permitem integrar funcdes da seguinte
forma: [x"tdxe [u"'du.

Desse modo, pode-se definir as técnicas de integracdo logaritmicas, considerando
u como uma funcao diferencial de x.

1. Regra Logaritmica Simples: f% dx =In|x|+C

du/dx
u

2. Regra Logaritmica Geral: [ dx = f% du =Inlu| + C

3.10 AREA E INTEGRAIS DEFINIDAS

Ao longo desta secdo, aprenderemos como usar o célculo para determinar areas
de regibes que ndo sao padrdo no contexto diario, como a regido R, mostrada na figura
abaixo:

Imagem 12: Area limitada pelo gréafico

Fonte: Larson (2010, p. 356).

Ao se realizar estudos no campo da geometria, a area € definida como um ndmero
que representa o tamanho de uma regido limitada. Para simples regides, como retangulos,
triangulos e circulos, pode ser determinada por meio do uso de formulas geomeétricas.

Diante disso, trazendo esta questdo para o ramo do célculo, tem-se que a area pode ser
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definida da seguinte forma: A = fabf(x)dx . Fazendo uso de integral definida, cuja
definicdo é dada a seguir:

Considere f uma fungdo ndo negativa e continua no intervalo fechado [a, b].
Entdo, a area da regido limitada pelo grafico de f, pelo eixo x e pelas retas que contém as
extremidades do intervalo é expressa pela integral da superficie acima, ou seja, dada por:
Area = f: f(x)dx. Vale ressaltar que a deducédo desta area pode ser encontrada no livro

Calculo Aplicado, de autoria de Ron Larson, 12 edigdo, ano 2010.
Neste contexto, a expressao acima é denominada de integral definida entre os
intervalos de a até b, cujos limites de integracéo inferior e superior sdo, respectivamente,

aebh.

3.11 TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO

Para iniciar os estudos voltados para o calculo, é importante ressaltar como base

inicial desse estudo, o teorema fundamental do calculo. Definido matematicamente por:

[? f(x)dx =F(b) - F(a)

Lembrando que a deducdo deste teorema pode ser encontrada no livro Calculo
Aplicado, de Ron Larson, 12 edicao, ano 2010.

E importante dizer que, se for possivel encontrar & forma primitiva da funcéo f,
entdo pode-se usa-la para resolver a seguinte integral definida: f: f(x)dx, cujo resultado

da integracdo é designado como Teorema Fundamental do Calculo.
Partindo do seguinte: utilizando duas funcdes f e g, sendo ambas continuas no

seguinte intervalo fechado [a, b]. Desta maneira, obtém-se:

1. f: kf(x)dx =k fff(x)dx, onde k é uma constante.
2. LI +gWldx = J) f)dx + J, g(x) dx.
3. f:f(x)dx = facf(x)dx + fcbf(x)dx ,emquea<c < b.

4. [ fGodx = 0.
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5. f;f(x)dx = — fbaf(x)dx.

3.12 AREA DE UMA REGIAO LIMITADO POR DOIS GRAFICOS
No estudo das integrais, é possivel ampliar o uso de integrais definidas, para
calcular a area abaixo de uma regido que apresenta uma limitacéo por dois gréficos. Para

exemplificar esta questdo, considere a seguinte situacao:

Imagem 13: Area de uma regifo limitada por dois gréaficos

g E

X X X
i b a b i b

{Area da regiio abaixo de f) — (Area da regiio abaixo de g)

b B
J- Jix) dx - J glx) dx
4] [

Fonte: Larson (2010, p. 368).

{ Area entre feg)

Jh [ fix) — g(x)] dx

Em suma, a regido exposta esta limitada pelos gréaficos de f, g e pelas retas x=a e
x=b. Neste contexto, € possivel determinar por interpretacdo a area abaixo do gréfico,
considerando o fato que f e g estdo acima do eixo X. Logo, a determinacédo de tal area €
realizada baseada na subtracdo das areas abaixo do grafico de f e do gréfico de g, como
descrito na imagem 13.

Entdo, pode-se também usar outra forma para o célculo desta area limitada,
considerando que as funcdes f e g sejam ambas continuas para todo g(x) <f(x) no intervalo

[a, b]. A qual pode ser descrita por: A = ff[f(x) — g(x)]dx.
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3.13 TECNICAS DE INTEGRACAO: INTEGRACAO POR PARTES

O processo de integracdo por partes é uma das técnicas essenciais para se calcular
determinadas integrais que apresentam um grau de complexibilidade maior, valendo tanto
para integrais definidas quanto para integrais indefinidas, sendo util para realizar a
integracdo de funcdes algébricas, exponenciais e logaritmicas. Diante disso, deduzindo-
se algoritmicamente esta técnica baseada na regra do produto obtida por derivacéo, tem-
se 0 seguinte:

duv] dv du

i YotV

Aplicando-se a integracdo em ambos 0s membros baseado na forma diferencial,

tem-se:

fd[uv]d _f dvd +] dud
dx x= udx x vdx x

d ~ ~ .
Como | Lx”] dx = uv, entdo a expressdo anterior se transforma em:

[
d
_f dvd+f dud
uv = udxx vdxx

Eliminando os termos dx nas integrais, obtém-se uv = [udv + [ v du,
ou ainda,
fudv =uwv — [wvdu,
em que u e v sao diferenciaveis de x.
Neste cenario, pode-se aplicar a técnica de integracdo por partes em situacoes,
como por exemplo:
1. [ x™e**dx ,onde pode — se fazer u = x™ e dv = e™dx.

2. fx”lnxdx, onde pode — se fazer u=lInxedv = x"dx

3.14 TECNICAS DE INTEGRACAO: POR FRACOES PARCIAIS

Outra tecnica eficaz, no processo de integracdo sdo as FracOes Parciais, que
consiste na decomposi¢do de uma funcdo racional na soma de duas ou mais funcgoes

racionais simples. Neste caso, para se determinar esta decomposic¢do em fracGes parciais,
é realizado o processo de fatoragdo, no qual a funcdo racional prépria % pode ser

transformada na soma de fragdes parciais. Ao fatorar q(x), obtém-se o seguinte:
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P&

e = Soma de fragdes parciais (1)

Diante disso, considera-se expressdes do tipo ax + b, para cada fator linear, ou

seja, o denominador das fracGes que compdem a soma do lado direito, transforma-se em
A ~ . .

parcelas da forma — Entdo, para cada fator linear repetido (ax + b)™ o segundo

membro de (1) deve incluir n termos da seguinte forma:
A A A
1 + 2 + + —n
ax+b (ax+ b)? (ax + b)™

4 RELACAO FISICA-MATEMATICA E A CONSERVAGCAO DE ENERGIA

Este capitulo tem como funcionalidade e perspectiva, conectar os leitores com a
relacdo entre Fisica e Matematica de forma mais objetiva. Sendo assim, esse estudo esta
vinculado a aplicacGes de situacgdes fisicas, baseado na area da Mecénica, cuja temética é
a conservacao da energia mecanica, tendo como base alguns elementos e caracteristicas
esséncias para este campo.

Apresenta-se aqui, cinco aplicacdes fisicas, cujo foco sdo as estratégias
matematicas usadas e necessarias para estruturar as ideias e facilitar a interpretacéo fisica
de determinados fendmenos mecanicos, por meio do estudo da energia mecanica e suas
aplicacdes em diversas situacGes do cotidiano. Assim, este capitulo pretende mostrar a
relacdo entre a Matematica e a Fisica, por meio do dialogo e da empregabilidade de
estudo, aplicando-se importantes elementos do calculo dentro da abordagem fisica.

As aplicacdes a seguir, foram baseadas e algumas delas retiradas do livro de
Mecéanica Classica, de John R. Taylor, volume Gnico, ano 2013, sendo o tema objeto de
estudo abordado no capitulo 4 deste volume.

Além deste, foi utilizado o livro de Fisica Basica, de H. Moysés Nussenzveig,
volume 1, 4° edi¢do, ano 2002, fazendo uso dos capitulos 6 e 7, 0s quais abordam o
trabalho da energia mecénica e sua conservacao perante o sistema. Tendo sido empregada
a aplicacdo da conservacdo da energia mecanica em relacdo ao oscilador harménico

simples.
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4.1 AMATEMATICA E O TEOREMA DO TRABALHO-ENERGIA CINETICA

A energia cinética é uma grandeza escalar associada a presenca de velocidade nos
corpos. Por exemplo, a queda de um objeto, arrancada de um carro, um brinquedo de
corda, entre outras situacdes. Ha uma relacéo entre a aplicacdo de uma forca e a variacdo
de energia a que ficavam submetidos cada um destes corpos. Como é o caso da relagédo
estabelecida entre energia cinética e trabalho, por meio do Teorema do Trabalho -Energia
Cinética, deduzido a seguir:

Partindo da energia cinética, temos que:

K = % m.v?  (definicdo de energia cinética)

Entdo, pode-se escrever que:
dk 1 dv? dk 1 d(v.v)

aa 2™ ar Car 2™ ar
Pela regra do produto, obtém-se:

E: Em E.U-FU.E

dk
dt

dk 1 (dv dv)

! 2
2.m. .

Reconhecendo que a = %, tem-se que:
dk
dt

Usando a 2° lei de Newton, definida simbolicamente por F = ma, temos o

=m.av

seguinte:
dk F
— =r.v
dt

Onde o termo % indica a taxa de variacdo da energia cinética, além do que a

. d . T .
velocidade corresponde a v = d—:. Dai, multiplicando ambos os lados da igualdade por

dt, resulta em

Ou ainda,
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Integrando ambos os membros, segue
K—-K,= f F.dr

Portanto, resulta que o trabalho total € obtido a partir da variagdo da energia

cinética, expresso da forma a seguir:
W= Ak = fF. dr

Pode-se observar que a deducdo do teorema acima, estdo presentes importantes
elementos matematicos, neste caso, a derivada e a integral. Portanto, a aplicacdo citada
esta estruturada em uma linguagem puramente matematica, aliada de uma interpretacédo

fisica.

4.2 ENERGIA POTENCIAL

A secdo a seguir, estad constituida de aplicacfes relacionadas a energia potencial,
pertencente ao campo da energia mecéanica. Assim sendo, utiliza-se como tematica a
energia potencial gravitacional, potencial elastica, além de outras areas da Fisica, como é
0 caso da energia potencial de uma carga em um campo elétrico uniforme, conforme

Veremos a seguir.
4.2.1 Energia Potencial de uma carga em um campo elétrico uniforme

Considera-se que uma dada carga q € inserida em um campo elétrico uniforme,
em que aponta na direcdo de x, tendo uma intensidade E,. Assim, vale ressaltar que a
forca atuando sobre essa carga g vale F = gE,Xx. Dessa maneira, vamos mostrar que esta
forca, tem carater conservativo e que podemos encontrar a energia potencial
correspondente.

Prova:
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X2
W=f qEydx
X1

X2
W= quf dx =>W=qE0(X2— xl)

X1
Entdo, tem-se que:
Wi, »7)= —AU=>W(0 > x) =—A4AU = qgE;x = —(U(x) —
U(0)) = U(x) = —qEyx.

Note que o trabalho realizado por F entre dois pontos 1 e 2 ao longo de qualquer
caminho é dependente apenas de suas coordenadas x; e x,, Ou Seja, ele é independente
do caminho, e sua forca é conservativa.

Ressaltando que para uma forca ser conservativa, tem-se que atender a duas
condi¢cdes fundamentais. Assim, a primeira delas é que a forca F tenha dependéncia
somente da posicdo r da particula, a outra condicdo é que o trabalho realizado por F, ndo
tenha dependéncia nenhuma com o caminho adotado, sendo sempre 0 mesmo. Neste caso,
atendendo as duas condicoes, a forca é designada como uma forca conservativa perante
0 sistema, conforme se viu no problema desta segéo.

Diante disto, as ferramentas matematicas utilizadas nesta aplicacdo da forca
elétrica, tem-se a integracdo, fazendo uso da variacdo infinitesimal de determinados
elementos, desenvolvidos para encontrar o trabalho diante desta for¢ca. Constituindo uma
ferramenta (til para se obter o trabalho e a energia potencial com dependéncia de uma
dada variavel ao longo do percurso, que neste caso é a posicao.

4.2.2 Energia potencial gravitacional e conservacdo da energia mecanica

Deduzir a expressao do trabalho realizado por F em termos da energia potencial
U(r). Mostrar que a energia da particula é conservada.

Prova:

Sejam,

Wiy —r)=WEy—>r)+W(>G, —r,) ou ainda, W —nr)=
W(ry — 1) — W(rg — ).

Vale ressaltar que cada um dos termos a esquerda é (menos) a energia potencial
no ponto correspondente. Logo, demonstramos que o trabalho a esquerda é exatamente a

diferenca dessas duas energias potenciais:
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Wy —r)=—[U@)-U@)]=—-4U )
Usando o teorema do trabalho-energia cinética, temos que:
W= AK=W(, —r,)=4K (1

Comparando (1) e (I1), tem-se o0 seguinte:
AK = — AU = AK+ AU =0 = A(K + U) = Constante

Entdo, essa constante é o que se conhece por energia mecanica. Sendo que ndo
ocorre variacdo da energia a medida que a particula se move de r; para r,. Desde que 0s
pontos r; e r, sejam quaisquer dois pontos sobre a trajetdria da particula, tem-se uma
importante conclusdo: Se a forca sobre a particula é conservativa, entdo a energia
mecanica da particula ndo varia, isto &, a energia da particula é conservativa, o que explica
o uso do adjetivo “conservativa”.

Assim, esta aplicacdo faz uso de operacGes algébricas simples, diante das
variagOes entre energias no campo da mecanica, como forma de obtengdo do trabalho.

4.2.3 Energia Potencial Elastica

A forca exercida por uma mola unidimensional, fixa em de suas extremidades, é
F = — kx, onde x é o deslocamento da outra extremidade com relacdo ao seu ponto de
equilibrio. Assumindo que esta forca é conservativa (o que de fato é), mostrar que a
energia potencial correspondente é U = % kx2se considerarmos U como sendo zero na
posicado de equilibrio.

Prova:

U= - [FFQdx' =k [ ¥'dx’' = - kx?

Nesta aplicacdo, para se obter a equacdo da energia potencial elastica, tem-se a
implementacdo da integracdo, diante da lei de Hooke, utilizada como forma de obtencao
da energia potencial. Entdo, esta aplicacdo utiliza um elemento matematico importante
para o campo fisico, que é a integral. Sendo necessario para o caso de elementos variantes
ao longo de um percurso, em vez de somar todas as energias potenciais elasticas, que
transformaria em um somatdrio. Assim, este somatério se resulta em um processo de

integracdo, facilitando sua resolucdo e empregabilidade.
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4.3 OSCILADOR HARMONICO

Considere a seguinte situacdo: Uma particula de massa m, estando presa a
extremidade livre de uma mola de constante k, em que a energia potencial, em relacdo a

lei de Hooke vale o seguinte:

1
U= = kx?
2
Entdo, para a questdo da energia E, tem-se que a particula tende a oscilar entre os
pontos x = +A,istoé E = % kA% = U(+A) . Neste sentido, realizando uma substituicéo

matematica entre

U= kx? E=>kA2=U(A) e v(x) = J_r\/(%) [E = U],

obtém-se o seguinte:

dx 2\ /1 1 k
= — = —_ — 2 . — 2 = — 4/ 2 2
v dt J(m)(Z kA 2 fex > Jm 4 *

k _ dx
Logo, \/%dt = T

Em vista disso, para a particula realizar um deslocamento de uma determinada

posicao, no caso de x, parat = 0, indo até a posicdo x em um instante t, e fazendo uso

t X
k ok dx'
/_]dt= /_t= | —
m m ‘/Az_xz
0 X0

. ./ . x dx/
Realizando uma mudanca de varidvel para resolver a integral fx Ny pode-se
o VA2

da integracdo, temos:

citar:
x' = Asenq' {JA? — x'? = A\J1 — sen?¢’ = Acos¢'}
E, dx’, =Acosp'{dx' = Acosp'de'}

do

Entdo, para x = Aseng, x, = Aseng,

Resulta-se no seguinte:
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X P %

J‘ dx f Acosp'de’ f do' =

VAZ — 2 Acos¢’ B 9T B
P Po

Xo 0

Assim,

L
Y = m Po

Portanto, a lei horaria do movimento é definida como:

x = Asen(wt + @g),emquet = 2;“ =2m %

Neste contexto, pode-se obter a velocidade da particula, conforme abordada no
capitulo, por meio do processo de derivagdo. Entdo, temos que:
dx
v= o= wAcos(wt + @g)

Pode-se também obter a aceleragdo:

d?x "
a=——== —wx
dt?
Dessa forma, obtém-se a segunda lei de Newton para 0 movimento da particula:
d?x x = F(
m——s=ma= —kx=F(x
dt? )

Com algumas condicdes, encontra-se que:

{ x(0) = x, = Aseng,
v(0) = vy, = wAcosg,

Usando a relagdo fundamental da trigonometria: sen?¢, + cos?¢, = 1, segue que:

2
Vo
A= x5+

Por fim, a energia total do sistema, neste caso a energia mecanica, € composta pela
energia cinética e pela energia potencial, em que a particula fica oscilando entre ambas,
perante o oscilador harménico.

A respeito da aplicacdo descrita acima, pode-se observar que o emprego de
elementos matematicos e feito de forma profunda, em termos do nimero de passos e
técnicas algoritmicas utilizadas. Diante disso, a partir do momento que se pretende

descrever algum evento fisico, por meio de suas peculiaridades e comportamentos dentro
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de um sistema, seja ele simples ou complexo, a matematica € utilizada de forma objetiva,
para representar as ideias diante da interpretac&o cientifica e analitica

Em suma, o papel do campo matematico na area da Fisica se torna ainda mais
caracteristico, desde uma abordagem simples e intuitiva até uma aplicacdo moderna. A
partir do momento que a ciéncia estd em pleno desenvolvimento, no &mbito do campo da
Fisica, tem-se novas formas de se explicar fendmenos por meio da interpretacdo e do
contexto fisico inserido, assim, 0s elementos matematicos estdo presentes ao longo desta

evolucdo, colaborando com a interacdo entre estas ciéncias.
4.4 CORPO EM QUEDA LIVRE

Considere a seguinte situacdo: Uma pedra é largada do topo de uma torre no
instante t = 0. Usar a conservacdo da energia para determinar a posi¢ao x da pedra (medida
para baixo a partir do topo da torre, onde x = 0) como funcdo de t. Despreza-se a
resisténcia do ar.

Prova: A Unica forca atuando sobre a pedra é a gravidade, na qual é uma forca
conservativa. A energia potencial correspondente é

U(x) = —mgx.

Assim, o foco agora para resolver este problema, é fazer uso das seguintes
notacgdes:

Usar a conservacgdo da energia para obter uma solugédo completa do movimento,
isto €, para determinar a posicdo x como fungdo do tempo. Como E =K + U(x) é
conservada, sendo U (x) uma funcéo conhecida (no contexto de um dado problema) e E
determinada pelas condic@es iniciais, como é o caso da pedra, pode-se resolver da

seguinte forma:

K=E-Ukx)=K= %ma’cz =E —U(x), ouainda,

%ma’cz =FE-Ulx)=x*= % [E-Ux)] = x(x) = i\/% JVE—-U(x),

obtendo-se a velocidade x em funcdo de x.
Conhecendo a velocidade como uma funcdo de X, pode-se agora determinar X
como uma funcdo de t. Usando o método de separacdo de variaveis, tem-se 0 seguinte:

. dx dx
x=—=>dt=—,

dt X
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Note que: x = x(x), isso separa as variaveis t e x. Integrar entre o ponto inicial e
final, obtém-se:

t2 *2 dx X2 dx
dt = f —_ = tZ - tl = .l- -V
tl X1 ve X1 ve

Substituindo x na expressao acima e adotando que x € positivo, tem-se que 0
tempo para ir da posicéo inicial x; no instante 0 até um dado ponto arbitrario x no instante

té:

. J‘x dx’ . fx dx’' . f" \/ﬁ dx' .
= _— = — = _—_,
x (x' 2 [F—
X1 ( ) xl\/% E— U(x) X1 E U(x)
B f" ﬁ dx'
x V2 JE-UX)
Portanto, retornando ao problema em questdo, tem-se 0 seguinte:

Como x é medido no sentido para baixo, segue que a pedra esta em repouso

= - $ = ‘(x) = 2 —
quando x = 0, a energia total € E = 0 e, de acordo com x(x) = i\/; JE-U®), a

velocidade é dada por x(x) = \/% JE—-UX) = /2gx

(um resultado que é bem conhecido da cinematica elementar). Logo,

x dx! x dxr/ 2x
t = fO x'_(x’) = f =

0 J2gxi Al g
Como antecipado, a expressao fornece t como uma funcéo de x e dai, através de

manipulacdes matematicas, chega-se a um resultado bastante familiar.

1
= — tz
x=-g
Esse exemplo envolvendo a energia potencial gravitacional U(x) = —mgx,

pode ser resolvido de vérias formas (e algumas mais simples), mas 0 método da energia

aqui demonstrado pode ser usado para qualquer energia potencial U (x). Em alguns casos,

. d d ~
aintegral t= [* = |7 [* == pode ser calculada em termos de funges
0

Xo % (x") VE-U(x)
elementares, sendo possivel obter uma solucao analitica do problema.
Observa-se que nesta aplicacdo, a matematica apresenta um grau de complexidade
maior, quando comparado com as aplicacGes anteriores. Para isso, foram introduzidos

elementos simbolicos e implementados uma quantidade significativa de operagdes



68

matematicas, as quais destacam-se a integracao e algumas substituicdes diversas e formas
algébricas.

Neste cenario, para entender teoricamente a conservagdo da energia, foi recorrente
a insercdo matematica de forma equivalente e precisa. Assim, a obtencéo de determinadas
variaveis fisicas, € encontrada por meio do estudo interno da integracdo neste caso, na
troca de limites, capacidade analitica de elementos variantes no sistema, além da propria
interpretacdo fisica aliada a matematica a cada passo realizado, como por exemplo, as

modalidades empregadas da energia mecanica.

4.5 CONSERVAGCAO DA FORCA DE COULOMB

Considere a forca F agindo sobre uma carga q devido a presenca de uma carga
fixa Q na origem. Mostrar que ela é conservativa e determinar a respectiva energia

potencial U. Verificar que — VU = F.

Prova:
ﬁz@f,onde?:f
T T
Fazendoy = kqQ = F = L7 emqueiF, = Lx,F, = LyeFE = Lz
r3 X r37 0y r3 4 r3
Logo, PxF =0
Entéo,
i Jj k
o a9 d| - oF 0F O0F, dF,  9E,  OF,
9 9 9 _50%, 9 O, O, O O0h._ &
dx 0dy 0z dy l+az +6x dy 6zl 0x
E. F, F
0F, OF, dF, 0F, 0F,  0F, -
(0% _ Oy, (9% 9%\ (O 9%, _ G
<6y az)”’(az 6x>]+ ox 9y

Assim, pode-se extrair cada componente de F, entdo a componente em X é:

xF _0F, 0F,
(x)x—ay EP

Note que F, = ry—gzerz Jx2+ y2 + 22

-3
0F, 0lyz(x*+ y*>+ z°)Z
dy dy

-3 -5
= VZ(7)(x2 +y*+ 2822y =

=5 3yyz
= —3yzr2y= — 5
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e
-3
0F, dlyy(x*+ y*+ z%)72 -3 ., ,= 3yyz
Fy Fp = vy + Yy 4 29222 = ——%
Assim,
(VxF)y = — 222+ 222 =0

Portanto: (VxF)y =0

As outras componentes sdo trabalhadas exatamente da mesma forma.

O percurso da conservagdo da energia, pode ser analisado em outras areas da
Fisica, como é o caso desta aplicacdo, em que elementos matematicos e ideias presentes
no cenario da Mecanica, estdo implementados no campo da eletrostatica, no que se refere
a conservacdo da forca de coulomb, entre os quais se destaca o emprego algébrico,
fazendo uso do produto vetorial, matrizes e bem como manipulaces algébricas de
equacoes.

Portanto, usa-se importantes elementos matematicos para demonstrar
simbolicamente o que a teoria fisica aborda, transpondo de forma clara e explicita, uma

comunicacdo entre as ideias fisicas e a linguagem matematica.
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5. ANALISE DA LITERATURA DE FISICA DO ENSINO SUPERIOR

Analisamos dois capitulos de cada livro, citados a seguir, relacionados a tematica
energia, incluindo uma analise de algumas defini¢cGes de conceitos fisicos, formulacédo
matematica de equacOes da Fisica e aplicacbes em exemplos e situacdes, integrando
assim, a propria linguagem conceitual, bem como, a funcionalidade da linguagem
matematica. A partir disso, serdo analisados os seguintes livros:

Para efeito de estudo, denominaremos de Livro 1, o livro “Fisica | — Mecanica”,
de autoria de Francis Sears e Mark Zemansky, tendo como coautores Hugh D. Young e
Roger A. Freedman, livro este, que traz toda uma estrutura conceitualizada de conteddos
voltados para a area da Mecanica, compondo-se de problemas para fixar o pensamento
fisico por trds de eventos relacionados as situa¢Ges naturais, empregando a resolucéo
matematica posteriormente. Escolhemos esse livro, pois trabalha uma abordagem
linguistica de facil compreensdo, em termos conceituais e de cardter discursivo e
matematico, favorecendo assim, a constitui¢do do saber cientifico no campo da Fisica.

O Livro 2 analisado foi o “Curso de Fisica Basica: Mecanica”, de autoria de H.
Moisés Nussenzveig, sendo um livro de Fisica Basica, o qual apresenta uma linguagem
em nivel mais demonstrativo, abordando aplicacfes que apresentam um grau de
dificuldade maior nas suas explicacdes, em termos de ferramentas matematicas quando
comparado com os demais livros analisados neste estudo. Além de ser um livro com uma
linguagem comum aos cursos de engenharias e bacharelados/licenciaturas em Fisica.

Por altimo, o Livro 3, intitulado de “Fundamentos de Fisica: Mecanica”, de
autoria de Halliday e Resnick. E um livro constituido por uma linguagem matematica
interligada de conceitos fisicos. Assim, o Halliday, como popularmente o livro € mais
conhecido, emprega variadas técnicas e aplicagdes matematicas em diversos campos da

Fisica, sendo um livro utilizado em diversos cursos da area de exatas.

5.1 ANALISE DO LIVRO 1

Neste campo, serdo analisadas as abordagens dos conteddos, tendo por base 0s
elementos matematicos utilizados pelos autores na elaboragdo dos capitulos 6 e 7,
inseridos entre as paginas 181 a 236. No quadro 1, tem-se os principais dados
constituintes do livro 1, além dos contelddos caracteristicos analisados ao longo deste

estudo.
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Quadro 1 — Dados do livro 1

Livro Sears
Nome: Fisica |
Area: Mecanica
Autor: Sears e Zemansky
Edicéo: 12° edicdo
Editora: Pearson
ISBN: 978-85-88639-30-0
Total de Capitulos: 11
Total de paginas: 403
Capitulos Capitulo 6: Trabalho e Energia Cinetica.
analisados: Capitulo 7: Energia potencial e conservacao da energia.

Secoes: Capitulo 6:

6.1. Trabalho — pag. 181
6.2. Energia Cinética e o Teorema do Trabalho — energia — pag. 186
6.3. Trabalho e Energia com forgas varidveis — pag. 192
6.4. Poténcia — pag. 198

Capitulo 7:

7.1. Energia Potencial Gravitacional — pag. 213

7.2. Energia Potencial Elastica — pag. 222

7.3. Forcas Conservativas e Forcas Ndo Conservativas — pag. 228
7.4. Forca e Energia Potencial — pag. 231

7.5. Diagramas de Energia — pag. 234

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

5.1.1 Analise do capitulo 6

Partindo da definicdo de trabalho, ao longo da primeira se¢do do capitulo,
observou-se que este topico é discutido de forma contextualizada, representado
matematicamente pela notacéo vetorial e algoritmica. Assim, define-se o trabalho de uma
forca constante atuando na direcdo e sentido do deslocamento retilineo, da seguinte
maneira:

W =F.d

Desse modo, ha trabalho somente com a componente da forca paralela ao
deslocamento, expressado por W = F.dcos® (sendo & o angulo formado entre a
componente da forca paralela ao deslocamento). Dessa maneira, na forma de notagédo
vetorial, mediante o produto escalar obtém-se que:

W= F.d
Aborda-se a decomposigéo vetorial, além da propria exemplificacdo de imagens

e graficos perante situagbes que realizam trabalho. Dessa forma, nesta secdo, as
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expressdes matematicas trazem significados fisicos relacionados ao trabalho mecéanico.
No entanto, até 0 momento, ndo h& nada de novo no ramo do célculo em relacdo ao
cenario fisico.

Por conseguinte, na proxima secdo, foi analisado o teorema do trabalho-energia
cinética, teorema este de fundamental importancia no campo da Mecanica, em especial
para o caso da conservacao da energia mecanica. Nesse sentido, os autores o definem da
seguinte forma:

Utilizando uma das equacdes do espaco para aceleracdo constante, temos que:

vy = vi+ 2a,d
v; — vt

a = —_——

x 2d

Em seguida, multiplicando a equacdo acima por m (simbologia da massa),
obtemos o seguinte:

v: — vi
m.a, = m.T
Reconhecendo a 2° lei de Newton: m.a, = F
Tem-se que: F=m vg;d”%
Ou ainda: Fd = %m. vy — % m.vi

Nota-se que o produto Fd representa o trabalho (W) realizado pela forc¢a resultante

F, sendo entdo, o trabalho total realizado por todas as forcas que atuam sobre determinada
particula. Assim, o termo: % m.v? é denominado energia Cinética (K), associada ao

movimento da particula. Logo, a energia cinética é uma grandeza fisica escalar, onde
apresenta dependéncia de variaveis como massa e velocidade.
Diante disso, tem-se que o teorema do trabalho-energia é expresso da seguinte
maneira:
Weor = K, — K, = AK
Portanto, o0 teorema apresentado é feito de forma algébrica, com algumas
manipulagdes matematicas interligando diversos conceitos fisicos em uma Unica

expressdo final, possibilitando sua aplicabilidade em diversas situacdes, com base nas
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variaveis fisicas presentes, utilizando para sua deducao outros conceitos fisicos como a
2° lei de Newton e a equacdo de Torricelli.

Na secdo seguinte, tem-se o caso de forgas variaveis. A partir deste momento se
inicia a empregabilidade de elementos do calculo, tais como o0 emprego da integracéo
usada para representar de forma simbdélica, forcas variando ao longo do percurso, em um

dado deslocamento inicial até um final, como se pode analisar:
W = FaxAxa + Fbexb + -

Logo, a representacao acima, compdem um somatdrio que pode ser transformado

em uma integral, tal como: W = f;f F, dx. Para exemplificar, temos a deformacao de

uma mola, o movimento retilineo de uma particula, entre outros. Particularmente, para
casos em que a componente x da forca é constante, tem-se que:
W= f;lz E,dx = F, f;: dx = E,(x, — x1)
Neste cenario, a forca necessaria para esticar uma mola, é formulada pela lei de
Hooke, definida por:
F, = kx
Assim, o trabalho por uma forca F, quando o alongamento da mola varia de zero

a um dado valor maximo X, é representado da seguinte forma:

x x
W= fodxz W = kadxz %kx2
0 04

Vale ressaltar que o trabalho acima, pode ser obtido a partir da area do grafico de
uma forca por sua deformacgéo, seguindo um trajeto linear, formando uma figura
geomeétrica conhecida.

Ainda nesta se¢éo, foi deduzido anteriormente, o teorema do trabalho-energia para
o0 caso de forcas constantes. Com base nisto, deduz-se este teorema para um movimento

retilineo com forca variavel. Assim, tem-se que:
. ~ s A . d
Partindo da aceleragéo instantdnea de uma dada particula: a, = %, e usando a

regra da cadeia, pode-se escrever:
dv, dv,dx dv,
T dt dedt . Ydx
Com isso, o trabalho total realizado por uma forga resultante é definido da seguinte

Ay

forma:
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X2 X2 X2
dv,
Wior = fodxz fmaxdx— f mvxadx
X1 X1 X1

Trocando-se as varidveis de integracdo e seus respectivos limites, retoma-se a

expressao para o teorema do trabalho-energia:

VU2
1 2 1 2
Wior = mv,dv, = Wi = Emvz — Emv1

%1

As informacgdes matematicas presentes ao longo desta secao, foram constituidos
de uma linguagem matemaética estruturada em ferramentas do ramo do célculo, tais como
os elementos infinitesimais, a integracdo e o somatério. Além do mais, empregou-se
também a regra da cadeia e a substituicdo de variaveis, tendo base a partir das taxas de
variagoes.

Desse modo, a secdo relacionada a poténcia é definida por:

AW
TS
A equacdo acima, expressa a poténcia média definida como a taxa de variacao do

trabalho pela variacdo do tempo. Logo, para 0 caso da poténcia instantanea, usa-se a

notacdo matematica de limite, definindo-a da seguinte maneira:

by AW _ aW
T a0 ar T dt

Empregando-se, para isso, elementos matematicos, entre eles cita-se taxa de
variacdo instantanea, limites e a prépria notacdo infinitesimal. Sendo fundamentais para
exemplificar determinados fenbmenos da Fisica.

Portanto, 0s elementos matematicos utilizados no capitulo, foram limites,
derivadas e integrais. De forma geral, abordou-se o algebrismo vetorial perante as seces,
além da andlise grafica voltada para a representacdo vetorial, bem como na
esquematizacdo de situagOes, vinculadas as suas grandezas.

No caso do trabalho, utiliza-se a questdo da algebra vetorial, por meio da
decomposicéo de grandezas vetoriais e da manipulagdo de equacdes, como é o caso da

equacao de Torricelli para alcancar o teorema do trabalho-energia cinética.
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Para explicacdo do trabalho em forgas variaveis, apresentou-se o somatorio de
todos os trabalhos do sistema, constituido das forcas infinitesimais e das variacfes de
distancias, além destas, fez-se uso de integrais simples para constituicdo do trabalho.
Encerrando com a prépria notacdo de limites para definicao de poténcia.

O emprego matematico, ao longo do capitulo, € realizado posteriormente a
definicdo de um dado conceito ao longo das se¢Bes. Dessa maneira, a propria matematica
é expressa de forma ndo tdo complexa e definida por simples relacbes, em que a
manipulacdo algébrica é empregada ao longo da obtencao de uma equacao que representa
uma determinada lei fisica.

Por isso, para explicagdo e interpretagdo de alguns eventos mecanicos
relacionados ao campo do trabalho e da energia cinética, parte estas introdutdrias para se
trabalhar conservacdo da energia, foram inseridos elementos basicos do calculo,
necessarios para favorecer uma explicacdo racional sobre fatos da realidade, além de
teoremas chave que séo utilizados para diversos campos.

Em sintese, o livro em si, proporciona elementos basicos para os leitores
compreenderem o comportamento de determinadas situagdes fisicas ao nosso redor. Para
explicitar isso, Sherin (2001) aborda em relacdo a literatura cientifica, que é importante
uma aprendizagem baseada na interpretacdo das formas simbdlicas, constituidas de
equacOes, para que assim, possa associar um dado esquema conceitual, seja 0 mais
simples possivel, com um padrdo simbolico.

Durante as analises do capitulo, pode-se observar que a partir do momento que se
define ou apresenta um conceito fisico novo, existe todo um contexto historico-cientifico
por tras dele, para que os cidaddos possam dialogar entre a ponte conceitual da Fisica e o
percurso matematico da linha de raciocinio.

Outra questdo que se pode constatar, € com base no formato que o livro abrange,
isto é, além dos capitulos analisados, sua estrutura € constituida de sistemas que podem
facilitar os leitores no processo de conhecimento fisico. De fato, se fundamenta de
ferramentas que proporcionam habilidades de estruturacdo das ideias, provenientes da
interpretagdo fisica. Além de colaborar com habilidades mecénicas, que é a
sistematizacdo e manipulagdo matematica, esta Ultima é proveniente da concepcéao
cientifica adquirida ao longo do emprego interpretativo da abordagem conceitual. Na
visdo de Ausubel (2000) o conhecimento significativo que esta presente na estrutura
cognitiva, pode ser construido mediante informacBes e elementos chaves que

proporcionem uma ligagdo entre o conceito e o conhecimento matematico, para que
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depois se possa fazer uso da resolucdo matematica aplicada aos elementos cientificos

presentes.

5.1.2 Analise dos objetivos do capitulo 6

Neste cenario, a proposicdo dos objetivos que se pretende alcangar para um
cidad&o que toma conhecimento deste tipo de conteldo, torna-se mais facil e flexivel, por
meio da esquematizacdo das ideias e estratégias formuladas com base no capitulo,
proporcionado a aprendizagem da tematica ‘Trabalho e Energia Cinética’. Por
conseguinte, é por meio dos objetivos, que se pode obter informac6es relacionadas a cada
conceito e contetdo especifico, em termos de conhecimento, aplicabilidade e avaliagéo.
Sendo assim, se eles foram atendidos ao final do capitulo ou se € necessario retornar o
assunto pendente.

Nesse contexto, a forma como os objetivos sdo abordados no capitulo, € bem
definida, oferecendo inicialmente ao leitor as informacGes relevantes deste estudo, pois
tais objetivos s6 podem ser alcangados por completo, com o auxilio da matematica, seja
em linguagem, técnicas do célculo e na propria Algebra.

Portanto, a definicdo de energia cinética de um corpo é empregada de forma
conceitual e matemética, proporcionando de forma explicita o significado fisico desta
energia.

Outra questdo observada, baseia-se na formulacao feita em relacdo ao teorema do
trabalho-energia cinética, tendo por base o trabalho total realizado sobre um corpo,
implicando consequentemente numa variacdo da energia cinética, relacdo expressa de
forma matematizada, assim como a propria definicdo de poténcia.

Para concluir, por meio da analise do capitulo, pode-se constatar que 0s conceitos
fisicos sdo empregados de forma precisa, de facil compreensdo e bem aliados com a
matematica. Assim, a definicdo de um dado conceito no livro, tomando como base o
formato do capitulo, ao longo das sec¢des é assegurada quando a linguagem matematica é
empregada posteriormente para dar suporte e descricdo a determinadas informacdes de
fendmenos fisicos presentes.

Neste contexto, Karam (2012) traz como objetivo essencial de ensino e
aprendizagem de contetdos de Fisica, tendo por base livros como este, que a Matematica
funciona como uma linguagem estrutural de forma expressiva de conceitos e ideias

cientificas da area Fisica. Assim sendo, ela esta relacionada a capacidade de utiliza-la em
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contextos internos e externos da Fisica, em outras palavras, de emprega-la de forma geral,
para compreender os fendmenos fisicos matematicamente.

Assim, de acordo com documentos oficiais, como as Diretrizes voltadas para o
cenario da Fisica, eles trazem que esta area € interessante ser empregada de forma
contextualizada e ndo somente trabalhar a matematica pela matematica. Entéo, € relevante
abordar o que se interpreta, analisa e saber empregar as grandezas, com base nas variaveis
fisicas presentes, para depois utiliza-las matematicamente perante as teorias e leis da
Fisica. Nesse aspecto, o préprio Sears (2008) trabalha a questdo conceitual da Fisica,
implementando elementos matematicos como suporte necessario para enfatizar e
descrever os fenémenos fisicos, um importante item segundo BRASIL (2002) para a
formacao cientifica dos cidadaos contemporaneos atuantes perante a sociedade.

5.1.3 Andlise do capitulo 7

Partindo da primeira secdo do capitulo, composta pela energia potencial

gravitacional, definindo matematicamente o seguinte:
Wyrav = Fd = w(y1 — y2) = mgy, —mgy,

Logo, expressa-se a energia potencial gravitacional como sendo: Ugyq, = mgy

Assim, Wyrap = Ugrava — Ugravz = - (Ugravz = Ugrav1) = —AUgrap

Dessa forma, a conservacao da energia, mediante a atuacdo somente de forcas
gravitacionais, pode ser expressa da seguinte forma:

Wiot = AK = Wyray = —AUgray = Ki + Ugrav1 = Kz + Ugrava
Portanto, para a questdo da energia mecanica do sistema, tem-se:
E =K+ Ugyrqy = constante

Para o caso de outras forgas, além da gravidade, realizarem trabalho, pode-se citar:

Woutra + Wyraw = Ko — K1 = Woutra + Ugrava — Ugrave = K2 — K

Entdo, K1 + Ugrav.1s + Woutra = K2 + Ugrava

Na questdo de movimentos ao longo de uma trajetoria curva, vale ressaltar que
para energia potencial gravitacional, o trabalho é designado por:

p.Ad = —mgj. (Axi + Ayj) = —mgdy

Ao analisar esta primeira sec¢do, pode-se observar a empregabilidade do teorema

do trabalho-energia, em que as manipulagdes matematicas sdo simples, relacionando

trabalho e energia cinética, visto que, utiliza-se notagdes bésicas da algebra vetorial.
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Assim, a matematica torna-se fundamental para obtencdo de dados de determinadas
situacOes envolvendo analises de referenciais, em agdes envolvendo a energia potencial
gravitacional.

Por conseguinte, tem-se a se¢do da energia potencial elastica, em que o trabalho

realizado sobre a mola é definido como:
1 1

Mas, para o caso da mola realizando trabalho, a expressao a ser utilizada é:
1 1

Ekxlz - Ekx%

, 1 1
Dal, W, = Ekxlz - Ekx% = U1 — Ugp = — AUy

We, =

Logo, pelo teorema do trabalho-energia, conclui-se que: Wiy = Wo = Ugpq —
Uei2

Portanto, K; + Uy 1 = K, + Uy

Em vista disso, para situacdes em que ha a presenca da energia potencial elastica
e da energia potencial gravitacional, além de outras forgas, tem-se que:

Wyrav + Wer + Wourra = K2 — Ky

Entdo, de forma geral, vale ressaltar que:

Ky + Ugrava + Uerr + Woutra = Ko + Ugravz + Uer2

De maneira analoga, tem-se o seguinte: K; + U; + Wyt = Ky + Uy

Até este momento, pode-se analisar que as definicBes expostas, sdo feitas sem
nenhum tipo de demonstracdo e deducgéo de equacgdes, sendo empregado manipulacfes
simples e substituicBes algébricas sem tantos detalhes e dificuldades.

Neste cenario, a parte introdutéria de forcas conservativas e forcas nao
conservativas é feita de forma puramente conceitual e discursiva, abordando temaéticas
voltadas para o que é e exemplos de tais forcas.

Para a questdo da lei da conservacao, inserida no contexto da energia, tem-se que:

AUine = — Woutra
Ki+ U, — AUy = K, + Uy
Por fim, obtém-se que para a lei da conservagdo da energia vale:
AK + AU + AU =0

Neste caso, sdo simples as operaces matematicas apresentadas, sem

demonstracdes e simbolismos complicados, mas que sdo essenciais para entender e

descrever o processo de conservacdo da energia mecanica, mediante a empregabilidade
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numérica para com o estado fisico real de dadas situacfes apresentadas, cuja lei foi
desenvolvida com base em estudo algébrico e pesquisas cientificas.

A proxima secdo, esta voltada para a forca e energia potencial, em que 0s
elementos matematicos utilizados séo os seguintes:

Partindo de W = — AU

Assim, F,(x)4x = —AU entdo, F,(x) = — %
Atribuindo o limite quando 4x — 0, tem-se que: F,.(x) = — —dl;;x), apresentando

assim, a forca obtida da energia potencial em uma dimensao.
Além disso, obtem-se também a forca em funcdo da energia potencial em trés
dimensGes, conforme se observa a seguir:

AU
Fo=-3F=-eF=-"

Ax

Empregando o limite em Ax — 0,4y — 0 e 4z — 0, tem-se que:

au au au
Fx_ _E’Fy_ —EGFZ— _E

Logo, citando a energia potencial em termos dos vetores unitarios, obtém-se o

seguinte:

+ —k

P (6UA+6UA aUA)
B Oxl ay dz

Portanto:
F=-VU

Pela anélise desta secdo, os elementos matematicos utilizados sdo o uso de
derivadas parciais (“Uma fungdo com mais de uma variavel, em que possui tantas
derivadas parciais quantas forem suas variaveis independentes” LARSON, 2010, p. 470)
em trés dimensdes, 0 emprego de limites e a insercdo do gradiente (o estudo do gradiente
pode ser encontrado no livro: Eletrodindmica, de autoria de David J. Grifitths). Assim, o
ramo da Fisica tem precisado de elementos matematicos mais consistentes, pois a partir
do momento que vai se aprofundando em determinados eventos fisicos, é necessario o
uso de uma linguagem matematica mais complexa, quando comparado com as demais
secOes até aqui analisadas.

Por fim, a Gltima secéo esta voltada para o diagrama de energia, contendo a parte
gréafica dos tipos de energias, neste caso, potencial gravitacional e elastica, por meio de

gréficos e suas interpretacdes. Favorecendo assim, a sistematizacdo de situagdes que séo
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empregadas nas equacGes matematicas desenvolvidas e séo utilizadas mediante a
aplicabilidade gréfica.

Portanto, ao longo deste capitulo e suas respectivas se¢des, a utilizacao de técnicas
e operacGes matematicas, além da imersdo gréafica e representacional, colabora para uma
caracterizacdo do que a Fisica traz com base nos fendbmenos presentes no universo. Assim,
desde o grau de exemplificagdo mais simples até o mais sofisticado, a Matemaética
caminha lado a lado com o contexto cientifico da Fisica, facilitando a interpretacao,

estruturacdo e a representacao dos eventos fisicos naturais.

5.1.4 Andlise dos objetivos do capitulo 7

Ao longo deste capitulo e suas respectivas sec¢des, foram definidos o conceito de
energia potencial gravitacional, mediante situacdes em que ocorrem movimento na
vertical, além da definicdo de energia potencial eléstica para deformagdo de corpos
flexiveis. Consequentemente, as energias foram expressas matematicamente, sendo que
para definir uma equacdo precisa para cada uma destes tipos de energia potencial, foi
iniciado com uma dada situacdo, feita uma andlise para as variaveis que influenciam o
movimento de um corpo em acdo. Posteriormente é que foi deduzido de forma algébrica,
uma abordagem algoritmica para cada forma de energia.

Na questdo da distincdo entre forcas conservativas e nao conservativas, foi
utilizado uma abordagem conceitual, sem tanto uso e emprego da linguagem matematica.
Entdo, para explicar e expressar a lei da conservagdo da energia mecénica, foram feitas
de forma sucinta, simples manipulagdes algébricas.

Portanto, o capitulo é estruturado em uma abordagem conceitual e empregada
posteriormente o uso algoritmico de equagdes. Com base nisso, foram utilizados
elementos matematicos vinculados ao estudo do célculo, como é o caso dos limites,
derivadas e integrais, por exemplo. Assim, a linguagem matemaética ao longo do capitulo
foi explicitada de forma simples e de facil compreenséo para o leitor, facilitando o que se

propunha em termos de objetivos fisicos e da aplicabilidade matematica.

5.2 ANALISE DO LIVRO 2

Conforme ja foi explicitado anteriormente, o segundo livro utilizado neste estudo,

foi o livro curso de Fisica Basica 1, em que sdo analisadas as abordagens dos contetdos,
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além dos elementos matematicos utilizados pelos autores na elaboracéo dos capitulos 6 e

7, compreendendo as paginas 105 a 143. No quadro 2, tem-se os dados basicos

constituintes do livro, desde a autoria até os contetidos dos capitulos analisados perante

este campo de estudo.

Quadro 2 — Dados do livro 2

Livro Moyses

Nome: Curso de Fisica Bésica 1
Area: Mecanica
Autor: H. Moysés Nussenzveig
Edicédo: 4° edicdo
Editora: Blucher

ISBN: 978-85-212-0298-1
Total de Capitulos: 13

Total de paginas: 328

Capitulos analisados:

Capitulo 6: Trabalho e Energia Mecanica.
Capitulo 7: Conservacao da energia no movimento geral.

Secoes:

Capitulo 6:

6.1. Conservagdo da energia mecanica num campo gravitacional
uniforme — pag. 105

6.2. Trabalho e energia — pag. 108

6.3. Trabalho de uma forca variavel — pag. 111

6.4. Conservacdo da energia mecanica no movimento
unidimensional — pag. 113

6.5. Discussdo qualitativa do movimento unidimensional sob acgao
de forcas conservativas — pag. 116

6.6. Aplicacdo ao oscilador harménico — pag. 120

Capitulo 7:

7.1. Trabalho de uma forga constante de direcdo qualquer— pag. 126
7.2. Trabalho de uma forca no caso geral — pag. 128

7.3. Forgas conservativas— pag. 130

7.4. Forca e gradiente da energia potencial — pag. 133

7.5. AplicacBes: campos gravitacional e elétrico— pag. 136

7.6. Poténcia. Forcas ndo - conservativas — pag. 140.

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

5.2.1 Andlise do capitulo 6.

A principio, o capitulo se inicia com a conservacdo da energia mecanica num

campo gravitacional, abrangendo desde nocdes bésicas de Fisica e Matematica, isto é,

tem inicio com o0 emprego da equagdo: v = vé + 2g(zy — z,) = v = v + 2glsend.

Além do emprego de figuras com nogdes basicas de trigonometria.

. 1 1
Matematicamente tem-se: 51712 + gz, = Evg + gz,

Logo, emprega-se um exemplo de uma maquina de Atwood, o que nos fornece:
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Aly = (z1 — 2z9) = —Al, = —(z; — 2p)
Assim,
(M —m)

<T—mg=ma
M+m g

M - = M =
T — Mg = —Ma> (M=m)g = (M+m)a {“
Com base nisso, tem-se:

1712 = voz = Za(Zl - Zo)
V12 = Voz =2(—a)(2z1 — 2p)

Ou ainda,

1 1 2M

SVt 921 =5v5 + 920 — ﬁ(zo — Z1)

1 1 2M

SVE= g7y = 5VE = 92 — 297 (Zo — Z1)
Portanto,
1, 1, m—M
§V1 _Evo :g<m+M) (20— z1) = 9(20 — z1) — m+Mg(ZO_ Z1)
1V12 - 1Vo2 = Q(M_m) (Zo—21)=9Zy— Z;) — 9(Zy— Zy)
2 2 M+m m+M

Mediante manipulagdes algébricas, resulta-se no seguinte:

1 2 1 vz 1 2 12
(Emvl + mgzl> + (EMVl + ngl) = (Emvo + mgzo) + (EMVO + MgZO>

1
E= z (Emvz + mgz)

Nesta primeira se¢do, pode-se observar que a empregabilidade matematica esta

Entao,

bastante frequente na descricdo e exemplificacdo dos conceitos fisicos. Deste modo, 0s
elementos matematicos presentes sdo o somatério e fundamentos de matematica bésica,
Como 0 uso trigonomeétrico e algébrico.

Na secdo a seguir, aborda-se a questdo do trabalho e energia, em que se podem
citar como ferramentas matematicas o seguinte:

Apresenta-se a energia cinética matematicamente, definida por: E = %mvz
Logo, pela segunda lei de Newton: — F = ma, usando v? = —2adz
Assim, T = ~mv? = FAz = AW = FAz.

Para o caso da energia potencial, é definida como U = mgz
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A partir disso, tem-seque E =T 4+ U = %mv2 + mgz

Outro termo matematico presente no capitulo, foi o seguinte:

T ,_1
SMmvi = Smv; +ma (x; — xg)
Assim sendo,
2 1 2
Wyy—oz, = Fx1 — x0) = Ty — Tp = Emv1 —Emvo

Por conseguinte, tem-se o trabalho de uma forca varidvel, partindo de
F =F(x)X

Logo, AW; = F(x;)Ax;, em vista disso, pode-se citar:

X1
on_)xl = Ahm ZF(X)lel = ]/on_)x1 = f F(x)dx
Xi—0 b
l )

Sabendo que F(x) = —Kx, segue que:
= —k fjol xdx = W,

x0—>x1

k
= —;(xo + x) (X1 — x9) = W, =

xO—UC]_ 0—xq

-t - 20

Empregando a 2° lei de Newton, tem-se:

v dx
F=ma=m—=dx =vdt =—dt

dt dt
Entéo,
tl V1
oy = J my—- dt =W, . = J mvdv
to Vo
Portanto, conclui-se que:
X1
1 2 1 2
ooy = f F(x)dx = Smvi — Smvg = k, — ko = AK
Xo

Nesta secdo, foram utilizados elementos matematicos entre os quais se destacam
o0 estudo dos limites, integrais e derivadas, constituintes basicos no estudo do calculo.

A proxima secdo, serd fundamentada na conservacdo da energia mecénica no
movimento unidimensional, assim pode-se citar o seguinte:

Para o caso do movimento na vertical, tem-se: F = —mg

Entéo,
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zZ
Wzo_,z1 =—-myg f dz = —mg(z, — zy) = —(U; — Uy) = —AU
Zo
Emque U(z) = mgz
Logo,
AT = —AU{A(T +U) = AE = 0
Portanto, W, = —[U(x;) — U(xo)] = —AU, sendo que U(x) = %kx2

Conclui-se que:

1 .. 1 5
E=T+U(x)=§mv +Ekx

Outro fator que seré estudado ao longo desta secédo € o seguinte:

X

P(x) = fF(u)du =W,

Xo—x

Xo

Logo,
X0 X2 X2

D(x,) — DP(xp) = f F(u)du + f F(u)du = f F(u)du = Wy, ..,
X1 X0 X1

Por fim, tem-se que:

X

Ulx) = —d(x)= — fF(u)du

Assim, A = @(x + Ax) — d(x) = d(x + Ax) — P(x) = F(x)Ax

Aplicando o limite, quando 4x — 0, tem-se:

dd _r
i (x)
dUu
Onde, F(x) = — —
Certamente, obtém-se:
U(z) = = U _ =F
Z) = mgz P =mg =
1 au
Ux)= —kx? = ——= —kx=F
2 dx

Neste cenario, pode-se citar:



85

X1

Xo
f F(x)dx = Weoory, = Uo— Ur = f F(x)dx = Wei e
Xo X1
X1
=—fF(x)dx=U1—U0

X0

Entdo, Wy, . + W, = 0.

x1—>x0
A préxima secdo do capitulo, esta voltada para discussdo qualitativa, tendo por
base o movimento unidimensional sob a acdo de forgas conservativas. Assim, de

linguagem matematica, tem-se o seguinte:

Partindode F(x) = — Z—:

Considerando-se que E = % mv? + U(x) = Constante = % mv? =E — U(x)

Assim, U(x) < E.

Entdo, v(x) = + \/(%) [E — U(x)]

Logo, U(x) = E

Analisando este capitulo, pode-se constatar que o emprego da linguagem
matematica é feito de forma mais profunda no cenério do célculo. Assim, os elementos
matematicos inseridos ao longo do capitulo, sdo o uso de limites, derivadas e integrais.
Sendo que ha um aprofundamento no desenvolvimento algoritmico, para formulacdo de
equacdes que simbolizam determinadas leis fisicas.

Nesse sentido, tem-se um capitulo composto por simbolos e expressdes algébricas
que tendem a desenvolver uma maior representatividade e significado de conceitos
fisicos, em particular, no campo do trabalho e da energia cinética, contribuinte com o
estudo da conservacdo da energia, por meio de demonstracdes matematicas. O percurso
em si, parte de uma situagéo inicial como exemplo, seguida da coleta de informacoes
desenvolvidas anteriormente ao campo introdutério da Mecanica, na questdo do uso de
equacbes do espaco, notacdo vetorial, bem como de elementos basicos da propria

matematica, como é o caso de relagcdes trigonometricas.

Neste contexto, vale ressaltar que o livro, de forma geral, explicita uma linguagem
matematica bem diversificada, explicando os fendmenos independente da abstracéo e do

processo matematico necessario para descrever determinado evento com preciséo e de
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forma macro ou microscépica. Neste estudo FOURRIER apud ABRANTES (1998)
aborda o seguinte:
[...] a anélise matematica é tdo extensiva quanto a propria Natureza; ela define
todas as relagdes perceptiveis, mede tempos, espacos, forcas, temperaturas [...]
Ela associa fendmenos os mais diversos e descobre as analogias ocultas que os

unem [...] [A andlise matematica] parece ser uma faculdade da mente destinada
a compensar a reduzida duracdo da vida e a imperfeicdo dos sentidos.

(FOURRIER apud ABRANTES, 1998, p. 168)

Em suma, uma das coisas notaveis acerca do comportamento do mundo é que ele
parece fundamentar-se na matematica num grau totalmente extraordinario de precisao.
Para PENROSE (1998, p.19) “Quanto mais entendermos sobre o mundo fisico, quanto
mais profundamente entramos nas leis da natureza, mais parece que o mundo fisico quase

se evapora ¢ ficamos apenas com a matematica”.

Assim, quanto mais profundamente entendermos as leis da fisica, mais somos

conduzidos para dentro desse mundo da matematica e de conceitos matematicos.

5.2.2 Andlise dos objetivos do capitulo 6

O capitulo, assim como todo o livro ndo apresenta o0s objetivos contidos ao longo
de cada um deles. Entretanto, no seu aspecto geral, o autor utiliza um tipo de linguagem
que facilita uma melhor compreensédo dos conceitos basicos de Fisica, por meio de uma
matematica mais precisa, essencial na questao de introduzir ideias e aplicacdes fisicas.

Assim, ao longo do capitulo, a linguagem matematica é feita mediante o
aprofundamento de passos e a introducdo de simbologias mais diversificadas, tendo o
apoio de técnicas e manipulagdes algébricas. Assim, no contexto da visdo cientifica, ele
é estruturado de forma satisfatoria, atendendo ao suporte e discussdo de ideias basicas de
Fisica, neste caso, trazendo para o campo da conservacdo da energia mecanica, que € feito
por meio da linguagem matematica aliada com ferramentas conceituais.

Paralelamente, com o adjunto da evolucdo cientifica, os fenémenos fisicos
também evoluem e o0 uso da matematica vem se tornando cada vez mais inserido no corpo
da Fisica. Por isso, 0s conhecimentos matematicos ndo podem ser adicionados
externamente, € relevante uma conexao, sobre o que se explicita em pensamento com o
gue se demonstra em sua eventual efetividade. Diante disso, para transcrever conteidos

relacionados a conservacao da energia, o livro apresenta esta linha de raciocinio, na qual



87

ndo se pode explicitar determinadas situacdes fisicas sem empregar a Matematica,
mediante as teorias fisicas que se construiram ao longo do contexto cientifico na
modernidade.

Contudo, Boniolo e Budinich (2005) enfatizam que as teorias fisicas que se
formularam até a atualidade, sdo constituidas por signos fisico-matematicos. Assim, estes
sdo algo que ndo podem ser separados entre uma parte matematica e uma ndo matematica,
pois as situacBes fisicas ndo apresentariam significancia, uma vez que a matematica
designa uma parte indivisivel da Fisica contemporanea e como ndo dizer da Fisica
Moderna. Enfase esta, transcrita neste capitulo analisado, no papel da estruturagio
cientifica das ferramentas matematicas necessarias em relacdo aos problemas fisicos

surgidos.

5.2.3 Andlise do capitulo 7

O capitulo 7, inicia-se com a abordagem do trabalho de uma forga constante em
qualquer diregéo, trazendo o exemplo de um bloco sendo puxado por uma forga (F)
inclinada, acdo realizada no plano horizontal, com atrito desprezivel. A partir disto, 0s
elementos matematicos empregados séo 0s seguintes:

Imagem 14: Bloco sujeito a forca constante

N

}

VIS PG ST I TS TIIIFIIITII S 4
Y

mg

Fonte: Nussenzveig (2002, p. 126).
De acordo com aimagem, partindode N = P — Fsenf,onde P = mg e Fcos0 =

ma, tem-se que para um dado deslocamento I, v? — v = 2al = % FcosOl , em que
[ = |l], eventualmente, pela definicdo de trabalho: W = %m. vi— %m. v:i=T,—

Ty = Fcosol.
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Assim, pode-se notar que o trabalho é expresso pela analise algébrica e dedutiva,
partindo de uma situacéo e por meio das demonstragdes matematicas se obtém o trabalho,
mediante a forga constante paralela ao deslocamento. Dessa forma, os elementos
matematicos sdo empregados logo no inicio do capitulo.

Ainda nesta secdo, tem-se 0 emprego de informacbes adicionais que serdo
utilizadas ao longo do capitulo, isto ¢, aborda-se uma base tedrica sobre produto escalar,
ortogonalidade e opera¢@es com vetores, praticamente no¢des bésicas de vetores.

Em seguida, tem-se a secdo do trabalho de uma forca no caso geral, cujos
elementos matematicos presentes sdo os descritos abaixo:

Partindo de: P;P;,, = Al;, segue:

Py
© _ _
WPl_’Pz = |Allt|r2>0 ' FiAll' = del
i Py

E importante ressaltar que ha o emprego de integral de linha (integral feita ao
longo de um caminho. Este tipo de integral pode ser encontrado no livro Mecanica
Classica, autoria de John R. Taylor, editora Maria Eduarda Fett Tabajara).

Como elementos matematicos no campo da Fisica, tem-se

dl = dxi + dyj + dzk
Assim, pode-se citar que: F.dl = F.dx + F,dy + F,dz

Entéo,
P, P, P, P,
j F.dl = j FE,.dx + J E,.dy + J F,.dz
Py Py Py Py
Portanto,
dv, dx dv,
E.dx = ma,dx = mﬁa dt = mvxﬁdt = mv,dv,
Ou ainda,
P, )
1 1
f E.dx=m | v,.dv, Sm vZ, Sm vz,
Py Py

Diante disso, tem-se 0 seguinte:
Py
— 1 2 2 2 1 2 2 2
F.dl = Em.(v2x+ vy, + 1722)— Em.(le + vy, + U1z)

Py
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Emaque: vi = vi, + v3, + vi,evi = v + vi, + vf,

Por fim,
P
© r -, 1,
Wp, Zp, = F.dl = SM.v; — Sm.vy = K, — K, = AK
Py

Portanto, ao longo desta se¢do foram analisadas importantes ferramentas
matematicas para descricdo de determinados conceitos fisicos, tais como a questdo do
limite, integral de linha, aléem da prépria manipulacdo algébrica presente no exposto
acima, utilizada para demonstrar por exemplo, o teorema do trabalho-energia cinética.

Nota-se que o emprego matematico abordado, ndo € tdo simples quando
comparado com o desenvolvido no livro 1. Assim, a linguagem matematica tornou-se
ainda mais precisa, na exemplificacdo de algumas equacOes, empregando o uso de
notacdo vetorial e de produto escalar para a aplicabilidade, seja na energia cinética,
trabalho, como também, no proprio teorema.

Na secdo seguinte, trabalhou-se o caso de forcas conservativas, partindo do
seguinte raciocinio matematico: F, = F, = 0e F, = —mg, para o caso de um sistema
de coordenadas tridimensional, direcionado verticalmente para cima, mediante as

componentes da forca gravitacional. Logo, tem-se que:

P P P P P
[piF.dl= [ Fedx+ [*F.dy + [,*F.dz=[,"F.dl= —mg [,*dz =

-mg(z; — z1).

Em vista disso,

P,
Wo,, = jF.dl = —[U(P) —U(P)] = —(U, — Uy) = —AU
Py

Sendo: U(P) = U(x,y,z) = mgz = U(z)
Para o caso de forcas conservativas, adota-se para a conservagao total da energia

mecanica aexpressdo: E =T +U = AE = AK + AU =0
Entdo, U(P) = — f:lz F.dl,emque U(Py) =0

Até o momento, foi utilizado integrais simples, para abordagem do trabalho da
energia potencial gravitacional, além da propria conservacdo da energia mecénica,
mediante a atuagdo de forcas conservativas. Sendo evidente que as ferramentas

matematicas sdo essenciais para determinadas explicacdes no campo fisico da Mecanica.
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A sequir, foi utilizado uma propriedade de representacdo das integrais de linha ou

curvilinea, para 0s proximos passos matematicos,

P Py
fF.dl= — f F.dl
Py P

Entdo, para dois caminhos diferentes (1) e (11), tem-se:
[y F.dl=[,”F.dl

M
P, Py
Logo, fpl F.dl+ sz F.dl=0

(1) (N
Por fim, tem-se o seguinte:
jEF dl=0

Analisando os elementos matematicos utilizados acima, é importante ressaltar o
emprego de propriedades das integrais curvilineas, demostrando matematicamente a sua
notacdo ao longo de um caminho fechado, fatos estes importantes na questao grafica para
se obter o trabalho neste percurso, como também a prdpria manipulacdo e técnicas de
integracdo no campo da conservagao da energia mecanica.

Por conseguinte, tem-se a secdo voltada para forca e gradiente da energia
potencial, ressaltando que esta parte do gradiente (o estudo do gradiente pode ser
encontrado no livro: Eletrodindmica, de autoria de David J. Grifitths) é empregada como
base para fundamentacdo deste estudo. A partir disto, apresenta-se as seguintes

ferramentas matematicas:

P, P Py
U(xy, ¥, 25) —U(xy,¥1,21) = — j E,.dx — J F,.dy — f E,.dz
Py Py Py

SendO P]_ = Pl(xl,yl,zl) e PZ = Pz(xz,yb ZZ)
Entdo, (x,y,z) — (x + 4x,y,2)

Assim, Ux+ Ax,y,z) —U(x,y,z) = — f;” 4x E, (x',y,z)dx' =

—E.(x,y,2)Ax

U(x+ Ax,y,2)-U(x,y.2) )

. ou
Logo, —F,(x,y,2) = Al;go( " = —(x,2)
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g U p __ W, _
Onde: F, = 0 B = ayeFZ_ 5,
inte: U = Vdx+ % dy+ ¥ ds = —
Nesse contexto, tem-se o seguinte: dU = P dx + 3y dy + py dz = (dex +

F,dy + F,dz) = —F.dl

Assim sendo,

au . . aU .  aU _ o 0., 9. 3
VU = it Ey, +Ek=>dU—|7Udl ,emque:V = it ay]+6zk
Portanto, F = —VU

Além disso, pode-se citar de notacdo matematica, o seguinte:
F.dl = (8.F)ds = F,ds = —VUdl = —dU

< U U, au
Entdo, F; = — o sendo 5 =5 VUedU = Eds . Nesse caso, tem-se:

U(x,y,z) = U, (constante)
Diante disso, tem-se a abordagem da poténcia e das forgas ndo conservativas.
Entdo, a secdo expressa a poténcia média como sendo:
aw

p=""
At

A e - ~ . aw
Para a poténcia instanténea, define-se: P = -

Neste estudo, segue que:

dW = F.dl =>P=d—W=F.£ =F.v
dt dt
Entéo,
P=F.v= m.g.v = i(lmvz) = d—T
dt dt \2 dt
No entanto, para o caso de uma forca conservativa, adota-se:
P=F.v= F.ﬂ= —VU'dlouP = — d—U
dt dt dt

Assim, com algumas combinaces algébricas, obtém-se a férmula diferencial da
conservacao da energia:
dE

d
Z(T+U)=—=0

Para o caso da forca ndo conservativa, implica dizer que o trabalho depende do
caminho. Nesse caso, o capitulo aborda o seguinte:F = Cxj, apresentando dois caminhos
distintos ligando a origem O a um ponto P, = (xq,y,): O0P,P, e OP,P,. Entdo,

considerando as situagdes em ha e ndo ha trabalho, tem-se:
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Py Py
fF.dlzchyoi fF.dl=0
0 0

(P1) (P2)

Conclui-se que o trabalho depende do caminho, mediante a forca néo-

conservativa, assim:

OP,P,P,0

Finaliza-se esta secdo demonstrando que a variacdo da energia mecanica total de uma
dada particula é igual ao trabalho sobre ela mediante forcas nao-conservativas. Para uma

particula, sujeita a forcas conservativas e ndo conservativas simultaneamente, tem-se:

ZVVi(C) + W = 4T
i

Assim, Wl.(c) = — AU;, sendo que U = }}; U;. Logo,
DW= AT+ Y 4V = AT+ U) = A = Y W
i i

l

Nesta secdo, de forma geral, constata-se que foram utilizados elementos
matematicos para com o campo da poténcia, no caso de forgas ndo-conservativas, além
de importantes ferramentas para o estudo da conservacdo da energia mecanica,
empregando a notacdo de gradiente, uso de derivadas parciais, notacdes basicas de
limites, integrais, somatorios, a questdo das taxas de variagdo, além das proprias notacdes
vetoriais e manipulacdes algébricas.

Assim, a partir do momento que se quer explicar e descrever determinados
fendmenos fisicos, a empregabilidade da matematica pode se tornar cada vez mais
evidente, através do uso de teoremas fundamentais e de técnicas essenciais. De forma
complementar, segundo Davis e Hersh (1995) o papel da Matemética em Fisica é o de
uma poderosa ferramenta para o raciocinio em situacfes complexas, como se pode
observar com precisao dos fatos, a interacdo e fungéo entre a area da Matematica dentro

do cenério fisico.
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5.2.4 Analise dos objetivos do capitulo 7

Como citado anteriormente, o livro 2 ndo apresenta objetivos definidos ao longo
dos capitulos. De forma geral, a sua funcionalidade € levar o leitor a entender e utilizar
determinadas ideias basicas de Fisica. Para isso, utiliza-se uma linguagem matematica
mais aprofundada em técnicas e elementos matematicos simbolicos, em meio ao contexto
que pode garantir uma compreensao do significado fisico que vai aléem de simples
conceitos.

Nessas condicOes, torna-se evidente que ao longo do capitulo e porque ndo dizer
do livro por completo, a questdo de que a Fisica ndo se resume somente a Matematica,
entretanto, parece nao existir sem ela. Pietrocola (2002) traz que a matematica é o que
sustenta a Fisica, ao passo que o esqueleto sustenta o corpo humano. Por isso, enfatiza-se
a inter-relacdo entre estas duas ciéncias, tanto observado ao longo do capitulo, quanto no
percurso moderno da ciéncia.

E importante frisar que, mesmo o livro n&o se constituindo de objetivos definidos
ao longo do capitulo, quando comparado com o livro 1, € interessante citar que sua fungéo
de forma geral neste capitulo é trabalhar a conservacao da energia, isto €, trabalha-se leis
fisicas diante de situacGes diarias ao longo deste, tendo uma base na sofisticacao
matematica para obtencdo de resultados. Por isso, aborda-se conceitos como trabalho,
energia mecanica e sua conservacao, a questdo de quando uma forca é ou ndo é
conservativa, além do estudo da poténcia. Sendo a Matematica indispensavel neste
contexto, uma vez que a propria energia mecanica € fundamentada em equacdes

matematicas em sua descrigdo. A partir disso, de acordo com POINCARE (1995):

O objetivo da Fisica matemética ndo é s6 de facilitar ao fisico o calculo
numeérico de certas constantes, ou a integracao de certas equacdes diferenciais.
Mas € ele, sobretudo, o de facilitar ao fisico o conhecimento da harmonia
oculta das coisas, fazendo com que as veja sob uma nova perspectiva

(POINCARE, 1995, p. 94).

Diante disso, o Moisés colabora com a formacdo cientifica do cidadao,
proporcionando uma base tedrica, composta de um teor e simbologias matematicas mais
proximos de um sistema real, fornecendo os elementos basicos e diversificados para

explicagéo dos fendmenos.
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5.3 ANALISE DO LIVRO 3

Nesta secdo, sdo analisadas as abordagens dos conteldos, tendo o foco nos

elementos matematicos utilizados para explicagdo de conceitos da Fisica, utilizados pelos

autores na elaboracdo dos capitulos 7 e 8, entre as paginas 148 a 199. No quadro 3, tem-

se 0s principais dados relacionados ao livro Halliday e Resnick, além dos préprios

conteudos caracteristicos, analisados ao longo deste estudo.

Quadro 3 — Dados do livro 3

Livro Halliday
Nome: Fisica
Area: Mecanica
Autor: Halliday e Resnick
Edicédo: 4° edicdo
Editora: LTC Editora— GEN
ISBN: 978-85-216-3035-7
Total de Capitulos: 11
Total de paginas: 327

Capitulos analisados:

Capitulo 7: Energia Cinética e Trabalho.
Capitulo 8: Energia Potencial e Conservagdo da Energia.

Secoes:

Capitulo 7:

7.1. Energia Cinética — pag. 148

7.2. Trabalho e Energia Cinética — pag. 150

7.3. Trabalho realizado pela forca gravitacional — pag. 154

7.4. Trabalho realizado por uma forca elastica — pag. 198

7.5. Trabalho realizado por uma forga variavel genérica — pag. 161
7.6. Poténcia — pag. 165

Capitulo 8:

8.1. Energia Potencial Gravitacional — pag. 176

8.2. Conservacao da energia mecanica — pag. 183

8.3. Interpretacdo de uma curva de Energia Potencial — pag. 186
8.4. Trabalho realizado por uma forca externa sobre um sistema —
pag. 190

8.5. Conservacao da energia — pag. 194

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

5.3.1 Analise do capitulo 7

Iniciando o estudo deste capitulo, observa-se que 0 mesmo apresenta uma

linguagem conceitual, acompanhada de uma abordagem matematica de forma precisa. O

capitulo tem inicio com questionamentos simples, como por exemplo, “o que ¢ fisica?”
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“O que ¢ energia?” Estas perguntas sdo usadas, para os leitores refletirem antes de
iniciarem os estudos desses conteddos.

A primeira secdo, cuja tematica aborda a energia cinética, é constituida pela
definicdo de energia vinculada ao movimento, seguida da relacdo matematica, designada

por:

Relacdo esta, apresentada de forma simples e direta, sem uso de elementos
matematicos sofisticados. Em seguida, tem-se a segunda secdo, intitulada de trabalho e
energia cinética, abordando conceitos e caracteristicas das variaveis que o constitui, como

energia, forca e deslocamento. Assim, partindo da segunda lei de Newton, temos que:

E, = ma,

Entdo, utilizando a equacdo de Torricelli, tem-se: v? = vZ + 2ad. Isolando a
aceleracdo na segunda lei de Newton e substituindo na equacao de Torricelli, obtemos o
seguinte:

1 1

Emvz - Emvg = de

Nota-se que o termo E.d, corresponde ao trabalho realizado por um determinado
corpo. A partir disso, expressa-se:
W =FE.d
Como a componente perpendicular ndo realiza trabalho, consequentemente
define-se que:
W = Fdcos®
Entdo, o trabalho realizado por uma forca constante pode ser escrito da seguinte
forma:
W =Fd
Neste campo, expressa-se a relagdo algoritmica do teorema do trabalho-energia
cinética por:
AK =K — K;=W= K; = K, + W
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Pode-se observar que nestas duas primeiras secfes, 0s conceitos fisicos
relacionados a trabalho e energia cinética estdo interligados por meio de equacdes
matematicas que os descrevem na natureza. Observa-se que as ferramentas matematicas
presentes, estdo expostas com um formalismo algébrico de forma simples, fazendo uso
de uma abordagem bésica e elementar para entender o comportamento mecanico de
eventos fisicos do cotidiano.

A terceira secdo esta relacionada ao trabalho realizado pela forga gravitacional,
definido da seguinte forma:

W = mgdcos®
Dessa maneira, tem-se que durante a subida de um corpo, a forga apresenta um
sentido contrario ao deslocamento, resultando em:
W = mgdcos1802 = mgd(—1) = W = —mgd
Para o caso do corpo descendo, a forca e o deslocamento séo paralelos, assim:
W = mgdcos0® = mgd(+1) = W = mgd

Neste estudo, a questao do trabalho realizado para levantar e abaixar um objeto é
abordado matematicamente da seguinte forma:

AK = Kp— K, = W, + W,

Onde W, é o trabalho realizado por uma forga levantando um objeto para cima e
W, é o trabalho realizado pela gravidade.

Para o caso de Kr e K; nulos, obtém-se W, + W, = 0= W, = — W,

Por fim, o trabalho utilizado para subir e abaixar um corpo, sera:

W, = —mgdcos®

A respeito desta secdo, foi visto que as ferramentas matematicas sdo empregadas
de maneira puramente algébrica, com base nas expressdes do trabalho, energia cinética e
o teorema do trabalho-energia cinética. Elementos estes fundamentais para entender o
comportamento de dados fendmenos fisicos que servem de base para a caracterizacdo da
prépria lei da conservacdo da energia mecanica.

A secdo seguinte, trata do trabalho realizado por uma forca elastica, na qual se

pode citar a lei de Hooke:

Assim,
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Entdo, o trabalho sera:

VVS = z _Fiij

Diante disso, no limite quando Ax tender para zero, temos 0 seguinte:

xXf Xf xr
1
W, = f — Edx =W, = f — kxdx = —kfxdx= (_Ek) [xz];f{
X; Xi Xi

— 1 2 2
= (-H06F = x)

Portanto, o trabalho de uma forca elastica é dado por:

1 2 1 2
VVS = Ekxl - Ekxf
Além do mais, para o caso de x; = 0, temos que: W, = —%kx2

E, para o caso do trabalho de uma forca aplicada, segue que:
AK = Kp— K; = W, + W,

Entdo, W, = — W,

Analisando esta sec¢do, pode-se constatar que foram introduzidos elementos do
ramo do calculo, como é o caso do somatorio resultando em integracéo, sendo necessario
para explicacdo e exemplificacdo do trabalho e de sua relagdo com a energia cinética,
tendo como base a lei de Hooke, utilizada no processo de resolugédo de integrais.

Por conseguinte, tem-se o trabalho realizado por uma forca variavel genérica,
utilizando forcas que variam ao longo do percurso. Com base nisso, em uma perspectiva
de anélise unidimensional, tem-se que:

AW = F; meadx

W = ZAW]- = sz,médAx

W = lim F;,:q4x%
Ax—0 Jméd

Assim,

Logo,

Portanto, o trabalho de uma forca variavel resulta em:
xf
W= J F(x)dx
Xi

Para uma analise tridimensional, temos o seguinte:

F=Ei+ Ej+ Fk
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E,
d7 = dxi + dyj + dzk

Para o caso do trabalho na forma infinitesimal, em trés dimensdes resulta no

seguinte:
dW = F.d7 = E.dx + F,dy + F,dz
Portanto,
Tf xf Yf zf
W = dez f E.dx + f E,dy + fFZdz
ri Xi Yi Zi

Neste cenério, tem-se também o caso do teorema do trabalho-energia cinética para

uma forga variavel, o qual podemos citar:
xf xf
W = f F(x)dx = f madx
Xi Xi

Sabendo que a = %, segue:
dv

dx = m—d
maax mdtx

Entdo, usando a regra da cadeia, obtém-se:
dv. dvdx dv
dt ~ dxdt  dx'

Logo, madx = m%vdx = mvdv

A partir disso, retornando a W, temos:

vf vf

1 ., 1

W = f mvdvsz vdv = > M — 5 My,
Vi Vi

Resultando em:
W =K;— K; = AK
Observa-se a presenca de ferramentas matematicas utilizadas como recurso de
descricdo, explicacdo e relacdo entre os conceitos fisicos presentes. Neste caso, foi
utilizado a integracéo, limites, notacéo vetorial e regras do calculo, como a regra da cadeia
empregada para demonstrar a relagdo entre o trabalho e a energia cinética, partindo da

segunda lei de Newton.



99

Falando do calculo, STEWART (2013, p. 72) explicita o seguinte “como a chave
de fenda, o célculo é simplesmente uma ferramenta indispensavel ao arsenal do
engenheiro e do cientista. Mais do que qualquer outra técnica matemaética, ele criou o
mundo moderno”.

Assim, para que o leitor possa ter uma melhor compreensao, foram empregadas
técnicas algébricas, além de defini¢bes de equacGes matematicas, facilitando o processo
de interpretacdo fisica e conex@o estrutural das ideias, por meio das ferramentas
algoritmicas.

A Ultima secdo deste capitulo, estd vinculada a poténcia, definida da seguinte

forma:
p W
méd = o
Assim, para 0 caso da poténcia instantanea, expressa-se:
p W
dt
Logo,
p dw - Fcos®dx _ Fcoscb(d—x)
dt dt dt

Portanto, a poténcia instantanea se transforma em:
P=F.%

Nesta Gltima secdo, tem-se 0 uso de taxas de variagbes, no caso da poténcia
instantanea, definida a partir da poténcia média. Com isso, foram inseridas manipulacGes
matematicas por meio de equacdes, para manter uma conexdo mediante a interpretacdo
fisica de dado conceito com sua representacao algoritmica.

O capitulo, assim como, o livro é constituindo das seguintes caracteristicas:
Define-se um determinado conceito fisico, interligando-o por meio de variaveis que o
compdem matematicamente. Assim, a cada lei e teorema fisico formulado, a linguagem
matematica torna-se mais precisa, assegurando o comportamento do evento em relagdo
ao universo real, trazendo mais propriedade e fornecendo elementos para os leitores
percorrerem as situagdes fisicas, estruturando o raciocinio por meio da Matematica.

Na visdo Feynman (2000), a Matematica é a linguagem ldgica, que proporciona o
raciocinio, produzindo resultados baseados em pensamentos cuidadosos, permitindo a
relacdo entre enunciados, que neste cendrio, a area Matematica est4 intimamente ligada

com a Fisica.
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5.3.2 Analise dos objetivos do capitulo 7

O capitulo é composto por definigdes de conceitos interligados com suas
representacdes matematicas. Assim, proporciona uma interpretacdo de forma clara,
precisa e objetiva. Ao longo de cada secdo, tém-se 0s objetivos de aprendizagem
vinculados a cada conteddo fisico apresentado. A primeira secao relacionada a energia
cinética, tem por foco a aplicacdo e constituicdo das variaveis que compdem a energia
cinética, que é o caso da massa e da velocidade, além de entender que a energia cinética
€ uma grandeza escalar.

A partir disso, 0s objetivos da se¢do podem ser atendidos a partir do momento que
se emprega a definicdo de energia cinética de forma algoritmica, cujas manipulacoes
matematicas com as variaveis que a constitui resultaram em um ndmero, neste caso,
abordando a energia cinética como algo que pode ser medido. Assim, estes objetivos estdo
explicitamente interligados com as ferramentas matematicas definidas durante a etapa.

Para a segunda secdo, que esta focada no trabalho e na energia cinética, tem-se
como objetivo a relacdo entre forca e trabalho realizado por um determinado corpo,
relacdo esta abordada pela equacdo matematica do trabalho para uma forca constante,
além da obtencdo do trabalho, ao realizar o produto da for¢a pelo deslocamento.

Neste cenério, o célculo do trabalho, por meio da atuacdo de varias forcas, é
realizado pelo emprego matematico da equacdo do trabalho diante de forcas constantes
ou forcas variaveis. Além do mais, o préprio teorema do trabalho-energia cinética,
definindo como uma importante ferramenta da Fisica, € expresso por meio de simbolos e
relacbes matematicas necessarias para obtencdo de qualquer varidvel, seja a energia
cinética final ou inicial, além do préprio trabalho, por exemplo.

Ao calcular o trabalho relacionado a forca, é necessario conhecer qual é a forca
que esta realizando trabalho no sistema, como exemplo, o capitulo exemplifica a forca
gravitacional e a forca eléastica. Adotando uma base matematica a partir da definicdo de
trabalho algoritmicamente, podendo identificar se o trabalho é positivo, negativo ou nulo.
Por isso, a Matemaética colabora no processo de sistemas em que ha a presenca de forgas
variaveis, a aplicabilidade do teorema do trabalho-energia cinética para diversas situagées
e campos de atuacdo das forcas, tendo como base a andlise do sistema, variaveis
relacionadas e a possibilidade de técnicas colaborativas no processo, como por exemplo,
0 uso de gréaficos para calcular o trabalho a partir da curva, em funcdo da forga e

deformagéo da mola.
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Ao citar forcas varidveis, pode-se obter o trabalho por meio de integrais durante o
percurso. A representacdo grafica de uma funcdo, analise de curvas e de posi¢oes foram
elementos favoraveis para entender o comportamento de fendmenos fisicos. Desse modo,
estas forcas podem atuar no campo unidimensional, bidimensional ou tridimensional,
trazendo aspectos algebricos mais precisos e detalhados, propiciando a manipulacéo de
técnicas matemaéticas diante das varidveis constituintes de teoremas abordados, como é o
caso de derivadas, limites, entre outras, em aplicagfes do teorema do trabalho-energia
cinética no campo tridimensional.

Os objetivos vinculados a secdo de poténcia, estdo relacionados a propria
defini¢do de poténcia, expressa fisicamente por meio de uma relacdo matemaética, entre
trabalho e variacdo de tempo, sejam por meio de taxa de variagdo média ou instantanea,
colaborando com a aprendizagem no fato dos leitores utilizarem variaveis desenvolvidas
ao longo desta secdo, trabalhando o processo de medicdo e aplicabilidade de forma
simples em problemas de fécil resolugdo, isto €, sem utilizar elementos matematicos mais
diversificados. Assim, para resolver situages fisicas envolvendo poténcia, é fundamental
que os leitores conhecam e entendam o trabalho mecanico, a energia cinética, entre outras
varidveis trabalhadas anteriormente neste capitulo. Portanto, o préprio capitulo é
estruturado dessa forma, esquematizando desde conceitos simplificados até os mais
enriquecidos, ou seja, aqueles que precisam de outros conceitos para ser entendidos.

Nesse sentido, 0s objetivos do capitulo estdo estritamente inter-relacionados com
as equacOes matematicas que regem os conceitos e defini¢bes fisicas, entre trabalho e
energia cinética. Assim, o papel da Matematica aqui, tende a facilitar e organizar as ideias
e pensamentos surgidos no percurso de cada secdo, sendo que os leitores analisam o
cenario fisico e aplicam algebricamente as varidveis relacionadas a cada elemento
matematico explicitado, produzindo uma espécie de significado entre os elementos
presentes. Na visdo de Lozada (2008) é necessario que os cidaddos implementem aos
modelos matematicos uma espécie de sentido agregado ao fendmeno natural estudado,
produzindo significados as incdgnitas nas equagdes e ndo produzindo variaveis sem

conexao.

5.3.3 Analise do capitulo 8

A primeira se¢do do capitulo esta voltada para a energia potencial, a qual se inicia

com um questionamento basico sobre o que é Fisica. Pergunta esta que proporciona ao
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leitor a capacidade de reflexdo sobre o campo de estudo que esta por vir, isto €, uma
melhor analise sobre a &rea que se esta estudando, conhecendo e interagindo.

Nesse contexto, aborda-se o trabalho e a energia potencial, definindo o seguinte:

AU = —W

No estudo, cita-se a questdo das forcas conservativas e dissipativas, abordadas no
capitulo como necessarias para a aplicabilidade das variaveis utilizadas na atuacao das
leis da natureza. Além disso, apresenta as defini¢es de forcas conservativas e ndo
conservativas.

Diante disso, uma forca é conservativa quando o trabalho de um corpo é nulo
durante uma trajetoria fechada. Outra forma considerada para a forca ser conservativa é
quando o trabalho realizado por um corpo nédo tem dependéncia com o trajeto realizado
por este. Assim, como exemplos de forgas conservativas, tem-se a forca gravitacional, a
forca elastica, entre outras. Ha também as forcas dissipativas, tais como atrito, arrastos,
resisténcia do ar, que sdo aquelas forcas que vado transformar a energia mecanica em
outras formas de energias, dissipando-a no sistema.

Para comprovar que o trabalho depende do caminho, para uma forga conservativa,
aborda-se a presente demonstracao:

Tomando como referéncia o exemplo de uma particula se movendo de um ponto
a até um ponto b, nesse caso, tem-se que, para a forga conservativa, o trabalho realizado
pelo trajeto € 0 mesmo. Dai, temos que:

Wap1 = Wap2 )
Logo, na expressdo acima, tem-se que para ida e volta o trabalho é nulo. Assim:
Wap1 + Wap2 = 0= Wyp1 = —Wap2 )
E,
Wap2 = — Wiq, (1)

Substituindo — W, , por Wy, », na equagdo (1), obtem-se: W,y 1 = Wy

Ainda nesta secdo, verifica-se a energia potencial, estruturada em potencial
gravitacional e potencial eléstica. Assim sendo, pode-se definir a energia potencial
gravitacional matematicamente da seguinte maneira:

Uma particula de massa m se deslocando para cima, no sentido positivo de vy,

temos que:
yf Vs

AU = — f —(mg)dy=mgjmg[y]§f

i

Yi Vi
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AU =mg(y; — y;) =mgdy = U — U; =mg(y — )
Entdo, para U; = 0 e y; = 0. Temos que a energia potencial gravitacional é dada
por:
U(y) = mgy
No caso da energia potencial elastica, fazendo uso da lei de Hooke (F = —kx),
para um sistema bloco-mola, movendo-se em um trajeto horizontal, onde a lei de Hooke

realiza trabalho, tem-se que:

Xf Xf
1 1 1
AU = — f(—kx)dx = kf xdx sz[xz];f = AU = Ekxf2 — Ekxl-2
X Xi

Assim, para U; = 0 e x; =0, obtém-se:

U O—lk2 0

Portanto, a energia potencial elastica pode ser calculada por:
1
U(x) = 5 kx?

Nesta se¢do, cita-se ferramentas matematicas relacionadas ao estudo introdutorio
do célculo, como é o caso do processo de integracdo, item necessario para a obtencao de
expressdes utilizadas tanto no célculo da energia potencial gravitacional quanto da
energia potencial elastica, além do uso de derivadas. A partir disso, os elementos
matematicos inseridos ao longo desta secdo facilitam a analise fisica, baseada em
algoritmicos provenientes para determinada lei e conceito da Fisica.

A segunda secéo, esta fundamentada na conservacao da energia mecanica, na qual

se define a energia mecanica por meio da relacgéo.

Enmec=K+U
Assim, sabendo que o teorema do trabalho-energia cinética vale:
W = AK

Para o caso da energia potencial,
AU = =W = AK = — AU
Logo,
Ky — Ky = —(U; — Uy)
Portanto, obtemos a conservacao da energia mecanica como sendo:

K2+ U2:K1+ Ul
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Entéo, o principio da conservacdo da energia mecanica é designado pela seguinte
expressao:

AE e = AK + AU =0

Ao longo desta secdo, a conservagdo da energia mecanica é expressa por meio de
manipulacdes algébricas, baseadas em definicbes de conceitos empregados na
Matematica. Desse modo, 0 principio da conservacdo da energia mecanica € uma lei de
extrema importancia para a resolucéo de diversos problemas dificeis de se resolver pelas
leis de Newton, por exemplo. Entdo, com o uso de defini¢bes precisas e analises de
simbolos algébricos, entre conceitos fisicos e elementos matematicos, pode-se facilitar o
percurso de resolucéo de varios problemas.

Utilizando os elementos matematicos relevantes para uma dada ocasido, isto é,
saber manipular e empregar as técnicas e defini¢bes certas dos conceitos fisicos, colabora
no desenvolvimento do processo de aprendizagem dos cidaddos perante o conhecimento
cientifico.

A secdo seguinte, estd fundamentada na interpretacdo de uma curva de energia
potencial, por meio de sua representacdo grafica, sendo utilizada, para isso, uma
ferramenta matematica importante na compreensao das abordagens fisicas trabalhadas
para emprega-las em outras funcionalidades. Com base nisto, parte-se do seguinte:

AU(x) = =W = —F(x)A4x
Fazendo Ax tendendo a zero, 0 movimento em uma dimensdo corresponde a:

dU(x)
dx
A equacdo acima, esta relacionada no caso de conhecermos a energia potencial

F(x) = —

U(x), em um sistema de atuacao unidimensional da forca F(x) sobre um corpo.

Desprezando-se as forcas dissipativas, temos um sistema conservativo de energia,
definindo a energia cinética de um corpo, como sendo:

Ux)+ K(x) = Epec = K(x) = Epec — U(x)

Lembrando que, para uma dada energia U(x) na forma de uma curva, X assume
qualquer valor, logo, a forca F(x) corresponde a parte negativa da inclinagéo da curva.

Vale citar que a energia cinética é nula, no ponto de retorno (ponto x onde o
movimento de um corpo muda de sentido). Além deste, ha também o ponto de equilibrio
em que a forga € nula, consistindo em um ponto X na inclinagdo da curva onde U(x) é

ZEro.
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Constata-se o importante papel grafico na caracterizacdo de conceitos fisicos,
aliados a outros elementos matematicos, na representatividade do comportamento de
fendmenos em sistemas mecanicos.

A quarta secao, esta relacionada ao trabalho realizado por uma forga externa sobre
um sistema. A se¢do apresenta a seguinte definicdo de trabalho:

“Trabalho ¢ a energia transferida para um sistema ou de um sistema por meio de uma
for¢a externa que age sobre o sistema”. (HALLIDAY; RESNICK, 2010, p. 191).
Conceito este definido apds toda uma base e discussdo matematica relacionada. Assim,
para 0 caso de um sistema sem atrito, tem-se que para um sistema bola-Terra, obtemos
que:

W =AK + AU

Assim, para o caso de um sistema com atrito, mediante um bloco se movendo

proveniente de uma forca F, fazendo uso da segunda lei de Newton, tem-se:
F— fx=ma
Sabendo que as forcas e a aceleragdo sdo constantes, podemos substituir na
expressao acima a equacao de Torricelli,

v? — v}

2= v +2ad =>a=
v vy + 2a a >d

Resultando em:

F— fx =m<%>ﬂF¢l=%mvz— %mv§+fkdﬁFd= AK + fid
Generalizando para casos em que ha a presenca da energia potencial, como o bloco
subindo uma rampa, temos que a equacao obtida anteriormente se transforma em:
Fd = AE.. + fid
Neste estudo, definindo o aumento da energia térmica, devido a presenca do atrito,
define-se:
AE; = fi.d
Assim,
Fd = AE,.. + AE,
Portanto, o trabalho realizado por um sistema com atrito sera:
W = AEpec + AE,
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Analisando as simbologias definidas, hd a presenca de mudangas de variaveis
fisicas, empregadas por meio de demonstracGes de equacBes necessarias para explicar
fendmenos fisicos.

A quinta secdo, relacionada a conservacgdo da energia, é iniciada com a definigdo
da energia total de um sistema, apresentando o seguinte:

“A energia total E de um sistema pode mudar apenas por meio da transferéncia de energia
para dentro do sistema ou para fora do sistema” (HALLIDAY; RESNICK, 2010, p. 194).
W = AE 4+ AEpe. + AE; + AEiy,

Para o caso do sistema isolado, tem-se:

AEpc + AE, + AEp; = 0
Sabendo que AE,oc = Epmecz — Emec.1, €Nt0 temos o seguinte:
AEpee + AE; + AE;p; = 0 = AE,,. = —AE, — AEp,

Logo,

Emecz = Emec1 = —AE — AEn = Emecz = Emeca — AEr — AEin;

Por conseguinte, tem-se o caso das forcas externas e transferéncias internas de
energia. Assim, utilizando a equacéo %mvz - %mvé = E,d, segue que:

K — Ky = (Fcos®)d = AK = Fdcos®

Considerando-se a variagdo de energia potencial, diante da mudanca de altura,
tem-se:

AU + AK = Fdcos®

Por fim, aborda-se a definicdo de poténcia utilizada no capitulo 7, como sendo a
taxa de variacdo com que determinada forca realiza trabalho, havendo transferéncia de

energia, mediante a aplicacdo da forca para outra forma de energia. Assim,
P _ AE
méd — E
No caso da poténcia instantanea, tem-se:

_dE
dt

Neste estudo, abordam-se técnicas matematicas de forma simples e trazendo
simbologias trabalhadas na area da Fisica. Assim, a relagdo Fisica-Matematica esta
relacionada a capacidade da Matematica descrever fenbmenos e estruturar ideias fisicas
com base em variaveis, sejam desde os mecanismos mais simples até os mais sofisticados

e abstratos. Na visdo de Borges (2004) a Matematica é tida como uma maneira natural
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que busca descricdes e formula uma Fisica mais sofisticada, trazendo uma proximidade

entre estes dois ramos do conhecimento.

5.3.4 Analise dos objetivos do capitulo 8

Ao longo de cada secéo, sdo expostos 0s objetivos de aprendizagem relacionados
a cada tematica. De inicio, tem-se a distin¢do ente forca conservativa e ndo conservativa,
sendo estas representadas por meio de conceitos e demonstracdes voltadas para o campo
do trabalho mecanico. Assim, faz-se uso do préprio célculo do trabalho obtido por meio
das equacBes matematicas definidas ao longo das secdes, para casos em que a forca é
conservativa.

Além disso, tem-se as energias potencial gravitacional e elastica, calculadas por
meio de equacdes especificas para cada forma de energia. Neste cenario, as relacdes
matematicas abordadas para exemplificacdo dos conceitos sdo realizadas diante de
manipulacdes algebricas, facilitando a compreensao dos cidaddos no campo cientifico da
Fisica, quando se fala em implementar os conceitos fisicos com suas respectivas formulas
matematicas.

Na conservacdo da energia mecanica, sua definicdo é exposta de forma
matematica, como sendo a soma da energia potencial com a energia cinética. Facilitando
0 processo de aprendizagem quando se analisa situacfes em que ha a presenca destas
formas de energia, além da propria conservacdo, definidas por meio de expressdes
algébricas destas energias. Sendo assim, as definicbes matematicas constituintes do
principio da conservacdo da energia mecénica, tém sua relevancia no fato do cidaddo
poder entender o comportamento de fendmenos mecanicos, descritos por meio de
variaveis fisicas e suas relacbes desenvolvidas pelos elementos matematicos. De acordo
com Borges (2004) a matematica é a linguagem apropriada que interveem nos problemas
fisicos, proporcionando estruturas algoritmicas que atentem aos fenémenos da prépria
natureza fisica.

Diante disso, ao abordar a interpretacdo de conceitos perante situagdes graficas,
tem-se por base as ferramentas relacionadas a funcéo presente. Assim, é possivel calcular
as forcas a partir de interpretacdes e coletas de informacdes, para desenvolvé-las nas
expressdes matematicas, baseados em pontos constituintes ao longo do gréafico. Para o

caso de o sistema conter forgas externas, implementa-se nas definic6es fisicas, um novo
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elemento matematico que simboliza cada forca externa, trazendo outra configuragéo no
sistema, baseado no principio da conservagé&o.

Falando em sistema, € importante analisar se o dado sistema € isolado ou se ha a
presenca de forcas externas, pois isso ira influenciar diretamente na conservacdo da
energia mecanica. Assim, a definicdo matematica que regem o principio da conservagédo
da energia mecanica so serd utilizada se este sistema ndo houver dissipagdo de nenhuma
energia. Caso haja, ha de se utilizar outra simbologia matematica, para a variagdo da
energia mecanica no sistema. Portanto, hd uma forte relacéo entre entender e saber aplicar
as ideias, intepretacdes e esquematizacdo das situacOes fisicas, diante do cenario de
conservacao ou dissipacao. Sendo assim, o palco inicial para se implementar as relagdes
matematicas necessarias no comportamento, descri¢do e explicacdo dos fenémenos

fisicos.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

A Fisica segundo Praxedes e Krause (2015) é tida como um instrumento, cuja
funcdo seja descrever momentos realizados pelo mundo teoricamente, por meio de
conceitos, pratica, como também, algoritmos, constituindo assim, a ciéncia que estuda os
fendmenos da natureza. De modo que, eventos reais e acontecimentos ao longo dos
tempos, podem ser explicados por meio da linguagem cientifica, baseados no nucleo das
ciéncias exatas, tais como a Fisica especialmente, fazendo uso da matematica como
instrumentacao tedrica. Porém, vale destacar que, o pensamento cientifico esta voltado
para uma interpretacéo inicial e tal como uma descrigdo de suas transformagdes naturais.

Em paralelo, a importancia do campo da Matematica, esti também vinculado na
capacidade sintética, pois de acordo com Pietrocola (2002), no fato de promover com
exatiddo importantes resultados em determinadas acOes investigativas, além de manter
uma espécie de comunicagdo universal, atentando aos elementos do universo, baseados
em uma conexao logica formal entre a razdo, associada ao emprego matematico usual
aplicados na explicacdo cientifica de fenébmenos fisicos.

Diante da relacéo entre Fisica e Matematica, SIMON (2005, p. 79), afirma que “a
matematica possui um papel voltado a racionalidade humana, inserida no contexto de
desempenho ¢ da mesma maneira que na organizac¢ao das teorias fisicas”. Diante do
exposto, a matematica € tida como uma linguagem, cuja funcionalidade esta voltada para
0 estabelecimento de relacdes com o universo fisico, que sustenta e vincula a mediagédo
entre as ideias do cidaddo para com a representacdo das coisas, por meio de leis fisicas.

Este trabalho foi constituido de um estudo bibliogréafico, abrangendo uma analise
da literatura utilizada em livros de Fisica do Ensino Superior, explicitando conteidos da
area da Fisica Mecanica, tendo sua eficacia, na representatividade dos conceitos da Fisica
fundamentados em elementos matematicos, oferecendo assim, um suporte para a
descricdo de fendmenos da natureza, com base em conceitos matematicos, que
inicialmente parecem puramente abstratos.

A caracterizagdo deste estudo foi baseada em seis capitulos, sendo este o ultimo,
relacionados aos conteldos da area da Mecanica, em particular, o de energia e sua
conservacao no sistema, compreendendo desde leituras e analises historicas da relacédo
entre a Fisica e a Matematica, percorrendo o cenario da Matematica, por meio da Logica

Matematica, algumas técnicas de demonstracdo e da propria anélise vetorial, onde 0s
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elementos de Matematica presentes foram essenciais para o carater aplicavel e analitico
no campo da conservagao da energia mecanica.

Assim sendo, os capitulos dos livros analisados (Sears, Moisés e Halliday)
abordam os conteudos da area da Fisica, fazendo uso de alguns elementos da linguagem
matematica presentes no estudo do calculo, empregando-o0s como suporte para descri¢oes
conceituais, bem como, graficas, oferecendo uma consisténcia e caracteristica na
exemplificacdo das discussdes iniciais sobre trabalho, energia cinética e energia
potencial, tematicas estas constituidas como base central para posteriormente trabalhar a
questdo da conservacao da energia mecanica.

A partir disso, pode-se obter que o uso da linguagem matemaética, é usada de forma
precisa, ampla e fundamental para a descri¢do de fendmenos da Mecanica, no ambito da
tematica da conservacdo da energia, sendo empregadas para isso, algumas ferramentas
matematicas, tais como limites, derivadas, integrais, além de notacdes bésicas de Algebra,
favorecendo a relevante relacdo constituida entre a Matematica e a Fisica.

Entdo, pode-se analisar o percurso histérico da relacdo entre a Fisica e a
Matematica, a partir do nascimento do pensamento cientifico na Grécia, passando por
fatos da ldade Média até a atualidade. Favorecendo assim, no &mbito da ciéncia, um
cenario em plena transformacdo, em que teve seu percurso histérico-filos6fico ao longo
das sociedades que trabalhavam com o prdprio conhecimento cientifico, mediante os
fendmenos da area da Fisica e que foram sendo explicados cada vez mais com o uso de
simbologias matematicas, a medida que a ciéncia foi se desenvolvendo.

Com base neste estudo, as contribuicdes que esta pesquisa trouxe, em termos de
aprimoramento de conhecimentos, foram as seguintes: capacidade reflexiva sobre
tematicas importantes do percurso historico da relacdo Matematica-Fisica, na abordagem
filoséfica, dedutiva e aplicAvel. Pode-se constatar que a Fisica, desde o seu
desenvolvimento no pensamento cientifico até a contemporaneidade, passou a ser
explicada mediante o aprimoramento de técnicas e elementos matematicos mais precisos,
devido ao grau de abstracdo de determinados fendmenos fisicos. Contribuindo com uma
relacdo cientifica que proporciona a sociedade mecanismos e elementos necessarios para
descricdo e interpretacdo de eventos fisicos em nosso Universo.

Com relacdo as principais dificuldades encontradas, tem-se a questdo do ponto de
partida para se abordar a relacdo histérica-cientifica entre a Fisica e a Matematica, pois
ndo foram considerados estudos iniciais e aspectos cientificos formulados anteriormente,

antes da propria oficializacdo e desenvolvimento do pensamento cientifico na Grécia.
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Estudos desenvolvidos em algumas civilizagdes e sociedades, como forma de sanar
aspectos sociais e ambientais. Diante disso, o percurso evolutivo da relagdo histérica entre
estas duas ciéncias, foi feito de forma superficial, isto é, pelo contexto sequencial real do
periodo da historia, os quais foram marcantes para o desenvolvimento cientifico.

Nesse contexto, a analise bibliogréafica inicialmente foi feita em virtude de muito
cuidado e atencdo, pois foi necessario entender a aplicabilidade funcional da Matematica
para com seu papel na descricdo de situacdes do campo da conservacao da energia. Assim,
propiciar o dialogo entre as ciéncias Matematica e Fisica foi um desafio, na questdo da
abordagem desde o contexto histdrico, elementos basicos do célculo até a aplicabilidade
na area da Mecénica.

Contudo, esta pesquisa pode propiciar uma base construtiva para diversos ramos
do campo da Fisica e da Matematica, por intermédio do didlogo entre estas areas do
conhecimento cientifico. Com base nisso, abordou-se uma base solida da Matematica, por
meio de argumentos dedutivos e de ldgica, linguagem tedrica de introducéo ao célculo,
assim como, aplicacGes perante situaces do cotidiano na esfera da Fisica.

Portanto, este estudo pode ser eficaz para pesquisas voltadas na area da Fisica
contemporanea, na questao da utilizacdo da Matematica como argumento essencial para
explicagdo de fendmenos fisicos mais precisos, sendo necessario ferramentas
matematicas mais diversificadas para representacdo de eventos mais complicados e que
apresentam uma espécie de dificuldade em sua exemplificacdo, como € o caso dos
excepcionais estudos promovidos por Albert Einstein, na area da Mecanica Quantica,

tendo base a partir de elementos relacionados a Mecénica Newtoniana.
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