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RESUMO

A Analise Combinatoria esta inserida entre os conteddos matemaéticos trabalhados
no Ensino Médio e constituiu-se como o objeto de estudo da pesquisa de base desta
monografia. Nesta, objetivamos mapear para refletir sobre a producéo do
conhecimento acerca de Andlise Combinatodria publicada no Boletim de Educacao
Matematica (BOLEMA) e também analisar a forma com que esse conteudo tem sido
abordado na colecéo de livros didaticos Conexdes com a Mateméatica (LEONARDO,
2013). De posse das informacfes coletadas e analisadas construimos a explicacdo
sobre a tematica em dois capitulos e elaboramos quatro atividades para o ensino de
Matematica como propostas para trabalhar o conteddo em estudo no Ensino Médio,
visando colaborar com esse ensino para além do que preceituam os livros didaticos,
como uma acgado demandada dos resultados da pesquisa, 0 que a configura como
uma pesquisa aplicada. Diante disso, a metodologia de pesquisa empregada se
insere na area de ensino de Mateméatica com énfase em procedimentos derivados
de pesquisas bibliograficas e documentais em perspectiva aplicada, portanto, pode
ser entendida como uma forma de pesquisa-acdo-aplicada. Nesse sentido,
pretendemos contribuir para a compreensdao da forma como esse contetdo é
ensinado e tem sido tratado no processo de ensino e de producdo de conhecimento
e sugerimos atividades de ensino a fim de apoiar o trabalho pedagdgico realizado no
Ensino Médio para além do livro didatico.

Palavras-chave: Analise Combinatéria; Ensino Médio; Bolema; Livro Didatico.



ABSTRACT

The Combinatorial Analysis is inserted among the mathematical contents worked in
High School and was constituted as the object of study of the research of this
monograph basis. In this paper, we aim to map to reflect on the production of
knowledge about Combinatorial Analysis published in the Bulletin of Mathematical
Education (BOLEMA) and also for analyzing how this content has been approached
in the Connections didactic textbooks collection with Mathematics (LEONARDO,
2013). By the information collected and analyzed, we constructed the explanation on
the theme in two chapters and we elaborated four activities for the teaching of
Mathematics as proposals to work the studying content in High School, aiming to
collaborate with this teaching beyond what of precepts didactic textbooks, as a
demanded action of the research results, which configures it as an applied research.
Therefore, the applied research methodology is inserted in the area of Mathematics
teaching with emphasis on procedures derived from bibliographic and documentary
research in applied perspective, therefore, can be understood as a form of applied-
action research. In this sense, we intend to contribute to the understanding of how
this content is taught and has been treated in the process of teaching and production
of knowledge and we suggest teaching activities in order to support the pedagogical
work carried out in High School beyond the didactic book.

Keywords: Combinatorial Analysis; High school; Bolema; Didactic Textbook.
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INTRODUCAO

A Anélise Combinatéria € um ramo da Matematica voltado para o estudo das
estruturas e relacBes discretas. Esse conteudo tem um vasto campo de aplicacao,
atuando como ferramenta no estudo de outros ramos da Matematica, assim como
em outras areas do conhecimento, tais como: Informética, Quimica, Geologia,
Engenharia, entre outras.

O ensino de Analise Combinatéria, quando explorado de maneira adequada,
contribui para o desenvolvimento do raciocinio légico e colabora com a aquisicdo de
competéncias relativas a formacdo do cidaddo. Neste sentido, os Parametros

Curriculares Nacionais + (PCN+) apontam que,

Este tema estruturador permite o desenvolvimento de vérias competéncias
relativas a contextualiza¢é@o sociocultural, como a andlise de situagbes reais
presentes no mundo contemporaneo e a articulagdo de diferentes areas do
conhecimento. Contribui também para a compreensdo e 0 uso de
representacdes graficas, identificacdo de regularidades, interpretacéo e uso
de modelos matematicos e conhecimento de formas especificas de
raciocinar em Matematica (BRASIL, 2002, p. 127).

Desde 2013, quando ainda estava no 1° periodo do curso de Licenciatura em
Matematica pelo Instituto Federal de Educacéo, Ciéncia e Tecnologia do Rio Grande
do Norte, desenvolvi atividades como bolsista vinculada ao Programa Institucional
de Bolsas de Iniciacdo a Docéncia (PIBID). No decorrer dos acompanhamentos de
aulas dos professores de Matematica e nas aulas de reforco escolar, mostrou-se
evidente que o ensino desse contetdo no Ensino Médio tem se limitado a aplicacéo
e memorizacdo de férmulas, esse modo sugere uma pratica de ensino meramente
instrumental. Isto, em nosso entendimento, prejudica a aprendizagem dos alunos,
mesmo que esses tenham o refor¢o do livro didatico.

Considerando que, Analise Combinatéria representa uma importante
ferramenta para a formacdo do sujeito como cidadao e usuario dos conhecimentos
de Matematica por esses estarem relacionados com atividades do cotidiano, este
trabalho tem como objeto de estudo a abordagem da Andlise Combinatéria no
Ensino Médio.

Neste contexto, sendo um contetudo imprescindivel a formagdo do aluno,
consideramos que seu ensino deva ser analisado de forma substantiva e em

contexto pela via de sua produgdo em termos de como ele é produzido para a area e
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como é abordado para o ensino? De igual modo, como o0s seus conteudos s&o
veiculados nos livros didaticos para a etapa de ensino referida? S&o essas questdes
gue conduzirdo nossas investigacdes sobre Andlise Combinatdria no contexto do
Ensino Médio.

Portanto, este trabalho tem como objetivo investigar a producdo de
conhecimento acerca da Andalise Combinatéria visando mapea-la para que
possamos fazer reflexdes sobre seu ensino e, além disso, para subsidiar a anélise
da forma como esse conteudo tem sido abordado na colecdo de livros didaticos
Conexdes com a Matematica (LEONARDO, 2013). De posse das informacdes
coletadas e analisadas elaboramos atividades de ensino como propostas para
trabalhar o conteudo de Analise Combinatoria no Ensino Médio, visando colaborar
com esse ensino para além do que preceituam os livros didaticos.

A metodologia empregada no presente trabalho se insere predominantemente
no campo das pesquisas bibliografica e documental, tal que buscamos levantar e
analisar de forma reflexiva fontes ja publicadas por meios escritos e eletrénicos.

Concernente ao carater bibliografico, utilizamos o formato de pesquisa
conhecida como “estado da arte” ou “estado do conhecimento”. Esta metodologia de
pesquisa visa mapear, analisar e discutir acerca da producdo académica de um
determinado saber cientifico. Ainda, de acordo com Ferreira (2002), as pesquisas do

estado do conhecimento

[...] também s&o reconhecidas por realizarem uma metodologia de carater
inventariante e descritivo da producao académica e cientifica sobre o tema
gue busca investigar, a luz de categorias e facetas que se caracterizam
enquanto tais em cada trabalho e no conjunto deles, sob os quais o
fendmeno passa a ser analisado. (FERREIRA, 2002, p. 258).

Desse modo, este estudo assume encadeamentos que O inserem na
pesquisa-acao, todavia, salientamos que a acdo aqui € como producéo de atividades
para aplicacdo no ensino de Matematica, e ndo como, método de pesquisa, mas

como sua finalidade. Segundo Severino,

A pesquisa acdo é aquela que, além de compreender, visa intervir na
situagdo, com vistas a modifica-la. O conhecimento visado articula-se a uma
finalidade intencional de alteracdo da situacdo pesquisada. Assim, ao
mesmo tempo que realiza um diagnoéstico e a analise de uma determinada
situacdo, a pesquisa-acdo propde ao conjunto de sujeitos envolvidos
mudancas que levem a um aprimoramento das praticas analisadas.
(SEVERINO, 2007, p. 120).
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A pesquisa-acdo como estratégia de pesquisa supde uma participacdo
planejada do pesquisador na situacdo trabalhada, que é o formato no qual
desenvolvemos esta pesquisa. Desse modo, Fonseca (2002, apud GERHARDT,;
SILVEIRA, 2009, p.40) destaca que, “0 processo de pesquisa recorre a uma
metodologia sistematica, no sentido de transformar as realidades observadas, a
partir da sua compreensdo, conhecimento e compromisso para a acao dos
elementos envolvidos na pesquisa”. Entdo, esta pesquisa pode ser assim
considerada, pois parte de uma realidade observada in loco, vai a producédo de
conhecimentos sobre o assunto observado, passa por um dos instrumentos de
acesso a esse conhecimento e chega a acéo, portanto, em termos metodolégicos
podemos considera-la como pesquisa-acao-aplicacao.

Este trabalho esta estruturado em cinco secfes. Na primeira (introdutéria)
discutimos o objeto e a formulacdo deste como tematica, os problemas, 0s objetivos
e a metodologia de pesquisa, bem como a justificamos. Além disso, apontamos a
metodologia empregada, refletindo acerca da pesquisa bibliografica e documental,
estado da arte e/ou estado de conhecimento, bem como salientando os
encadeamentos dos caminhos metodoldgicos que conduzem a pesquisa-acao-
aplicacédo, termo cunhado por nés para esta pesquisa. Isso porque ao enveredarmos
para a elaboracdo de atividades como proposta de ensino consideramos ser essa
uma forma de acéo-aplicacdo derivada de uma pesquisa.

Na segunda secdo, abordamos o0s aspectos histéricos da Andlise
Combinatoria, apresentando também o0s conceitos e definicbes béasicas deste
conhecimento. Exploramos ainda, o estudo sobre a producdo de conhecimento
presente no Boletim de Educacdo Matematica (BOLEMA), um dos principais
periédico brasileiro vinculado ao ensino de Mateméatica como forma de explicacdo do
objeto de pesquisa.

Na terceira secdo discutimos sobre a abordagem do conteudo de Andlise
Combinatdria no Ensino Médio e apresentamos reflexdes sobre o livro didatico e seu
papel no contexto escolar. Por fim, analisamos a colecdo de livros didaticos
Conexbdes com a Matematica (LEONARDO, 2013), verificando o que propbe e a
forma como se organizam e orientam 0s conteddos para o ensino e a aprendizagem

de Anéalise Combinatoria.
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Na quarta secdo apresentamos um material de apoio para professores de
Matematica, como proposta de atividades para o ensino de Analise Combinatoéria no
Ensino Médio, combinamos os resultados da producdo do conhecimento e da
pesquisa bibliografica com a analise dos livros para a construcdo dessas atividades.
Essa foi a forma que encontramos para conduzir esta pesquisa da acao a aplicacao
no ensino de Matematica.

Por fim, tratamos na ultima e quinta secdo das consideracfes finais da
pesquisa, nas quais explicitamos de forma critica nossa percepcdo sobre os
resultados obtidos e ressaltamos 0s aspectos que nossa proposta buscou atingir
para o processo de ensino e aprendizagem de Andlise Combinatéria no Ensino
Médio.
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2 ANALISE COMBINATORIA: DA CONSTRUCAO HISTORICA A PRODUCAO DO
CONHECIMENTO NO BRASIL

Esta secdo traz uma discussdo sobre o desenvolvimento da Analise
Combinatéria, assim como apresenta os conceitos fundamentais desse conteudo.
Num primeiro momento, mostramos um panorama histérico da combinatoria,
destacando aspectos como seu surgimento, contexto historico-social de seu
desenvolvimento e os principais estudiosos que colaboraram para a construcdo da
teoria combinatoria.

Em seguida, sdo apresentados de forma gradual e sequencial os conceitos
fundamentais da Analise Combinatéria. Dessa forma, abordamos as definicbes dos
principios fundamentais da contagem, permutacdo simples, permutacdo com
elementos repetidos, arranjo simples e combinacéao simples.

Por fim, finalizamos a se¢do expondo o mapeamento da producdo do
conhecimento acerca da Analise Combinatéria encontrada no Boletim de Educacao
Matematica (BOLEMA). Os documentos encontrados foram analisados com o intuito
de compreender a forma como esse conteudo tem sido tratado/trabalhado pelos
educadores e pesquisadores.

Realizamos, assim, um estudo que se insere na metodologia bibliogréfica e
documental, mediante pesquisa em fontes j4 publicadas, por meios escritos e
eletrbnicos em dominio publico. Concernente ao carater bibliografico, tomamos
encaminhamento metodologico fundamentados na pesquisa denominada de “estado
da arte” ou “estado do conhecimento”, visando mapear, analisar e discutir sobre a
producdo académica referente ao conteido de combinatéria, conforme ja explicitado

na secao introdutéria.

2.1 ANALISE COMBINATORIA NA HISTORIA DA MATEMATICA

Ao estudar a histéria da Analise Combinatéria € possivel observar que este
conhecimento nem sempre esteve relacionado ao calculo aritmético. De acordo com
Wieleitner (1932 apud VAZQUEZ; NOGUTI, 2004), o problema mais antigo que se
relaciona com a teoria dos numeros e com a Analise Combinatoria € a formacao dos
guadrados magicos.

Assim, o quadrado magico (de ordem n),
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[...] € um arranjo quadrado de n? inteiros distintos dispostos de maneira tal
gue os numeros de uma linha qualquer, de uma coluna qualquer ou da
diagonal principal tém mesma soma, chamada constante maégica do
guadrado. (EVES, 2011, p. 269).

Na Figura 1 temos um exemplo, cuja constante magica é 15:

Figura 1. Quadrado Magico.

157 Y v v Yy
15 15 15
Fonte: Acervo da autora.

O gquadrado magico mais antigo conhecido € denominado de lo-shu, citado
por Eves (2011). Ele foi encontrado em um antigo livro classico matematico chinés, o
I-King ou Livro das Permutacdes. O lo-shu esta associado a uma lenda, tal que
conta-se que o imperador chinés Yu, por volta do ano 2200 a. C., estava as margens
do rio Amarelo quando avistou uma tartaruga (considerado um animal divino).
Observando-a notou que em seu casco existia marcas semelhantes a nés.

Yu associou as marcas do casco a numeros de 1 ao 9 e percebeu que
guando os somava em todas as direcdes o resultado era sempre 15, como se 0s

algarismos fossem magicos.

Figura 2: Representacéo do lo-shu.

&S %

+
&S

Fonte: EVES, 2011, p. 269.
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De acordo com Vazquez e Noguti (2004), a ideia dos quadrados magicos
passou dos chineses para os arabes, tal que estes contribuiram e construiram
quadrados de ordem superior ao lo-shu.

Outro problema antigo que carrega de forma implicita o raciocinio
combinatério esta na obra Liber Abaci* (1202), de Leonardo Fibonacci, que conforme

Vazquez e Noguti informam que existe no livro supracitado a seguinte passagem:

Ha sete senhoras idosas na estrada de Roma. Cada senhora tem sete
mulos; cada mulo transporta sete sacos; cada saco contém sete paes; com
cada pdo ha sete facas; para cada faca ha sete bainhas. Entre mulheres,
mulos, sacos, paes, facas e bainhas, quantos estdo na estrada de Roma?
(VAZQUEZ E NOGUTI, 2004, p.03).

Ha& ainda, um poema infantil, de aproximadamente 1730, com contexto

similar. Os versos séo os seguintes:

As | was going to St. Ives,

| met a man with seven wives,

Each wife had seven sacks,

Each sack had seven cats,

Each cat had seven Kkits,

Kits, cats, sacks and wives,

How many were going to St. lves?? (BIGGS, 1979, p. 110).

Observando o problema do livro Liber Abaci e 0 poema exposta por Biggs, €
possivel notar a semelhanca entre eles, embora ocorra o aparecimento de novos
elementos.

Em 1881, Leon Rodet associou o problema de Fibonacci com o problema 79
do papiro de Rhind, também conhecido como papiro de Ahmes (documento egipcio
de cerca de 1600 a. C.). No papiro, o problema de nimero 79 aparece como um

conjunto de dados:

Casas 7
Gatos 49
Ratos 343
Espigas de trigo 2401

! Livro histérico sobre aritmética que introduz na Europa a numeracao arabe e a notagéo posicional,
no qual fica esclarecido o uso do zero.

2 Quando ia a Sto. lves,/ encontrei um homem com sete mulheres;/ cada mulher tinha sete sacos,/
cada saco tinha sete gatos,/ cada gato tinha sete gatinhos./ Gatinhos, gatos, sacos e mulheres,/
quantos iam a Sto. Ilves? (BOYER; MERZBACH, 2012, p. 33).
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Hekat® 16807
19607. (BIGGS, 1979, p. 111, traduc¢do nossa).

Com a associacao feita, Rodet aludiu que o problema 79 foi o percussor do
problema de Fibonacci, e, além disso, sugeriu a seguinte interpretacdo para o
conjunto de dados encontrado no papiro de Rhind: “There are seven houses, each
with seven cats; each cat kills seven mice; each mouse would have eaten seven
heads of wheat, each of which would have produced seven hekat measures of
grain.*” (BIGGS, 1979, p. 111).

De acordo com Boyer e Merzbach, “o problema evidentemente nao pedia uma
resposta pratica, que seria o numero de medidas de grdos poupadas, mas a hao
pratica soma dos numeros de casas, gatos, ratos, espigas e medidas de grao”.
(BOYER; MERZBACH, 2012, p. 33).

A existéncia de problemas tao similares indica que o problema nimero 79 foi
preservado e transmitido ao longo dos séculos para Fibonacci e posteriormente,
incorporado em versos infantis.

Segundo Tavares e Brito (2005), o matemético grego Arquimedes (287 a. C. —
212 a.C.) também contribuiu para o estudo da Andlise Combinatéria. Ele instigou a
curiosidade de matematicos e historiadores ao longo de muitos anos com o
Stomachion, também conhecido como Loculus Archimedius, um quebra-cabeca
composto por 14 pecas poligonais variadas que devem ser encaixadas para formar

um quadrado.

Figura 3: Stomachion.

N
J A1 N
/
/ NEP
[V =
/
J /
LA
[V I\
[/ \E \

Fonte: TAVARES; BRITO, 2005, p. 34.

3 Segundo Vazquez e Noguti (2004), hekat € uma unidade de medida de grdos egipcia que
atualmente equivale a 4,8 litros.

* Ha sete casas, cada uma com sete gatos; cada gato mata sete ratos; cada rato teria comido sete
espigas de trigo, cada uma delas teria produzido sete hekat de gréos.
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A relacdo entre o Stomachion e a combinatdria foi apontada pelo historiador
de Matematica Reviel Netz, da Universidade de Stanford, California. Ele publicou em
dezembro de 2003, no jornal The New York Times o artigo intitulado de In
Archimedes Puzzle, a New Eureka Moment. A publicacdo trouxe os resultados da
pesquisa realizada pelo historiador, tal que Netz examinou um manuscrito do século
XIlII e concluiu a partir desse, que o Stomachion ndo era apenas um jogo, mas, sim,
um objeto planejado por Arquimedes para fins de Analise Combinatoria.

Assim, considerando um trecho encontrado no manuscrito, Netz afirma que:
Arquimedes desejava descobrir de quantas maneiras distintas as 14 pecas poderiam
ser organizadas para formar um quadrado. Desse modo, d4 um grande salto no
tempo.

Tavares e Brito (2005) afirmam que, o matematico francés Blaise Pascal
(1623 — 1662) escreveu o livro Traité du triangle arithmétique. Nele encontramos a
construcdo do triangulo aritmético, em que para obter qualquer elemento (da
segunda linha em diante) tem-se que somar todos os elementos da linha anterior
localizados exatamente acima e a esquerda do elemento desejado. Observe a
Figura 4, na quarta linha,20=10+6 + 3 + 1.

Figura 4 - Triangulo de Pascal

Fonte: Acervo da autora.

Para obter o triangulo, de qualquer ordem, basta desenhar uma diagonal
como mostra a Figura 4.

Pascal fazia aplicacdes a partir do seu triangulo e entre elas, determinava o
namero de combinagbes de n objetos tomados r a r, tal que ele afirmou

corretamente ser:



18

n!

Ressaltamos que, a notacdo n! é utlizada atualmente para o produto:
n(n-1)(n-2)...(3)(2)(1). Esta simbologia foi introduzida em 1808, por Christian
Kramp (1760 — 1820) e a chamamos de fatorial de n.

O triangulo aritmético ficou conhecido como triangulo de Pascal. No entanto,
Eves (2011) destaca que esse arranjo numérico ja era conhecido pelo escritor
chinés Yang Hui, que nos deixou a mais antiga apresentacdo preservada do
tridangulo, datada do século XIII.

Ainda de acordo com Eves, “Ha uma outra manifestacdo do triangulo num
livro posterior escrito por Chu Shi-kié em 1303; € interessante que Chu fala do

triangulo como algo ja antigo em seu tempo.” (EVES, 2011, p. 246).

Figura 5 - Triangulo aritmético, da maneira como foi desenhado em 1303 por Chu
Shi-kié.
W 2 & x 3% 3%

RoEE

e

_
4@@%&‘ (e

Fonte: EVES, 2011, p. 250.

Em 1666, Leibniz (1646 — 1716) publicou a obra Dissertatio de Arte
Combinatéria, em que apresentou um estudo denominado de Ld&gica Inventiva.
Segundo Frazon (2015), essa teoria langou os principios para a atual Andlise

Combinatéria. Para estruturar a teoria da Logica Inventiva Leibniz determinou
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diversas definicdes até chegar ao conceito de complexiones, que atualmente tem o
mesmo significado das combinagdes simples.

Outra figura que contribuiu com os estudos relativos a analise combinatoria foi
0 alemé&o Athanasius Kircher (1601 — 1680) com a publicagdo da obra Ars magna
sciendi sive combinatoria (1669).

A Andlise Combinatéria no século XVII tornou-se um novo ramo da
Matematica, uma teoria que comecou a se organizar e a se sistematizar. Os autores
Vazquez e Noguti (2004) ressaltam que os trabalhos ja citados de Pascal, Leibniz e
Athanasius Kircher foram de grande relevancia para a teoria combinatéria.
Destacam também as obras de Wallis (1673), Frénicle de Bessy (1693), J. Bernoulli

(1713) e De Moivre (1718) para a sistematiza¢do desse conhecimento.

2.2 CONCEITOS DA ANALISE COMBINATORIA

A Andlise Combinatéria esta inserida entre os conteddos mateméaticos
trabalhados no Ensino Médio e constituiu-se como nosso objeto de estudo nesta
pesquisa. Dessa maneira, acreditamos que a Analise Combinatéria € um ramo
importante da Matemética, pois 0s conhecimentos derivados deste assunto
contribuem para o desenvolvimento do raciocinio légico e para a formacdo do
cidaddo, posto que a partir desses conhecimentos ele pode fazer relacbes entre
fatos e fenbmenos da realidade.

Desse modo, sendo considerado um contetdo imprescindivel a formacao do
aluno, podemos defini-la como a técnica usada para contarmos objetos de um
conjunto finito, tal que esta contagem satisfaz determinadas condicBes/regras
(algoritmos). Concernente a isto, Morgado et al (2006, p. 02) aponta que “a Analise
Combinatodria é a parte da Matematica que analisa estruturas e relagdes discretas”.

Os problemas de contagem mais frequentes sao:

1) Demonstrar a existéncia de subconjuntos de elementos de um conjunto
finito dado e que satisfazem certas condicdes;

2) Contar ou classificar os subconjuntos de um conjunto finito e que
satisfazem certas condi¢gbes dadas. (MORGADO et al., 2006, p. 02).
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Dessa forma, apresentamos nessa secao técnicas gerais que permitem a
resolucdo de problemas combinatérios. Para esta abordagem, buscamos amparo
tedrico em Morgado et al (2006), Santos, Mello e Murari (2007) e Lima et al (2016).

2.2.1 Principios Fundamentais da Contagem

O calculo combinatério se baseia em dois principios fundamentais, que séo: o
principio de adicdo e o principio da multiplicacdo. Esses artificios matematicos
constituem as ferramentas bésicas para a resolucdo dos problemas de contagem.
Assim, o principio de adicdo, de acordo com Morgado et al (2006) diz que, sejam A
e B dois conjuntos disjuntos, tal que A contém p elementos e B contém q
elementos, entdo, AUB tem p + q elementos.

O principio da multiplicacdo, também conhecido como principio fundamental
da enumeracdo, pode ser enunciado como: “se ha x modos de tomar uma decisdo
D, e, tomada a decisdo D;, hd y modos de tomar a decisdo D,, entdo o niumero de
modos de tomar sucessivamente as decisbes D; e D, é xy” (LIMA et al., 2016, p.
81).

2.2.2 Permutacg0es

As permutacBes aparecem com frequéncia nos problemas de Analise
Combinatéria. Dessa forma, chamamos de permutacdo todos os agrupamentos que
podem ser formados a partir de uma quantidade definida de elementos, de modo
gue cada agrupamento € obtido pela troca da posicdo dos elementos. Nesta
subsecdo estudamos os tipos de permutacbes, que sao: permutacdo simples,
permutacdo com repeticdo e permutacgéao circular.

Chama-se permutagdo simples de n elementos distintos todos os
agrupamentos ordenados que podem se formar com n desses elementos. Lima et al
(2016, p. 85) expdbem que “o numero de permutagdes simples de n objetos distintos
é Pn=n!",

A permutacdo com repeticdo € a permutacao de um conjunto, em que existem

elementos repetidos. De acordo com Morgado et al (2006, p. 50), “0 numero de
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permutacdes de n objetos dos quais a sdo iguais a a, B iguais a b, ..., A iguais a |
(a+B+..+A=n)é

a,ﬁ,...,l _ n! ”
B T oalfl Al

Segundo Lima et al, a permutacéo circular é

[...] o nimero de, modos de, colocar n objetos em circulo, de forma que as
disposi¢bes que possam coincidir por rotagdo sejam consideradas iguais,
isto €& o0 numero de permutacGes circulares de n objetos é

(PC)n = Z=(n-1)L. (LIMA et al., 2016, p. 88).

Nos problemas de contagem a permutacdo com repeticio aparece, por
exemplo, em questdes que envolvem anagramas de palavras que contém letras
repetidas. J& nos problemas de permutacdo circular, em enunciados cujo objetivo
seja dispor pessoas sentadas numa mesa circular ou organizadas em uma roda de

ciranda.
2.2.3 Arranjo Simples

Considerando um conjunto com n elementos distintos, chamamos de arranjo
simples de n elementos tomados p a p todo agrupamento formado por p elementos,
tal que esses séo escolhidos entre 0s n possiveis.

Segundo Santos, Mello e Murari (2007), podemos calcular o arranjo de p
elementos de um conjunto de n elementos por:

n!
(n-p)!
Ressaltamos que, a permutagdo simples é um caso particular de arranjo

P=
n

simples, em que sao utilizados todos os elementos do conjunto dado.

2.2.4 Combinacao Simples

Dado um conjunto com n elementos, chamamos de combinagbes de n
elementos, tomados p a p, aos subconjuntos constituidos por p elementos. De forma
geral, Morgado et al (2006) aponta que, o numero de Combinacdes Simples pode

ser obtido a partir de:
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n!
p!(n-p)!
Representamos o numero de combinacdes simples dos n elementos tomados

P—
n

p a p pela notacdo C! ou (:)

2.3 A PRODUCAO DO CONHECIMENTO ACERCA DE ANALISE COMBINATORIA
NO BOLETIM DE EDUCACAO MATEMATICA DO BRASIL

Esta subsecéo apresenta o mapeamento da producao de conhecimento sobre
Andlise Combinatdéria, delimitamos como local de averiguacao para nossa pesquisa
0 Boletim de Educacdo Matematica (BOLEMA). Esse periddico brasileiro foi criado
em 1985 por iniciativa do grupo de pés-graduacdo em Educacdo Matematica da
Universidade Estadual Paulista “Julio de Mesquita Filho” (UNESP) de Rio Claro e
hoje, configura-se como um dos principais veiculos de producdo intelectual e
cientifica em Educacédo Matematica no Brasil.

Nesta perspectiva, este periddico dissemina e divulga conhecimentos com a
publicacdo de artigos, ensaios, resenhas de textos e resumos de dissertacdes e
teses que abordem temas relacionados ao processo de ensino e aprendizagem da
Matematica e/ou ao papel da Matematica e da Educacdo Matematica para a
sociedade. Consideramos que o BOLEMA é uma importante fonte de pesquisa para
estudantes, professores e/ou interessados pelas tematicas que envolvem
conhecimentos em Educacdo Matematica.

Assim, inicialmente visitamos o0 espaco virtual destinado ao BOLEMA
(http://www?2.rc.unesp.br/bolema/) e nos direcionamos ao icone de pesquisa, onde
consultamos pelo termo: “Analise Combinatoria” e esse foi o unico filtro. A producéo
encontrada foi de apenas dois artigos relacionados ao tema, um de 2009 e outro de
2010.

Em seguida, sistematizamos os dados coletados, esses foram organizados
em quadros contendo o titulo do artigo, o (s) autor (es) e o ano de publicacdo. Por
fim, exploramos os trabalhos encontrados, visamos analisar os objetivos, as
metodologias utilizadas, o nivel e etapa de ensino para o qual sao dirigidos e as

referéncias basicas empregadas em ambos os trabalhos.
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Os Quadros 1 e 2 apresentam os resultados da produgdo sobre Analise
Combinatoria publicados no Boletim de Educacdo Matemética.

Quadro 1: BOLEMA, ano 22, n° 34, 2009, p. 27 a 56.

Sequéncia Didatica com Analise Claudia Lisete Oliveira Groenwald,
Combinatéria no Padrdo SCORM Lisiane Neto Zoch e Agostinho lagchan
Ryokiti Homa

Fonte: http://www.periodicos.rc.biblioteca.unesp.br/index.php/bolema/article/viewFile/3298/2791.

Quadro 2: BOLEMA, v. 23, n° 36, 2010, p. 657 a 682.

Um Novo Jogo para o Estudo do Raciocinio José Marcos Lopes e Josiane de Carvalho
Combinatério e do Caélculo de Rezende
Probabilidade

Fonte: http://www.periodicos.rc.biblioteca.unesp.br/index.php/bolema/article/viewFile/4035/3272.

Os dois artigos encontrados apresentam propostas visando o processo de
ensino e aprendizagem do contetdo de Analise Combinatdria. Ressaltamos ainda
que, o trabalho sistematizado no Quadro 2 também aborda esse processo quanto
aos conhecimentos de Probabilidade.

Na analise do trabalho mostrado no Quadro 1, observamos que esse traz uma
proposta de e-learning (aprendizagem eletrénica) para o conteddo de Analise
Combinatéria. Além disso, relata a aplicacdo da proposta para 9 alunos do curso de
Licenciatura em Matematica, da Universidade Luterana do Brasil (ULBRA), em
Canoas — RS.

Assim, esse estudo tem como objetivo geral investigar o processo de entrega
de conteldo, utilizando os principios construtivistas/colaborativos de ensino e o
desenvolvimento de abordagens que respeitem o ritmo e as individualidades de
cada estudante. Como objetivos especificos, podemos notar a preocupacdo em
investigar a adaptacao dos estudantes aos multicaminhos oferecidos, assim como,
as etapas e os cenarios apresentados pela proposta didatica.

Dessa maneira, a proposta apresentada no artigo utiliza novas tecnologias
para oferecer uma sequéncia didatica composta por quatro etapas. A primeira etapa
expde os conceitos de conjuntos, principio aditivo, principio multiplicativo e fatorial.

Nessa etapa, quando sdo explorados os principios aditivo e multiplicativo, se
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introduz o uso da arvore de possibilidades®, donde tal artificio é citado pelos autores
como esséncia para a compreensao da Anélise Combinatéria.

A segunda etapa apresenta 0s assuntos de permutacdo simples, arranjo
simples e combinacdo simples. Na terceira, s@o exibidos 0s conceitos de
permutacédo ciclica, arranjo com repeticdo, combinagdo com repeticdo e o principio
da inclusdo-excluséo. J& a ultima etapa é opcional, tal que sdo expostos problemas
referentes a todos os contetdos expostos anteriormente.

De acordo com Groenwald, Zoch e Homa (2009, p. 35), autores do artigo
(Quadro 1) analisado, as 3 primeiras etapas da proposta podem ser percorridas em
3 cenarios distintos, sao eles: “livro virtual, com apresentacao formal dos conteudos
e exercicios (cenario 1); atividades didaticas, que permitem a construcdo dos
conceitos (cenario 2); atividades de recuperagao (cenario 3)".

Outros aspectos da sequéncia didatica sdo: apresentacdo sequencial linear e
mecanismos adaptativos, em que o individuo sé parte de uma etapa para outra
guando identificado um desempenho adequado. O desempenho dos alunos é
verificado a partir de uma atividade avaliativa proposta no fim de cada cenario. Vale
ressaltar também que, os autores ndo deixam claro para qual nivel e etapa de
ensino a proposta se destina, entretanto, pela descricdo dos conteudos é possivel
notar que se direciona para o Ensino Médio.

Ainda analisando o artigo do Quadro 1, notamos que os autores defendem a
necessidade de desenvolver nos individuos competéncias para lidar com as
tecnologias da informacgéo. Além disso, no campo educacional, ressaltam com base
em Grossi (2008), que os educadores enfrentam desafios para oferecer aos alunos
situacdes instrucionais que despertem a curiosidade e que respeitem as
subjetividades dos mesmos. Com base nessa problematizacdo, sugerem que 0 e-
learning pode oferecer uma alternativa para solucionar esse quadro.

Dessa forma, iniciam a discussdo sobre os principios utilizados pela proposta
e expbem as caracteristicas e os fundamentos defendidos pela aprendizagem
construtivista citando Driver (apud PORLAN, 1998), Crook (1998) e Coll et al (2002).
Outros teoricos apontados sdo Marti (1992), que sugere o uso de computadores
como recurso em situacdes construtivistas e Carretero (1997) respectivamente, tal

que esse reforca a importancia da interacao social.

® Arvore de possibilidades, também conhecida como diagrama de arvore, é um tipo de representagao
que auxilia no levantamento das possibilidades de uma dada situacéo.
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Em seguida, discutem o conceito de Analise Combinatéria e apontam
baseando-se em Batenero, Godino e Pelayo (1996) que ensinar esse assunto pode
gerar dificuldades para os estudantes, entretanto, representa um componente
importante da Matematica discreta® e tem papel relevante na Matematica escolar.
Assim, tendo como apoio teorico a opinido de Batenero, Godino e Pelayo (1996),
justificam a escolha desse conteudo para o desenvolvimento da proposta.

Outros aspectos discorridos foram as vantagens que o estudo da
combinatdria pode proporcionar. Assim, 0s autores relatam que o estudo desse
conteldo estimula a abstracdo e possibilita a apresentacdo de questbes
contextualizadas, componentes essas defendidas pelo PCN+, Ensino Médio (2002).

O artigo sistematizado no Quadro 2 tem como objetivo apresentar uma
proposta de ensino para os conteudos de Analise Combinatéria e Probabilidade
através de um jogo de tabuleiro original (Jogo do Quadrado), que é explorado
juntamente com a metodologia de Resolu¢cdo de Problemas. Essa proposta é
voltada para alunos do udltimo ciclo do Ensino Fundamental e segundo ano do
Ensino Médio.

Assim, 0 jogo € composto por um tabuleiro 3x3 (o mesmo utilizado no Jogo da
Velha') e duas pecas distintas que se movimentam de forma semelhante ao pedo e
a torre do Jogo de Xadrez. Desse modo, 0 jogo é disputado por 2 jogadores, tal que
cada um tem apenas uma peca e essas sao posicionadas na extremidade direita ou
esquerda do tabuleiro. O objetivo do Jogo do Quadrado € eliminar a peca ou chegar
ao ponto de partida do outro competidor e suas regras, de acordo com Lopes e
Rezende (2010)

1%) ndo pode voltar ao ponto de partida;

2%) é permitida a eliminacdo da peca do adversario somente na diagonal e
as pecas se movem apenas uma casa na vertical ou uma casa na
horizontal,

3%) a eliminacdo da peca adversaria, tal como a ocupagédo do ponto de
partida do adversario, serdo obrigatérias quando for a ocasido. (LOPES;
REZENDE, 2010, p. 666).

® Segundo Picado (2009), a Matematica discreta é o ramo da Matematica voltado ao estudo de
objetos e estruturas discretas ou finitas (discreta significa que é formada por elementos distintos entre
si).

"o jogo da velha é um jogo e passatempo popular composto por um tabuleiro de trés linhas e trés
colunas. Pode ser jogado por dois participantes que devem preencher, alternadamente, as lacunas
vazias do tabuleiro com marcagdes no formato da letra X e circulos semelhantes a letra O. Desse
modo, 0 objetivo principal € conseguir marcar trés elementos iguais em linha, seja ela: vertical,
horizontal ou diagonal.
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Para trabalhar de forma mais proveitosa o jogo criado, os autores elaboraram
situacdes problemas referentes a esse recurso. As questdes envolvem o raciocinio
combinatorio e o célculo de probabilidades. Dessa forma, de acordo com o que é
defendido no artigo, o professor deve organizar os alunos em grupos e em seguida,
propor o0s problemas para que os estudantes os resolvam utilizando o0s
conhecimentos prévios e o trabalho em grupo.

Apos isto, o docente deve formalizar e sistematizar os conteddos matematicos
que foram usados para o desenvolvimento das resolucdes apresentadas. Essa
forma de se trabalhar problemas contribui para o processo de ensino e
aprendizagem, pois o problema passa a ser o ponto de partida para a construcéo do
conhecimento.

Vale ressaltar ainda que, o trabalho apresenta a resolucdo dos problemas
propostos. As questdes que envolvem contagem s&o exploradas com a arvore de
possibilidades e, além disso, Lopes e Rezende (2010) apontam esse tipo de
representacdo como o principal instrumento de contagem para o nivel de ensino que
a proposta busca atingir.

Com relacdo ao referencial basico exposto pelo artigo, os autores trazem no
artigo a definicdo de Probabilidade e discutem a importancia da combinatéria para o
desenvolvimento das ideias de Probabilidade. Assim, séo citados Batanero, Godino
e Navarro-Pelayo (1997) e Inhelder e Piaget (1951).

Em seguida, embasando-se mais uma vez em Inhelder e Piaget (1951) os
autores apontam que o conhecimento em Andlise Combinatéria € fundamental para
0 raciocinio hipotético-dedutivo. Concernente a isto, citam os Parametros
Curriculares Nacionais (1997), que afirmam que a contagem permite uma nova
forma de pensar em Matematica, além disso, questionam a aprendizagem desse
conteudo baseada no uso excessivo de formulas.

O artigo também relata sobre a dificuldade para a resolugdo de problemas
combinatorios, tal que os individuos nao identificam quais 0s conceitos que estdo
envolvidos nos enunciados. Posteriormente, citam Morgado et al (2004) que
destacam a complexidade exigida para compreender a situacdo descrita pelos
problemas que exploram esse conteudo.

Com relacdo a Probabilidade, destacam com base em Lopes (2006) que esse
conteudo é o estudo e modelagem de fenbmenos aleatdrios e recomendam que o

ensino probabilistico seja feito a partir da metodologia heuristica e ativa. Os autores
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seguem o texto citando os PCN (1997), tal que esse documento aponta que o
estudo da probabilidade tem a finalidade de explorar nos estudantes situagdes reais,
fazendo-o compreender que acontecimentos cotidianos sdo de natureza aleatoria e
possivel de identificar possiveis resultados.

Outro ponto embasamento tedrico mencionado foi Carvalho e Oliveira (2002).
Assim, eles procuram evidenciar que o assunto de Probabilidade, assim como o de
Andlise Combinatéria, passa pelo reducionismo quando abordados, no qual séo
explorados apenas como aplicacdo de formulas.

Além disso, os autores discutem sobre as potencialidades que o0s jogos
podem proporcionar ao processo de ensino e aprendizagem. Destacam com base
nos PCN (1997) e Borin (2004) que esse recurso quando usado em uma situacao
didatica bem planejada pode gerar prazer, interesse e desenvolvem habilidades de
raciocinio como: atencao, organizacao e concentracao.

Outra metodologia utilizada pelo trabalho e abordada pelo referencial tedrico é
a resolucdo de problemas. Assim, segundo os PCN (1997) e Mendonca (1993), a
resolucdo de problemas deve ser a peca central para o ensino. Por fim, cita Moura
(1992) ressaltando que, esse tedrico entende que é possivel a juncéo entre 0s jogos
e a resolucéo de problemas.

Consideramos que, ambos 0s artigos apontam informacgdes detalhadas das
propostas enunciadas, algo que possibilita a compreensao dos leitores. Além disto,
observamos que existem pontos positivos nas pesquisas coletados, tal que o
aprendizado pelo meio eletronico oferece facilidade quanto ao acesso e o Jogo do
Quadrado pode ser produzido com facilidade e sua construcao é feita com material
reciclavel ou de baixo custo.

Ao realizarmos o mapeamento no Boletim de Educacdo Matematica,
objetivamos compreender melhor a forma com que o conteldo de Andlise
Combinatéria tem sido tratado pelos educadores e pesquisadores da area.
Ressaltamos que, a producdo acerca dessa tematica, apesar de importante, € muito
peguena nesse repositorio.

Dessa forma, buscamos discutir nesta se¢ao o desenvolvimento historico e as
técnicas basicas que permitem resolver problemas combinatérios. Exploramos
também, a producdo de conhecimento presente no BOLEMA, com o intuito de

investigar como essa tematica tem sido produzida e abordada.
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Com isso, compreendemos 0S avangos e analisamos pesquisas atuais, tal
que essas apontam pela busca por propostas que visam 0 processo de ensino e
aprendizagem da Andlise Combinatéria. Diante destas perspectivas,
encaminharemos nossas discussdes, neste trabalho, para entender o ensino da

Analise Combinatéria, com énfase no contexto do Ensino Médio.
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3 ANALISE COMBINATORIA NO ENSINO MEDIO

O Ensino Médio em conformidade com a Lei de Diretrizes e Bases da
Educacdo Nacional (LDB) n° 9.394/1996 constitui-se como a etapa final da
Educacdo Bésica. Essa etapa tem como finalidades a consolidacdo e
aprofundamento dos conhecimentos vistos no Ensino Fundamental, preparacéo para
o trabalho, formacdo da cidadania, o aprimoramento do educando como pessoa
humana e a compreensao dos fundamentos cientifico-tecnolégicos dos processos
produtivos, relacionando a teoria com a pratica.

Para Saviani (2007),

[...] no Ensino Médio ja ndo basta dominar os elementos basicos e gerais do
conhecimento que resultam e ao mesmo tempo contribuem para o processo
de trabalho na sociedade. Trata-se, agora, de explicitar como o
conhecimento (objeto especifico de processo de ensino), isto é, como a
ciéncia, poténcia espiritual, se converte em poténcia material no processo
de producdo. Tal explicitacdo deve envolver o dominio ndo apenas tedrico,
mas também pratico sobre o modo como o saber se articula como processo
produtivo. (SAVIANI, 2007, p. 160).

Diante disso, é perceptivel que a educacao escolar tem objetivos intencionais
para com seus estudantes. Dessa forma, os conteddos e o0s procedimentos
metodoldgicos aplicados em sala de aula devem considerar as competéncias e
habilidades a serem desenvolvidas pelos alunos.

Com relagdo ao ensino de Matemética na etapa final da escolaridade bésica,
os Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (PCNEM) — (2000) e os
PCN+ (2002) destacam que 0s conhecimentos matematicos podem contribuir para o
desenvolvimento de habilidades relacionadas a representacdo, compreensao,
comunicacao, investigacao e contextualizacdo sociocultural.

Os PCNEM ressaltam ainda que,

A Mateméatica no Ensino Médio tem um valor formativo, que ajuda a
estruturar o pensamento e o raciocinio dedutivo, porém também
desempenha um papel instrumental, pois € uma ferramenta que serve para
a vida cotidiana e para muitas tarefas especificas em quase todas as
atividades humanas. (BRASIL, 2000, p.40).

Vé-se, portanto, que o0 ensino de Matematica desempenha um papel

fundamental na formacdo dos cidadaos. A aprendizagem de seus conhecimentos
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favorece o desenvolvimento cognitivo, além de preparar os individuos para se
situarem na sociedade de forma mais consciente.

No Ensino Médio, dentre os conteddos matematicos que precisam ser
trabalhados, estd a Analise Combinatéria. O estudo desse conteudo é de grande
relevancia, pois fornece fundamentacdo para o calculo de probabilidades e atua
como ferramenta em outros ramos do conhecimento.

Nas palavras de Roa e Navarro-Pelayo

Los problemas combinatorios y las técnicas para su resolucion tienen y han
tenido también profundas implicaciones en el desarrollo de otras ramas de
las matematicas como la probabilidad, teoria de nudmeros, teoria de
autébmatas e inteligencia artificial, investigacion operativa, geometria y
topologia combinatorias.® (ROA; NAVARRO-PELAYO, 2001, p. 255).

Além dessas implicacdes para a aprendizagem de Matematica expostos por
Roa e Navarro-Pelayo, segundo os PCN+ (2002), a contagem possibilita o
desenvolvimento de uma nova forma de pensamento matematico, denominado de

raciocinio combinatoério. Neste sentido,

[...] decidir sobre a forma mais adequada de organizar nimeros ou
informacdes para poder contar 0os casos possiveis ndo deve ser aprendido
como uma lista de férmulas, mas como um processo que exige a
construcdo de um modelo simplificado e explicativo da situacdo. (BRASIL,
2002, p. 126).

Entretanto, observamos que, na maioria das vezes, o0 ensino desse conteudo
no Ensino Médio tem se limitado apenas a aplicacdo de férmulas em situacdes
padrdo. Fato esse que pode ocasionar aos discentes certas dificuldades, pois a
resolucdo de problemas combinatdrios exige criatividade e interpretacdo dos
enunciados.

Concernente a isso, Morgado et al (2006) destacam que

[...] se a aprendizagem destes conceitos se faz de maneira mecanica,
limitando-se a emprega-los em situagfes padronizadas, sem procurar
habituar o aluno com a andlise cuidadosa de cada problema, cria-se a
impressdo de que a Analise Combinatéria é somente um jogo de férmulas
complicadas. (MORGADO et al., 2006, p. 03).

® Os problemas combinatorios e as técnicas para sua resolucao tiveram e tém profundas implicagfes
no desenvolvimento de outras areas da matematica como a probabilidade, teoria dos numeros, a
teoria dos autbnomos e inteligéncia artificial, investigacdo operativa, geometria e topologia
combinatdrias.
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Desse modo, acredita-se que o0 processo de ensino e aprendizagem de
Andlise Combinatéria deve favorecer a construcdo de ideias e conceitos
matematicos, valorizando sempre a compreensao e atribuicdo de significado. Para
tanto, o uso da resolucéo de problemas frente ao ensino desse conhecimento pode
favorecer o desenvolvimento do pensamento combinatério, desde que ndo seja
ensinado de forma mecanica ou apenas operativa.

Neste sentido, encontram-se nos PCN+ (2002) férmulas referentes ao
conteudo de Contagem que devem ser consequéncia do raciocinio combinatdrio,
cuja funcao é simplificar calculos quando existe uma grande quantidade de dados.
Além disso, esse documento destaca que o trabalho com Analise Combinatéria no
Ensino Médio deve se manter perto da perspectiva da resolucdo de problemas,

evitando a teorizacao excessiva e esteéril.

3.1 O LIVRO DIDATICO NO PROCESSO DE ENSINO E APRENDIZAGEM

Os procedimentos de ensino, no ambito escolar, buscam construir e utilizar
ferramentas que auxiliem e estimulem a aprendizagem dos estudantes. Em virtude
disto, existem inUmeros materiais didaticos que influenciam o trabalho docente em
sala de aula.

Mas, o que sao materiais didaticos? Segundo Lajoto (1996), € o conjunto de
instrumentos envolvidos nas atividades-fim da escola, ou seja, todo objeto que pode
ajudar no processo de ensino e aprendizagem. Portanto, material didatico vai desde
0 quadro e giz até um instrumento qualquer que proporcione subsidio para os fins
pedagogicos, como livros, revistas, calculadoras, impressoras, entre outras coisas.

Na mesma perspectiva, Freitas (2007) define que materiais didaticos, também
conhecidos como recursos ou tecnologias educacionais sado todo e qualquer
instrumento utilizado no processo de ensino com o intuito de estimular e aproximar
os alunos ao conteudo trabalhado. O autor ainda destaca que o recurso didatico
mais utilizado nas escolas brasileiras séo os livros didéticos.

O livro didatico € destinado ao professor e ao aluno. De acordo com o Guia de
Livros Didaticos de Matematica®,

° O Guia do Livro Didatico é elaborado pelo Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD). Trata-se de
uma politica publica, do Estado Brasileiro, destinada a alunos e professores das escolas de educagdo
béasica publica e inclui estudantes da educacao de jovens e adultos.
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No processo de ensino e aprendizagem, o livro didatico € um interlocutor
que dialoga com o professor e com o aluno. Nesse dialogo, o livro é
portador de uma perspectiva sobre o saber a ser estudado e sobre 0 modo
mais eficaz de aprendé-lo. (GUIA DE LIVROS DIDATICOS: PNLD 2014:
MATEMATICA, 2013, p.12).

Os livros didéaticos buscam organizar os conhecimentos de forma que auxilie
no processo de transmisséo, assim como no de assimilacdo dos alunos. Além disto,
€ possivel perceber que esse recurso manifesta uma ideologia sobre como proceder
diante dos conteudos.

Conforme o PNLD

Outra fungdo que tem sido muitas vezes realizada pelo livro didatico € a de
levar & sala de aula as modificacdes didaticas e pedagdgicas propostas em
documentos oficiais, assim como resultados de pesquisas sobre a
aprendizagem da Matematica. (GUIA DE LIVROS DIDATICOS: PNLD 2014:
MATEMATICA, 2013, p. 13).

Ao longo da histéria, o livro didatico assumiu grande influéncia nas instituicbes
de ensino do Brasil. Romanatto (2009) destaca que, esse instrumento acompanhou
o desenvolvimento do processo de escolarizacdo do pais. Porém, foi s6 a partir da
década de trinta que o Estado desenvolveu politicas governamentais para legislar e
controlar o livro didatico.

Atualmente, o Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD) é o responsavel
pela organizacéo, regulamentacao e distribuicdo desse material. Esse programa foi
implantado por meio do Decreto n° 91.542, de 19 de agosto de 1985.

Torna-se evidente a presenca e a relevancia do livro didatico durante o
percurso escolar dos individuos. Segundo Freitas (2007, p. 89), desde o Ensino
Fundamental até o Ensino Superior, “o livro torna-se um poderoso instrumento na
mediagao dos conhecimentos necessarios a construgdo do sujeito”.

Contudo, ainda de acordo com Freitas (2007), esse instrumento quando
utilizado de maneira inadequada ou como Unico suporte de contetdos e métodos de
ensino pode tornar-se ineficiente. O uso indiscriminado do livro didatico pode afetar
negativamente a construcéo do conhecimento.

Lajolo (1996, p. 04) argumenta que a escolha e a utilizagédo do livro didatico
“precisam ser fundamentadas na competéncia dos professores que, junto com os

alunos, vao fazer dele (livro) instrumento de aprendizagem”. Desse modo, cabe ao



33

professor manter-se autbnomo para fazer a selegéo e a articulacdo entre o livro e a
sala de aula.

Sendo assim, € necessaria uma analise criteriosa desse material antes de sua
adocao. O professor precisa levar em consideracdo a qualidade dos conteudos, a
adequabilidade das linguagens apresentadas e, simultaneamente, verificar quais sé&o
os valores éticos que a obra veicula.

Entretanto, Lajolo ressalta que

Nenhum livro didatico, por melhor que seja, pode ser utlizado sem
adaptacdes. Como todo e qualquer livro, o didatico também propicia
diferentes leituras para diferentes leitores, e é em funcao da lideranca que
tem na utilizag&o coletiva do livro didatico que o professor precisa preparar
com cuidado os modos de utilizacéo dele, isto €, as atividades escolares
através das quais um livro didatico vai se fazer presente no curso em que foi
adotado. (LAJOLO, 1996, p. 08-09).

Isto ocorre porque o livro didatico é apenas um apoio didatico. Assim, o
docente deve planejar sua pratica, buscando estratégias que atendam as demandas

do seu alunado. De acordo com Libaneo,

Ao selecionar os contelidos da série em que ira trabalhar, o professor
precisa analisar os textos, verificar como sdo enfocados os assuntos, para
enriquecé-los com sua prépria contribuicdo e a dos alunos, comparando o
gue se afirma com fatos, problemas, realidades da vivéncia real dos alunos.
(LIBANEO, 2013, p. 155).

Entendemos que os livros didaticos sdo uma fonte importante de informacéo.
No entanto, os professores ndo devem utiliza-los como Unico suporte no ato
docente. O PNLD (2013) aponta que é sempre desejavel complementé-lo, buscando
ampliar as informacdes e as atividades propostas, para contornar deficiéncias ou
alcancar objetivos do grupo de estudantes que o utilizam.

Diante do apresentado, buscamos compreender as potencialidades e as
limitacbes do livro didatico no contexto escolar. Visto que esse instrumento é
utilizado pelos professores de Matematica realizaremos, neste trabalho, uma analise
acerca de como o conteudo de Analise Combinatéria vem sendo abordado na

colecao de livros didaticos Conexdes com a Matematica (LEONARDO, 2013).
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3.2 O QUE PROPOEM OS LIVROS DIDATICOS DA COLECAO CONEXOES COM
A MATEMATICA PARA O ENSINO E APRENDIZAGEM DE ANALISE
COMBINATORIA

O livro didatico, como discutido anteriormente, constitui-se como um
instrumento fundamental na pratica docente. Dessa maneira, realizaremos uma
analise da colecédo de livros didaticos Conexdes com a Mateméatica (LEONARDO,
2013), utilizada usualmente no Ensino Médio. Temos como objetivo principal
verificar o que esses livros propdem e a forma como se organizam e orientam 0
ensino e a aprendizagem do conteudo de Analise Combinatoria.

Durante o sexto periodo do curso de Licenciatura em Matematica do Instituto
Federal de Educacédo, Ciéncia e Tecnologia do Rio Grande do Norte — campus
Santa Cruz, junto ao desenvolvimento das atividades do Estagio Curricular
Supervisionado IlI, foi proposto aos alunos analisar livros didaticos. Nesta ocasido
escolhi analisar a colecdo de livros didaticos ConexBes com a Matematica
(LEONARDO, 2013) que € adotada pelo referido campus, no nivel médio. Dessa
forma, preferimos também utiliza-la para a elaboracéo da presente pesquisa.

Para realizarmos a andlise seguimos um roteiro usado no Estagio Curricular
Supervisionado Il. Esse instrumento foi adaptado a partir dos critérios de selecéo de
livros do Plano Nacional do Livro Didético 2015.

Observa-se que a colecdo escolhida aborda os conceitos de contagem
apenas no livro destinado ao 2° Ano do Ensino Médio, assim, analisaremos somente
o livro didatico proposto para esse Ano.

Num primeiro momento, faz-se a identificacdo do livro, em seguida, uma
analise geral. Por fim, a andlise se restringe a investigar a organizacao didatica

acerca do contelido de Analise Combinatoéria.

3.2.1 Identificacado do livro

a) Titulo: Conexdes com a Matematica.

b) Autor(es): Fabio Martins de Leonardo (editor responsavel).

c) Edicao: 22 edicao.
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d) Editora, cidade e ano: A obra foi desenvolvida e produzida pela Editora

Moderna, cidade de Sao Paulo, no ano de 2013.

e) Etapa de Ensino a que se destina e o Ano-Série: O livro € destinado ao 2°

ano do Ensino Médio.

f) Quantidade de paginas: 319 paginas.

g) Volume: 2° volume.

h) Faz parte do PNLD (caso sim, em que ano): A colecdo analisada foi aprovada
no PNLD 2015/Ensino Médio.

3.2.2 Critérios de andlise geral do livro

Os critérios adotados para a analise do livro sdo: Adequacao da capa do livro,
Apresentacdo Geral do Livro e Proposta de Abordagem do Contetdo, Adequacao
dos conteudos e atividades a faixa etaria dos usuarios, ano/série e Uso adequado de

imagens, ilustracdes e graficos conforme expde-se a seguir.

Adequacédo da capado livro

O painel frontal da capa traz informacdes de identificacdo (editora, editor
responsavel, titulo e componente curricular) e € ilustrado por fractais. J& a lombada,
mostra o titulo e a componente curricular da obra. Ressalta-se que, ambas as partes
nao deixam claro a que etapa de ensino o livro se destina.

Com relagdo a contracapa, exibe apenas a letra do Hino Nacional Brasileiro.

Figura 6 — Painel frontal do livro didatico Conexdes com a Matematica, volume 2.
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Fonte: LEONARDO, 2013.

Apresentacdo Geral do Livro e Proposta de Abordagem do Conteudo

O livro apresenta uma linguagem acessivel e divide os contetdos por

capitulos, de acordo com o quadro abaixo:

Quadro 3: Estrutura do livro didatico Conexdes com a Matematica, volume 2.

Capitulo 1 Ciclo trigonométrico (12 volta)
Capitulo 2 Principais func¢des trigonométricas
Capitulo 3 Complementos e aprofundamento
Capitulo 4 Superficies poligonais, circulo e areas
Capitulo 5 Introducdo a Geometria espacial
Capitulo 6 Poliedros

Capitulo 7 Corpos redondos
Capitulo 8 Matrizes e determinantes
Capitulo 9 Sistemas lineares
Capitulo 10 Analise combinatéria
Capitulo 11 Probabilidade

Fonte: Elaborado pela autora com informacdes retiradas do livro didatico Conexdes
com a Matematica, volume 2.

7z

Cada capitulo é organizado por uma sequéncia didatica definida, onde
inicialmente sdo expostas imagens e situacfes contextualizadas relacionadas ao

assunto. Apdés isto, o conteudo é apresentado aos leitores acompanhado por




37

Exemplos/Exercicios resolvidos, que trazem questdes com solucdes e Exercicios
propostos, que sugerem uma lista de atividades referente ao assunto estudado.
Segue que, os capitulos incluem as sec¢des intituladas:

a) Exercicios complementares: tal que € proposto uma seérie de questdes
permitindo o aprofundamento dos contetdos mateméticos explorados;

b) Autoavaliacdo: na qual s&o apresentadas questbes que abrangem o0s
assuntos trabalhados no capitulo. Essa secdo propde ainda o topico
denominado de Retomada de conceitos, que possibilita o aluno a se
autoavaliar.

Em alguns capitulos, o livro também traz as se¢Bes Pesquisa e Acdao,
Resolucdo Comentada, Compreensdo de Texto e Sugestdes de Leitura. Essas

secbes buscam complementar e enriquecer a abordagem dos assuntos.

Adequacédo dos contetdos e atividades a faixa etaria dos usuarios, ano/série

Os conteudos expostos sdo condizentes aos tradicionalmente trabalhados no
2° Ano do Ensino Médio. Ao longo da obra, notamos que as atividades propostas

também séo adequadas a faixa etaria dos estudantes.

Uso adequado de imagens, ilustragdes e graficos

As imagens, ilustracdes e gréficos utilizados auxiliam a parte textual, pois
mostram informagdes adicionais e retratam as situacOes descritas e/ou propostas.
Com respeito as caracteristicas estéticas, estes componentes sao apresentados de
forma equilibrada.

No capitulo relativo a Analise Combinatoria, na secdo Resolucdo comentada
podemos observar, por exemplo, a resolugdo de um problema do vestibular da
Universidade Federal de Pernambuco. Nessa situacao sao expostas duas formas de
solugdes, uma aplicando férmula e outra, o principio multiplicativo. E perceptivel que

o livro faz uso de ilustracdes para auxiliar a explicacéo, observe a Figura 7.
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Figura 7 — Trecho da secao Resolugcéo comentada.

B Resolvendo pelo principio multiplicativo W in gulodobe

\Jamos considerar os 12 pontos divididos em dois conjuntos: r b:

« conjunto dos pontos colineares (5 pontos); \ =

« conjunto dos pontos nao colineares (7 pontos).

Para resolver esse problema, vamos classificar em 3 tipos os triangulos que poderao Triangulo do tipo 2 g
ser formados com esses 12 pontos. r a : §
Triangulos do tipo 1: sdo os triangulos em que todos os vértices pertencem ao W . 2
conjunto dos pontos nao colineares.

Triangulos do tipo 2: sao triangulos em que 1 vértice pertence ao conjunto dos ?

F : ¢ = f Triangulo do tipo 3
pontos colineares e 2 vértices pertencem ao conjunto dos pontos ndo colineares. : 9

.
5 s : .
Triangulos do tipo 3: sdo triangulos em que 2 vértices pertencenl ao cpnjunto o
dos pontos colineares e 1 vértice pertence ao conjunto dos pontos ndo colineares. .

Fonte: LEONARDO, 2013, p. 273.

Ressaltamos ainda que, as imagens e os graficos contém os respectivos
créditos, entretanto, algumas tabelas nao indicam o titulo e/ou fonte. Conforme as
normas vigentes da Associacao Brasileira de Normas Técnicas (ABNT), que orienta
a padronizacdo de trabalhos académicos — NBR 14724 (2011) — nos remetendo as
Normas de Apresentacdo Tabular do Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica
(IBGE), “toda tabela deve ter titulo, inscrito no topo, para indicar a natureza e as
abrangéncias geografica e temporal dos dados” (IBGE, 1933, p. 13).

Além disso, toda tabela deve ter a fonte, localizada na primeira linha do seu

rodapé, indicando o(s) responsavel(veis) (pessoa fisica ou juridica) pelos dados.
3.2.3 Critérios de andlise do capitulo sobre Analise Combinatéria

Os critérios de andlise do capitulo que trata de Analise Combinatéria sdo os
seguintes: Sistematizacdo do capitulo, Apresentacdo de retomada de
conhecimentos, Apresentacdo de erros conceituais e/ou inducdes a erros,
Apresentacdo de diversidade nas atividades propostas pelo capitulo, Apresentacao
do conhecimento de forma contextualizada e Estimulacdo para o uso de outros

recursos didaticos.

Sistematizacao do Capitulo

O capitulo referente a Analise Combinatdria discorre sobre os conteudos em
secdes, onde cada uma delas apresenta explanacdo tedrica, seguida de exemplos

e/ou exercicios resolvidos e exercicios propostos.




Destacamos  que,

39

o capitulo traz ainda as secbes: Exercicios

complementares, Autoavaliagdo, Pesquisa e acdo e Resolugcdo comentada. Desse

modo, mostraremos no Quadro 4 uma sintese da analise do capitulo denominado de

Analise Combinatoria.

Quadro 4 — Sintese da andlise do capitulo Analise Combinatoria

Contagem

Inicialmente, esta secdo apresenta trés problemas resolvidos e
contextualizados, tais que as solu¢Bes sdo dadas por meio de
linguagem natural concomitantemente aos conceitos de
contagem, arvore de possibilidades e organizacdo de
informacdes em tabela. Dessa forma, os problemas expostos
sdo utiizados como suporte para definir o principio
multiplicativo.

Ap6s isto, ha cinco exercicios resolvidos, onde destacamos o R4
(pg. 250) que aplica de forma implicita o principio de adi¢éo e o
R5 (pg. 250) que retoma uma situagdo-problema enunciada no
texto introdutério do capitulo.

A secéo é finalizada com uma lista de exercicios propostos. Sao
sugeridas 15 questbes, bem contextualizadas e com niveis de
dificuldades variados.

Fatorial de um nimero natural

Num primeiro momento, é citado, de forma sucinta, que boa
parte dos problemas de Analise Combinatéria sao resolvidos
pelo produto de nimeros naturais consecutivos. Em seguida, é
enunciada a definicdo de fatorial de um namero natural.

Posteriormente, sdo apresentados quatro exemplos que
exploram os mecanismos de simplificacdo de fatorial. Ha ainda,
dois exercicios resolvidos e seis exercicios propostos, tal que as
guestbes 19, 20 e 21 (pg. 253) sao aplicagdes do principio

multiplicativo.

Permutactes

A secao apresenta a abordagem teérica de permutagéo simples
e permutacdo com elementos repetidos. Nao explora o conceito
de permutacéo circular.

Dessa maneira, para o estudo de permutacdo simples sao
utilizados trés problemas resolvidos com o intuito de induzir a
conceituacdo. J4 na definicdo de permutacdo com elementos
repetidos, é empregada a mesma estratégia didatica, entretanto,
sdo usados apenas dois problemas.

A secao expde ainda, trés exercicios resolvidos e sugere uma




40

lista com nove exercicios propostos, observamos que desses
estdo de acordo com o conteddo. Destacamos o exercicio
proposto 31 (pg. 255) que incentiva o trabalho em grupo e tem

um bom nivel de dificuldade.

Arranjo simples

Esta secdo retoma um dos problemas utilizados na introducéo
do contelido de permutacéo simples e o explora para induzir a
conceituacdo de arranjo simples. Apés isto, a férmula para
calcular a quantidade de arranjos simples é demonstrada.
Ressaltamos que o livro didatico apresenta uma observacao, tal
que alerta aos leitores que os problemas que envolvem
PermutacBes ou arranjos simples podem ser resolvidos
aplicando o principio multiplicativo.

Logo apods, sao expostos dois exercicios resolvidos, estes
trazem duas solucdes distintas, uma aplicando a férmula de
arranjo simples e a outra, o principio multiplicativo. H4 também
uma lista de oito exercicios propostos, destacamos a questao 38
(pg. 258) que exige do estudante mais que aplicacdo de

férmulas e a 39 (pg. 258) que incentiva o trabalho em grupo.

Combinagao simples

Para introduzir o conteldo a se¢do opta, novamente, por
explorar exercicios resolvidos a fim de induzir o conceito. Desse
modo, sdo abordados dois exercicios, tal que o primeiro é
retomado da introdugdo do assunto de arranjo simples e o
segundo, trata de determinar o nimero de subconjuntos de um
conjunto finito.

Assim, a partir dos exercicios é dada a definicdo de combinagéo
simples e a férmula do nimero de combinacdes simples é
deduzida. Em seguida, sdo apresentados trés exercicios
resolvidos, observamos que o R14 (pg. 259-260) traz duas
resolugbes distintas, uma aplicando a férmula e outra, o
principio multiplicativo. Nesse caso, percebemos que a solucéo
pelo principio € mais trabalhosa.

A secdo é encerrada por quatorze exercicios propostos, tais que
as questdes trazem variados contextos e situacdes.
Ressaltamos nesta lista o exercicio 49 (pg. 260), que mostra
uma problematica envolvendo baralho. Percebemos que, néo
sdo todos os leitores que conhecem como se constitui a
organizagdo das cartas de um baralho, assim, € de suma
importdncia que o livro efou professor tragam essas

informacdes.

Coeficiente binomial

Inicialmente, a secdo apresenta o desenvolvimento de (x +y)"
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para n = (0, 1, 2, 3). Em seguida, utiliza o raciocinio recursivo
para apontar que qualquer outra poténcia do bindmio (x + y)
com expoente natural pode ser obtido a partir dos anteriores.
Apés isto, traz um exemplo e um exercicio resolvido, tal que
nesse aplica o principio multiplicativo para obter a quantidade de
termos de (x +y)* e combinacdo simples para encontrar o
coeficiente de um determinado termo.

Segue que o capitulo explora o desenvolvimento de (x +y)*, em
que calcula os coeficientes de todos os termos e define
coeficiente binomial.

Héa ainda dois exemplos e cinco exercicios propostos.

Somatorio

Para introduzir o contelido, a secéo apresenta um problema
resolvido e contextualizado envolvendo a adi¢do de varias
parcelas. Em seguida, enuncia a definicdo de Somatorio.

Segue que sdo expostos dois exemplos, um exercicio resolvido

e trés exercicios propostos, tal que esses sdo mecanicos.

Binbmio de Newton

A secéo inicia definindo o triangulo de Pascal e aponta que as
linhas que o formam sdo os coeficientes do desenvolvimento
binomial (x +y)". Em seguida, explora os termos que formam a
n-ésima linha do triangulo de Pascal, enunciando a férmula do
binbmio de Newton.

Apos isto, desenvolve alguns termos de (x +y)" e chega ao
termo geral do bindmio de Newton. Por fim, apresenta trés

exercicios resolvidos e seis exercicios propostos.

Exercicios complementares

E proposta uma lista contendo vinte e seis questdes, com Varios
niveis de dificuldades.

Destacamos que, as questdes propostas cobrem todo o
contelido abordado pelo capitulo, além disso, trazem problemas
de vestibulares e do ENEM™.

Autoavaliagédo

Sugere uma lista contendo dez questdes referentes aos
contelidos expostos. Ha também um quadro denominado de
Retomada de conceitos que relaciona as questdes com 0s
objetivos do capitulo.

Esta secdo permite que o aluno se autoavalie e tenha acesso a

outros exercicios de contagem.

10 ENEM foi criado em 1998, pelo Instituto Nacional de Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira
(INEP), do Ministério da Educagédo. Esse exame é regulamentado pela Portaria n° 438, de 28 de maio
de 1998 e constitui-se como procedimento de avaliacdo do desempenho do aluno, tendo como
objetivos conferir ao cidaddo pardmetro para autoavaliacdo, criar referéncia nacional para os
egressos de todas as modalidades do Ensino Médio e fornecer subsidios para o acesso a educagao
superior, assim como em cursos profissionalizantes p6s-médio.
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Pesquisa e acdo A se¢do sugere uma pesquisa em grupo, na qual trabalha a
aplicacdo da Analise Combinatéria com o auxilio de recursos
tecnoldgicos.

Salientamos que, essa atividade incentiva a investigacao,
argumentacéo e a troca de ideias entre aluno-aluno e professor-

aluno.

Resolucao comentada Esta secdo traz um problema do vestibular da Universidade
Federal de Pernambuco respondido de duas maneiras distintas.
A primeira resposta é dada pela aplicagdo da formula de
combinacéo simples e a segunda, pelo principio multiplicativo.
Segue que o livro propde aos leitores que comparem as
resolugbes dadas, além disso, instiga que elaborem uma
resposta diferente das ja apresentadas. Por fim, a secdo traz
trés variagbes do problema.

Percebemos que, ao apresentar duas formas de resolugéo para

um problema o livro potencializa e amplia o repertério dos

alunos.

Fonte: Elaborado pela autora.

Apresentacao de retomada de conhecimentos

Observamos que o capitulo retoma a definicdo do tridangulo de Pascal antes

de abordar o binbmio de Newton. Desse modo, o livro traz o seguinte enunciado:

Chamamos de tridngulo de Pascal a disposi¢cédo dos coeficientes binomiais
em linhas e colunas de forma que os coeficientes binomiais de mesmo
numerador figuem dispostos numa mesma linha, enquanto os de mesmo
denominador sdo colocados numa mesma coluna. (LEONARDO, 2013, p.
264).

Entendemos que os conteudos, triangulo de Pascal e binbmio de Newton,
estdo estritamente relacionados, assim, a explanacéao feita pelo livro contribui para a

abordagem dessa tematica.

Apresentacao de erros conceituais e/ou inducdes a erros

O capitulo aborda de forma correta o principio multiplicativo, definindo-o para

acontecimentos compostos por duas etapas sucessivas e independentes. Em
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seguida, acrescenta que essa técnica de combinatoria também é vaélida para
acontecimentos com trés ou mais etapas.
A definicdo de fatorial de um namero natural é dada de forma objetiva, sem

equivocos. Observe na Figura 8:

Figura 8 — Definicao de fatorial de um namero natural

o fatorial de um nimero natural n é representado por n! (lemos: “n fatorial”) e
¢ definido por:

ent=n-(n—1)+(n—-2)+...-2+1,paran =2

ot =1

o0l =1

Fonte: LEONARDO, 2013, p. 251.

O livro também traz a definicdo de permutacdo, tal que essa é dividida em
permutacdo simples e com elementos repetidos. O enunciado de permutagéo
simples é apresentado como: “Dado um conjunto de n elementos, chama-se
permutacao simples dos n elementos qualquer sequéncia (agrupamento ordenado)
desses n elementos” (LEONARDO, 2013, p. 253).

Além disso, € indicado que o numero de permutacdes simples de n elementos
é dado pela seguinte formula algébrica: P,= n:(n-1)-(n-2)-... -3-2:1=nl.

Com relacdo a de permutacdo com elementos repetidos, o capitulo traz a
férmula:

n!
nq !'nz!'n3!'...'nk! '

Pn1, ny, ..., nk=
n

Dessa forma, os enunciados referentes ao conteddo de permutacdo estédo
corretos. Entretanto, sugerimos que na definicAo de permutacdo simples seja
salientado que os elementos do conjunto dado séo distintos.

A abordagem sobre arranjo simples esta bem estruturada, tal que o livro
fornece uma definicdo correta e, em seguida, apresenta a formula para o calculo do
namero de arranjos simples, com uma demonstracao.

Para desenvolver a demonstragao, inicialmente € enunciado: “Vamos calcular
0 numero total de agrupamentos simples de n elementos distintos, arranjados p a p,
com 0 <p < n, indicado por A, ,” (LEONARDO, 2013, p. 256).

A patrtir dai, é elaborado o seguinte raciocinio construtivo:



44

Existem n possiveis escolhas para o primeiro elemento do agrupamento, n —
1 possiveis escolhas para o segundo agrupamento, n — 2 para o terceiro
elemento,..., n — (p — 1) possiveis escolhas para o p-ésimo elemento do
agrupamento. (LEONARDO, 2013, p. 256).

ApOs isto, ocorre a aplicagdo do principio multiplicativo e multiplica-se o

(n_p)! . = n!
segundo membro por o) obtendo assim, A, (o)’

Ao explanar o conteudo de combinacdo simples, o capitulo expde
corretamente a seguinte definicdo: “Dado um conjunto de n elementos, chama-se
combinacado simples dos n elementos, tomados p a p, qualquer agrupamento nao
ordenado (subconjunto) de p elementos escolhidos entre 0s n possiveis”
(LEONARDO, 2013, p. 258).

Para determinar a férmula de combinacgéo simples o livro trata, a principio, de
um exemplo resolvido. Diante disso, deduz uma demonstracdo informal, em que o
namero de combinacgdes simples de n elementos tomados p a p € igual ao quociente

entre o nimero de arranjos (A, ) € 0 numero de permutacdes (p!).

Figura 9 — Deducéo da férmula de combinacgéo simples.

vamos determinar o niumero de subconjuntos do conjunto A = {0, 2, 4, 6, 8} que
tenha 3 elementos, isto €, o nimero de combinagdes dos 5 elementos tomados
3 a 3, cuja notagado é G ;.

Cada combinacao de 3 elementos, por exemplo {2, 6, 8}, origina 3! = 6, ou seja,
6 agrupamentos ordenados (permutacdes desses elementos):

(2,6,8),(2,8,6),(6, 28),(6,8,2),(8,2,6), (86, 2)

portanto, Cs ; - 3! da o total de arranjos dos 5 elementos tomados 3 a 3 (A5 5):

G331 =A ;3= B o= A;ia = C53= %—;—% = C53= 10
Como vimos, com p elementos distintos, podemos obter p! permutagégs.
Isso significa que, a partir de uma combinacdo, podemos obter p! arranjos
distintos dos n elementos tomados p a p.
Ent3o, o numero total de combinagdes € igual ao quociente entre o numero
de arranjos (A, ,) e o nimero de permutacdes (ph):
n!

S —')! o). b n! _1_=___n!__
Ap‘! * (np!p :(n—p)!'p!_(n-p)! pt  p'-(—pt

G =
Portanto:

comn€EN,pENep=n0.

b n!
Cop= pi(n-p'

Fonte: LEONARDO, 2013, p. 259.
O livro traz, ainda, o conceito de coeficiente binomial, fornecendo uma

definicdo correta. Além disso, apresenta a notagdo de somatorio, definindo-o como:

“‘Na sequéncia (@m, @m+1, @m+2, -+, @nq, An), a soma dos termos
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am* am+1tamst ...+ a4 + a, pode ser representada por Yl a;, com m e n naturais

e m < n (lemos; ‘somatdrio de a; com i variando de m a n’)” (LEONARDO, 2013, p.
263).

Para encerrar a discussdo teorica do capitulo dedicado a Anédlise
Combinatéria, o livro faz uma explanacdo sobre o bindmio de Newton. Nesse
momento, inicia definindo e representando o triangulo de Pascal. A partir dai, indica
gue as linhas desse triangulo sdo os coeficientes do desenvolvimento binomial
(x+y)".

Assim, segue desenvolvendo os primeiros casos do bindmio (x+y)" e
generaliza, chegando a formula do binbmio de Newton. Como indica a Figura 10

abaixo:

Figura 10 — Formula do bindbmio de Newton.

vimos anteriormente, os elementos que formam a n-ésima linha do
de Pascal sao os coeficientes do desenvolvimento do binémio (x + y)™

um numero natural, temos:

Fonte: LEONARDO, 2013, p. 265.

O capitulo, novamente, desenvolve os primeiros termos do binémio (x+y)" e

determina a seguinte férmula para o termo geral do binbmio de Newton:

Tkar= () x"*- y*, com 0 sk <n.
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Apresentacao de diversidade nas atividades propostas pelo capitulo

O topico Exercicios resolvidos e as secdes Exercicios propostos e Exercicios
complementares apresentam uma quantidade consideravel de questdes, tais que
muitas sao selecionadas de provas de vestibulares ou do ENEM. Percebemos que o
capitulo oferece uma diversidade de questdes, permitindo que os alunos explorem a
aplicacéo da Anéalise Combinatoria em diferentes contextos e situagoes.

O capitulo também traz as sec¢des: Autoavaliagdo, que exibe questbes que
retomam o0s conceitos trabalhados, além de permitir que o aluno se autoavalie;
Pesquisa e acdo, que sugere uma pesquisa elaborada em grupo; e Resolucéo
comentada, que apresenta um problema de vestibular respondido por abordagens
diferentes.

Dessa forma, notamos que essas atividades incentivam a retomada de
conceito, autoavaliacdo, pesquisa, trabalho em grupo e utilizacdo de diferentes

estratégias na resolucédo de um problema.

Apresenta o conhecimento de forma contextualizada

A abordagem inicial do capitulo, no primeiro topico da secdo Contagem,
ocorre de forma contextualizada, tal que € apresentado um infografico sobre a
evolucdo do numero de automaoveis no Brasil. Nesse momento, o texto também traz
informacdes relativas a implantacdo e as alteracfes que as placas de identificacédo
de veiculos passaram.

A partir disso, € enunciado um problema relativo as informacdes contidas no
infografico, esse diz respeito ao numero de placas que podem ser formadas com
trés letras e quatro algarismos. Seguindo a explanacéo, € ressaltado que situacdes
como essas, de quantificar combinac6es possiveis, sdo problemas de contagem.

O texto introdutdrio também enfatiza que o conhecimento combinatoério tem
aplicacdo na Probabilidade e na Estatistica, assim como na Quimica ou em
atividades cotidianas (esporte e nos campos industrial, comercial, cientifico e
governamental).

Ainda na se¢do Contagem, observamos que o livro inicia o estudo do principio

multiplicativo utilizando trés problemas contextualizados. Apds a resolucdo das
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situacdes apresentadas ocorre a conceituacdo do principio multiplicativo. Assim,
percebe-se que nesta situagéo o conceito foi introduzido de forma contextualizada,
tal que a estratégia metodologica utilizada foi a Resolucdo de Problemas.

Para desenvolver as abordagens teodricas das secdes: permutacdo, arranjo
simples, combinacéo simples e somatorio, o capitulo segue o0 mesmo procedimento,
num primeiro momento expde exemplos contextualizado e resolvido e, em seguida,

induz a sistematizacao dos conceitos.

Estimulacédo para o uso de outros recursos didaticos

Percebemos que o uso de calculadora e de aparato tecnoldgico como
recursos € incentivado no capitulo analisado. Desse modo, a sec¢do intitulada de
Fatorial de um numero natural aborda como calcular o fatorial de um nimero natural
na calculadora cientifica. Contudo, nesta abordagem s6 ocorre a exploragdo de
aspectos técnicos acerca do emprego de calculadoras.

Em nosso entender, € necessario que 0s estudantes saibam como utilizar a
calculadora, tendo autonomia e dominio de como executar, via teclado, as
operacbes e funcbes dessa ferramenta. Entretanto, o uso da calculadora deve
ocorrer de maneira reflexiva, desenvolvendo a habilidade de estimar, testar, deduzir
e analisar a coeréncia dos célculos, algo que ndo é estimulado pela abordagem feita

no capitulo.

Figura 11 — Trecho do livro Conexf8es com a Matematica, volume 2.

Observacdo
Algumas calculadoras cientificas

tématecla| x! |, usada para calcular
o fatorial de um ndmero natural x.
Em uma calculadora com essa
fungao, para calcular 10!, por
exemplo, basta digitar 10 e apertar
“x! |; no visor aparecera o
numero 3.628.800, que é o resultado
kde:10-9-8-7'6°5-4-3-2‘1

Fonte: LEONARDO, 2013, p. 251.
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J& na secdo Pesquisa e acdo é apresentada uma proposta de atividade, tal
que sugere o uso de programas computacionais para a criacdo de codigos QR
Code. Além disso, indica a utilizacéo de telefones celulares com camera fotogréfica
e aplicativos para decodificar QR Code.

De modo geral, a obra distribui de forma equilibrada os textos e imagens. No
que diz respeito a linguagem empregada, essa é adequada e acessivel a faixa de
escolaridade dos alunos.

No capitulo destinado a Analise Combinatoria, percebemos que a introducéo
dos conceitos, na maioria das vezes, ocorre por meio de exercicios e problemas
resolvidos, que induzem o processo de conceituacdo. Neste ponto, as férmulas de
contagem séo apresentadas de maneira mais intuitiva, omitindo aspectos formais da
Matematica.

Destacamos a abordagem realizada na introducdo do principio multiplicativo,
onde sdo apresentadas diferentes estratégias de resolugdo (linguagem natural
concomitantemente aos conceitos de contagem, arvore de possibilidades e
organizacao de informacfes em tabela).

Acreditamos que, a apresentacdo de formas distintas de representacao
auxiliam os estudantes no processo de compreensao conceitual. Além disso, 0s
PCNEM (2000, p. 42) atribuem como uma das finalidades do ensino da Matemética
no nivel médio levar o aluno a “reconhecer representagdes equivalentes de um
mesmo conceito, relacionando procedimentos associados as diferentes
representacoes’.

Outro aspecto que ressaltamos no capitulo € a abordagem do assunto de
fatorial de um numero natural. Entendemos que, este conceito poderia ter sido
explorado por meio de problemas de permutacdo, para que sua explanacdo fosse
mais natural.

Na abordagem relacionada ao contetdo de permutacao, € notavel a auséncia
do contetdo de permutacdo circular. O livro poderia propor alguns exercicios ou
atividades complementares para tratar dessa tematica.

Por fim, ndo poderiamos deixar de destacar a diversidades de questdes e
atividades propostas, muitas delas sdo contextualizadas. Além do que, ocorre o

incentivo ao trabalho em grupo, socializagao de ideias e a elaboragéao de pesquisa.

' De acordo com Nichele, Schlemmer e Ramos (2015), os QR Codes (Quick Response Codes) s&o
cédigos de barras bidimensionais que podem ser convertidos em informagéo.
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4 PESQUISA-ACAO-APLICACAO: ATIVIDADES PROPOSTAS

Nesta secdo, apresentamos quatro propostas de atividades para trabalhar os
conteudos de Analise Combinatdria no Ensino Médio. Essas atividades foram
elaboradas a partir dos estudos realizados nas secdes anteriores e oferecem aos
professores de Matematica um material de apoio didatico, portanto, de aplicagéo no
ensino e aprendizagem de combinatdria como conteido de Matematica.

Dessa forma, exploramos diferentes estratégias de abordagem, com o intuito
de que os alunos compreendam os conhecimentos de combinatdria. As atividades
sugeridas envolvem situagcdes do cotidiano e valorizam a construcado de conceitos,
nao considerando as férmulas como procedimento principal no processo de ensino e
aprendizagem, tendo em vista que nossa observacdo in loco motivadora deste
trabalho faz a critica ao ensino apenas instrumental e/operativo de Analise
Combinatoria.

4.1 ATIVIDADE 1 — UTILIZANDO PERMUTACAO NA CRIPTOGRAFIA

O envio de mensagens sigilosas tem acompanhado a histéria da humanidade
e, ainda hoje, se faz presente no nosso cotidiano. Desse modo, buscamos nesta
proposta utilizar a criptografia, que € uma ciéncia que estuda os métodos de envio e
recepcdo de mensagens secretas, como ferramenta motivacional para o processo
de ensino e aprendizagem do contetudo de permutacao.

Sendo assim, utilizaremos problemas de criptografia por permutacdo como
ponto de partida para a conceituacdo do conteddo de permutacdo simples. Além
disso, apoiaremos a introducdo do conceito de fatorial de um numero natural na

resolucao dos problemas abordados.

4.1.1 Plano da Atividade 1
Tema: Anélise Combinatéria
Pablico-alvo: Alunos do 2° ano do Ensino Médio
Objetivos:
e Compreender e sistematizar o conceito de permutacdo simples através da

resolucao de problemas;
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e Entender o conceito de criptografia, identificando sua participacéo ao longo da
historia, assim como no nosso cotidiano;

e Compreender e sistematizar o conceito de fatorial de um nimero natural.
Conteudo:

e Permutacao simples;

e Fatorial de um namero natural.
Duragao: 45 minutos
Material utilizado:

e Folha de A4;

e Lapis e borracha;

e Pincel para quadro branco;

e Quadro branco.
Desenvolvimento: Inicialmente, serd realizada uma aula expositiva e dialogada
sobre criptografia. Nesse momento, o docente deve relatar, de forma sucinta, quais
foram os principais motivos para o desenvolvimento dessa técnica, exemplificar
aplicacdes da mesma na antiguidade e, por fim, ressaltar a utilizagdo da criptografia
hoje em dia.

ApOs isto, devem ser trabalhados com os estudantes os dois problemas
abaixo. Nesse momento, o docente podera encaminhar o desenvolvimento da aula
da seguinte forma:

e Pedir que os alunos realizem a leitura individual da questdo e, em
seguida, que tracem estratégias proprias de resolucéo;

e Realizar a leitura dos problemas em voz alta;

e Conduzir uma pequena discussao, incentivando a socializacdo das
estratégias utilizadas para solucionar os problemas;

e Irao quadro registrar possiveis resolucdes para as questdes.

Problema 1 - Ganassoli (2015, p. 24): Criptografe a mensagem abaixo em blocos de

4 letras permutando: 12 com 22 e 32 com 42 letras.

VAMOS ESTUDAR HOJE?
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Resolucdo: A questdo € bastante simples, tal que se deve separar as letras em
blocos e, apds isto, permuta-las entre si. Desse modo, a resolucao deve ocorrer em
dois passos:
1°) Separacao de blocos com 4 letras — VAMO SEST UDAR HOJE
2°) Permutacéo das letras — AVOM ESTS DURA OHEJ

Assim, a mensagem criptografada é: AVOMESTSDURAOHEJ.

O professor, no 2° passo da resolucéo, deve fazer o seguinte questionamento
aos estudantes: O que € uma permutacao? A partir das respostas dadas, formalizara

0 conceito de permutacéo.

Problema 2 - Adaptado de Ganassoli (2015, p.25): Amanda cifrou as palavras PAZ
e AMOR usando permutacdo das letras e mandou através de bilhetes para sua
colega Julia. De quantas, e quais as maneiras que Julia pode ter recebido o bilhete
com a palavra PAZ? E de quantas maneiras a palavra AMOR?
Resolucado: Esta questdo traz duas situacbes, em que, primeiramente, se deve
indicar de quantas e quais sdo as maneiras que Amanda pode criptografar a palavra
PAZ e de quantas maneiras pode-se criptografar a palavra AMOR.

Inicialmente, o docente trabalhar4d com a turma as questfes relacionadas a
palavra PAZ. Dessa forma, a primeira estratégia que deve ser abordada € a listagem

das possibilidades. Vejamos:

PAZ APZ ZAP
PZA AZP ZPA

Ao aplicar esta estratégia, € importante que se desenvolva um processo
organizado, como por exemplo: fixar a letra P na primeira posi¢céo e variar a segunda
e terceira posicdo com as letras A e Z, em seguida, fixar a letra A na primeira
posicdo e variar a segunda e terceira posi¢cdo com as letras P e Z e, por fim, fixar a
letra Z na primeira posicao e variar a segunda e terceira posi¢cdo com as letras A e
P.

Outra forma para se obter a quantidade de modos de se criptografar a palavra
PAZ é aplicando a ideia do principio multiplicativo. Assim, inicialmente o docente

deve organizar a execugdo dessa estratégia de resolugcdo. Como a palavra é
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composta por trés letras, pode-se indicar que existem trés posi¢cbes para se

acomodar as letras, por exemplo:

A Z
L 12 | L 2a L 3a
POSIcao POSIcao pPOoSIcao

Dessa forma, resolvendo pelo principio multiplicativo, temos que para a
primeira posicdo de letra h4 trés possibilidades de ocupacao (P, A, Z); para a
segunda posicdo existem outras duas e para a terceira posi¢cao existe apenas uma

possibilidade, ou seja,
3x2x1=6
Agora, para indicar a quantidade de maneiras de criptografar a palavra

AMOR, o docente mais uma vez deve utilizar como estratégia de resolucdo a

listagem de possibilidades. Vejamos:

AMOR MAOR OAMR RAMO
AMRO MARO OARM RAOM
AOMR MOAR OMAR RMAO
AORM MORA OMRA RMOA
ARMO MRAO ORAM ROAM
AROM MROA ORMA ROMA

A resolucao desta questao apresenta um numero de possibilidades maior do
que o encontrado no problema anterior. Com isso, espera-se que 0s alunos
percebam que se faz necessario buscar estratégias mais eficientes para solucionar
os problemas, pois a listagem de possibilidades pode se tornar extensiva e

cansativa.
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Logo, o professor aplicara novamente a ideia do principio multiplicativo, onde
para a primeira posi¢cado de letra ha quatro possibilidades de ocupacéo (A, M, O, R);
para a segunda posicdo tera outras trés possibilidades, e assim por diante,

resultando em:

4x3x2x1=24

Neste momento, deve ser ressaltado aos alunos que alguns problemas de
Analise Combinatoria apresentam um padrédo na resolucéo, tal que essa € dada pelo
produto de numeros naturais consecutivos. A partir disso, o professor deve
formalizar o conceito de fatorial de um ndamero natural.

Em seguida, o docente partirA desses casos particulares de calculo de
permutacdo, para uma situacdo mais geral, utilizando como técnica o principio
multiplicativo. Assim, desenvolvera com a turma a seguinte questdo: de quantos
modos é possivel ordenar n objetos distintos.

Com isto, discutird que nesse caso existe n maneiras de posicionar o primeiro
objeto, n-1 maneiras de posicionar o segundo, ..., 1 modo de posicionar o ultimo
objeto. Portanto, pelo principio multiplicativo, se obtém que a permutacdo de n

objetos, denotada por P, é

n (n-1)...1=n!

Comentérios:
1°) E importante que os alunos ja tenham conhecimento acerca do principio
multiplicativo.
2°) O docente podera apresentar um terceiro problema envolvendo criptografia por
permutacdo para enunciar o conceito de permutacédo com repeticao.
Exemplo: Felipe quer enviar a palavra MATEMATICA, de forma criptografada, para
um grupo no WhatsApp. Ele prometeu que pagaria uma pizza para quem a
decifrasse. De quantas maneiras Felipe pode enviar a mensagem para 0 grupo?
Resolucéo: A palavra MATEMATICA tem 10 letras que serdo permutadas, destas M

e T se repetem duas vezes e a letras A trés vezes, temos:
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10
3,2,2_ -
Pi* *= gy =151200.

3°) As estratégias de resolucdo adotadas pelos alunos devem ser valorizadas.
4°) Os problemas apresentados podem ser utilizados como aplicagdo do
conceito de permutacéo simples.
Avaliacdo: Os alunos poderdo ser avaliados de forma processual, tal que se
analisara o desenvolvimento das estratégias realizadas por eles, a verbalizacéo e a

socializacéo de ideias.

4.2 ATIVIDADE 2 — QUANTAS RODAS DE CIRANDA PODEMOS FORMAR?
Esta atividade tem a finalidade de introduzir o conceito de permutacéo
circular. Dessa forma, apresentamos um experimento que propde a exploracéo da

seguinte questdo: De quantas maneiras podemos formar uma roda de ciranda?

4.2.1 Plano da atividade 2
Tema: Anélise Combinatoria
Publico-alvo: Alunos do 2° ano do Ensino Médio
Objetivos:
e Compreender e sistematizar o conceito de permutacao circular;
e Desenvolver o raciocinio combinatoério do estudante;
e Proporcionar a interagéo entre professor-aluno e aluno-aluno.
Conteudo:
e Permutacao circular.
Duragao: 90 minutos

Material utilizado:

e Folha A4;
e Giz;
e Lapis;

e Pincel para quadro branco;
e Quadro branco.
Dindmica da atividade:
Inicialmente, o local escolhido para a realizacdo da atividade tem que ser
preparado. O professor pode optar pela sala de aula ou quadra/patio da escola (caso
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escolha a sala de aula, devem ser afastas as cadeiras, deixando espaco livre para a
formacgéo das rodas de ciranda). Desse modo, com o auxilio de um giz, o docente
fara marcacdes no chao indicando onde os alunos devem ficar para formar as

cirandas.

Figura 12 — Exemplos de possiveis marcac¢des no chéo
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Fonte: Acervo da autora.
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Apébs isto, sera solicitado que a turma se divida em grupos com quatro
componentes. Cada grupo deve ir para uma das marcacbes e o professor fard o
seguinte questionamento: De quantas maneiras podemos formar uma roda de
ciranda com 4 pessoas?

Além disso, o docente orientara que cada grupo anote em uma folha de papel
as maneiras encontradas. Dai, os alunos exploraram a situa¢do proposta por alguns
minutos e em seguida, caso a realiza¢do da atividade tenha ocorrido na quadra/patio
da escola, todos devem voltar para a sala de aula, onde analisaram as informacfes
anotadas pelos grupos.

Nesse momento, 0S grupos socializaram os resultados e o professor
direcionara a discussdo com o objetivo de explicar o conceito de permutacéo
circular. Para enriquecer o processo de conceituacdo, um aluno sera escolhido para
mostrar quantas rodas de ciranda podem ser formadas com um individuo.

Em continuidade, o professor escolhera dois, depois trés e para finalizar,
guatro alunos e repetird o processo, onde analisara e registrard no quadro quantas
rodas de cirandas podem ser formadas em cada situacdo. Durante este
procedimento, o docente ressaltard que, quando os alunos estdo dispostos em
circulo o que importa é apenas a posicao relativa entre eles.

Dessa maneira, analisando as situacdes listadas no quadro ocorrerd a

formalizacdo do conteldo, tal que serdo enunciados o conceito de permutacéo
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circular e a generalizacado da maneira de calcular a quantidade total de permutacdes
circulares de n objetos.
Comentéarios:

1°) As marcacdes no chao auxiliam apenas na organizacao da atividade.

2°) E interessante que o professor ao formar rodas de ciranda com dois, trés
e/ou quatro alunos explore disposi¢bes que coincidam por meio de rotacdo. Essa
acdo pode auxiliar a compreensdo dos estudantes, pois exemplifica que nas
permutacdes circulares o que importa € apenas a posicao relativa entre os objetos.

3°) E relevante que, ao final do experimento, o professor aplique uma lista de
exercicios propostos sobre o contetdo de permutacgdo circular.
Avaliacdo: Sera levada em consideracdo a participacao efetiva do aluno ao longo
da atividade. Além disso, a analise das estratégias desenvolvidas pelos grupos, a

verbalizag&o e a socializagéo de ideias.

4.3 ATIVIDADE 3 — ANALISANDO OS JOGOS DO CAMPEONATO POTIGUAR DE
FUTEBOL FEMININO DE 2017

Esta atividade tem como objetivo explorar situagdes do cotidiano para aplicar
conhecimentos de Andlise Combinatéria. Assim, apresentaremos problemas
relacionados aos jogos e possiveis premiacdes do Campeonato Potiguar de Futebol
Feminino de 2017 para trabalhar os conteudos de arranjo simples e combinacéo

simples.

4.3.1 Plano de Atividade 3
Tema: Anéalise Combinatdria
Publico-alvo: Alunos do 2° ano do Ensino Médio
Objetivos:
e Aplicar conhecimentos combinatérios em situacdes do cotidiano;
¢ Interpretar as informacdes apresentadas nas situacdes-problema propostas;
e Desenvolver estratégias proprias de resolucao.
Conteudo:
e Arranjo simples;
e Combinagéao simples.

Duracgéo: 45 minutos
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Material utilizado:

e Folha A4;

e Folha com a atividade impressa;

e Léapis e borracha.
Desenvolvimento: A priori, o professor distribuird uma folha com a atividade
proposta impressa e uma folha A4, onde os alunos devem registrar as resolugoes,
entregando-a no final da aula.

ApoOs isto, sera feita a leitura em conjunto das questdes e o docente auxiliara

0s estudantes no processo de resolucdo, incentivando e esclarecendo possiveis

duvidas.

Atividade proposta:

1) O Campeonato Potiguar de Futebol Feminino de 2017 sera disputado pelas
seguintes equipes:
Quadro 5: Times que participaram do Campeonato Potiguar de Futebol Feminino
2017.

Alecrim Futebol Clube

Cruzeiro Futebol Clube

Globo Futebol Clube

Parnamirim Sport Club

&) Sociedade Esportiva Unido

Fonte: Elaborado pela autora.

Os jogos dessa competicdo ocorreram no sistema ida e volta, ou seja, todos
os times jogam entre si duas vezes, uma vez no préprio campo e outra vez no
campo do adversario. Dessa forma, quantos jogos serao realizados no Campeonato
Potiguar de Futebol Feminino de 20177
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Agora, suponha que as equipes Associagcdo Esportiva Monte Libano, Atlético
Clube Corinthians e Centro Esportivo Forca e Luz também estardo competindo.

Quantas partidas teria 0 campeonato?

2) O Campeonato Potiguar de Futebol Feminino de 2017 consagrara como campea
a equipe que conquistar o maior numero de pontos. Considerando que nao houve
empate na pontuacdo e que os trés melhores times sdo premiados, de quantas

maneiras distintas pode-se compor o pédio?

Figura 13 — Representacao do podio.

Fonte: Acervo da autora.

3) Suponha que, a equipe Sociedade Esportiva Unido seja a campea e seu elenco &
composto por 20 atletas. Considerando que ocorrera uma cerimbnia de premiacao,
porém, apenas 4 jogadoras podem representar o time, de quantos modos podem-se

escolher as jogadoras?

Comentérios: 12) A atividade proposta também pode ser desenvolvida em dupla ou
grupo.

2°) Para que os alunos tenham maior interesse pela atividade, o docente pode
utilizar campeonatos e times locais para compor as questdes.
Avaliacdo: Os alunos serdo avaliados mediante a andalise das respostas
desenvolvidas por eles. Além disso, se observara a desenvoltura dos estudantes

durante o processo de resolucéo.

4.4 ATIVIDADE 4 — SOFTWARE GEOMETRIA DO TAXI — CONTAGEM

O software Geometria do taxi — Contagem foi desenvolvido pelo projeto
Matematica Multimidia*?, da Universidade Estadual de Campinas (Unicamp). Esse
recurso explora no¢des basicas de combinatéria a partir da seguinte questdo: de

guantas maneiras podemos ir de um ponto a outro em uma malha quadriculada?

12 http://m3.ime.unicamp.br/portal/
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Assim, sugerimos o uso desse software em sala de aula para se trabalhar o
conteddo de combinac&o simples.

4.4.1 Plano da Atividade 4
Tema: Anélise Combinatéria
Publico-alvo: Alunos do 2° ano do Ensino Médio
Objetivos:
e Desenvolver no¢cbes do conceito de combinagdo simples por meio do
software Geometria do taxi — Contagem;
e Utilizar e indicar pares ordenados no sistema de coordenadas cartesianas;
e Explorar, de forma intuitiva, conceitos de contagem e combinatéria;
e Proporcionar a interagéo entre professor-aluno e aluno-aluno.
Conteudos:
e Sistema de coordenadas;
e Contagem;
e Principio multiplicativo;
e Combinagéo simples.
Duragao: 90 minutos
Material utilizado:
e Computadores;
e Folha A4;
e Lapis;
e Pincel para quadro branco;
e Quadro branco;
e Software Geometria do taxi — Contagem.
Desenvolvimento:
Inicialmente, no laboratério de informatica, o professor dividird a turma em
duplas e apresentara o software Geometria do tdxi — Contagem. Neste momento,
devera salientar que a estrutura do mesmo é composta por duas atividades e um

desafio, tal que na aula seréo trabalhadas apenas as atividades.
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Figura 14 — Mapa de atividades

g%

Geometria do Taxi -+ Mapa de Atividades Mapa Introdugio Inicio

Limpar dados

Fonte: Acervo da autora.

Em seguida, o professor orientard que cada dupla inicie a atividade 1, que é
composta por duas partes, séo elas:

1) Posicionar quatro localidades em um mapa de ruas de uma cidade, tal que
esse e representado por uma malha quadriculada;

2%) Indicar as coordenadas cartesianas das localidades posicionadas;
determinar e marcar no mapa o trajeto minimo, ou seja, 0 menor percurso possivel
entre duas localidades indicadas.

O software apresenta instrugdes claras de como realizar as atividades. Dessa
maneira, o docente solicitara que os estudantes sigam as instrucées e acompanhara

0 progresso das duplas, esclarecendo possiveis duvidas.
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Figura 15 — Atividade 1, primeira parte.
0 M
I Geometria do Taxi —* Configuracdo do Mapa Mzpa Introducdo  Inicio

1 Naferramenta ao lado, estio repres.
/ack pode escolher ande fic

0, a lanchonete e 2 escola. zag
vocé definir nesta parte serio mantidas ao longo das
atividades seguintes

Instrugdes

- ~e nhum dos quatro imdveis deve ficar na mesma

- .

Casa do amigo "™ Suacasa o Escala

Lanchanete

Fonte: Acervo da autora.

Apos concluirem a atividade 1, as duplas devem seguir para a proxima
atividade. Essa é composta por cinco partes, cujo objetivo é determinar quantos
caminhos diferentes, de comprimento minimo, podem ser percorridos.

Dessa forma, a atividade 2 propoe:

13) Determinar e marcar no mapa 0 menor percurso possivel entre duas
localidades indicadas; calcular, de forma intuitiva, quantos caminhos distintos
existem entre essas duas localidades;

2%) Dado um trajeto no mapa, descré-lo a partir da seguinte notacéo: letra H
para descolamentos na horizontal e a letra V, para vertical; listar todos os trajetos
possiveis.

3%) Apresenta um trajeto com o menor numero de quadras possiveis. O
caminho indicado é formado por pontos afastados um do outro, assim, o software
mostra a quantidade de trajetos por meio da formula de combinacgéo simples;

43) Determinar 0 namero de trajetos minimos entre duas localidades (os
pontos que determinam os trajetos sdo afastados um do outro);

5%) Indicar os trajetos com o menor niumero de quadra possivel entre as
localidades A e B e, em seguida, entre B e C; determinar o niumero de trajetos
minimos possiveis entre A e C, passando antes por B. Além disso, traz a seguinte

guestdo: de quantas maneiras vocé pode fazer uma trajetéria com tamanho minimo
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gue parte da sua casa, passa pela casa do seu amigo, depois pela a escola, pela
lanchonete, e termina na sua casa?

Assim, o professor auxiliara as acdes dos estudantes durante o
desenvolvimento da atividade. Nas partes um e dois, o docente apenas esclarecera
davidas, pois as resolugdes sao intuitivas e de facil visualizacao.

Em continuidade, o professor solicitard que as duplas iniciem todas juntas a
parte seguinte. Neste momento, sera feita a leitura em voz alta da questdo
apresentada pelo software e o professor ira ao quadro, onde reproduzira um trajeto
de comprimento minimo entre duas localidades.

O caminho exposto no quadro deve ser formado por duas localidades
afastadas. Desse modo, o professor pedira que os estudantes listrem em uma folha
de papel todos os trajetos minimos possiveis. Essa acdo visa mostrar aos alunos
que quanto maior a distancia entre as localidades, mais complexo é determinar os
caminhos minimos através apenas da visualizagéo.

Em seguida, o professor continuara a explorar o exemplo exposto no quadro,
a fim de encontrar uma forma sisteméatica para a determinacdo do numero de
trajetos minimos. Neste instante, devera destacar que no momento que se definem
0S movimentos horizontais, automaticamente determinam-se quais outros serao
verticais.

Assim, ao fim da explanacdo o docente deve concluir que, se entre duas
localidades o menor trajeto percorrido sdo n quadras, tais que p sdo horizontais e q

verticais, entdo o numero de trajetos minimos distintos € dado por

cP= n!
"~ pl(n-p)!

Apos isto, as duplas devem seguir para a parte quatro. As questdes
apresentadas indicam caminhos cujas localidades sdo afastadas umas das outras,
assim, se faz necessario utilizar a formula apresentada na parte anterior. O
professor, mais uma vez, ndo fara intervencdes diretas.

Na parte cinco € necessario que os alunos apliquem o principio multiplicativo
para determinar o numero de trajetos minimos possiveis entre A e C, passando
antes por B. Dessa forma, o docente deixara que os estudantes tentem resolver a

guestao por alguns minutos e, em seguida, ird ao quadro mostra que o resultado é
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obtido a partir do produto do nimero de trajetos minimos entre A e B pelo numero de
trajetos minimos entre B e C. Feito isto, citard que a ferramenta Matematica que
garante o resultado € o principio multiplicativo.

A questdo que encerra a parte cinco também é resolvida pelo principio
multiplicativo. Além disso, o software orienta que essa seja respondida no caderno
dos estudantes. Assim, o professor orientar4d que as duplas a responda em uma
folha de papel e entregue no final da aula.

Para finalizar a aula, o professor retomara a atividade 2 (parte 3) e formalizara
0 conceito de combinacao simples. Apoés isto, abrira espaco para que os alunos
facam perguntas referentes as atividades, assim como, perguntas e/ou comentarios
sobre o desenvolvimento da aula.

Comentérios: 1°) O software pode ser utilizado como uma aplicacdo do contetdo
de combinagéo simples.

2°) O professor pode abordar o conceito de permutacdo com elementos
repetidos a partir das situagcdes propostas pelo software.

3°) A atividade proposta também pode ser desenvolvida individualmente.
Avaliacdo: A avaliacdo se baseara na participacdo e desenvoltura dos estudantes
durante todo o desenvolvimento da atividade. Também ser& considerada a questédo

entregue.
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CONSIDERACOES FINAIS

Este estudo investigou a producdo de conhecimento acerca da Andlise
Combinatéria para analisar a forma como esse conteudo tem sido abordado no
Ensino Médio. Nele realizamos uma investigacdo de forma sedimentada na
construcdo histérica desse conhecimento. Para isto, realizamos inicialmente uma
pesquisa bibliografica e em seguida um estudo no qual foram analisados trabalhos
referentes a tematica publicados no Boletim de Educacdo Matematica e na colecao
de livros didaticos Conexfes com a Matematica (LEONARDO, 2013). Nesses
verificamos o que propdem e a forma como se organizam e orientam quanto a
producdo e ao ensino da Analise Combinatdria no contexto do nivel médio da
educacao brasileira.

Apébs isto, combinamos os resultados da producdo do conhecimento e da
pesquisa bibliografica com a analise dos livros para a construgdo de quatro
propostas de atividades do conteddo de Analise Combinatdria voltado ao Ensino
Médio. Essas propostas procuram colaborar com o0 ensino para além do que
preceituam os livros didaticos.

Entendemos o livro didatico como um recurso importante para o ensino e
aprendizagem. Entretanto, ele é apenas um auxiliar da aprendizagem, cabe ao

professor adequé-lo a sua pratica. Lajolo ressalta que,

Substituicdo, alteracdo e complementacdo de exercicios e atividades
propostos pelo livro didatico adotado em classe ndo ocorrem apenas a
propésito de livros didaticos insatisfatorios. O melhor dos livros didaticos
nao pode competir com o professor: ele, mais do que qualquer livro, sabe
quais os aspectos do conhecimento falam mais de perto a seus alunos, que
modalidades de exercicio e que tipos de atividade respondem mais fundo
em sua classe. (LAJOLO, 1996, p. 8).

Dessa forma, procuramos oferecer diferentes estratégias de abordagem, tal
gue essas trazem situagOes contextualizadas e valorizam a construgao de conceitos
matematicos.

Na atividade 1 apresentamos problemas de criptografia por permutagdo como
ferramenta motivacional para o processo de ensino e aprendizagem dos contetdos
de permutacdo simples e com repeticdo. Aléem disso, visamos apresentar o conceito

de fatorial de um numero natural a partir da resolucéo de problemas de permutacao.
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A atividade 2 propGs um experimento para introducdo do assunto de
permutacgéo circular. Nesta situagao, buscamos oferecer aos alunos uma abordagem
pautada em um processo construtivo do raciocinio. Salientamos que, o livro didatico
analisado ndo apresenta o conteudo de permutacao circular, assim, trazemos essa
sugestdo como alternativa de suporte para os professores.

Na atividade 3 apresentamos problemas relacionados aos jogos e possiveis
premiacdes do Campeonato Potiguar de Futebol Feminino de 2017 para trabalhar os
conteudos de arranjo simples e combinacdo simples. Com isto, buscamos explorar
situacgdes do cotidiano, permitindo que os alunos visualizem a aplicacdo do contetdo
em uma perspectiva contextualizada.

Jé na atividade 4, sugerimos o uso do software Geometria do taxi — Contagem
para abordar o conteiudo de combinacdo simples. Procuramos, mais uma vez,
explorar a construcdo de conceitos e a aplicacdo da Andlise Combinatoria em
situacdes reais e 0 uso de tecnologias digitais no Ensino Médio.

Dessa forma, as propostas de atividades elaboradas buscaram contribuir com
0 ensino da combinatéria no Ensino Médio, além de fornecer subsidios para os
professores de Matematica. E importante ressaltar que, as sugestdes apresentadas
nao findam com as possibilidades de abordagens, ou seja, o professor pode optar
por outros caminhos e metodologias.

Consideramos que o0s procedimentos realizados nesta pesquisa podem
promover outras reflexdes acerca do processo de ensino e aprendizagem do
conteido de Andlise Combinatéria no Ensino Médio o que possibilitaria novas
praticas, assim como, apoiar o trabalho do professor de Matematica quanto ao tema

estudado.
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