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APRESENTACAO

Em 1591 Frangois Viéte (1540-1603) publicou um pequeno livro,
In Artem Analyticam Isagoge (Introducdo a Arte Analitica), com o
seguinte e arrojado propdsito: ndo deixar nenhum problema sem
solucdo. A inovacgdo contida em seu livro, que o levou a pensar em
poder resolver todos os problemas do mundo, era a introducdo dos
métodos simbodlicos na algebra. Como quase sempre acontece, a idéia
revolucionéria ndo angariou aclamacéo geral na comunidade matematica
— na verdade, gerou polémicas que durariam cerca de dois séculos. Ndo
obstante, o eventual sucesso da idéia de Viéte foi tdo completo, que hoje
em dia é dificil conceber a matematica sem os seus simbolos. O efeito
(relativamente) imediato, porém, foi a transformacdo da geometria
analitica em um poderosissimo instrumento para a modela¢do de
problemas matematicos, tanto os da matematica pura, quanto os da
matematica aplicada; assim como uma importante propedéutica para o
desenvolvimento de vérios dos métodos de Calculo infinitesimal.

O presente livro do Prof. Robson Santana Pacheco, embora ndo
pretenda resolver todos os problemas do mundo, compartilha com o de
Viéte, no ambiente pedagdgico, o que este contribuiu para o0 percurso
historico. Isto é, o presente livro pretende proporcionar ao aluno atual os
requisitos necessarios para utilizar a geometria analitica como um
instrumento de andlise, tanto da matematica pura, quanto da matematica
aplicada. Ainda mais, também pretende proporcionar ao aluno parte do
conhecimento necessario para que este possa embarcar no estudo do
Célculo sem embaraco. Digo parte do conhecimento porque o Prof.
Robson Santana Pacheco ndo chega a tratar das fungdes trigonométricas,
logaritmicas e exponenciais neste livro.

A apresentacdo segue o modelo tradicional no ensino da
matematica — defini¢do, exemplo, teorema — com uma modificacdo
importante, a saber, pouca énfase é dada ao papel da demonstragdo. No
seu lugar, ressaltam-se as aplicagdes, isto €, exemplificacbes de como
proceder para resolver os problemas — de como usar, de forma concreta,
a geometria analitica. Isto, em conjunto com a natureza espartana do
texto, d4 ao livro o carater de um workbook, deixando facilmente
identificaveis pelos estudantes, os elementos essenciais e real¢ando,
como parte essencial da experiéncia pedagdgica do leitor, os exercicios.

Ao leitor, enfim, desejamos sorte e sucesso no estudo dessa bela
parte da matematica.

John A. Fossa
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PREFACIO

Trabalhando com estudantes dos diversos cursos na area
tecnoldgica e de ciéncias exatas, sempre procurei, com zelo de quem é
perfeccionista, ser o mais claro e objetivo possivel naquilo que me
expunha a fazer como docente da disciplina de Geometria Analitica.
Senti, durante anos a necessidade, por parte dos estudantes, de um texto
mais compacto e descritivo, que usasse de ilustracfes e demonstra¢Ges
geométricas e objetivasse uma compreensdo imediata do assunto
tratado a cada momento no contexto de cada aula. Resolvi, entéo,
construir a base do programa da disciplina oferecendo aos estudantes de
Sistema de Informagdo um texto que, aplicado e reaplicado por trés
semestres seguidos, constitui-se como pilar do texto académico ora em
curso. Tenho consciéncia de que muitos detalhes foram deliberadamente
omitidos, o que facilitou a este fasciculo ndo ser muito extenso e, ao
mesmo tempo, despertar a curiosidade do leitor para a sua participacdo
no processo de ensino aprendizagem. Ha um velho provérbio francés
que diz: “Aquele que tenta explicar tudo, acaba falando sozinho”. Por
isso, fiz op¢éo na escrita deste livro por um caminho, entre dizer demais
e dizer de menos.

Para o estudo da Geometria Analitica se faz necessario, a
priori, nogdes de algebra cursada no ensino basico, e Geometria Plana
como também de uma boa abstracdo na visualizagdo dos conceitos
basicos. Estes conceitos sdo gerenciadores da compreensdo e das
resolucbes de situagcBes variadas. Um dos objetivos da Geometria
Analitica ¢ relacionar a algebra, forma abstrata, com a geométrica,
forma concreta. Por isso, se faz necessaria a perfeita compreensdao dos
conceitos agregados, sempre que possivel, da forma geométrica dos
mesmos.

Neste livro abordaremos o estudo conceitual sobre os vetores
no capitulo 0 ; algebra com vetores, retas no espago bi-dimensional nos
capitulos 1 e 1l; conicas e circunferéncia, nos capitulos Il e IlI; vetores,
retas e planos no espago tri-dimensional no capitulo IV e concluimos
com um estudo sobre a Superficie Esférica no capitulo V. H& um
campo bem robusto de exercicios resolvidos como também propostos,
alguns classicos.

Concluindo, espero ter contribuido de alguma forma no que
diz respeito ao despertar, no leitor, pelo estudo da matemética como
também em uma visdo que tenho da prépria matematica.

11






1. VETORES
Introdugdo
Eixo

E toda reta munida de uma orientagdo em seu suporte.

Convenciona-se como positiva a orientagdo dada, e negativa a contraria.

Segmento Orientado

Um segmento orientado AB é um segmento de reta determinado
pelos pontos A e B, da reta, designados  respectivamente como origem

e extremidade do segmento. Sera designado por uma seta.

A
Segmento Nulo

Um segmento orientado AB é nulo se e somente se A coincide

com B, ou seja A=B.

Sera representado por AA.

13



Segmentos Opostos
Sendo AB um segmento orientado, afirmamos que o segmento

orientado E& € oposto de E .

Medida de um segmento

E um nlmero real positivo que expressa a medida de seu
comprimento em relacdo a uma unidade de medida. A medida de um
segmento orientado AB é o seu comprimento ou médulo.
Direcdo

Denomina-se de direcdo de um segmento orientado a inclinacdo da

reta que o contem. Desta feita dois segmentos orientados possuem a

mesma dire¢do quando as retas suportes que os contem sdo paralelas.

1)

14



Sentido

Sentido de um segmento orientado € a orientacdo em seu suporte.
Desta maneira dois segmentos orientados possuem sentidos opostos se
possuem a mesma direcéo.

Segmentos Eqgiipolentes

Dois ou mais segmentos orientados sdo eqiipolentes quando

possuirem a mesma direcdo, 0 mesmo sentido e 0 mesmo madulo.

AB~AB~A"B'~A"B"

Observagcéo:
A equipoléncia de segmento orientado é uma relagdo de

equivaléncia.

1) AB~ AB (Reflexiva)

2) Se Né ~ CTj , entéo CTj ~ N_Q; (Simétrica)

3) Se Né ~ CTj e CTj ~ E , entdo N?; ~ E (Transitiva)

15



Vetor
Definimos como um vetor V determinado por um segmento
orientado AB ao conjunto de todos os segmentos orientados

equipolentes ao segmento AB .

O vetor serd representado por qualquer elemento da classe de
segmentos orientados equipolentes a um segmento E .

O vetor determinado pelo segmento orientado E sera denotado
por E ouB-Aou \7

As caracteristicas de um vetor vV sdo as mesmas de qualquer de
seus representantes: sentido, dire¢do e maédulo.

O tamanho ou norma (ou intensidade ou comprimento) de um

vetor U é uma grandeza modular que corresponde ao comprimento do

segmento orientado que o representa e € denotado por HUH .

—

Dizemos que U é um versor ou vetor unitério se e somente se
Algumas afirmacdes sobre vetores sdo decorrentes da definigdo de
Seus representantes:

i) Osvetores U e V sio paralelos, u//Vv, se os segmentos
orientados que os representa forem paralelos. Desta feita

eles podem ter o mesmo sentido ou sentidos contrarios.

ii) Osvetores U e V sdoiguais, U =V, se e somente se tem

a mesma norma, mesma direcdo e mesmo sentido.

16



iii) Osvetores U e V sdo ortogonais, U L V, se as retas que

as contem forem ortogonais.

iv) O vetor U é nulo se e somente se a sua norma for zero,

—

u|=0.

Exercicios:

17

e 1. Verdadeiro ou Falso?

a) Vetor é uma grandeza escalar.
b) A normade um vetor v é sindnimo de tamanho do vetor.
¢) Anormado vetor AB ¢é igual a norma do vetor BA .

d) Qualquer que seja o vetor Utemseu L0 eu//0.

e 2. Sedois vetores U e Vsdo paralelos a uma mesma reta entdo

eles séo paralelos. Justifique.

o 3. Ndo podemos afirmar que: “Se U e V sdo vetores paralelos

a um mesmo plano entdo eles sdo paralelos”. Por qué?

—

u

-

o 4. .Se =||V|| entdo U =V . Justifique.

e 5. Demonstrar que as diagonais de um paralelogramo se cortam

a0 meio.



e 6. Na figura ao lado exprima os seguintes vetores:
a (B-A)+(C-B) B C
b (D-A)+(B-D)
¢ (A-E)+D-E

E

e 7.Sendo o <0 podemos afirmar que oV //v para algum

vetor V ? Justifique.

18



2. O PLANO

Sistema de Coordenadas
O plano cartesiano é o plano determinado por dois eixos que se

interceptam de forma perpendicular ou obliqua.

~

Na classificacéo teremos ent&o:
i) Sistema cartesiano ortogonal;

ii) Sistema cartesiano obliquo.

A cada ponto do plano P no plano cartesiano corresponde um par
ordenado (x, y) de nimeros reais €, inversamente, para cada (x, y) tem
como seu correspondente um ponto P no plano; escrevemos P(x, y) para
indicar estes fatos.

O par ordenado (X, y) sera denominado de coordenadas cartesianas

do ponto P e, x e y serdo denominadas abscissa e ordenada do ponto P.

19



Distancia entre dois pontos

Sejam P(x, y) e Q(xy, y1) pontos do plano. Conforme mostra figura

abaixo; e d(P, Q) a distancia entre os pontos; ou seja d(P, Q) = P_Q .

Pelo triangulo retangulo determinado PQR, concluimos que:

—2 —2 —2
PQ =PR +QR
dai:

d(P,Q) =/(x, X} +(y,-y)’

Vetores no PLANO

. Q
AR
i

Seja AB um segmento orientado no plano XOY. O vetor

e

B

(Fig.1.1)

determinado por E ¢ dado por:
AB = (XY / XY ~E§}.

Por esta definigdo vemos que
existe um segmento equipolente a

E cuja origem coincide com a
origem do plano (Fig.1.1).

Tomando V como tal segmento
orientado o denominaremos como
0 vetor do plano. Assim teremos:

20



Vv=AB=B-A

Operacdes com vetores

Sejam \Z =(a,b) e \72 =(c,d)e A € R. As operagdes adigdo
e multiplicacéo por escalar serdo definidas por:
i) Vv,+Vv,=(a+cb+d)
iy Av, = (ra,Ab)
Como conseqliéncia destas operagdes teremos a diferenca de
vetores (\Z —\Z) .
v, -V, =V, +(-1v, =(a-c,b—-d)
Propriedades:
a) Adicéo:

) V,+V, =V, +V, (Comutativa)
i)V, +(V, +V,) = (V, +V,) +V, (Associativa)
iii) \Z +6 =6 +\Z = \Z (Elemento Neutro)

com 0 = (0,0)

—

b) Multiplicacdo por escalar. Sendo k; e ke R, e vV, e V,

vetores no plano:

iv) (K +k,)V, = kv, + K, .,
v k(v V) =k KV,
vi) K, (k,v,) = (K, k,)v,

21



vii) 1-v, =v,

viii)  0-v, =0 sendo @ = (0,0)

Observacéo:

E facil de se verificar que vV e kv sio vetores de mesma direco;
para k # 0, e conseqiientemente paralelos e que:

(1) Se k>0 preservam o mesmo sentido, caso contrario

sentidos opostos;
(2) Se |k|>l teremos uma dilatacdo e 0<|k|<l em

contracéo..

- -

Para representar graficamente o vetor U4V faz-se uso da

construcdo do paralelogramo conforme a ilustracdo abaixo. (Fig. 1.2)

Y

(Fig. 1.2)

22



Norma ou Mddulo

Seja U = (@,b) um vetor do plano. Entdo

=+a?+b?.

Conforme  mostra a
ilustracdo ao lado o triangulo
OED é retangulo.  Assim

u

—2 —2 —2 — [=2 —=2
OE=0OD+ED ..OE<OD+ED

. Como ‘uH:E tem-se que

o[
v
D
@) a
Proposicao:

—

u

=+a?+b?.

Sejam U e V vetores do planoe k € R, entdo:

i)

23

k-a:6:>k:0 oua:6

uj20efu=0u=0
U+ V|| <|uf| +||v|| (Desigualdade triangular)
k-] = K-



1.1. Ponto Médio de um segmento

Seja E um segmento
B
Y2

Ym
Yif

de reta sendo (X, Y1) € (X2, Y2)
as coordenadas cartesianas

dos pontos A e B

ol xi xw x respectivamente; e M o ponto

médio  de E com

(Fig. 1.3) (XM Y ) suas coordenadas.
X; +X +
Entdo: X,, =——= e Y, _NtYy
2 2
Demonstracéo:

Os vetores AM e MB sio equivalentes, (Fig. 1.3), logo:

AM :(XM — X ¥Ywm _Y1) €
MB:(Xz_XM!Y2_YM)
Assim:
X1-|-X2
X =Xy =X =Xy D Xy =
+
Ym = Y1=Y2 = Yu = Ym :%

Exemplo:

Considere A=(2,3) e B=(5-1) as extremidades do

segmento E . Determine as coordenadas do ponto médio de E .

Solucéo:

24



Seja. M =(x,,Y,) o ponto médio de AB, logo:

2+5 3+ (1)
_ _7 _ _
Mg _Aeym_ 2 =1

1.2. Vetor unitario
Define-se como vetor unitério ao vetor de norma 1.

Exemplo:

2

- 1
U =| —=,— | é unitério pois:
(V5 \/5J

2 2
a _ 1 N 2 _|1+4 _1
5 ) Vs
Caso geral:
- —_ V 3 . -
Dado um vetor Vv o vetor V, =5y €0 vetor unitario de v.
V|
Exercicios:

. 1) Determine o valor de x para que Né = 5 , sendo
A=(x+13), B=(21), C =(3x-1,2+5x) e
D=(1+x,5).

Resp.: x=1
. 2. Determine o ponto de interseccdo da reta mediatriz com o

segmento NB) sendo A=(3,5) e B=(-1,-2).

Resp.: L=(1, %)

25



2
+

2

2

- -

. 3. Determine vetores U, V tais que

-

u

-

\Y

- -

u-—yv|

— — — l - =
e 4. Determinar o vetor W na igualdade 2w —3u :EV+W,

sendo dados U = 33) e V= (27).

Resp.: VV = [4£j
2

. 5. Determinar a; e a, tais que W=a,u+a,Vv, sendo
u=@12),v=(4,-2) e w=(-18).

Resp.: ;=3 e a,=-1
. 6. Sabendo que os vetores U e V ndo sdo paralelos e que

(a-B +l)a+(oc+[3 —2)\7=6,determine0c e .

Resp.:a:%eﬁz%

. 7. Sabendo que U e V sdo vetores paralelos e que

—

v =(—1,2) determine o vetor U tal que ||ufl = 2.

Resp.: t = ii
5
. 8. Se A e B sdo dois pontos do plano, designe por d(A, B) a
distancia entre A e B, d(A,B)=||B-A||. Mostrar que d(A,B)=d(B,A), e
que para trés pontos A, B, C quaisquer, temos:

d(A,B)<d(A C)+d(B,C).

26



Produto Escalar

Define-se como o produto escalar (ou produto interno) de dois

- -

vetores U =(X,,Y,;) e V=(X,,Y,) que se representa por U-V ou

<u,V>,aonameroreal <U,V>=XX,+VY,Y,.
Exemplo:
Se u=(3-1) e v=(24) vetores do plano tem-se

<UV>=3-2+4(-1)-4=6-4=2

Exemplo:
Dados 0s vetores U = (a,2) e V= (-1-1) e o os pontos

A=(2,1) e B=(0,1), determinar o valor de ac®R tal que

< G \7 + ﬁ >=2.

Solucéo:
AB=B-A=(01)-(21) =(-20)
<U,V+AB >=< (a,2),(-1,-1) +(-2,0)>=<(a,2),(-3-1)>
=-3a-2=2

ou ainda :

27



Observacéo:

i) Sendo v=(a,b), o mddulo de V ¢ dado por

:\/<;/,;/> =+va’+b?.

ii) Sendo A e B pontos do plano, d(A,B)=]|A,B||.

-

V

Propriedades do produto escalar

Sendo U, V, W vetores do planoe m € R, é facil verificar que:

D <v,v>>0e<v,v>=0<=v=0
1)) <v U+ W>= <V,U>+<V,W>
) <v,u>=<u,v>

- > - - >

IV) <mu,V >= <U,MV>=m<U,V>
2

- -

V) <Uu,u>=

-

u

TEOREMA — (Desigualdade de Cauchy-Schwarz)

Sendo U, V vetores no plano, entdo ‘< u,v >‘

Demonstracéo:
Sendo v =0 a desigualdade é verdadeira. Suponhamos v # 0 e

sejam x=<V,V> e = -<U,V> escalares. Entdo pela
propriedade (I) temos:

< XU+ YV, XU+ yv >>0 e desenvolvendo encontramos:

X2 <U,U>4+2Xy <U,V>+y> <v,v>>0.
Procedendo as substituigbes encontramos:

28



<V,V>2 . <UU>-2<V,V>-<UV>-<UV>+<UV>>-<Vv,v>>0
<V VSZ e <UU>—<V,V>-<U,V>2>0

- -

<V, V> -<UU>—<U,V>2>0

RN 2 - =

l<u,v>| <<v,v>-<u,u>

2 2

—

u

-

lku, v < v

u

—

“l<u, v <|ul| - (v c.qg.d.

Angulo de dois vetores

Sejam U e V vetores do plano e o 0 angulo entre os vetores;
entdo

—

<u,Vv>=|ul-|v|-cos(a)

Com efeito, usando a ilustracéo

(Fig. 1.4) e aplicando a lei dos

e
<
1
i}

€0Ssenos temos: ';O(

—

v
(Fig. 1.4)

2 2

+

2

-2

- -

V—u

-

u

-

V

-

= u|iv

cos(oAc)
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- -2 -2 —||2 - -
Como, |V—ul =(v| +|u] —2<u,v>, teremos apbs a
comparaco:
-2 -2 NS n -2 -2 N
ull +|[v| —2fulfiv|cos(@)=|v| +]|u| —2<u,v>
S.<u,v>=|ufl -|lv| - cos(a)
Observagdes:

i) Se <U,v>>0 significa que o angulo entre os vetores €

agudo (0 <o <90°).

ii) Se <U,v><0 significa que o angulo entre os vetores €

obtuso (90° <a <180°)
iii) Se<U,Vv>=0significa que o angulo entre os vetores é reto

(o0 =90°) . Neste caso dizemos que U e V sdo vetores

perpendiculares.

Exemplo:
1. Determine o valor de m para que os vetores do plano vV =(m,-2) e

U =(2m-1,5) sejam perpendiculares.

Solucéo:

Como U L v, temos:
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< 6\7 >=0
<(2m-15),(m,-2) >=0
m(2m-1)-2-5=0

2m?*-m-10=0

1641480 _149
4 4

., 1+9 10 5

Mm=———=—=—
4 4 2

m”:g:_—8:—2
4 4

2. Calcular o angulo entre os vetores U =(2,1) e vV =(3,-1).

Solucéo:
"oo<uv> 2.3-1-1 5
cos(a) = == = _
Hu”-v V22 417 3+ (-2 V5410
. 5 1 42
Logo, cos(a = - - ==

3. Sabendo que o vetor U =(1,-3) forma um angulo de 60° com o

vetor AB determinado pelos pontos A=(2,1) e B=(m-1,3 m), calcular m.
Solucéo:

31



AB=B-A=(m-13m)—(21) = (m-33m-1)

Mas

<Uu,AB >=|u

. HEH - C0s60°

donde :

<(1,-3),(m—33m—-1) >

— = - -1
= 41+ [—3-]"' -y [:m— 3]‘ + [3‘1‘?’1— 1]‘.5

m—34+(-3)3m—1) = V10.vV10m?Z —12m + 10.

—8m = 10. V10m? —12m + 10.+

—16m = /10.V10m2 —12m + 10
156m* + 120—100=0
39m? 4+ 30m—25=0

_ —30++/900 + 3900

m_
2x39

—30 /4800

78
—304+ 403

78 _
—151+20v3

39
-15+20V3

Logoml=———— m2 =

39

m:

—-15—2043

39

B |
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Projecdo de um vetor

Dados U e V vetores do plano e oo o angulo entre eles. O nosso

objetivo é determinar o vetor m denotado por pro-(u), projecdo de
v

U sobre v, conforme é ilustrado. (Fig. 1.5)

Y

>
>

31
<

(Fig. 1.5)

Pela colinearidade de m e Vv existe kK € R tal que m=kv. O
nosso intuito é determinar o valor de k.

Entdo:
| =[jv] =1
1
w [ =[] (A)

Por definicdo:

- -

<u,vV>=

-

uj| -|[V

-cos(oAc)

33



HmH

e com cos(a) tem — se

mH

<U V>—

ou seja Hm” :‘f

Substituindo em (A) teremos:

<iv

k=

-

\'

m= proj;(a) = [%J\?

<V-V>

Exemplo:

Calcule a projecéo do vetor U =(1,1) sobre o vetor V =(+1,4).

Solucéo:

<G,\7>J.\*/:(< 10, (@14 >J.(1,4)

proj, (u) =| ~==
<V, V> <(@4),14)>

1.1+1-4
1% + 42

proj, () = 3)-(1,4)

proj, (1) = j-(1,4)

17



Exercicios propostos:
. 9. Sejam U =(2,1) e V =(4,0) vetores do plano. Calcule:

a) <u,v>

b) O angulo formado pelos vetores
c) O vetor W, de modulo 2, e que faz um angulo de 30°

com o vetor U .

Resp.: a) 8 b) arc.cos (%\/gj

C)(Zx/EWL\/g Jﬁ—zﬁj Ny
5 ' 5

(2\/1_5—\/3\/1_&2\/3}
5 ' 5

. 10. Sendo A=(1,0), B=(2,5) e C=(-1,3) pontos do plano.
Classifique o triangulo ABC quantos aos lados.

Resp.: Is6sceles
. 11. Escreva a vetor G (7,-1) como a soma de dois vetores, um
dos quais é paralelo e o outro é perpendicular ao vetor Vv (1,-1).
Resp.: \Z = (3,3), \72 = (4,—4)
- 1 se Proj=(21), U=(42) e M -6,

determine V.
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- (10 +4/155 5-24/155 j Ny

Resp.: V=
P 5 5

o (10 — 155 5+ 2«/155}

5 5

. 13. Mostre que, se U e V sdo vetores do plano,

— -

u+v

—

u

-

< + [V -

Sugestdo: Use a desigualdade de Cauchy-Schwaz.

. 14. Sendo A=(1,-1), B=(5,2) e C=(-1,+2) pontos do plano e

vértices de um triangulo, determine:

a) Os angulos internos A, B, C .

b) As projecdes dos lados AC e AB sobre o lado CB.
c) A éreado triangulo ABC.

. 15. Determine a altura (relativa ao lado AD) do paralelogramo
cujos vértices sdo A=(1,0), B=(2,2), C=(5,3) e D=(4,1).
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Retas

Definimos como equacdo vetorial da reta (r) passando por um
ponto P, na dire¢do do vetor L, como sendo:
(1) PX =t-u como t € R e X ponto do plano.

A

P+tu

v

Conhecidos P=(a,b) um ponto do plano, u= (m,n) a dirego
pretendida e X =(X,Y) ponto do plano que satisfaz a

equacdo (1) concluimos:

(2) [x=a+tm
y=b+tn, te®R. Conhecida como equacdes

paramétricas da reta.

Exemplo:

Determinar as equacgles paramétricas da reta (r) que passa por

A=(1,-3) com a direcao G =(5,4).
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Solucéo:
X =A+tu
(x,y) =(1-3)+t(5,4)

x=1+5t
( y=-3+4t, teR

Por eliminacdo do pardmetro t na equacdo (2), através das

operacOes elementares, obteremos a equacao na forma:
nx—my =an—bm
Como a, n, b e m séo valores mais conhecidos, tomemos c=na-bm
0 que resulta em forma simplificada:
nx—my=c 3

Esta equacdo (3) é determinada de equagdo cartesiana da reta.

Consideragdes gerais:

0. Se U=(o,n) a reta é perpendicular ao eixo x e sua equagdo

¢ reduzida a forma nx=c;

1. Se u=(m,o) a reta é perpendicular ao eixo Y e sua

equacdo é reduzida a forma my=-c;
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Ya Ya

c

\ 4

coeficiente angular da reta.

Da ilustragdo acima vemos qug¢ tgO =

G/ =x
(%>0) (%<0)

2. Sendo m,n=0 a reta é obliqua ao eixo dos x e sua
equacdo pode ser reduzida a forma

n o
Yy =— X —— denominada de Equagdo reduzida da reta.

m m

Y4

NF-= - 3
u”
A A >

denominado de

Exemplo:

39

1.

Encontre as equacdes paramétricas e cartesianas da reta (r) que

passa pelo ponto A=(-1,4) possuindo a direcio u= (2,5).
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Solucéo:
Seja X =(X,y) um ponto do plano pertencente a reta (r).

Assim:

X =A+tu  teR.
Substituindo os valores na equacao temos:

(X, ¥)=(-1,4)+t(2,5)

x=-1+2t

y=4+5t  sdo as equacles paramétricas.

Eliminando o valor de t € R teremos:

X_+1=t e y__4:t, dai :
2 5

X+l _¥=4 oyi5-0y-8
2 5

5X—-2y=-8-5..5x-2y=-13
Determine a equacdo da reta que passa pelos pontos A=(2,-1) e
B=(5,4).
Solucéo:
Como a reta passa pelos pontos A e B, assim um vetor diretor

da reta é dados por E .
AB=B-A=(54)-(2-1) = (35)
Tomando X=(x,y) do plano que satisfaz:

X = A+tﬁ , teremos:
(x,¥)=(2,-1)+t(3,5) |, logo:

x=2+3t
40
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y=-1+5t que é a equacdo paramétrica da reta.

Determine a equagdo cartesiana da reta (r) que possa pelo
ponto A=(3,-1) e tem como G r Seu vetor diretor perpendicular
ao vetor G =(2,5).
Solucéo:
Seja Hr o vetor diretor da reta (r), e sendo perpendicular a H
temos que:
< Hr G >=0, logo se Gr = (a,b) teremos:
<(a,b),(2,5) >=0 ou seja:
2a+5b=0
Tomando a = 0, encontramos um diretor para (r).
Como sugestéo seja a=5, logo b=-2; assim Hr =(5,-2).
Seja X =(X,Yy) um ponto do plano. Assim a equagio da reta
seré:
X = A+tar ou seja:
(X, ¥) =(3,—1) +t(5—2) e mais precisamente:

x=3+5t

y=-1-2t que sdo as equagdes paramétricas do reta.

Eliminando t obtemos a equacéo cartesiana de (r).
2x+5y=1



4. Encontre o ponto de interseccdo entre as retas de equacdes x-y-
=5 e —x+3y=1 respectivamente.
Solucéo:
A solucéo consiste unicamente da resolugéo do sistema linear:
X-y=5
—X+3y=1
Usando o método da adi¢do encontramos: 2y=6: logo y=3;
Substituindo em qualquer das equacdes tem-se x=8. Assim

P=(8,3) é o ponto de interseccao.

Representacao Gréafica

Ya

Angulo entre retas

Sejam (r) e (s)retase W, e W vetores diretores respectivamente.

Problema:

Encontrar o menor angulo formado pelas retas.

Para solucionar este problema temos dois caso a considerar:
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a) (r) e (s) sdo paralelas.

Assim o menor angulo é 0°

YA YA (s)
v ) / « (N

o

v
v

(coincidentes) (ndo coincidentes)

b) (r) e (s) ndo paralelas.
O menor angulo (o) entre as retas é dado através do
produto interno de seus vetores diretores.
<Hp Mg >

Ur|[-|lUs

=cos(a)

Caso o0 COS(a) seja negativo tem-se que

90° < <180°, logo 0 menor sera (T —a.).
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lustrac&o:
Ya

(% <o <m)

Exemplo:
Determine o menor angulo entre as retas (r) e (s) dadas por suas

equacdes y=2x+1 e y=x-1 respectivamente.

Solucéo:
Calculamos inicialmente os vetores diretores das retas (r) e (S).

ne=(L2) e, =)

N N

Em seguida determinamos o COS(a), sendo (o) o angulo entre

os vetores, pela equacéo:

[

COS(OAL) = % ,assim
Urll-us
_<(@12),1)> _ 1+2
= Teal ] V52
cos(oAL):\/:lio
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Como cos(a) >0, entdo O<a < % . Logo

" 3
o =arccos —— |.
(VlOJ

Distancia de um ponto a uma reta

Seja P =(X,,Y,) um ponto do plano e (r) um reta de equagéo

y = ax+b; entdo a distancia do ponto P a reta (r) é dada por:

—Y,+ax, +b
d(P,(r)) =———
va®+1
Demonstracéo:

Se Pe(r) = d(P,(r)) =0. Suponhamos que P & (r).

1)

A A distancia
d(P,(r)) =d(P, A),
sendo A o0 pé da

perpendicular tracada de P

a reta (r). Assim

/ d(P,A) = Hﬁ” . Sendo

Hr:(l,a), 0 vetor

perpendicular a Hr é do tipo Ui = (-a,1) o qual é colinear a AP ;

logo AP = t(-al) . Dai, d(P,A) = ||t(—a,l)|| paraalgum t € R.
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Portanto:
d(P,A) =ft|-Val+1 (¥
Conhecido o valor de t 0 nosso objetivo estara concluido.
Seja A= (Xl, yl)e (r), assim:
AP = t(—a,1) podendo também ser escrito:
(Xo — X1 Yo ~ yl): (_ta1t) &

X, — X, =-ta X, =X, +ta
e
Yo— Y, =t yi=Y, -t

Dai, substituindo na equacéo da reta (r) tem-se:
y, —t=a(x, +ta)+b
—~t-t-a®=-y,+a-x, +b
—t-(1+a2):—y0 +a-X, +b

_=Ypta-X,+b

!
1+a?

e _|—y0+a-x0+b|
==z

Substituindo em (*) obtemos :

d(P,A)=[t|-va®+1 _|=% ;'Za'xo +b|.«/a2 +1

R +1 |

0+a-x0+b| W
c.q.d
Ja? +1 ‘

.-.d(P,A):%‘y
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Exemplo:

1. Determine a distancia do ponto A =(—14) a reta de equagéo
y=3x-2.
Solucéo:
A solucéo deste problema consiste no emprego da relacdo:

—4+3-(-1)+(-2) -9 9
d A, r))= = =
(A(r)) |l T
2. Determine a distancia entre as retas
(r):y=3x+2e (s):y=3x-10.

Solucéo:
Como trata-se de retas paralelas, |, = (1,3) e U, = (1,3),
basta tomarmos um ponto qualquer de uma das retas e calcular

a distancia deste ponto a outra reta. Ou seja: tome P € (r)

com P = (1,3-1+ 2) = (1,5) e determine d(P, (S))

A Ora a
o)-|=5+3W+(10) _|-12
vl N -
i Assimd((r),(5))=%u.c.
0

47



Observacéo:
Sendo a reta de equacdo x=d a férmula (1) ndo se aplica e
conforme a representacdo gréfica ao lado.

d(P,(r))=|x, —d|

A Circunferéncia

Definimos como circunferéncia ao lugar geométrico cujos pontos
que o constituem equidistam de um ponto central fixo, denominado de
centro, ou seja:

Pew?,d(P,C)=R}
Elementos da circunferéncia:
i) Centro;
ii) Raio: a distancia de qualquer de seus pontos ao centro;

iii) Diametro: é toda corda passando pelo centro da
circunferéncia.

Ya

C =(a,b)— centro
R =raio

AB = diametro
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Equacéo Cartesiana
A equacdo cartesiana da circunferéncia de centro C=(a,b) e raio R
¢ dada por:
(x-a) +(y-b)’=R* (2
Desenvolvendo os termos desta equacdo chegaremos numa
equacdo mais geral que nos possibilitard a encontrar seus elementos
mais facilmente, como também verifica se dado uma equacéao de grau 2

€ de uma circunferéncia.

Vejamos:
x> —2ax+a’ +y>—2by+b*-R* =0
x> +y*—-2ax—2by+a’+b*-R* =0
Tomando
A=B=1C=-2a,D=-2be E=a’+b?*-R? chegaremos
a forma mais geral:
Ax? +By? +Cx+Dy+E =0.
Lema: A equagio do tipo AX® 4+ By? +Cx+ Dy + E = 0 representa

um circunferéncia entdo:

A=B#0e C°+D?-4AE>0.

Demonstracéo:

Deixamos para o leitor a demonstrag&o.

Exemplo:
1. Determine a equagdo cartesiana da circunferéncia de centro
C=(2,1) eraio R=3.
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Solucéo:

Basta 0 emprego da equacéo (2), logo:

(x-2)" +(y-1)* =32

2. Verifique se a equagio 2X°+2y>—-6x+y+7=0
representa a equacao de uma circunferéncia.
Solucéo:

Usando as condicdes do lema 1.13.2 teremos:

A=B=2 ok
C? +D? —4EA=(-6) +(1)* —4-(+7)-2=36+1-56=37-56=-19<0
Como uma das condi¢Bes ndo é satisfeita a equacdo ndo

representa uma circunferéncia.

Posicdes relativas entre ponto e circunferéncia
Nem todos os pontos P = (X, y) do plano pertencem a
circunferéncia (y) de equacéo (X—a)2 +(y—b)2 =R?; somente

aqueles que satisfazem a equacdo. Assim temos trés posicdes a
considerar:

i) d(P,C)=R=Pely);
i) d (P, C) > R entdo o ponto é exterior a circunferéncia;

i) d (P, C) < R ento o ponto é interior a circunferéncia.
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Veja as figuras correspondentes:
1° caso 2° caso 3° caso

. P

O

d(P,C d(P,C)>R d(P,C)<R

Exemplo:
Dé a posicdo do ponto A=(3,-2) em relacdo a circunferéncia (y ):

de raio 5 e centro C=(1,-2).

Solucéo:
Calculamos a distancia do ponto A ao centro, ou seja:

d(AC)=yB-1) +(-2-(-2)} =+/4+0? =2

Como 2<5 concluimos que P ¢ interior a circunferéncia.

Exercicios:
e 16. Escreva a equagdo paramétrica e cartesiana da reta que

passa pelo ponto A=(1,0) e tem a diregdo do vetor H = (— l,l).

Resp.: x=1-t e x+y-1=0

1

e 17. Escreva a equacdo cartesiana da reta que passa pelos pontos
A=(2,5) e B=(-1,3).
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Resp.: 2Xx—3y+11=0

18. Escreva a equacdo cartesiana da reta mediatriz ao segmento
de extremos A=(5,1) e B=(0,4).

Resp.: 5X—3y-5=0

19. Determine o ponto de interseccdo entre as retas (r) e (s),
sendo (r) a reta que passa pelos pontos A=(1,5) e B=(0,1) e (s) a
reta de equagdo y=2x-1.

Resp.: (—1,—3)

20. Determine o valor de te‘R para que o ponto
A= (1+ t,2t —1) pertenca a reta de equacdo cartesiana
3X—-y+2=0.

Resp.: -6

21. Determine a projecdo ortogonal do ponto A=(1,5) sobre a

reta (r) de equagdo 6X—2y+1=0.

29 97
Resp.: | —,—
20 20

22. Determine o menor angulo entre as retas de equacdes

cartesianas Y =2X—1e X+ Y—2 =0 respectivamente.

1
Resp.: arc. COS(—J

J10

23. Calcule a distancia do ponto P=(1,5) a reta que passa pelo

ponto L=(-1,-3) e tem a diregdo do vetor V = (1,3).

2
Resp.: —
P /10
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24. Determine a equacdo paramétrica da reta que passa pelo

ponto A=(2,1) e é paralela a reta de equagdo cartesiana

2x—-y+8=0.

Resp.: X=2+t

y=1+2t
25. Escreva a equacdo da reta (s) que passa pelo ponto A=(1,-3)
e é perpendicular a reta (r) que passa pelos ponto B=(0,1) e
C=(1,1).
Resp.: x =1
26. Determine a equacdo da circunferéncia que possui como

um dos didmetros o segmento E onde A=(0,5) e B=(1,2).

Resp.: (x—}é)2 +(y—%)2 =10

27. Determine o centro e o raio da circunferéncia de equagdo

cartesiana X* +y? —7x+8y+10=0.

~_(1/ _ ~ ~103
Resp.: C = o 4), r_—2

28. Escreva a equacdo da circunferéncia que contem 0s
pontos A=(2,1), B=(0,3) e C=(-1,1).

Resp.: X> +y>—x—-3y=0

29. Dé a posicdo da reta (r) de equacdo cartesiana
X+y—1=0 em relagio a circunferéncia de equagio
(x—2)* +(y-1)* =6.

Resp.: secante



30. Determine os pontos de interseccdo da reta (r) de equacdo
X—Y+1=0 eacircunferéncia de equagio X +y* =9.

. (—1+\/ﬁ 1+\/ﬁj ol (—1—\5 1—@}
T ,

2 2 2

Res

31. Determine a equacgdo da circunferéncia que passa pelos

pontos interseccdo das retas dadas pelas equacgdes cartesianas

y=1 2x+y-7=0ex-y+1=0.
Resp.: X> +y? —3x—-3y+2=0

32. Dé a posigao do ponto A=(4,3) em relagdo a circunferéncia
de equagio cartesiana X* + Y +2x —8=0.

Resp.: Exterior
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3. CONICAS:

As conicas foram material de estudo pelos gregos. Os estudos
proferidos por Apol6onio a eles tornaram-se um documento de grande
relevancia da geometria cléssica grega.

Embora tenham sido estudadas ha muitas décadas passadas, elas
ainda hoje sdo de grande importancia como podemos ver: a parabola é
de grande utilizagdo na forma dos espelhos dos farois de veiculos; a
elipse ganhou importancia no estudo das leis de Kepler (1571-1630); a
hipérbole é usada para mostrar como se comporta uma particula-alfa no
campo elétrico de um atomo.

Classificamos como conicas as curvas: Elipse, Hipérbole e
Parébola.

Elipse

Dados dois pontos F; e F, do plano e um valor real r > 0 tal que
d(Fl, F2)< ', o conjunto de todos os pontos do plano em que
d(P,F,)+d(P,F,)=r ¢denominado de elipse.

Construgdo mecanica:

Fixe dois pregos em uma tabua e em seguida amarre a eles um
barbante de comprimento maior que d(Fl, Fz). Com um lapis

encostado no barbante e esticando-o, mova-o; O mesmo descrevera uma

elipse.

F1 F,
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Consideremos agora este lugar geométrico no plano cartesiano,

onde F; e F, estardo localizados no eixo dos X e a origem coincidird

com o ponto médio de F, F, . (Conforme fig. 1)
Ya

B:

A\ R

B>

(Fig- 1)

1. Os pontos A; e A, sdo tais que d (A1 A, ) =r.

E facil de comprovar, basta para isso fazer P coincidir

com Ay, pois I =d(A1, F2)+d(F1,A1);

e como

d(F,, A )=d(F,, A, ) tem-se que:
I’=d(A1, F2)+d(F27Az)=d(A17A2)-

Nomenclatura:

1. A/A, é chamado de eixo maior da elipse e B,B, , onde

d(B,B, )<, é chamado de eixo menor.

2. Os pontos F, e F, sdo chamados de pontos focais e A;, Ay, By e

B, sdo chamados de vértices da elipse.
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A nossa pretensdo €& descrever uma equacdo analitica que
caracterize o lugar geométrico (conforme fig. 1).

Tomemos P=(x,y), A;=(a,0) , A,=(-a,0) , B;=(0,b) , B,=(0,-b) ,
F.1=(c,0) e F,=(-c,0).

Aplicando a propriedade que caracteriza a elipse temos:

d(P,F,)+d(P,F,)=

Como d( )_r:>r_2a dai:
d(P,F,)+d(P,F,)=2
d(P,F,)=2a—-d(P,F )

Jix=c) +(y-0) =2a—/(x+c)* +(y-0f

Elevando o quadrado a ambos os termos, obtemos :
(x—c)’ +y?=4a’ —da\(x—c)* + y? +(x—c)’ +y?
x? —2cx + ¢? =4a? —4ay/(x+¢)” +y? +x? +2cx +¢?
0=4a® —4a/(x +c)’ + y® + 4cx

Podemos ainda escrever :

a’y/(x+c) +y? =a’ +cx

Elevando ao quadrado, temos ainda :

az[(x+ c) + yz]z (a® +cx)

az[x2 + 20X + c2]+ y?=a* +2a’cx +c’x?

a’x? +2ca’x+a’c’ +y’a®=a" +2a’cx +c’x’
a?x? —c?x2 + y2a? =a* —a’c?

(a2 —cz)x2 +y’a’ =az(a2 —cz) ()
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Consideremos o triangulo B;F; F, e podemos observar que:

1. d(B,,F,)+d(B,,F,)=r=2a ecomod(B,,F,)=d(B,,F,)

tem-se: 2d(B,,F,)=2a B,
d(Bl’ Fl):a
oo - = TEZ O F_l____

2.OF, =c e OB=b E

Logo: a’ =c*+b? -.b?=a’-c® ..c=+a’-b?> ()

Substituindo Il em | teremos:

b2X2 + y2a2 — a2b2

Como a e b sdo nado nulos, temos:

2 2
X
_2+y_2 =1
a“ b
NOTA:

Quando os focos da elipse estdo sobre o eixo de Y também ¢é facil

mostrar que a equagdo permanece inalterada. Para isso teremos que
observar na (fig. 2) que:
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i) O eixo maior agora é B,B, e que d(B,, B, )=2b
i) d(A,F,)=b vistoque d(A,,F,)+d(A,F,)=2b

iii) Pelo triangulo OF A, temos que:
b?=a’+c? . .c=vb?-a’
Resumindo:
Em quaisquer dos casos mostrados na fig. 1 e fig. 2 concluimos
que:

2 2
X° y .
1. — 4= =1 representaa elipse;

a
2. Se a>b os focos encontram-se no eixo dos X;

3. Sea<b os focos encontram-se no eixo dos Y.

Exemplo:
1. Determine a equacdo da elipse cujos focos sdo dados por

F1=(+3,0), F,=(-3,0) e eixo maior 8.

Solucéo:

Como os focos encontram-se no eixo dos X entdo A/A, éo
eixo maior da elipse. E como d(A,,A,)=2a=8, entio

a=4.
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Sendo a>b, entdo ¢ =4/a® —b? .b* =a® —c? dai:

b=+y4%-3% =+J7

Assim a equacao da elipse seré:

2

x> y?

16 7

2 2
X
2. Sendo — +y— =1 pede-se:
9 49

2

a) Os vértices e os focos da elipse;
b) O eixo maior;

c) Fagca arepresentacdo gréafica.

Solucéo:
2 2
a) Pelaequacdo — +b—2 =1 da elipse vem que:
a
a’=9..a=43
b*=49..b=+7

Como |a| <|b| —c=+vb?-2a?
c=+/49-9 = +2410

Assim:

A =(30).A,=(-30).B,=(0,7).B, =(0,-7),
F = (0,2@)8 F, = (0,—2@)
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b) O eixo maiore BB, encontrando-se no eixo dos Y.

v




Exercicios:
e 1. Uma elipse tem seus focos no eixo OX e seu centro em O.

sabendo que o eixo maior mede 8, e a distancia focal é 4, dé

uma equagcdo para elipse.

e 2. Determine as equacdes das elipses seguintes:

Ya A
(10,6)
E 12
! 4
o) \‘5/ (20,0)
(10-6) Y= >

Resp.: (x=10)° v

+=—=1
100 36

e 3. Determine os focos da conica de equacdo
(x+3)° +(y+2)2
25 9
Resp.. F, =(2,-3) F, =(-6,-3)
e 4. Deé o centro C, 0 eixo maior e o eixo menor da elipse

2
(x=2)" y*
9 16

Resp.. C=(2,0), B,B, =8, AA, =6

=1.

=1.
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) 2X - my )
5. Determine o valor de m para que a reta EJFT =1 seja

2 2

: L XY
tangente a elipse de equacéo ? +T =1.

6. Verifique se ha interseccdo entre a reta x+y=1 e a elipse de

2 2

W
equacdo: — +—=1.
Ty
Resp.: Sim.
7. Determine o valor de m para que o ponto A=(m,1-2m)
_ ) (X—Z)Z yz
pertenca a elipse de equagdo ——— + E =1.

Resp.: ndo existe.
8. Dé a posicao do ponto L=(1,5) em relacdo a elipse de

X2 2

equacdo — +—=1.
08680~ T o5

Resp.: Exterior.

9. Determine os pontos de interseccdo da elipse de equacéo

(-2 (y-1F _

cartesiana com 0SS  eixos
9 4

coordenados (OX e QY).

Resp.:

sz 235

3 3 2 2



Hipérbole

Hipérbole ¢ um lugar geométrico do plano cuja diferenga das
distancias de um ponto, a dois pontos fixos do plano é constante, em
valor absoluto.

Sejam F; e F, dois pontos do plano em que

d(F,,F,)=2ceaecR" onde 2a<2c.
Assim o conjunto do plano:
{P € ‘.Rz;|d(P, F,)-d(P, FZ] = Za} é denominado

de hipérbole.

w (Fig. 2.2 a)
e NE

Pela propriedade |d(P, Fl)— d(P, Fz] =2a, temos que:

d(P, Fl)— d(P, F, ) =+2a desta feita concluimos que a hipérbole é
uma curva de dois ramos. Para o ponto P do plano em que
d(P, Fz)—d(P,F1)>0, ele estard localizado do lado direito da

figura 2.2.a e caso contrario do lado da esquerda.

Para simplificagdo de observacdo considere F; e F, disposto no
eixo X e pelo ponto médio de F; e F, tracemos uma perpendicular (Y )

Ao ponto de interseccdo da curva com o eixo dos X atribuamos os

valores pontuais de A; e A, respectivamente.
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(Fig. 2.2.b)

> X

Pode-se observar facilmente que cada ramo da hipérbole é simétrico em
relagdo ao eixo dos X e que 0s ramos sdo simétricos em relacdo ao eixo
dos Y. Dai se M; é da hipérbole existe M,, M3, Mgonde My e M, ou M; e
M, sdo simétricos em relacdo ao eixo Y e M; e M3 ou M, e M, sdo

simétricos em relacdo ao eixo X. Baseado nesta conclusdo vemos que:
d(A,F,)-d(A,F)=2a
d(A,,F,)-d(A,,F)=-2a
Como A; é simétrico a A, pode-se concluir:

d(Am F2)=d(sz Fl)

Dai podemos escrever:
d(A,,F,)—d(A,F,)=0 ouseja:
d(A, F,)=d(A F,)
Vé-se também que d(A,A,)=2a. Ora como o ponto A; é da

hipérbole vale a relacéo:

d(F,, A )-d(A,F)=2a (%

Por outro lado:
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d(F27A1)=d(F27A2)+d(szA1)

Dai substituindo (*) temos:
d(F27A1)+d(A27A1)_d(A17 F1)=2a
como d(F,, A, )=d(A,,F,), tem-se:

d(A,, A )=2a.
ELEMENTOS PRINCIPAIS:

F, e F, — focos

O — ponto médio de F, F, denominado de centro

A, A, — eixo real ou transverso

B,B, — eixo imaginario
2¢ — distancia focal
2a — medida do eixo real

2b — medida do eixo transverso

c ..
e = — — excentricidade
a

¢’ =a’ +b® — relagio especial
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B
b c
F A, O] a A F "X
B ¢
(Fig. 2.2.¢)

Observe que sendo a hipérbole uma curva aberta, 0 eixo imaginario tem
significado abstrato.

Consideremos agora o retdngulo obtido em intersec¢do da
circunferéncia de centro O e raio C e pelas retas passando por A; e A,
perpendiculares respectivamente ao eixo real, conforme mostra (Fig.
2.2.c).

A (r)

(s)

(Fig. 2.2.d)
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As retas (r) e (s) que contem as diagonais do retangulo sdo
chamadas de assindotas da hipérbole e possui como equacles
cartesianas

y=—Xey= —E X respectivamente.
a a

Definimos como retas assindotas da hipérbole as retas em que os
pontos da hipérbole tende a se aproximar dos pontos da reta na medida
em que se afastam dos focos.

Definimos como excentricidade da hipérbole ao valor e dado por:

A excentricidade estd relacionada com a abertura (a) da

hipérbole, conforme Fig. 2.2.c.
. c T
Observando o quociente —, vé-se que diminuindo o valor de a a
a

fracdo cresce em conseqiiéncia o angulo a (abertura da hipérbole) cresce

0 que torna a curva da hipérbole mais abertas.

(Fig. 2.2.¢)
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Para a=b o valor do angulo o0 éde ™ ) rd , e neste caso a hipérbole é

chamada de hipérbole equilatera. (Fig. 2.2.e)
Por analogia tem-se todo um estudo da hipérbole quando o eixo

real encontra-se sob o eixo Y; conforme mostra a figura 2.2.f.

9 F1:(0.C)

1 F2:(0,-C)

(Fig. 2.2.f)

Neste caso |d(P, Fl)—d(P,F2]=2b e c2—-b*=a’ e

Equacao Cartesiana Reduzida da Hipérbole
Como referéncia para deducdo desta equagdo fixamos nossa

atencdo a (fig. 2.2.d). Seja P = (X, y) um ponto da hipérbole. Usando a

propriedade de pertinéncia no lugar geométrico em estudo teremos:

|d(P, F,)-d(P, le =2a ou seja:
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d(P,F,)-d(P,F,)=+2a ,ou

Jx=c) +(y—0) =/(x+c)f +y? +2a

Elevando ao quadrado a igualdade: (i)

(x—c)? +y?=(x+c)* + y? +4ay(x+c)* + y? + 4a’

x2 —2cx+c? +y? =x? +2cx+c? +y? +4a(x+c) +y? +4a’
—4cx — 4a? = +4a/(x +¢)’ + y?
ox+a? =tay(x+c) +y? (i)

Elevando o quadrado a igualdade (i) :

2
2
(cx +a?) =(ia (x +c)’ +y2)
c?x? +2a’cx +a’ =[(x+ c)’ + yz]a2
c?x? +2a’cx+a* =a’x® +2cxa’ +c’a’ + y*a?
(c2 —az)x2 +(a2 —cz)a2 —-y*a?=0

como c?2=b%+a%?, c?—-a’=b? ou a®-c?*=-b?

temos:

b*x* +a’(-b*)-y?a®=0
€ mais:

b2x?2 _yzaz —ap?
Sendoae b#0

2

b*x* y*a

a’b? a’b?

simplificando:

XZ yZ
Y
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No caso em que o eixo real encontrar-se no eixo Y teremos: (Fig.
2.2.7)

2 X2
l})/—z —? = 1 (”)
Exemplos:

1. Determine os focos, os vértices e a excentricidade da hipérbole

2 2
X y

de equacdo — —— =1.

quag o5

9
Solucéo:
A equacdo dada nos mostra que 0 eixo real encontra-se no

eixo X, assim:
a’=25¢eb?=9, logo
a=145 eb=43
Como ¢? =a® +b? tem-se:

C=4+/25+9 =+./34 .

Consequentemente:
A =(0) . A =(-50)
F=(320) e F,=(-34,0)

o
Como a excentricidade é dada por: € =— temos que:
a

S
5

e=
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2.

Qual a distancia focal da hipérbole cuja equacdo é:

(-1° _(x+2f
36 64
Solucéo:

Procedendo uma mudanca de coordenadas tomemaos:
Y=y-1le X=x+2e
substituindo na equacdo encontremos:

Y? X?

A ——]
36 64

Comparando com a equacdo Il observamos que a hipérbole

encontra-se com eixo real sob o0 eixo Y. assim
b2 =36 e a? =64:ecomo c? =a? +b? teremos:
c?=36+64=100..c==+10.

Como a distancia focal é dada por 2c. veremos que a distancia
focal vale 20.

Exercicio:

10. Deduza uma equacao da hipérbole:

a) de focos F1=(4,0) e F,=(-4,0) e vértices A;=(3,0) e
A=(-3,0);

b) de focos F1=(3,3) e F,=(-3,-3) e vértices A;=(+1,1)
e A=(-1,-1).

2 2

Resp.: a) %_y7= b) 7x* +7y? +18xy =32
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11. Qual a excentricidade da hipérbole cuja equacdo é

2
X_2 (y_l) =192

4 9

. a= 2
Resp.: e=
esp.. € K/E

12. Determine a equagdo da hipérbole que tem as
caracteristicas:

a) centro no ponto (2,0);

b) um foco em (2,-2);

c) um dos vértices em (2,1).

Resp.: 3y? —x* +4x=7

13. Diga em que eixo coordenado estéo os focos da hipérbole, e
calcule a medida do eixo real, a do eixo transverso e a distancia
focal, nos casos:
2 2 2
X X
a) ——y—:l by ———=1
16 4 4 5

c) —4x*+7y? =48

2 2
O 6-2F
16 4

Resp.: a) eixo X, 2a=8, 2b=4, 2C = 4\/3



e 14, Uma hipérbole de eixo transverso e eixo real contidos nos

eixo coordenados contem 0s pontos (3,_1%) e

(-245,9)

a) Deé aequacdo cartesiana da hipérbole;
b) D& as coordenadas dos focos e dos vértices;
c) Calcule a excentricidade.

Parabola

Definicdo:

Sejam F um ponto e (r) uma reta no plano, com F ndo pertencente
a reta (r). Define-se como parabola ao lugar geométrico do plano cujos
pontos que o constituem eqiidistam do ponto F e da reta (r), em outras
palavras a parabola é dada pelo conjunto:

Pen?d(P,F)=d(P,(r))}.
Construgéo: Seja (r) uma reta e F um ponto no plano, conforme

figura 2.4.a abaixo. Por F tragamos uma reta (s) perpendicular a (r),

chamado eixo de simetria da parabola.
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1
I
P
I’ !
, |
’ |
/ |
/ |
/ |
4 o) (Fig. 2.4.a)
v F A )
‘\ 1
\\ |
AN :
\‘\ ! )
- P
1

Seja Ae(s) onde d(A, (r))z%d(F,(r)). Por A tracemos

uma reta paralela a reta (r) e centrando o compasso em F com abertura
igual a d(F,(r)) marguemos os pontos P e P’. Tais pontos satisfazem
a propriedade de que d(P, F) = (P, (r)) logo pontos da parabola. De

maneira andloga tracemos outros pontos e ligando estes pontos

obteremos a parabola.

Por esta construcdo podemos de imediato observar que a parabola

¢ simétrica em relagdo a reta ().

Fazemos recair sobre os eixos coordenados X e Y do plano X,Y 0
eixo de simetria (S) e a reta (r) poderemos ter quatro situacfes conforme

mostra a figura 2.2.b abaixo.
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(r (N
F o X F v |6 X
A
Ya > X
© v ()
'F
Fl
V
o) > X (%)
Y
(Fig. 2.4.b)

Elementos principais:

F - foco

(S) - reta de simetria
(r) - reta diretriz

V - vértice da pardbola

2p - distancia de F a (r)
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Equacao Cartesiana Reduzida da Parabola

Para deducéo desta equagdo tomemos como parte de estudo o caso
em que (s) coincide com o eixo Y e F=(0,p) ou F=(0,-p) conforme

figura abaixo. (Fig. 2.4.c)

A "
S
s) (- e ( ) _________ 0
I
M ' F P(x.y) {E > X
> X
y=-d (r)
(Fig. 2.4.c)
Tomando como influéncia a representacao (I) da Fig. 2.4.c, temos
que:

F=(0,p) e (r) possui equagdo y=-p (p>0). Seja P=(xy)
aleatorio da parabola e aplicando a propriedade temos:

d(P,F)=d(P,(r)),

Jx=0)* +(y=p) =[y+p

elevando ao quadrado:

(x=0)* +(y=p)* =(y+p)

€ mais:

X*+y* =2py+p* =y*+2py+p°
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dai chegamos a;
1
y=——x’
4p

Se considerarmos a representacdo (1) da Fig. 2.4.c e fazendo

(A)

procedimento analogo chegaremos a:
1
y=———x’
4p

Tomando (s) coincidindo com o eixo X no sistema ortogonal de

(B)

coordenadas e F=(p,0) ou F=(-p,0) obteremos as equagdes

respectivamente:

x—iy2 e x——iy2
4p 4p

Exemplo:

1. Faca a representagdo grafica da pardbola de equacdo cartesiana
X =2y?.
Solucéo:

1
A pardbola possui o foco de coordenadas [EOJ visto que

1 ) 1 o 1 _
— =2 ou segja pP=—; e diretriz X=—=. Assim a sua
4p 8
representacdo grafica é dada por: b

4
X

-
N
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2. Encontrar a Y
equacdo da parabola de \
foco F(1,1), sendo x=3 a
equacdo da reta diretriz.

o

Solucéo:

T
L - - - — - -
NE=-

Y

Conforme os dados

acima poderemos

R

concluir que o Vértice

terd coordenadas (2,1)

de acordo com o grafico ao lado.
d(P,F)=d(P,(r)) ou ainda:
(x=2)* +(y-1)* =[x-3
elevando ao quadrado:
(x=1)* +(y —1)* = (x—3)° € mais ainda:
(y =1 =x* —6x+9 - (x? - 2x+1)
(y-1)* =—4x+8=4(2-x) ouseja
(y -1 =4(2-x)
3. Determinar o vértice, o foco, uma equacdo para a reta diretriz e

uma equacdo para 0 eixo de simetria da pardbola de equacdo
x> +4x+8y+12=0.

Solucéo:

Completando o quadrado em x na equacao temos:

X* +4Xx+4—-4+8y+12=0, ou seja:

(x+2)" +8(y+1)=0,
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e mais:
1 2 «
(y +l): —g(x+ 2) . Confrontando com a equagdo (B)
temos que:

——=—1 ,logo p=2.
4p 8

AssimV = (— 2,—1) e foco F(— 2,—3) visto que d(V, F)= 2.

Como (r) reta diretriz teremos y=1 visto que d(V,(r))= 2;¢e
sendo a reta de simetria (s) contendo o vértice V = (— 2,—1) e o foco

F (— 2,—3) terd como equagdo cartesiana x=-2.

Confira a representacdo grafica.  va
........ :---------------(I’\

=1 > X
- -1
: 2

Fro-¥r -3
:
] (S

Exercicios:
. 15. Encontrar a equacéo de cada uma das parabolas,
sabendo que:
a)V=(0,0); diretriz (r) : y=-3;
b) F=(3,0); diretriz (r) : x=-3.

Resp.: a) —ix2 b)X—i 2
Y =1 17
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. 16. Determinar o foco, o vértice, a equagdo da diretriz e
0 eixo de simetria, e esboce a representagdo grafica das

parédbolas cujas equagdes sao:

~He

a) x=4y? b) x=— 1 Y
16
1

c) y=x d) y==x>

) y=X )y 3

Resp.:
a) F = 1o ,V =(00), X= I
16 16
YA

o 17. Mostre que toda parabola cujo eixo de simetria é

paralelo ao eixo Y ¢é de equacio em forma:

Y =ax? +bx+c.

. 18. Deduza uma equacdo da pardbola com eixo de
simetria paralelo ao eixo Y e passa pelos pontos A=(0,0),
B=(1,1) e C=(3,1).

81



1., 4
Resp.: y:—§X +§X

. 19. Encontre a equacdo da parabola com eixo de simetria

coincidente com o eixo OY e tem como Vvértice a origem

0= (0,0) e passa pelo ponto (+1,4).

Resp.: Y = 4x°

Translacéo de Eixos

Para nosso estudo a translacdo de eixos tem como objetivos

simplificar as equacdes das conicas da forma mais geral a forma

reduzida ou candnica; ou seja da forma:

Ax*> +By® +cxy+dx+ey+ f =0

para um dos modelos.

2 2 2 2
a“ b a“ b
2 2
y__X_ZZ:L’y:iX2
b a 4p
y:_lx2 ’X:iyz ou
4 4p

conforme seja a curva considerada.

Exemplo:

Seja a parabola de equago cartesiana X* —2Xx—20y—-39=0.

Determine o seu Vértice e seu foco.

Solucéo:
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Da forma como a equagdo € apresentada ndo nos é de féacil
percepgdo a identificacdo do que foi pedido em virtude de todo um
trabalho que foi direcionado a casos particulares. Em virtude disso é que
0 processo comparativo se da mediante a identificacdo de formas. Desta
feita o que nos é favoravel é trabalharmos a equacéo fornecida na busca

1
de sua simplificacdo que é Yy = 4— X%

Tomando a equagéo:
x* —2x-20y-39=0
facamos a completacdo do quadrado na variavel x.
X? —2x+1-1-20y-39=0
dai:
(X —l)2 —20y—-40=0, ou seja:
20(y +2)=(x-1)°

(y+2) == (x-1

20
Tomando Y, =y+2 e X, = X~—1 teremos a forma reduzida:
1
Y, =—X/
1 20 1
1
Desta feita — =——.. p=5
0 4p

Logo V=(1,-2) e como d(V, F)=5 e F =(1,b) tem-se que
b-(-2)=5..b=3.
Assim F=(1,3).
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Para um entendimento mais claro faremos a representacédo gréafica

abaixo:

Ya
AY
34
T 5
ol 1 > X
2ol v > X

Considerando em um mesmo plano a dois sistemas ortogonais de
coordenadas XOY e X’0O’Y’ em que OX ¢é paralelo a O’X’ e 0 mesmo

acontecendo para os eixos OY e O’Y’ conforme a figura 2.5.b.

AY
y
A
yf------1 LA
0 ix' t.x
—p X
@) X
(o)
(Fig. 2.5.b)

84



O sistema ortogonal de coordenadas X’O’Y’ pode ser considerado
como o traslado do sistema XOY em que O’ faz-se coincidir com O.
Considere um ponto P do plano a. Sendo visto sob cada referencial ele
possui coordenadas diferentes. Vejamos: para o sistema ortogonal XOY
terd como coordenadas (x,y) e para X’O’Y” serd (x’,y’). como O’ possui

coordenadas (a,b) em relacéo ao referencial XOY segue as equagdes:

X=a+X
y=b+y', dai:
X'=x-a

) y'=y—b

As equacbes em (1) vdo nos possibilitar fazer as mudangas de
coordenada do ponto P do referencial de XOY para X’O’Y’ e vice-

versa.
No exemplo podemos observar que a parabola no sistema
ortogonal de coordenada X’O’Y’ possui a equag&o:

1., '
Y, = 2—0 X[, e que em nada fica alterado os seus elementos.

Exemplo:

Usando uma translacdo conveniente, elimine os termos do primeiro
grau da equacio da elipse 4x* +9y® —8x—36y+4=0 e dé o
centro e 0s veértices.
Solucéo:

O método usado é a completacdo de quadrados para a equagdo:

4x* +9y* —8x—-36y+4=0.
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Agrupando os termos segundo a mesma variavel temos:
4(x2 —2x)+9(y2 —4y)+4 =0,dai:
4(x2 —2x+1)—4+9(y2 —4y+4)—36+4 =0
4(x-1)* +9(y —2)* =36, ou ainda :

(-1 (y-2F _,

9 4
Desta feita em comparacdo com a equacéo:
2 2
X
— + y_2 =1
a- b

temos que: a”=9eb” =4 ousejaa==3 e b=+2. Por outro

lado fazendo a mudanca de variavel tomando
2 2
X
X, =x-1ey, =y-2 teremos: —12+l))/—12=1.
a

A =(42),A, =(-22),B, =(14),B, =(L,0).
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4. ESPACO

Introdugdo

O plano como um termo indefinido da geometria estd bem
determinado por duas retas concorrentes ndo coincidentes. Tomando em
cada reta seu vetor diretor constituimos uma base; o que nos leva a

afirmar que todo e qualquer vetor do plano € descrito como uma

_— —

combinagdo linear destes vetores. Mas claramente, sendo U, €V, 0s

diretores das reta (r) e (s) que determinam o plano (a), segue-se que

para qualquer vetor VvV do plano existem X,y € onde

V =XU, + XYV, ; conforme ilustra a figura 3.0.a.

(Fig 3.0.a)

[~

Em virtude do conjunto {u ryUs } reproduzir todo e qualquer vetor

do plano, dizemos que o plano é de dimensao 2 ou bi-dimensional.
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Para o espaco, todo conjunto de trés vetores, ndo coplanares e nao

maltiplas dois a dois. {GI,UZ,US} € uma base, e de forma analoga

mostra-se que todo vetor V no espago é uma combinacdo linear destes

_  —

vetores, ou seja 3X, Y, Z € R tal que V= XU, + YU, + ZU, .

Sistema de Coordenadas

- —

Considere o conjunto de vetores ﬁ . k} onde sdo néo coplanares,

perpendiculares dois a dois e de norma 1. Tal conjunto sera denominado
de base ortonormal do espaco.

Situemos estes vetores partindo de um mesmo ponto O. (Fig. 3.1.9)
A Kk

O
—ly

(Fig. 3.1.3)

Tracemos trés retas concorrentes em O e com direcBes respectivas de

i, j, K. Areta com diregdo i representada por OX (eixo das abcissas);

com diregdo j por OU (eixo das ordenadas) e com diregdo k

representaremos por OZ (eixo das cotas).
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(Fig. 3.1.b)

Em virtude de dois vetores ndo colineares determinar um plano,
podemos verificar de acordo com a (Fig. 3.1.b) que o espaco fica
dividido em oito octantes; 04 acima do plano XY e 04 abaixo. Como
exemplo, temos como 1° octante tomado pelos planos determinados
pelos planos XY, YZ e XZ.

A cada ponto do espaco se faz corresponde a uma terna (x,y,z) com

X,Y¥,Z€R e a cada terna (x,y,z) faz-se corresponder um ponto do
espaco. A isso dizemos que existe uma correspondéncia biunivoca entre
os pontos do espaco e 0 conjunto de ternas (x,y,z) com X,Y,Z€R.
Desta feita representaremos o espaco pelo conjunto.

E={(x,y,2)/x,y,ze R},

e cada ponto do espaco por P =(X, Y, Z) onde serdo chamado de

coordenadas cartesianas de P. Conforme nos mostra a Fig. 3.1.c o ponto

P serd sempre o vértice de um paralelepipedo.
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A
Z,‘ ____________________
P .
[ R .
| A
1
1
1 —
ok -
] -
! i
! »
! M
| i
]
____________________ e
X
X (Fig. 3.1.¢)

Como mostra a figura 3.1.c podemos concluir que:
O ponto P = (X, Y, Z) encontra-se:

(M noeixo OXsey=z=0

(i) noeixo OY sex=z=0

(iii) noeixo OZsey=x=0

(iv) naorigemsex=y=z=0

(V) no plano XY sez=0

(vi) noplanoYZsex=0

(vii) no plano XZsey =0

\<'_______________ {



Exemplo:
Represente os pontos, A, B, C e D do espago no sistema de eixos
coordenados ortogonais, sendo A= (1,2,3), B= (0,1,4), C= (1,4,0), D=

(0,0,1).
Solucéo: aZ
4¢----+B
3
L N
," |A,’ )
fo-q----- Y
‘D41 i
| ) 4
! ——t p >Y
1 1 P o
C
X

Vetores no espaco

Definimos como um vetor no espaco a todo vetor cuja origem
coincide com a origem do sistema cartesiano. De forma andloga ao
plano, todo ponto P=(x,y,z) do espaco e a origem O definira um vetor no

espaco ou ainda como existe uma correspondéncia biunivoca entre o0s
pontos do espago e as ternas (x,y,z), como X,Y,Z € R, ndo configura

dualidade ao representar por um vetor no espago a uma terna (x.y,z).

Assim v=0P.
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Mas OP =P -0 =(x,Yy,2)-(0,0,0) ou seja, v=(x,Y,2)
serd doranvante denotado como um vetor no espaco. Sendo ﬁ, J, k}

uma base ortogonal do espaco poderemos ainda escrever \7 como
sendo:
v=(x,y,z)=xi+yj+zK sendo
i=(100)j=(010)e k=(0,0,1)

Dados dois pontos do espago A=(a,b,c) e B=(ay,bs,c1), definimos o
vetor AB como sendo: AB =B — A. De forma analoga ao estudo no
plano teremos ainda:

AB=(a, —a,b, —b,c, —c) conforme mostra a figura
3.2a z

X

(Fig 3.2.a)

Sendo AB um segmento orientado, existe um segmento orientado
que lhe é equipolente partindo da origem. Dai a cada par de pontos que
da origem a um vetor existe um vetor no espago o qual lhe representa

(fig. 3.2.a). Este vetor tendo as mesmas caracteristicas sera o vetor:

-

v=(a, —a,b, —b,c, —c)
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Modulos

-

Seja v=(a,b,c) um vetor no espago. Definimos como |V||, a

norma de V, ao numero:
=+va% +b%+c?

Observe que a norma de V é igual ao comprimento do segmento

-

V

orientado que o representa (fig. 3.2.b).

*
|
1
1
'
'
'
'
|
1
1
1
'
'
'
'
[ ———

(Fig3.2.b)

Operagdes com vetores

Sejam a:(x, Y,2), V=(X.,Y,,2,) vetores no espaco e

k € R . Como foi visto com vetores no plano estenderemos ao espago
as mesmas definicoes.

1) Adicéo e Subtracdo
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U+vV=(X+X,Y+Yy,2+2)

u _V=(X_X11y_ Y1vz_21)
I1)  Multiplicacdo de um escalar por um vetor
ku = (kx, ky, kz)

Salientamos que as propriedades relativas as estas operacdes, como

também a representacéo grafica sdo as mesmas para vetores no espaco.

Exemplo:

Sendo G = (1,2,2) e \7= (2,3,4) e kK =2; determine os vetores
U+vek-u,u-v.
Solucéo:
u+v=(0122)+(234)
2.u=2-(1,2,2)=(2,4,4)

u-v=(122)-(234)=(-1-1-2)

(3,5,6)

Produto escalar

- -

Sejam U =(x,y,z) e V =(Xy,y1,21) vetores do plano, denote por U -V

ou < G,\?> ou (G,\?) ao produto escalar dos vetores G e \7 .
Definicdo:
G-\*/:x-xljty-yljtz-z1
Esta definicdo é também conhecida como produto escalar canénico

dos vetores U e V. Deixamos ao leitor verificar que todas as
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propriedades para esta operagdo no capitulo 1 também sdo verdadeiras

para o espaco.

Exemplo:

1. Calcule o produto escalar dos vetores sendo U =(2,1,0) e
=(-13 4) .
a)

b)

y

/—\Cl Cl

.
i)

< |

c)

Solucéo:

2) U-v=(210)-(-134)=2(-1)+1-3+0-4 ou

- -

sejau-v=1

b) a(_) ) ( 0) (( ) ( )):
(21,0)-(3-2,-4)=2-3+1-(- 2) 0-(-4)
ou ainda:
ifi-v)=3

36)-\7 =(3(210))-(-1,34)=(6,3,0)-(-1,3,4) =

K 6-(-1)+3-3+0-4
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2. Determine o valor de a€R para que u-v=0, sendo

u=(a,a-21)ev=(14.2).
Solucéo:

Por definicéo da operacéo temos

G-\7=a-1+(a—2)-4+1-2 ecomoa-;/:O tem-se;

5a-6=0 ou a=9
5

— -

3. Mostre que sendo U = (a, b, C) entdo n-u.

Solucéo:

Por definicdo H H =(a,b,c)-(a,b,c)=a® +b? +c?,

=+/a’ +b® +c® temosque: p-U=

— -

peu

2
, OU seja

—

e como (U

—

u

Produto Vetorial

Definimos uma nova operagdo no conjunto de vetores no espaco,

- -

tal que a cada par de vetores (u,v) do espago esta associado um

vetor do espago, indicado por U X V, que satisfaz as seguintes

propriedades:

- -

uxyv|=

—

ull -

-

i v -sen(ﬂﬁ)
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ii) U x Vv é perpendicular simultaneamente a U e a

V.

- > -

iii) O terno (u,v,u xv) ¢ positivo (veja figura

3.2.4.)

a)

Conseqliéncias da definicéo:
a) G xa =0
Sendo {I ] E} base ortogonal para o espago é facil de
comprovar que:
Ex'z j, 1x]=Kk, ]szl
Propriedades:

Sendo U, V, W vetores no espaco e K € R, entdo vale:

()  N&o comutativo:

— - - —

uxv=-vxu

(I1)  N&o associativo:
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UX(VXW) (GXG)XVV
(111)  Distributiva:

G (V4 W)=0xv+ 0w

G+ V)xw=txwevxw

V) (Kt )< w=k{i x w)=1 x (kw)

Considere agora {I ], k} uma base ortogonal U = (X, Y, Z) e

-

V= (Xl, Y1 21) dois vetores do espagco. Com uso da propriedade (I11)
do produto vetorial vamos encontrar as coordenadas de U x V.
Como U=Xxi+Yyj+zkev=xi+y, j+zKk temos

que:

Gxv=(xi+yi+2k)x(xi +y, 5+ 2.K)

i T+ 2R+ T e+ v+ 22K ) 2k e v, 5+ 2K )=
L A A A 3 L ) O
- )

E como {I ], k} é uma base ortogonal temos que:

> > — — — —
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Assim:
UXV = (xyl)E —(le)] - (yxl)E + yzli + lei - lei =
= (yzl - ZY1)i + (le - le)j + (Xyl - yXl)k

Uxyv = (yzl = ZY1, ZX) — X2y, XYy _yxl)

Observando cuidadosamente a expressao:

(yzl - Zyl)i + (le - le)_j + (Xyl - yxl)E

podemos concluir sem muito esfor¢o que trata-se do determinante

>

i K
X y z|,dai
Xl yl Zl

podemos definir o produto vetorial como sendo:

i k
UXV=|X Yy z
Xl yl Zl

Com base nas propriedades do determinante vé-se facilmente a
comprovacdo das propriedades da operacdo produto vetorial.

Exemplo:

1. Calcule o produto vetorial dos vetores U =(2,1,3) e V =(4,-1,0).

Solucéo:
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i ] kK
uxv=2 1 3=

4 -1 0
(0i +12 — 2k) — (4K + 0 — 3i)

Uxv=12j — 2k — 4k + 3i = (312,-6)

-

Calcule a area do paralelogramo definido pelos vetores U e V

Solucéo:

Como facilitador de compreensdo seja a figura acima. A altura
h do paralelogramo ¢ dada por:

=] snli?)

area = base . altura

e como:

temos que:

—

area = |[ul|-|[v|| - s5en0 .
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Por outro lado:

101

- -

uxy

—

u

-

V|

-sen(u,v)

Logo:

— -

A _=(uxv

a0

3. Determine a area do triangulo que tem com dois de seus lados

os vetores U e V.
Solucéo:
Sendo a area do triangulo é a metade da area do

paralelogramo, podemos afirmar que:

— -

— - [|[U XV

Area A =

Produto misto
Combinando o produto interno e o produto vetorial poderemos

definir o produto misto. A cada terno de vetores (u,v,w) do

— —

espago podemos associar a um nimero real dado por (u X V)- W,
Definicdo:
sea u=(a,b,c), v=(a,,b,,c ) ew=(a,,b,,c,)

vetores no espacgo. Definimos o produto misto:



Interpretacdo Geométrica.

Considere a figura 3.2.5.a

(Fig3.2.5.a)

Pela geometria espacial temos que o volume de um paralelepipedo
¢ igual ao produto da altura pela &rea de base. Conforme mostrado
anteriormente temos que:

v)-w

O termo Hwﬂ cos u XV, W) ¢ igual a altura do paralelepipedo e

u><v COSU><V W)

— -

como (U X'V

¢ a area do paralelogramo (base) temos que:
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Vol =

(GXG)-M ()

Exemplo:

Calcule o volume do paralelepipedo definido pelos vetores
u=(104), v=(015) w=(-10,0).
Solucéo:

Usando o resultado (I) teremos:

104
v=lixv)w=[o 15
~1.0 0

v=|(0+0+0)—(-4+0+0)=[4=4

Exercicios:
e 1. Represente os pontos no sistema coordenados de eixos
ortogonais.
a) A=(1,03)
b) B=(11.2)
c) C=(2-34)
d) D=(0,0,3)

e 2. Represente no sistema coordenado de eixos ortogonais 0s
vetores:
a) AB sendo A=(154)eB=(312)

b) Vv =(13,5)
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e 3. Determine o angulo entre os vetores U e V sendo:
a Uu=(01ev=(121)

b) u=(10eV =(01-1)

3
Resp.: a) oo = arc.sen y b) o= arc.sen(—}
V6 V10

e 4, Calcule anorma dos vetores:
a) AB sendoA=(2,1,00eB=(51,-1)

b) Vv =(21,0)

Resp.: a) \/ﬁ b) \/g

e 5.Sendo U =(210), V = (3-14) ¢ W = (0,1,-1) calcule o
produto vetorial:
a) Gxﬁ
b) Ux (\7 - Vv)
o (i-w)x(+w)

Resp.: a)6 b) (5,—10,—7) c) (0,—3,0)

e 6. Determine a area do paralelogramo de lados formado pelos
vetores U =(-1,3,4) e v =(3,1,0).

Resp.: /260
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7. Determine a area do triangulo ABC sendo que A = (1,2,0), B
=(-1,-3,2)e C=(1,0,4).

Resp.: a) ﬁ
. 1/ >

105

8. Calcule o volume do paralelepipedo que tem um vértice no
ponto A = (1,2,1) e os trés vértices adjacentes nos pontos B =
(1,3,2), C=(4,1,3) e D = (2,1,6).

Resp.: 15

09. Calcule os seguintes produtos vetoriais:
o (i -3]+5K)x (i - 3] + 2K)

o (-i-7+k)x(6i+2] - 2k)
Resp.: a) 9i+]—3E b) ]+E

10. Determine um vetor U que seja simultaneamente

perpendicular aos vetores V =(1,-1,0) e w =(0,-1,5).

Resp.: WT) = (— 5,—5,—1)

11. Complete o enunciado das seguintes proposicoes:

a) U-Vv=0 SeesomenteSeU.......courerrrrrun. v
b) UXV=0 SeeSOMENtESE U...ccceerurrirrerrnnnnn v
c) (u><v)-w=0 seesomenteseu X V............. v



12. Sejam U =(1,0,1) e Vv =(0,1,1). Calcule w perpendicular

-

Resp.. (-v3,~v3,43) ou  (+43,+43,-3)

a U eV etalque

13. Mostre que U - (V X W)z -u- (Wx V)

14. Se A=(x,,y,,2,) e B=(x,,Y,,2,) sio pontos do

espaco, e d (A, B) a distancia do ponto A ao ponto B, entéo:

d(A1 B)Z\/(Xl _X2)2 +(3/1 _3/2)2 +(Zl _22)2

(Sugestdo: calcule HEH)

15. Determine vetores V do espago ortogonal ao vetor
u=(10,-1).

Resp.: \7=(a,b,a) la,beR

16. Considere U = (2,—1,4) ev= (— 1,1,0) vetores do
espago.
a) Determine o vetor unitario simultaneamente ortogonal

aos vetores U e V.
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17. Sendo | = (1,0,0), ] = (0,1,0) e R = (0,0,1) vetores da

base canénica do espago, mostre que:

a)ix]=E b)]szi
C) isz—i
d) kxk=0

18. Sendo G = (2,—1,3) e Vv = (— 1,2,0) vetores do espago,

— -

determine um vetor do espago V tal que UXV=W.

Resp.: V= (0,0,+l)






5. RETAS E PLANOS:

Plano
Dado um ponto A e um vetor no espago V, existe um unico plano

que contem A e é perpendicular a V = (a, b, C) no espagco.

A V °

na

(0

L/////

Qualquer ponto P = (X, Y, Z) do plano satisfaz a equacéo vetorial:

v

AP.v=0 ()
E ainda:
(P—A)-v=0

(X_Xwy_YOiz_Zo)'(a’b’C)zo
a(x_xo)+b(y_YO)+C(Z_Zo):0
ax+by+cz+d=0 (1

onde d =-ax, —by, —cz,
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A equacdo (1) é chamada de equagdo cartesiana do plano e o vetor

G =(a,b,c) é chamado de vetor diretor do plano. Observemos que essa
equacdo é linear, isto é, envolve apenas termos do primeiro grau em X, y
ez
Exemplo:

e 1. Determine a equagéo do plano (a) que contem 0s
pontos A=(1,2,1), B=(0,1,1) e C=(0,1,0).

Solucéo:

Seja P = (x, y, z) um ponto do plano (a ) Desta feita os

—_

vetores AP, AB e AC por pertencerem ao mesmo plano

(a) séo vetores linearmente dependentes e por conseguinte:

(ﬁ:;XA_Bb)A_Cb =0, ou ainda:

x-1 y-2 z-

0-1 1-2 1-1=0, ou

0-1 1-2 0-
x-1 y-2 z-
-1 -1 0 [=0, que pode ser escrita como:
-1 -1 -1

X—y+0-2+1=0

e 2. Determine a equacao cartesiana de um plano (B) que
contém o ponto A = (2,1,0) e é perpendicular ao vetor U = (l,—l,3).
Solucéo:
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Como U é perpendicular ao plano (B ) assim todo e

qualquer vetor em (B) é perpendicular a u. Seja P e (B );

P= (X, Y, Z). O vetor ﬁ ¢ perpendicular a G , logo:

AP.U=0
ou ainda:
(P—A)u=0

(x-2,y-(+1),2-0)-(1-13)=0
que pode ainda ser escrita:
X—y+3z-1=0
e 3. Determinar a equacgéo do plano (s) que passa pelo ponto

A(1,2,1) e é paralelo aos vetores U =(2,1,1) e V =(1,1,-2).
Solucéo:

Inicialmente observamos que U e V néo sdo colineares, logo
linearmente independentes. Desta feita existird um s6 plano (s)

que contenha o ponto A e seja paralelos aos vetores.

()

°p
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Seja P = (x,y,z) um ponto de [3 , entdo (ﬁ:; X a)\7 =0, ou

ainda,
x-1 y-2 z-
2 1 1]=0
1 1 -2
que pode ainda ser escrito:

-3x+5y+z-8=0

e 4. Determine a interseccdo
(@):2x—y+z-1=0e (P):x—y+2z+3=0.

Solucéo:

planos

O nosso problema consiste em determinarmos o conjunto

de pontos do espaco que satisfaz simultaneamente as equaces

dos planos (o) e (B) . Para isto nos restringimos a resolver o

sistema:

2Xx—y+z-1=0(1)
X—y+2z+3=0(ll)

Usando o método da substituicdo isolamos em (I) a

variavel Yy =2X+z—1, e substituindo em II.
X—(2x+z-1)+2z+3=0, ouainda:

—X+2+4=0 ; dondeisolando z temos:

Z=X-4

Calculando y:
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y=2x+x-4-1
y=3x-5

Assim a intersecgdo serd a reta dado pelo conjunto de pontos:
N={(x,3x-5,x—4)/xe R}

e 5  Encontrar o ponto de interseccdo do plano

X+Y+2—-3=0 com os eixos 0x, Oy e 0z.

Solucéo:
Seja P,Q,M e ()
(i) Un ponto Pe 0X & P = (a,0,0) logo:
a+0+0-3=0..a=3 ouseja P=(3,0,0)

(ii) De forma analoga, Q € oY & Q=(0,b,0), ou
ainda: 0+b+0-3=0..b =3 ouseja Q =(0,3,0)

(iii) Finalmente M c0Z &M = (0,0,c), ou seja

0+0+c—3=0,donde c =+3.
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Assim M=(0,0,+3). (confira figura 4.1.a)

A7

3 Fig.4.1a

Exercicios:

e 1. Determine a distancia entre 0s pontos:
a) A=(2,1,0) e B=(-13,5)
b) M=(-1,3,5) e N=(2,-4,-5)
Resp.: a) \/ﬁ b) \/ﬁ
e 2. Encontre a equago do plano (o) que passa pelos pontos:
a) A=(2,1,0), B=(1,1,1) e C=(-1,2,5)
b) A=(3,-1,4), B=(0,1,0) e C=(2,-1,3)
Resp.. a) —X+2y—z=0 b) —2x+y+2z-1=0
e 3. Determine a equacao do plano que é perpendicular ao vetor
0=2i -3+ 4Kk e passa pelo ponto A=(1,-2,0).

Resp.: 2Xx—3y+4z—-8=0
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4. Encontre a equagdo do plano (o) que passa pelo ponto

L=(1,-10) e ¢ paralelo aos vetores =i—j+ke
V=3 -2]+4k .

Resp.. —2X—Yy+zZ+1=0

5. Determinar a equacdo do plano (ot) paralelo ao plano
(B)de equagio 2x—3y+z=2 e passa pelo ponto
A=(111).

Resp.: 2Xx—3y+z2=0

6. Determinar um vetor unitario, normal ao plano que passa
pelos pontos A=(1,-1,0), B=(2,-1,3) e C=(0,0,1).

Resp-:a{%/z_e;’%/%’_%/%)

7. Encontre os pontos de intersecgdo do plano (o) de equagéo

cartesiana 3X— Yy + 2z —1=0 com os eixos coordenados 0x,

Oy e Oz.

e 14,00} 0-10)00. )

8. Ache a equagdo do plano (ot) que passa pelo ponto
A=(2,1,1) e é paralelo ao plano (P)de equacdo cartesiana
2X—y+2+4=0.

Resp.: 2X—Yy+2—-4=0

9. Determine os valores de mene ‘R para que o ponto

A=(m-1,n,m-n) pertenga simultaneamente aos planos (o) e



(B) de equacBes cartesianas X+Yy—-z+3=0 e

2X—-y+4z+1=0.

Resp. n=-1 e m:—%

e 10. Usando a férmula da distancia entre dois pontos, mostre
que a equacgdo da esfera de centro C=(a,b,c) e raio R ¢é dada
por: (x - a)? + (y - b)? + (z - ¢)* = R*, com P=(x,y,z) um ponto
qualquer da esfera.

e 11. Encontre a equacédo da esfera de:

a) centro A=(2,1,0) eraio 5
b) centro C=(1,-1,2) eraio 3

Resp.: a) (x—2)" +(y—1)" +2° =25
b) (x—1)* +(y+1)* +(z-2)* =9
Retas
Sejam A=(Xy,Y1,Z1) e B=(Xp,Y2,22) dois pontos do espaco ndo

coincidentes. Entdo existe uma Unica reta que passa por estes pontos

simultaneamente. Um ponto P=(X,y,z) pertence a esta reta se e somente
se os vetores AP e AB sio colineares, logo existe A € R tal que:
AP = 1.AB (1)

Em termos de coordenadas, temos:

(X-X0,Y - Y1,2-21) = A (Xo = X1,Y2 — V1,22 — Z4)

que € equivalente a:
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X=X, =A(X, —X,)

Y=Y =AY, = V1) )
2-2,=M(2,-1,)

chamada de equagdes paramétricas da reta (r) que passa por A na

direcdo de AB . O vetor AB ¢ chamado de vetor diretor da reta.

(Fig. 4.2.a)

Observe que para cada A € R em (2) temos um ponto da
reta (r); e reciprocamente a cada ponto P da reta (r) existe um escalar
LeR.

Sendo areta (r) ndo paralela a nenhum dos planos XY, YZ ou

XZ, em outras palavras z; = 7,, Xo # Xq,

Yo % Y1, podemos também eliminar A em A
(2) e escrevermos sua forma simétrica:

X—X _ y-Y. _2-1

Xy =Xy Yo = Y1 Z, =1
(3) que é conhecida como equagdo

cartesiana da reta (r).
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Exemplo:
1. Determinar a equacdo da reta que passa pelos pontos A=(1,2,3)
e B=(4,5,-1).

Solucéo:

Como AB néo é paralelo a nenhum dos planos XY, YZ e XZ

temos que:

z-3 .
= ou seja:
1-3

-3
3 3 -4
2. Encontre um vetor diretor da reta que passa pelos pontos
A=(-1,0,3) e B=(0,-4,2).

Solucéo:

Como o vetor diretor € o vetor que da a direcdo dareta e
como A e B sdo pontos da reta, assim temos:
i=AB=B-A=(0,—4,2)—(-10,3)
i=01-4-1
3. Determine as equagdes paramétricas da reta (r) que passa pelos
por L=(-2,1,0) e é perpendicular a reta (s) que passa pelos
pontos B=(-1,1,5) e A=(2,-1,3)
Solucéo:
Vamos primeiro determinar um vetor diretor para a reta (s),

ou seja:
i=AB=B-A=(-115)—(2-13)
dai U = (—3,2,2).
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Em face do problema possuir solugdo Unica, devemos

encontrar P € (S) no qual PL L AB. Para tanto calculemos

as equagdes parameétricas da reta (5)
Se P e (s) entio AP =AAB, ou equivalentemente:
P—A=2AB, ouainda
(x-2,y+1,z-3)=A(-3,2,2)

O que nos leva a:

X=2-3A
y=-1+2L
72=3+2\

Desta feita P = (2 —3\,—1+ 2,3+ 2)) ¢é ponto de (s)

paratodo A € R .
Impondo a condi¢éo do problema temos que:
< PI:, AB >= 0, ou ainda:
0=<(-2—(2-31)1-(-1421),0— (3+21)),(-3,2,2) >
<(~4+30,2-21,-3-21),(-3,2,2) >=0
onde:
—3(-4+31)+2(2-21) +2(-3-21) =0
12-9A +4-4)-6-4A =0

10-171 =0
Assim: A =£
17

Substituindo A em P temos:
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p_(4 3 1M1
1717 '17

Calculemos agora as equacdes da reta (r) que passa por P e

Seja X =(X,y,z) e (r), entio PX =t.PL ouem

forma equivalente:

4 3 71 4 3 71
X——,y——,2-—— |[=t| -2-——1-—0-——
17 17 17 17 17 17

que pode ainda ser escrito:

4 38
X=—-—t
17 17
y= i +Et ue sdo as equacOes paramétricas de
17 17 | Hasoes
_n_mi,
17 17

(n).

4. Determine a equacdo cartesiana da reta (s) que passa pelo

ponto A=(2,3-1) e é paralela ao vetor [ =2i — J + k.
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Solucéo:
Observe na gravura a solugdo geométrica do problema.

A

c

)

Seja [Ls um vetor diretor da reta (s). Como sendo
(S)// i = =t . Fazendo t=1, como poderia ser outro

valor = 0, temos que [ s=j.
A equacdo vetorial da reta (s) ser;
P=A+AU0, com P=(x,y,z) um ponto qualquer
da reta (s). Substituindo os dados nesta equacdo encontramos

as equagdes paramétricas:

X=2+2\
y=3-A
z=-1+A

Eliminando o parametro A, temos:
X-2 y-3 z+1
2 -1 1

que € a equacao cartesiana da reta (5).




Verifique se as retas (r) e (s) dadas respectivamente pelas

N . Xx-4 'y z-2

equagdes cartesianas —_— =
3 -2 1

x-1 y-2 z-1
= = Sa0 concorrentes, reversas ou

1 -3 2

paralelas.

Solucéo:

As retas sdo paralelas se os vetores diretores respectivos i ,
e [is séo paralelos. Ora (L =3,-2,1) e s =(1,-32) ¢
como néo existe t € R tal que ﬁ s = tﬁ r afirmamos que ndo

séo paralelas.

. X z-2
Sejam m,neR tal que 3 :—:T:me

x-1 y-2 z7-1

1 -3 2

As retas (r) e (s) sdo concorrentes se e somente se 0 sistema:

X=4+3m
y=-2m
z=2+m
x=1+n
y=2-3n
z =1+ 2n, é sollvel; caso contrério (r) e (s) sdo retas
reversas.
Resolvendo o sistema teremos:
4+3m=1+n
-2m=2-3n
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2+m=1+2nouainda;

Considere agora o sistema formado pelas duas primeiras

equagcdes:

123

4+3m=1+n
{— 2m=2-3n’
teremos como solugdo m=—-1en=0.
Substituindo na terceira equacao.
2+(-1)=1+2.0, concluimos que também
satisfaz. Logo o sistema é sollvel e P= (1,2,1) é o ponto
de interseccdo das retas (r) e (s). Assim as retas sdo
concorrentes.
Verifigue se a reta (r) dada pela equagdo
x-1 z+1
——=Yy-3=—— ¢ concorrente ao plano (o) de
2 4
equacdo cartesiana X+ 2y —3z =10.
Solucéo:

A reta (r) é concorrente ao plano (o) se e somente se

(r)m(a) #6 . Logo o nosso problema consiste na resolugdo

do sistema:
x-1_ g 7+l
2 4
X+2y-3z=10

Com o auxilio de um pardmetro A € R temos que:



X=1+2A
y=3+A
z=-1+4\
Substituindo na equacdo do plano as variaveis X.y,z
teremos:

1+20+2(3+A1)—3(-1+4r) =10
ainda pode ser escrito:
—8\ =10-10 ou ainda:
A =0.

Logo o ponto de intersecgdo entre a reta (r) e o plano (o)

P=(1,3,-1).
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Angulo entre duas retas

Sejam (r) e (s) retas no espaco. Pode ocorrer um dos trés casos:
(1 (r) e (s) séo paralelas ndo coincidentes
(i) (r) e (s) sdo concorrentes
(iii)  (r) e (s) sdo reversas

Sendo (r) e (s) concorrentes, elas formam entre si quatro

angulos, dois a dois opostos pelo vértice no ponto de concorréncia P.

(s

(o)

(Fig. 4.2.1.a)

(r)

Definicdo:

Define-se como angulo, entre as retas (concorrentes), ao menor
angulo determinados por elas.

Sendo paralelas o &ngulo entre elas sera de 0°.

Sendo (r) e (s) retas reversas, toma-se um ponto em uma delas,
exemplo (s), e por este ponto tragca-se uma paralela (r’) a reta (r). O

angulo entre (r) e (s) serd dado pelo angulo entre (r’) e (s).
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P
’ (s)

Desta forma sendo [L, e [i, vetores diretores das retas (r) e (s)

respectivamente, o angulo® entre elas sera tal que:

cos(e):—<ﬁ“ﬁs >
|G o

Exemplo:
1. Calcule o angulo entre as retas (r) e (s) dadas por suas

5 i x=1 y+3 z+1
equacgoes cartesianas: = =
2 1 3

X+2 y-1 z .
= =— respectlvamente.

1 3 —
Solucéo:
Tome H,= (213) e pH,=(1,3,-1) como vetores

diretores das retas (r) e (s) respectivamente. O angulo © entre

as retas serd tal que:
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<, Mg > 2.1+1.3+3(-1)

cos@) = s 7o _
O = ]~V s e 7
2 2
V14411 154

2. Calcular o valor de A para que as retas

,donde6 = arccos(i)

V154

y+3 z
rN:—=X=— e
(r) k E
X=-1+2t
(s):4 y=3+t sejam ortogonais.
z=1+5t
Solucéo:

Os vetores no espago i, =(LA,5)e H, =(2,15)
sdo vetores diretores respectivos de (r) e (s). Como o proposto é que
(r) seja ortogonal a (s) tem-se:

<H,, p,>=0
ou:
<(@A,5),215>=0
12+1A+55=0
A ==27



Distancia de um ponto a uma reta

Seja (r) uma reta e P um ponto no espago; e d(P, (r)) a distancia
do ponto P a reta (r).

Se P € (r), entdo d(P, (r))=0.

Suponha que P ¢ (r), e tomemos A e B pontos da reta (r)
(Figura 4.2.2.a)

A (Fig. 4.2.2.3)

E facil observar que AB ¢ um vetor diretor da reta () (A=B). Os

vetores AP e AB constituem lados do triangulo ABP cuja area é dada

por:
S =%HAI§H.h ()

com h a altura do triangulo em relagéo ao vértice P.
Fazendo uso do produto vetorial (Exercicio 3, cap. V), vimos

também que
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S =%HAI5>< AI§H an
Comparando (1) com (I1) podemos escrever que:
| AP x AB| = | AB|.h
N ¢ dificil de verificar que

h=d(P, (1)

Desta feita concluimos que:

HAIS x AEH

|8}

1. Calcule a distancia do ponto A=(1,2,5) a reta de equagles

D(P, () =

Exemplo:

paramétricas:

X=1+2t
(s):sy=-3+t
z=2-5t

Solucéo:

Atribuamos dois valores quaisquer para t afim de termos dois
pontos da reta.

Para:

t=0= A =(1-32)
t=1= B=(3-2-3)
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Consideremos o0s vetores A1A e AB ¢ apliqguemos a

férmula da distancia (4.2.2)

HAP x ABH
diP,(N)="——=—
||
Ora.

AA=A-A =(125)—(1-32)=(0573)
AB=B-A =(3-2-3)-(1,-32)=(21-5)

i J k
AAxAB=[0 5 3|=-287+6j-10k

2 1 -5
|AB| =[(2.-4.-8)| =

HATA'XE;’H = /(- 28)? +6 +(~10)? =~/920

Dai chegamos a concluir que:

V920 /230

d(A())—\@ sz,Sl
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Distancia entre retas.

Sendo (r) e (s) retas no espago temos trés casos a considerar.
1. Paralelas
a) (r) e (s) coincidentes, entdo d((r),(s))=0
b) (r) e (s) distintas. Escolhendo aleatoriamente um

ponto P e (r), a distancia d((r), (s)) = d(P, (s)).

(s) /

(Fig. 4.2.3.a)

2. Concorrentes
As retas (r) e (s) séo concorrentes, entdo existe um ponto P

em comum. E como a distancia entre elas € a menor, temos que
d((r),(s))=0. (Fig. 4.2.3.b)
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(s)

(Fig. 4.2.3.b)

3. Reversas.
As retas (r) e (s) séo reversas, logo (r)~(s) =¢ . Para

melhor compreensao considere a figura (4.2.3.c).

Tomemos A um ponto em (r) e B um ponto em (s)
aleatoriamente e fagamos a projecdo do vetor BA sobre TR QT

com [, e M, vetores diretores de (r) e (s) respectivamente.
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Observe que [i, X |i, é paralelo ao eixo0Z , neste caso. Como

d((r), (s)) = H proj,, AEH temos que:

(A8 <)

d((r),(s)) = — (confira 1.9.1)
[T
Exemplo:
1. Calcule a distancia entre as retas (r) e (s) dadas por:
X=1+2t X=-1+2t
(r):{ y=t e(s):{ y=3+t
z=3+3t z=1+3t

Solucéo:
Pelos vetores diretores de (n e (s),

I, = H, =(-2,1,3) concluimos que elas sdo paralelas. Portanto

escolhemos um ponto P em (r) e calculamos a distancia d(P, (5)).
Tomemos t=0, logo P=(1,0,3).

Assim
d((r). (s)) = d(P, (s))
Para calculo de distancia d(P, (s)) é necessario que sejam
dados dois pontos de (s). Sejam por exemplo A=(-1,3,1) e
B=(1,4,4). Desta feita:
| AP x AB|
AB

d((r), (s)) = d(P, (5)) =

Ora:
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i ] k
APxAB=|2 -3 2/=-11i -2 +8k
+2 1 3

|AP x AB| = (-11F + (-2)* +87 =199
o - 1

Portanto pode-se concluir que:

4199
d((r), (s)) =W

2. Calcular a distancia entre as retas (r) e (s) dadas por:

X=t Xx=1+2n
(r):qy=1+2t e (s):Jy=n

z=3t Z=2+3n
Solucéo:

Sendo ;r = (1,2,3) e ;S = (2,1,3) vetores diretores

das retas (r) e (s) respectivamente podemos concluir que as
retas ndo sdo paralelas. Desta feita as retas serdo concorrentes
ou reversas. As retas (r) e (S) sdo concorrentes se e somente se

o0 sistema:
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X=t

y=1+2t
z=3t
X=1+2n
y=n
z=2+3n, tenha solucdo.
Resolvendo o sistema teremos:
t=1+2n
1+2t=n
3t=2+3n
Tomando as duas primeiras equagdes:
t=1+2n
£+m=n teremos como solugéo

t=n=-1
Substituindo na terceira equacao:

3- (— 1) =2+3- (— 1) concluimos que néo é satisfeito
tais valores. Logo o sistema ndo possui solucdo para tanto as
retas S&o reversas.

Tomemos agora um ponto A € (r) e Be (S); ou seja:

A=(0.10) B=(102) e

apliquemos a formula de distancia
<ABeruQ

Ur X Us

d((r).(s))=




ou seja:

_[(@-12).@23)x (213))
|@.2,3)x(2,1,3)]

Distancia de um ponto a um plano.

Seja P = (Xo,Y0,Zo) um ponto e (o) um plano de equagdo
cartesiana ax+by+cz+d=0. E nosso objetivo encontrar a relagio que nos

forneca a distancia do ponto P ao plano. (Figura 4.2.4.a)

A

Ho

B°)

(¢

[ Y

R

(@)

(Fig. 4.2.4.a)
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Seja P’=(xy1,y1,21) a projecdo ortogonal de P ao plano (o).

Definiremos como d(P, (o)), a distancia do ponto P ao plano (o),

como sendo a norma do vetor HP ' PH , OU seja:

d(P, @) =|P'F|
Se P e(a) podemos entdo concluir que d(P,(a)=0.

Suponha que P ¢ (c). Como o vetor P'P é perpendicular a (o),

logo paralelo ao vetor diretor do plano [, = (@,b,C). Tomemos o

vetor unitario de |,

||ua I

MR@»%F%:<V§EL>@
i |

ou ainda:

d(P, ()= ”\ (PP, )

Mas:

I, |=va*+b*+c? e
<P |S1 f, >=< (Xo =X Yo~ Y112 _21)’ (a,b,c)>
<P'P,0, >=ax, +bx, +cz, —(ax, +bx, +cz,)

O leitor pode ainda observar que: ax;+by;+cz; = -d.

Assim sendo podemos concluir que:
<P'P,ji, >=ax, +bx, +cz, +d
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Fazendo as devidas substitui¢des em (1) podemos ainda escrever:

_|ax +bX, +Cz, +d|

d(P,(a)) ‘ ‘(2)

JaZ+b% +c?

Exemplo:
1. Determine a distancia do ponto A=(5,2,1) ao plano(a) de

equacdo cartesiana X-y+2z2-3=0.

Solucéo:
Aplicando a relacdo (2) podemos dizer que:
|5 1+2(-1)+ 2.1+ (— 3)|

A= ‘ \/12+(—1) +2° ‘

donde:
2
J6

2. Determine a distancia entre os planos(ct) e (B) sendo dados

d(A (@) =

por suas equacdes cartesianas 2x-y+z+10=0 e 2x-y+z-5=0.
Solucéo:

Como os planos (a)e (B) sio paralelos
i, = fi, = (2-1)) afirmamos que:
d((a),(B))=d(P,(B)) com Pe(a)ou
d((a),(B)) =d(B,(a)) com Be(B)

Dai o problema se restringe a calcular a distancia de um
ponto a um plano.
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Seja P =(0,5,-5) € (), entdo

_|2.0+(—1).5+1(—5)+(—5)|
d(P,(B))—‘ Nt ‘

e ainda:

d(@).(p)) =%

3. Determine a distancia da reta (r) ao plano (o) sendo dados

por:
X=1+t

(r:cy=-3+t (a):x+y-z+2=0
Z=4+2t

Solucéo:

Como a distancia de uma reta ao plano somente é definida
quando a reta for paralela a plano, o leitor pode facilmente
observar através dos diretores da reta e do plano dados que sdo

ortogonais, ou seja:
I, = (1,1,2) diretor da reta (r), [, = (L1L-1) diretor
do plano (o) e

<M H, >=<(112)-11-1)>=11+1.1+2(-1) =0

Logo como i, L i temos que (a)//(r) . Assim

teremos:
d((r),(a)) =d(P,(a))com P e (r)
Dado P = (1,-3,4) € (r) , parat = 0, teremos:
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d((r), (@) = %1.1+112( 131)2++(;—1)1.;+ 2%

0 que também pode ser escrito:

d((r), @) =%

Exercicios:
e 12, Determinar as equacdes paramétricas e cartesianas das retas
que passam pelos pontos:
a) A=(1,2,0) e B=(0,0,4)
b) L=(1-11) e M=(2,-1,4)

1 5 X=1-A
Resp.:a))(_;l:y_;zzﬁ ;Y =2-2A
Z=4\

e 13. Encontrar a equagdo cartesiana da reta que:

a) passa pelo ponto A=(1,-15) na direcdo do vetor

V=(2-13)
x-1 y-1 z+5
Resp.: = =
-1 3
b) passa pelo ponto M=(0,1,1) na direcdo do vetor
i =(110)

Resp. X=y-1 z=1
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14. Escreva a equagdo paramétrica da reta que passa pelo ponto

M=(1,-1,3) e é perpendicular a reta (s) de equagdo cartesiana

X__Zzy__:l'zz+l_
3 2

x:l+}é

Resp.: 1y =—-1-3t

z:3+gt
2

15. Ache a equacdo da reta (r) que passa pelo ponto A=(1,0,1)
e é paralela aos planos 2x+3y+z+1=0 e x-y+z=0.

x-1 vy z-1
Resp.: ——=—=—-—
4 -1 -5

16. Encontrar a equacdo cartesiana da reta (r) que passa pelo

ponto M=(2,3,-1) e é paralela ao vetor U = i+ ] -k.

X-2 y-3 z+1
1 1

Resp.:

17. Mostrar que os pontos A=(-1,4,-3), B=(2,1,3) e C=(4,-1,7)
sdo colineares.

Resp.: (Sugestdo: Produto misto)

18. Determine um ponto e um vetor diretor de cada uma das

seguintes retas:



x-1_z+1
2
y

a)
=2

X=2+3t
bys y=1-3t
z=t

x-1 y+2 z+1
4 -1 2

19. Encontrar o ponto de intersecc¢do das retas, casos existam.

Xx=3y-1 =2x+1
a)(r):{zzyy+le(s):{y

c)

z=x-1
) . X=5+t
X — y z-
(r)i—==-=——1¢(9): =2-t
) (r) 7 =3~ 2 e (s) Zy_7 N

20. Determinar a equacdo cartesiana da reta que passa pelo

ponto M=(-1,0,1) e é paralela a reta (s) de equacéo cartesiana;
x-1 z-1
2 1
y=2
X+1
Resp.: T:Z_l e y=0

21. Ache a equacéo cartesiana do plano que passa pelos pontos
A=(1,0,1), B=(2,1,0) e C=(1,1,1).
Resp.. X+z2—-2=0

142



e 22 Determine um plano (o) perpendicular ao plano
(B):x+y—2z=8 eque passa pelo ponto M=(1,2,1).
Resp.: X+Yy+2z2-5=0

e 23. Encontre a interseccdo entre o0os  planos
():x—y+z=0e(B):2x+y-2-3=0.

e 24, Ache o angulo entre as retas

1 1 Xx=2-3t
a)(r):{y—_=5=ie(s): y =4+t

2 3 1
z=1-2t

x=1 B B
b)(r):{y+2_zle(5);{l:y_4=z 3
-1 4 2
A 2
Resp.: @) 90°, b) 6 =arccos[—j

V17

e 25, Calcule a distancia do ponto a reta (r) nos seguintes casos:

X y+1 z-3
P=2,15)e (r):—="—"—="——
a) P=(2,1,5) e (r) 1 > >
Resp.: Z\EA
x=2y-1
b) P=(0,1,0) e (S):
2=3y+2
Resp.: ﬂ
V14
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X=3+t
c)P=(-1,11)e (S):y y=2-t
Z=4+2t

J75

Resp.:
"6

26. Ache a distancia entre as retas seguintes:

3x+1= _ox—
a)(r):{ZX:i_Ze(s):{y x-1

Z=X+2
Resp.: %E
Xx=1+2t X=-1+2t
by(r):< y=0+t e(s):x y=4+t
z=-1+3t 7=2+3t

Resp.: ﬁ
14

X=3+2t
qayx_1:y+1=2_3e@y y=2+3t
2 3 -1
z2=2-t
Resp.: 0

27. Determine o valor de m € ‘R, para que o ponto

M=(1-m,2m,1-3m) pertenca ao plano (c): X+2y-z+7=0.

Resp.: m = _%

28. Calcule a distancia do ponto P ao plano (o) nos seguintes

Casos:

144



145

a) P=(2-14) e(a):x-y-z-2=0

Resp.: \/é

b) P=(0,-1,1)e(a): x-y=0

Resp.: \/54

c) P=(2-13)e(a):2x-y+z=0.

Resp.: 0

29. Ache os pontos de intersecgdo do plano (a): 2x -y +z =2
com os eixos coordenados (0X,0Y,0Z).

Resp.: (1,0,0), (0,-2,0), (0,0,2)

30. Encontre a distancia entre os planos (a): 3x -y +z=7¢e

(B):3x-y+z-10=0.

Resp.: %/ﬁ

31. Mostre que se (o) e (B) sédo planos paralelos dados por suas
equacOes cartesianas ax+by+cz+d=0eax + by +cz
+ d; = 0 respectivamente, entdo a distancia entre eles é dada

por:

@) - =

‘\/ a’+b® +c? ‘
32. Dados M=(0,1,2), N=(-1,1,1) e P=(5,7,9), escreva as
equacles paramétricas da reta que contém a mediana, relativa
ao lado MN, do triangulo MNP.




X = —}é +1%t

Resp.: ¢y =1+6t
-3/ .15
2=3,+15/t
33. Determine o ponto de interseccdo da reta (r) com o plano

(o) para 0s seguintes casos:

()XY (g)ixoy+22-1
1 3
Resp.: P = Q/r/&’/ﬂ)
X=2-3t
by(r):{y=1-4te(a):2x-z=4
z7=2-t
[16 13 12}
Resp.. | —,—,—
5 5 5
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6. SUPERFICIE ESFERICA

Equacdes da Superficie Esférica.

Sejam C=(a,b,c) um ponto do espagoe I R.ia superficie
esférica de centro C e raio r € um lugar geométrico cujos pontos que a
constituem satisfaz a equacgéo

d(P,C) =r (figura5.1)

Z

(Fig 5.1)

Sendo P = (x,y,z) um ponto aleatdrio da superficie esférica,

temos:
CP=pP-C-= (x —ay — b,z - c), e como d(C,P)

=HC ISH =r, obtemos:
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(x—=2)° + (y-b)*+ (@ -c)*=r* (1)
denominada de equac&o reduzida da esfera de centro C e raiorr.
A partir da equacdo (1), e desenvolvendo os quadrados
encontramos que:
X2+ Yy + 72 —2ax—2by-2cz +a’+ b*+c*-r*=0
Como a,b,c,r € R sdo constantes pré-definida, podemos

escrever.
X+y+72+Bx+Cy+Dz+E =0 (2)
a qual denominamos de Equacao Geral da Superficie Esférica.

Observe que:

B=-2a
C=-2b
D=-2c

E=a’+b*+c—r* (3)

Proposicdo: (1)
A equacdo, x> + y* + 22 + Bx + Cy + Dz + E = 0, é de uma
superficie esférica se e somente se B + C* + D? - 4E > 0.
Demonstracéo:
Basta substituir os valores de a,b,c em E e impor a condicdo de

existéncia parar.

Proposicéo:(2)
Se uma esfera é dada pela equagdo cartesiana:
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X*+y*+2*°+Bx+Cy+Dz+E=0, entio o

centro C= (_ %C%_ %) e 0 raio

JB?+C2+D?-4E

R=
2
Exemplo:
1. Determinar a equacdo reduzida da superficie esférica de centro
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C=(1,0,4) eraio r=5.
Solucéo:

Aplicando a equacéo (1) obtemos:

(x-1)°+y +(z-4)*=25

Verifique se uma superficie esférica pode ser descrita pela equacao
X2+ y +72-4x+y—-3z+5=0, e caso possa determinar o seu
centro e 0 seu raio.
Solucéo:

Pela equagdo x? + y* + 22 — 4x + y — 3z + 5 = 0, constatamos
queB=-4,C=1, D=-3eE=5ecomoB’+ C?+ D?-4E = (-4)?
+ 1% + (-3)2— 4.5 = 26 — 20 = 6, concluimos pela proposicdo (1) que
trata-se de uma equacdo da superficie esférica.

Assim o centro e o raio é obtido na forma:

[—B —C —Dj JB?+C2+D2—4E
C=|2 > "“ler=

22" 2 2

0 que pode ser escrito por:

C=(2-1/23/2)er=+3/2



3. Determine o valor de m e R para que o ponto A=(1-m,2m,3)
pertenca a superficie esférica de equacdo (x — 1) + y* + (z - 2)* =
16.
Solucéo:
Se A pertence a superficie esférica, entdo as coordenadas de
A satisfazem a equacdo dada, ou seja:
(1-m-1)%+(2m)*+ (3-2)*=16
m” +4m” + 1° = 16
5m’ =161

ou ainda:

m=~/30um=—-/3
4. Encontre os pontos de intersec¢do da superficie esférica dada pela
equacdo x> + y* + z2 - 2x — 6z + 1 = 0 com os eixos coordenados
0X, 0Y e 0Z.
Solucéo:
Sejam AB,C pontos no espagco  nos  quais

AeOX,BeOY e CeOZ.

Desta feita temos:
A = (x,0,0), B = (0,y,0) e C = (0,0,2) os supostos pontos de
interseccdo da esfera com os eixos coordenados.
Aplicando cada ponto na equagao teremos:
Ponto A:
X*+0°+0°-2x-6.0+1=0
x> -2x+1=0

x-1?=0=>x=1 dai A=(100)
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Ponto B:
02+y*+0°-20-6.0+1=0
y+1=0,entdo y € R.
Logo a superficie esférica ndo intercepta o eixo OY.
Ponto C:
0*+0°+2°-20-62+1=0
ZZ-62+1=0
Resolvendo esta equacgdo obtemos:
2'=3+22 ou 2'=3-2V2
Dai concluimos que a superficie esférica intercepta o eixo 0Z

em dois pontos.

C,=(003+2v2) e ¢, =(003-2V2)

Posicéo entre o Ponto e a Superficie Esférica
Sdo trés as posi¢des do ponto P em relagdo a superficie esférica.

(Fig. 5.2)

1) Interior a superficie se e somente se
d(P,C)<r

i) Na superficie, se e somente se
d(P,C)=r

1) Exterior a superficie se e somente se
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d(P,C) > r

Onde C é o centro e r é o raio da superficie esférica.

Exemplo:
1. Dé aposicdo do ponto P = (2,-1,4) a superficie esférica de

equacéo
(x—1)%+ (y + 2)* + 2% = 49.
Solucéo:
Como o centroéoponto C=(1,-2,0)eoraior=7,¢

bastante compararmos d(P,C) com o raio.
ora; d(P,C) =y/(2-1)* +(-1-2) + (4-0)

ou ainda:

d(P,C)=+/18

Logo P é um ponto interior a superficie esférica haja visto

que\/%<7

2. Ache o (s) ponto (s) de intersecgdo entre a reta

x-1 'y
2 -1
X2+y +72=6.
Solucéo:
Se P ¢é o ponto de intersec¢do entre a reta (r) e a superficie

1
e a superficie esférica da equacdo reduzida

(r):

esférica, suas coordenadas satisfazem a ambas as equagdes.
Inicialmente tomemos um ponto genérico da reta (r) ou seja:

P=(1+2t -t -1+t)para t € R ; em seguida apliquemos a superficie
esférica através de sua equacdo reduzida.
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Logo:
(1+20)°+ (1) + (-1 +1)?=6

Desenvolvendo os quadrados e reduzindo, temos:
3tP+t-2=0

Dai encontramos t” = -1 ou t” = +2/3.

Desta forma a reta intercepta a superficie esférica nos pontos:
P,=(1-2,-1,-1-1)=(-1,-1,-2)
P>

=(1+ 2% _?2 ,—1+§) =(7/3,-2/3,-1/3)

3. Decida se areta (r) é exterior a superficie esférica de equacdo
X2+ y? + 72 = 2, sendo:
X=4-3t

(N: y=t
z=1+2t

Solucéo:
A reta (r) é exterior a superficie esférica se e somente se
d(C, (r))>R onde C e R sdo o centro e o raio desta superficie
respectivamente.
Para calcularmos a distancia do centro C a reta pela formula é
necessario obtermos um ponto da reta (r).
Pelas equacBes paramétricas de (r) obtemos sem muito

esfor¢o um de seus pontos e um vetor diretor, por exemplo:

P=401)e [, =(-312)
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Dai:

HOISXQr
dC,(r))="——— ; mas
o
I, | =+/(-3)% +1% +2% =
i ] oK
CPxU,=|4 0 1=-i-11j+4k ,
-3 1 2
H(:qur =J(~1)? +(-12)* + 4% =138
Desta feita:

d(C,(r)) = */ﬁ J69/7

Como o raio da superficie vale \/E , concluimos que
D(C, () >R.

Logo (r) é exterior a esfera.

Plano Tangente.
Diz-se que um plano (a) é tangente a uma superficie esférica (S)

se e somente se existir um Gnico ponto P comum a ambos (Fig. 5.3)

S

E (Fig5.3)
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Proposicéao 2:

Um ponto P é ponto de tangéncia entre um plano (a) e uma
superficie esférica (S) se e somente se o vetor CP ¢ ortogonal ao plano.

Demonstracéo:

Seja C(xo,Y0,Z0) O centro e r o raio da superficie esférica.

Seja P :(le Yis Zl)e (oc)m(S) e como
CP = (X, = Xg» Y1 — Yo, 2, — Z, ), termos
(G N P S S PR

Por outro lado, sabendo que P é ponto de tangéncia, temos que

4(C,())=R.

Assim d (C, (oc )) = Hﬁ” 0 que nos leva a concluir que

C$J_(oc).
Como CP J_(oc) e Pe (oc)m(S) temos que

d (C, (a )) = R. Logo P é ponto de tangéncia.

Exemplo:
1. Escreva a equacéo cartesiana do plano (a) tangente a
superficie esférica (S) de equacdo reduzida (x + 1) + (y — 1)* +
z=7noponto P = (1,0, \/é)

Solucéo:
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Pela proposicéo (2) o vetor @ € ortogonal ao plano
(a), com C = (—1,1,0); logo:
CP =(-1-(-1)0-1v3-0)
CP =(2.-1,43)
Seja A=(x,y,z) um ponto arbitrario do plano (a); entao:
PA-CP =0
(x—l, y-0,z —@)-(2,—1, \/§)= 0
2(x-1)+(-1)-y +\/§(z —\/§)= 0
O que também pode ser escrito:
2X—Y +4/32-5=0
Determine a equagdo cartesiana do plano (a) tangente a
superficie esférica x> + y* + z* = 4 e paralelo ao plano (B ) de
equagdox +y—z+1=0.
Solucéo:
Como o plano (a) é paralelo ao plano (B) temos que:
(oc) iX+y-z+d=0
Por outro lado:
d (C, (oc )) =R por (a) ser tangente a superficie
esférica (S).
Logo podemos ter:
‘1-0+1-0+(—1)-0+d‘
\ f+f+@nz\
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Ou seja:
d|=2v3
Assim teremos os planos:
(a,):x+y-z+23=0
(o) x+y—2-243=0
3. Determine o centro e o raio da circunferéncia de interseccao da
esfera x* + y* + z2 = 16 com o plano (a): X+y-z=5.

Solucéo:
Analisemos a figura:

Da equacdo da superficie esférica (S) temos que
C=(0,0,0) e R =4, séo o centro e o raio de S. seja Cy = (a,b,c) 0

centro da circunferéncia intersec¢do do plano (a) coma

_—

superficie esférica. O vetor CC,, é ortogonal ao plano (a);

logo podemos escrever:

CcC, =t(11-1)
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Onde:
(a,b,c) =1(1,1,-1)
ou ainda:
a=t
b=t
c=-
Em virtude de C, (ot ) temos que:

t+t+t=5

Desta feita C, :(%%_%)

Para determinar o valor do raio da circunferéncia usamos a

ou seja:

relacdo:
—_ 2 — 2 —|2
Hcc0 +‘COM =HCM ,
que pode ser reescrita:
5/ 5/ 5/ 42 =42
H(/s’é%) +r? =42,

com r o raio da circunferéncia intersecgdo. Assim:

r2—16-1 -9
9 9
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Escreva a equagdo do plano (oc) que contém a reta de
equacdes paramétricas X = t, y=t e z=0 e é tangente a
superficie esférica (S) de equagdo (x—1)°+(y-1)?+(z—2)%=1.
Solucéo:

Seja ax + by + cz + d = 0 a equagéo do plano (oc). Como o
plano (oc) contém a reta (r), podemos escrever:

at+bt+cO+d=0comteR.
Parat=0
O@@+by+d=0..d=0
Parat=+1
a+b+0=0, ondea=-h.
Substituindo na equagdo do plano (oc), teremos:
ax-ay+cz=0
Aplicando a condicéo de tangéncia para o plano.

d(C,(a))=r, ou seja:

‘a- + —a)-1+c-2+0‘

L =1
‘ \/a2 +(-a)’ +¢? ‘

ou ainda:

2C

=1

Elevando o quadrado a igualdade vem:
4¢% = 2a% + ¢?, ou ainda:

2a-3c¢’=0



Fatorando a expressdo, temos que:

(\/Ea —\/§CX\/§a + \/§c)= 0

Dai podemos afirmar que:

J2a—+3c=0 ou +2a++/3c=0

ou seja:
c=+/%-a

Substituindo na equagdo do plano tem-se que:

ax—ay =+ %-z-a:O

Ou ainda:

x—y+\/%-z=0 ou x—y—\/%-z:o

Comparando com o valor do raio da superficie esférica,

concluimos que o plano intercepta a superficie esférica.
5. Decida se o plano (a) intercepta a superficie esférica (S),
sendo:
(@):x—y+z-1=0
(S):x* +(y-1)+22 =16
Solucéo:
O plano (a) interceptard a superficie esférica (S) se
d(C,(oc))S I, com C o centro e r 0 raio da superficie

esférica.
Como C=(0,1,0) e r=4, dai:
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_\1-0+(—1)-1+0-1+(—1)\ o
e le))= NCETISTE

ainda:

Comparando com o valor do raio da superficie esférica,

2 . .
—— <4, concluimos que o plano intercepta a superficie

3

esférica.
6. Escreva a equacdo de um plano (a), tangente a superficie
esférica (S): xX* + (y + 1) + (z - 1)* = 5 no ponto P=(0,1,2).
Solucéo:
Pela proposicéo (2) o vetor @ é ortogonal ao plano (a),

com C o centro da superficie esférica. Como C= (0,-1,1), dai:
CP=(012)-(0,-11) , ouseja:
CP=(0,2.1)

Seja M = (X, Y, Z) IS (a), podemos entdo escrever:

PM EFs =0, o que nos levard a equagdo do
plano (a):

(x-0,y-1,2-2)-(0,21)=0

0-x+2(y-1)+1-(z-2)=0

ou ainda:



(@):2y+z-4=0

Exercicios:
o 1 Encontre a equagdo reduzida da superficie esférica (S),
onde:
a) C=(1,20)er=3
Resp. (x—1)" +(y—2)° +22 =9
b)C=(0,00)er=8
Resp.. X* +Yy> +2° =64
0)C=(2-14)e r=+3
Resp.: (x—2)° +(y+1)* +(z-4)° =3
o 2 Decida quais das equacdes representa uma superficie
esférica.
a) X*+y +72-4x-8y+z-10=0
b) xX*+y*+z2-82+9=0
) X*+2y%+7%-4x+5y+15=0
o 3 Determine o valor de me R para o qual o ponto A

pertenca a superficie esférica S.
a) (S):X+y +72-4=0eA=(m,1-m,1)

1445
2
b) (S): X*+y?+7%—2x+2y-4z =19 e A=(0,1,m)
Resp.: 2++/20

o 4 Encontre os pontos de interseccdo da superficie esférica

Resp.:

(S) e os eixos coordenados 0X, Y e 0Z.
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a) (x-17°+(y-1*+(@z-27 =1
Resp.: N&o intercepta os eixos coordenados.
b) xX*+y+z22-2y+1=0
Resp.: eixo OY no ponto (0,1,0)

e 5 Seja (a) um plano tangente a superficie esférica (S) e
paralelo ao plano (B ) Encontre a equacdo cartesiana de plano
(00).

a) (S):X+y +72-6x-2z2-6=0¢e (B) X+y+z-1=0
Resp.: (0t ): X+ y+2+4+4y/3=00u
(@):x+y+z+4-4y3=0
by (S):x*+y*+z°=9e (B):x—y+ 22=0
o 6. Decida se a reta (r) intercepta a superficie esférica (S).

a) (S:xX+y +7°=6e (r): y=1-t
z=2t

Resp.: intercepta.

x-1 z+1
b) () x+y-2y+i=oe (r): =L 22
2 -1 3
Resp.: ndo intercepta.
o 7. Dé a posicao do ponto A em relacgdo a superficie esférica

(S)
a) A=(1-12)e(S):x*+y +2°=9
Resp.: interior.
b) A=(0-14)e(S): X’ —dx+y +7°-22+1=0
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Resp.: exterior.
) A=(1,03)e(S): X*+y +7z2-6y—-10=0
Resp.: AeS
8. Determine os pontos de intersec¢do entre a reta (r) e a

superficie esférica (S), sendo:

(r): x-1_y+l_z71 (S):x*+y*+2%=5

2 1 1

Resp.: (-1, 2,00 e 2 =2 4

333

9. Encontre a equacéo do plano (a) tangente a superficie
esférica (S): X* + y* + z° — 2x + 2z — 3= 0 no ponto A=(1,1,1).

Resp.:y+2z2-3=0
10. Determine a equagdo do plano (a) tangente a
superficie esférica (S): X* +y* + 22 —6x+y—-2z2-5/4=0¢e
paralelo ao plano (B ): X-y+z-5=0.
Resp.: x-y+z+3/2=00ux-y+z-21/2=0

11. Dé aequagdo cartesiana do plano (a) que contém a reta
y=1

(I’) : e é tangente a superficie esférica (S): X*+(y+1)*+z°=1.
X

12.  Verifique se o plano (a) intercepta a superficie esférica
(S), para os casos:

a) (oc):x+y+z—1=Oe(S):x2+y2+22=5
Resp.: intercepta.

b) (a):2x-y+z=0e(S): (x-1)°+y’ +(z+1)?=6

Resp.: ndo intercepta.
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e 13. Encontre o centro e 0 raio da circunferéncia da interseccao
da superficie esférica x° +y? + z* = 25 com o plano (a): 2% +

yt+z=4.
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