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APRESENTAÇÃO 
 
 
 Em 1591 François Viète (1540-1603) publicou um pequeno livro, 
In Artem Analyticam Isagoge (Introdução à Arte Analítica), com o 
seguinte e arrojado propósito: não deixar nenhum problema sem 
solução. A inovação contida em seu livro, que o levou a pensar em 
poder resolver todos os problemas do mundo, era a introdução dos 
métodos simbólicos na álgebra. Como quase sempre acontece, a idéia 
revolucionária não angariou aclamação geral na comunidade matemática 
– na verdade, gerou polêmicas que durariam cerca de dois séculos. Não 
obstante, o eventual sucesso da idéia de Viète foi tão completo, que hoje 
em dia é difícil conceber a matemática sem os seus símbolos. O efeito 
(relativamente) imediato, porém, foi a transformação da geometria 
analítica em um poderosíssimo instrumento para a modelação de 
problemas matemáticos, tanto os da matemática pura, quanto os da 
matemática aplicada; assim como uma importante propedêutica para o 
desenvolvimento de vários dos métodos de Cálculo infinitesimal. 
 O presente livro do Prof. Robson Santana Pacheco, embora não 
pretenda resolver todos os problemas do mundo, compartilha com o de 
Viète, no ambiente pedagógico, o que este contribuiu para o percurso 
histórico. Isto é, o presente livro pretende proporcionar ao aluno atual os 
requisitos necessários para utilizar a geometria analítica como um 
instrumento de análise, tanto da matemática pura, quanto da matemática 
aplicada. Ainda mais, também pretende proporcionar ao aluno parte do 
conhecimento necessário para que este possa embarcar no estudo do 
Cálculo sem embaraço. Digo parte do conhecimento porque o Prof. 
Robson Santana Pacheco não chega a tratar das funções trigonométricas, 
logarítmicas e exponenciais neste livro. 
 A apresentação segue o modelo tradicional no ensino da 
matemática – definição, exemplo, teorema – com uma modificação 
importante, a saber, pouca ênfase é dada ao papel da demonstração. No 
seu lugar, ressaltam-se as aplicações, isto é, exemplificações de como 
proceder para resolver os problemas – de como usar, de forma concreta, 
a geometria analítica. Isto, em conjunto com a natureza espartana do 
texto, dá ao livro o caráter de um workbook, deixando facilmente 
identificáveis pelos estudantes, os elementos essenciais e realçando, 
como parte essencial da experiência pedagógica do leitor, os exercícios.  
 Ao leitor, enfim, desejamos sorte e sucesso no estudo dessa bela 
parte da matemática. 

John A. Fossa 
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PREFÁCIO 
 
 
                  Trabalhando com estudantes dos diversos cursos na área 
tecnológica e de ciências exatas, sempre procurei, com zelo de quem é 
perfeccionista, ser o mais claro e objetivo possível naquilo que me 
expunha a fazer como docente da disciplina de Geometria Analítica. 
Senti, durante anos a necessidade, por parte dos estudantes, de um texto 
mais compacto e descritivo, que usasse de ilustrações e demonstrações 
geométricas e  objetivasse uma compreensão imediata do assunto 
tratado a cada momento no contexto de cada aula. Resolvi, então, 
construir a base do programa da disciplina oferecendo aos estudantes de 
Sistema de Informação um texto que, aplicado e reaplicado por três 
semestres seguidos, constitui-se como pilar do texto acadêmico ora em 
curso. Tenho consciência de que muitos detalhes foram deliberadamente 
omitidos, o que facilitou a este fascículo não ser muito extenso e, ao 
mesmo tempo, despertar a curiosidade do leitor para a sua participação 
no processo de ensino aprendizagem. Há um velho provérbio francês 
que diz: “Aquele que tenta explicar tudo, acaba falando sozinho”. Por 
isso, fiz opção na escrita deste livro por um caminho, entre dizer demais 
e dizer de menos. 
                 Para o estudo da Geometria Analítica se faz necessário, a 
priori, noções de álgebra  cursada no ensino básico, e Geometria Plana 
como também de uma boa abstração na visualização dos conceitos 
básicos. Estes conceitos são gerenciadores da compreensão e das 
resoluções de situações variadas. Um dos objetivos da Geometria 
Analítica é relacionar a álgebra, forma abstrata, com a geométrica, 
forma concreta. Por isso, se faz necessária a perfeita compreensão dos 
conceitos agregados, sempre que possível, da forma geométrica dos 
mesmos. 
                 Neste livro abordaremos o estudo conceitual sobre os vetores 
no capitulo 0 ; álgebra com vetores, retas no espaço bi-dimensional nos 
capítulos I e II; cônicas e circunferência, nos  capítulos II e III;  vetores, 
retas e planos no espaço tri-dimensional no capitulo  IV  e concluímos 
com um estudo sobre a Superfície Esférica  no capítulo V. Há um 
campo bem robusto de exercícios resolvidos como também propostos, 
alguns clássicos. 
                Concluindo, espero ter contribuído de alguma forma no que 
diz respeito ao despertar, no leitor, pelo estudo da matemática como 
também em uma visão que tenho da própria matemática. 
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1. VETORES 

 

Introdução 

 

Eixo 

É toda reta munida de uma orientação em seu suporte. 

Convenciona-se como positiva a orientação dada, e negativa a contrária. 

 

 

 

 

Segmento Orientado 

Um segmento orientado AB  é um segmento de reta determinado 

pelos pontos A e B, da reta, designados  respectivamente como origem 

e extremidade do segmento. Será designado por uma seta. 

 

 

 

 

Segmento Nulo 

Um segmento orientado AB  é nulo se e somente se A coincide 

com B, ou seja A≡B. 

Será representado por AA . 

 

 

r 

A 
B 
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Segmentos Opostos 

Sendo AB  um segmento orientado, afirmamos que o segmento 

orientado BA  é oposto de AB . 

 

Medida de um segmento 

 
É um número real positivo que expressa a medida de seu 

comprimento em relação a uma unidade de medida. A medida de um 

segmento orientado AB  é o seu comprimento ou módulo. 

 

Direção 

Denomina-se de direção de um segmento orientado a inclinação da 

reta que o contem. Desta feita dois segmentos orientados possuem a 

mesma direção quando as retas suportes que os contem são paralelas. 
 

 

  

 

 

 

 

 

 

(1)            (2)                  (3)  
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Sentido 

Sentido de um segmento orientado é a orientação em seu suporte. 

Desta maneira dois segmentos orientados possuem sentidos opostos se 

possuem a mesma direção. 

 

Segmentos Eqüipolentes 

Dois ou mais segmentos orientados são eqüipolentes quando 

possuírem a mesma direção, o mesmo sentido e o mesmo módulo. 

 

 

 

 

 

 

 

''''''~''''~''~ BABABAAB  
 

Observação: 

A eqüipolência de segmento orientado é uma relação de 

equivalência. 

1) ABAB ~  (Reflexiva) 

2) Se CDAB ~ , então ABCD ~  (Simétrica) 

3) Se CDAB ~  e EFCD ~ , então EFAB ~  (Transitiva) 

 

 

 

 

A A’ A’’ A’’’ 

B B’ B’’ B’’’ 
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Vetor 

Definimos como um vetor v  determinado por um segmento 

orientado AB  ao conjunto de todos os segmentos orientados 

eqüipolentes ao segmento AB . 

O vetor será representado por qualquer elemento da classe de 

segmentos orientados eqüipolentes a um segmento  AB . 

O vetor determinado pelo segmento orientado AB  será denotado 

por AB  ou B – A ou v . 

As características de um vetor v  são as mesmas de qualquer de 

seus representantes: sentido, direção e módulo. 

O tamanho ou norma (ou intensidade ou comprimento) de um 

vetor u  é uma grandeza modular que corresponde ao comprimento do 

segmento orientado que o representa e é denotado por u . 

Dizemos que u  é um versor ou vetor unitário se e somente se 

1=u . 

Algumas afirmações sobre vetores são decorrentes da definição de 

seus representantes: 

i) Os vetores  u  e v  são paralelos, vu // , se os segmentos 

orientados que os representa forem paralelos. Desta feita 

eles podem ter o mesmo sentido ou sentidos contrários. 

ii) Os vetores  u  e v  são iguais, vu = , se e somente se tem 

a mesma norma, mesma direção e mesmo sentido. 
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iii) Os vetores  u  e v  são ortogonais, vu ⊥ , se as retas que 

as contem forem ortogonais. 

iv) O vetor u  é nulo se e somente se a sua norma for zero, 

0=u . 

 

Exercícios: 

• 1. Verdadeiro ou Falso? 

a) Vetor é uma grandeza escalar. 

b) A norma de um vetor v  é sinônimo de tamanho do vetor. 

c) A norma do vetor AB  é igual a norma do vetor BA . 

d) Qualquer que seja o vetor u  tem-se 0⊥u  e 0//u . 

 

• 2. Se dois vetores u  e v são paralelos a uma mesma reta então 

eles são paralelos. Justifique. 

 

• 3. Não podemos afirmar que: “Se u  e v  são vetores paralelos 

a um mesmo plano então eles são paralelos”. Por quê? 

 

• 4. Se vu =  então u = v . Justifique. 

 

• 5. Demonstrar que as diagonais de um paralelogramo se cortam 

ao meio. 
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• 6. Na figura ao lado exprima os seguintes vetores: 

a) ( ) ( )BCAB −+−  

b) ( ) ( )DBAD −+−  

c) ( ) EDEA −+−  

 

 
 

• 7. Sendo 0<α  podemos afirmar que vv //α  para algum 

vetor v ? Justifique. 

 

 

 

 

 

 

 A 

B C 

D 

E 
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2. O PLANO 

 

Sistema de Coordenadas 

O plano cartesiano é o plano determinado por dois eixos que se 

interceptam de forma perpendicular ou oblíqua. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Na classificação teremos então: 

i) Sistema cartesiano ortogonal; 

ii) Sistema cartesiano oblíquo. 

 

A cada ponto do plano P no plano cartesiano corresponde um par 

ordenado (x, y) de números  reais e, inversamente, para cada (x, y) tem 

como seu correspondente um ponto P no plano; escrevemos P(x, y) para 

indicar estes fatos. 

O par ordenado (x, y) será denominado de coordenadas cartesianas 

do ponto P e, x e y serão denominadas abscissa e ordenada do ponto P. 

 

 

 

 

x X 

P 

Y 

x X 

P 

Y 

2
πα <  
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Distância entre dois pontos 

 
Sejam P(x, y) e Q(x1, y1) pontos do plano. Conforme mostra figura 

abaixo; e d(P, Q) a distancia entre os pontos; ou seja ( ) PQQPd =, . 

Pelo triangulo retângulo determinado PQR, concluímos que: 

222
QRPRPQ +=  

daí: 

( ) ( )22 ,,),( yyxxQPd −+−=  
 

Vetores no PLANO 

Seja AB  um segmento orientado no plano XOY. O vetor 

determinado por AB  é dado por: 

{ }ABXYXYAB ~/= .  
Por esta definição vemos que 

existe um segmento eqüipolente a 

AB  cuja origem coincide com a 
origem do plano (Fig.1.1). 

Tomando v  como tal segmento 
orientado o denominaremos como 
o vetor do plano. Assim teremos: 

x 

R 
P 

Q 

x1 

y 

y

B 

v

A 

(Fig.1.1) 
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ABABv −==  

 

Operações com vetores 

Sejam ),(1 bav =  e ),(2 dcv = e ℜ∈λ . As operações adição 

e multiplicação por escalar serão definidas por: 

i) ),(21 dbcavv ++=+  

ii)  ),(1 bav λλλ =  

Como conseqüência destas operações teremos a diferença de 

vetores )( 21 vv − . 

),()1( 2121 dbcavvvv −−=−+=−  

Propriedades: 

a) Adição: 

i) 1221 vvvv +=+  (Comutativa) 

ii) 321321 )()( vvvvvv ++=++  (Associativa) 

iii) 111 vvv =+=+ θθ  (Elemento Neutro) 

 com )0,0(=θ  

b) Multiplicação por escalar. Sendo k1 e k2 ℜ∈ , e 1v  e 2v  

vetores no plano: 

iv) 1211121 .)( vkvkvkk +=+  

v) 2211211 )( vkvkvvk +=+  

vi) 121121 )()( vkkvkk ⋅=  
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vii) 111 vv =⋅  

viii) θ=⋅ 10 v  sendo )0,0(=θ  

 

Observação: 

É fácil de se verificar que v  e k v  são vetores de mesma direção; 

para 0≠k , e conseqüentemente paralelos e que: 

(1) Se 0>k  preservam o mesmo sentido, caso contrário 

sentidos opostos; 

(2) Se 1>k  teremos uma dilatação e 10 << k  em 

contração.. 

 

Para representar graficamente o vetor vu +  faz-se uso da 

construção do paralelogramo conforme a ilustração abaixo. (Fig. 1.2) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

v
y 

u
y 

vu +  

(Fig. 1.2) 

Y 

X O 
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Norma ou Módulo 

Seja ),( bau =  um vetor do plano. Então 22 bau += .  

Conforme mostra a 
ilustração ao lado o triangulo 
OED é retângulo. Assim 

22222
EDODOEEDODOE +=∴+=

. Como OEu =  tem-se que 

22 bau += . 

 
 

Proposição: 

Sejam u  e v  vetores do plano e ℜ∈k , então: 

i) 0=⇒=⋅ kOuk  ou Ou =  

ii) 0≥u  e Ouu =⇔= 0  

iii) vuvu +≤+  (Desigualdade triangular) 

iv) ukuk ⋅=⋅  

 

 

 

 

 

 

 

D 

E 

a 

b 

u  

O 
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1.1. Ponto Médio de um segmento 

Seja AB  um segmento 

de reta sendo (x1, y1) e (x2, y2) 

as coordenadas cartesianas 

dos pontos A e B 

respectivamente; e M o ponto 

médio de AB  com 

( )MM yx ,  suas coordenadas. 

Então: 
2

21 xxxM
+

=  e 
2

21 yyyM
+

= . 

Demonstração: 

Os vetores AM  e MB  são equivalentes, (Fig. 1.3), logo:  

),( 11 yyxxAM MM −−=  e 

),( 22 MM yyxxMB −−=  
Assim: 

  
2

21
21

xxxxxxx MMM
+

=⇒−=−  

  
2

21
21

yyyyyyy MMM
+

=⇒−=−  

 

Exemplo: 

  Considere )3,2(=A  e )1,5( −=B  as extremidades do 

segmento AB . Determine as coordenadas do ponto médio de AB . 

Solução: 

yM 

y2 

x1 

y1 

O x2 xM 

M 

A 

B 

(Fig. 1.3) 
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 Seja ),( mM yxM =  o ponto médio de AB , logo: 

2
7

2
52

=
+

=Mx  e 1
2

)1(3
=

−+
=my  

 

1.2. Vetor unitário 

Define-se como vetor unitário ao vetor de norma 1. 

Exemplo: 









=

5
2,

5
1u  é unitário pois: 

1
5

41
5

2
5

1
22

=
+

=







+








=u  

 

Caso geral: 

Dado um vetor v  o vetor 
v

vv =µ  é o vetor unitário de v . 

Exercícios: 

• 1) Determine o valor de x para que CDAB = , sendo 
)3,1( += xA , )1,2(=B , )52,13( xxC +−=  e 

)5,1( xD += . 
Resp.: x=1 

• 2. Determine o ponto de intersecção da reta mediatriz com o 

segmento AB  sendo A=(3,5)  e B=(-1,-2). 

Resp.: L=(1, )2
3  



 
26 

 

• 3. Determine vetores vu,  tais que 
222

vuvu −=+ . 

• 4. Determinar o vetor w  na igualdade wvuw +=−
2
132 , 

sendo dados )3,1(=u  e )1,2(=v . 

Resp.: 





=

2
19

,4w  

• 5. Determinar a1 e a2 tais que vauaw 21 += , sendo 

)2,1(=u , )2,4( −=v  e )8,1(−=w . 

Resp.: a1=3 e a2=-1 

• 6. Sabendo que os vetores u  e v  não são paralelos e que 

0)2()1( =−+++− vu βαβα , determine α  e β . 

Resp.: 2
1=α  e 2

3=β  

• 7. Sabendo que  u  e v  são vetores paralelos e que 

)2,1(−=v  determine o vetor u  tal que 2=u . 

Resp.: 
5

2
±=t  

• 8. Se A e B são dois pontos do plano, designe por d(A, B) a 

distância entre A e B, d(A,B)=||B-A||. Mostrar que d(A,B)=d(B,A), e 

que para três pontos A, B, C quaisquer, temos: 

),(),(),( CBdCAdBAd +≤ . 
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Produto Escalar 

Define-se como o produto escalar (ou produto interno) de dois 

vetores ),( 11 yxu =  e ),( 22 yxv =  que se representa por vu ⋅  ou 

>< vu, , ao número real 2121, yyxxvu +>=< . 

 

Exemplo: 

Se )1,3( −=u  e )4,2(=v  vetores do plano tem-se 

2464)1(23, =−=⋅−+⋅>=< vu . 

 

Exemplo: 

Dados os vetores )2,(au =  e )1,1( −−=v  e o os pontos 

A=(2,1) e B=(0,1), determinar o valor de ℜ∈a  tal que 

2, >=+< ABvu . 

Solução: 

( ) ( ) ( )

3
4

:aindaou 

223

1,3,2,0,2)1,1(),2,(,

)0,2()1,2()1,0(

−=

=−−=

>−−>=<−+−−>=<+<

−=−=−=

a

a

aaABvu

ABAB
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Observação: 

i) Sendo ),( bav = , o módulo de v  é dado por 

22, bavvv +=><= . 

ii) Sendo A e B pontos do plano, d(A,B)=||A,B||. 

 

Propriedades do produto escalar 

Sendo u , v , w  vetores do plano e ℜ∈m , é fácil verificar que: 

I) 0, >≥< vv  e 00, =⇔>=< vvv  

II) ><+>>=<+< wvuvwuv ,,,  

III) >>=<< vuuv ,,  

IV) ><>=>=<< vumvmuvum ,,,  

V) 
2

, uuu >=<  

 
 

TEOREMA – (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) 

Sendo u , v  vetores no plano, então vuvu ⋅≤>< , . 

Demonstração: 

Sendo 0=v  a desigualdade é verdadeira. Suponhamos 0≠v  e 

sejam x=< v , v > e              y= -<u , v > escalares. Então pela 
propriedade (I) temos:  

  0, >≥++< vyuxvyux  e desenvolvendo encontramos: 

0,,2, 22 >≥<+><+>< vvyvuxyuux . 
 Procedendo as substituições encontramos: 
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...,

,

,,,

0,,,

0,,,,

0,,,,,2,,

222

2

2

22

22

dqcvuvu

vuvu

uuvvvu

vuuuvv

vuvvuuvv

vvvuvuvuvvuuvv

⋅≤><∴

⋅≤><∴

><⋅>≤<><∴

≥><−><⋅>∴<

≥><⋅><−><⋅>∴<

>≥<⋅><+><⋅><⋅><−><⋅><

 

 

 

Ângulo de dois vetores 

Sejam u  e v  vetores do plano e 
^

α  o ângulo entre os vetores; 

então  

 )cos(,
^

α⋅⋅>=< vuvu  

Com efeito, usando a ilustração 

(Fig. 1.4) e aplicando a lei dos 

cossenos temos:  

 

 

 

)cos(2
^222

αvuvuuv −+=−

  

α  
u   

v    

v - u   

(Fig. 1.4) 
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Como, ><−+=− vuuvuv ,2
222

, teremos após a 

comparação: 

 

 
)cos(,

,2)cos(2
^

22^22

α

α

⋅⋅>=∴<

><−+=−+

vuvu

vuuvvuvu
 

 

Observações: 

i) Se < u , v >>0 significa que o ângulo entre os vetores é 

agudo )900( °<< α . 

ii) Se < u , v ><0 significa que o ângulo entre os vetores é 

obtuso )18090( °<<° α  

iii) Se < u , v >=0 significa que o ângulo entre os vetores é reto 

)90( °=α . Neste caso dizemos que u  e v  são vetores 

perpendiculares. 

 

Exemplo: 

 1. Determine o valor de m para que os vetores do plano v =(m,-2) e 

u =(2m-1,5) sejam perpendiculares. 

Solução: 

 Como vu ⊥ , temos: 
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2
4
8

4
91''

2
5

4
10

4
91'

4
91

4
8011

0102

052)12(
0)2,(),5,12(

0,

2

−=
−

=
−

=

==
+

=

±
=

+±
=

=−−

=⋅−−
>=−−<

>=<

m

m

m

mm
mm

mm
vu

 

 

2. Calcular o ângulo entre os vetores u =(2,1) e v =(3,-1). 

Solução: 

 

2
2

2
1

25
5)cos(,

105
5

)1(312
1132,)cos(

2222

^

==
⋅

=

⋅
=

−+⋅+

⋅−⋅
=

⋅

><
=

âLogo

vu
vu

α

 

3. Sabendo que o vetor u =(1,-3) forma um ângulo de 60° com o 

vetor AB  determinado pelos pontos A=(2,1) e B=(m-1,3 m), calcular m.  

Solução: 
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:

60cos,

)13,3()1,2()3,1(

donde

ABuABu

Mas
mmmmABAB

°⋅⋅>=<

−−=−−=−=

 

 
 . .  

  .  

.  
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Projeção de um vetor 

Dados u  e v  vetores do plano e 
^

α  o ângulo entre eles. O nosso 

objetivo é determinar o vetor m  denotado por )(upro
v

, projeção de 

u  sobre v , conforme é ilustrado. (Fig. 1.5) 

 

 

 

 

 

 

 

Pela colinearidade de m  e v  existe ℜ∈k  tal que m =k v . O 

nosso intuito é determinar o valor de k. 

Então: 

)(1 A
v

mk

vkvkm

⋅=∴

⋅==

 

Por definição: 

 )cos(,
^

α⋅⋅>=< vuvu  

m

u

v

α
  

m

u

v

α
  

(Fig. 1.5) 
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v

vu
msejaou

u

m
vuvu

setem
u

m
come

><
=

⋅⋅>=<

−=

,

,

)cos(
^

α

 

 Substituindo em (A) teremos: 

  

v
vv
vuuprojm

daí
v

vu
k

v
⋅











>⋅<

>⋅<
==

><
=

)(

:;
,

2

 

Exemplo: 

 Calcule a projeção do vetor u =(1,1) sobre o vetor v =(+1,4). 

Solução:   

)4,1(
17
5)(

)4,1(
41

4111)(

)4,1(
)4,1(),4,1(
)4,1(),1,1(

,
,)(

22

⋅





=

⋅







+
⋅+⋅

=

⋅







><
><

=⋅










><

><
=

uproj

uproj

v
vv
vuuproj

v

v

v
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Exercícios propostos: 

• 9. Sejam u =(2,1) e v =(4,0) vetores do plano. Calcule: 

a) <u , v > 

b) O ângulo formado pelos vetores 

c) O vetor w , de modulo 2, e que faz um ângulo de 30° 

com o vetor u . 

Resp.: a) 8   b) arc.cos 







5
2    

c) 






 −+
5

5251,
5

5512
 ou  








 +−
5

5251,
5

5512
 

• 10. Sendo A=(1,0), B=(2,5) e C=(-1,3) pontos do plano. 

Classifique o triangulo ABC quantos aos lados. 

Resp.: Isósceles 

• 11. Escreva a vetor u (7,-1) como a soma de dois vetores, um 

dos quais é paralelo e o outro é perpendicular ao vetor w (1,-1). 

Resp.: ( )3,31 =v , ( )4,42 −=v  

• 12. Se 6)2,4(),1,2()(Pr === veuvoj
µ

, 

determine v . 
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Resp.: 






 −+
=

5
15525,

5
15510v  ou  








 +−
=

5
15525,

5
15510v  

• 13. Mostre que, se u  e v  são vetores do plano, 

vuvu +≤+ . 

Sugestão: Use a desigualdade de Cauchy-Schwaz. 

 

• 14. Sendo A=(1,-1), B=(5,2) e C=(-1,+2) pontos do plano e 

vértices de um triangulo, determine: 

a) Os ângulos internos 
^^^

,, CBA . 

b) As projeções dos lados AC e AB sobre o lado CB. 

c) A área do triangulo ABC. 

 

• 15. Determine a altura (relativa ao lado AD) do paralelogramo 

cujos vértices são A=(1,0), B=(2,2), C=(5,3) e D=(4,1). 
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Retas 

Definimos como equação vetorial da reta (r) passando por um 

ponto P, na direção do vetor µ , como sendo: 

(1) utPX ⋅=  como ℜ∈t  e X ponto do plano. 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

Conhecidos P=(a,b) um ponto do plano, ),( nmu =  a direção 

pretendida e ),( yxX =  ponto do plano que satisfaz a 

equação (1) concluímos: 

 

(2)    x=a+tm 

y=b+tn, ℜ∈t . Conhecida como equações 

paramétricas da reta. 

 

Exemplo: 

 Determinar as equações paramétricas da reta (r) que passa por 

A=(1,-3) com a direção u =(5,4). 

 

P 

utP +
 

u
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Solução: 

 
)4,5()3,1(),( tyx

utAX

+−=

+=
 

 

  x=1+5t 

  y=-3+4t,       ℜ∈t  

 

 Por eliminação do parâmetro t na equação (2), através das 

operações elementares, obteremos a equação na forma: 

  bmanmynx −=−  

 Como a, n, b e m são valores mais conhecidos, tomemos c=na-bm 

o que resulta em forma simplificada: 

  )3(cmynx =−  

 Esta equação (3) é determinada de equação cartesiana da reta. 

 

Considerações gerais: 

0. Se u =(o,n) a reta é perpendicular ao eixo x e sua equação 

é reduzida a forma nx=c; 

1. Se u =( m ,o) a reta é perpendicular ao eixo Y e sua 

equação é reduzida a forma     my=-c; 

(r) 
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)0( >n
c               )0( <m

c  

 

2. Sendo 0, ≠nm  a reta é oblíqua ao eixo dos x e sua 

equação pode ser reduzida a forma 

m
cx

m
ny −=  denominada de Equação reduzida da reta. 

 

 

 

 

Da ilustração acima vemos que 
m
ntg =θ  denominado de 

coeficiente angular da reta. 
 

Exemplo: 

1. Encontre as equações paramétricas e cartesianas da reta (r) que 

passa pelo ponto A=(-1,4) possuindo a direção )5,2(=u . 

u

xn
c =

X 

Y 

u X 

Y 

m
cy −=

θ θ
u

n 

m 

Y 

X 
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Solução: 

Seja ),( yxX =  um ponto do plano pertencente a reta (r). 

Assim: 

  ℜ∈+= tutAX , . 

Substituindo os valores na equação temos: 

  )5,2()4,1(),( tyx +−=   

  x=-1+2t 

  y=4+5t     são as equações paramétricas. 

Eliminando o valor de ℜ∈t  teremos: 

  

13255825

8255
5

4
2

1

:,
5

4
2

1

−=−∴−−=−

−=+∴
−

=
+

=
−

=
+

yxyx

yxyx

daítyetx

 

2. Determine a equação da reta que passa pelos pontos A=(2,-1) e 

B=(5,4). 

Solução: 

Como a reta passa pelos pontos A e B, assim um vetor diretor 

da reta é dados por AB . 

  )5,3()1,2()4,5( =−−=−= ABAB  

Tomando X=(x,y) do plano que satisfaz: 

  ABtAX += , teremos: 

  )5,3()1,2(),( tyx +−=     , logo: 

 

  x=2+3t 



 
41 

 

  y=-1+5t    que é a equação paramétrica da reta. 

 

3. Determine a equação cartesiana da reta (r) que possa pelo 

ponto A=(3,-1) e tem como Γu  seu vetor diretor perpendicular 

ao vetor u =(2,5). 

Solução: 

Seja rµ  o vetor diretor da reta (r), e sendo perpendicular a µ  

temos que: 

  0, >=< Γ uµ , logo se ),( bau r =  teremos: 

  0)5,2(),,( >=< ba  ou seja: 

  052 =+ ba  

Tomando 0≠a , encontramos um diretor para (r). 

Como sugestão seja a=5, logo b= -2; assim rµ =(5,-2). 

Seja ),( yxX =  um ponto do plano. Assim a equação da reta 

será: 

  rutAX +=  ou seja: 

  )2,5()1,3(),( −+−= tyx  e mais precisamente: 

  x=3+5t 

y=-1-2t que são as equações paramétricas do reta. 

  

Eliminando t obtemos a equação cartesiana de (r). 

  2x+5y=1 
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4. Encontre o ponto de intersecção entre as retas de equações x-y-

=5 e –x+3y=1 respectivamente. 

Solução: 

A solução consiste unicamente da resolução do sistema linear: 

  x-y=5 

–x+3y=1 

Usando o método da adição encontramos: 2y=6: logo y=3; 

Substituindo em qualquer das equações tem-se x=8. Assim 

P=(8,3) é o ponto de intersecção. 
 

Representação Gráfica 
 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

Ângulo entre retas 

Sejam (r) e (s) retas e rµ  e sµ  vetores diretores respectivamente. 

Problema: 

Encontrar o menor ângulo formado pelas retas. 

 

Para solucionar este problema temos dois caso a considerar: 

X 

3 
2 
1 

2   3   4   5   6   7   8 -
 -
 

x-y=5 

-x+3y=1 

Y 
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a) (r) e (s) são paralelas. 

Assim o menor ângulo é 0° 

 

 

 

 

 

 

   (coincidentes)           (não coincidentes) 

 

b) (r) e (s) não paralelas. 

O menor ângulo )(α  entre as retas é dado através do 

produto interno de seus vetores diretores. 

)cos(
,

α
µµ

=
⋅

><

sr

sr

uu
 

Caso o )cos(α  seja negativo tem-se que 

°<<° 18090 α , logo o menor será )( απ − . 

r 

Y 
(r) 

(s) 

r 

Y 
(r) 

(s) 
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Ilustração: 

 

 

 

 

 

 

 

 

        )2( παπ <<  

Exemplo: 

Determine o menor ângulo entre as retas (r) e (s) dadas por suas 

equações y=2x+1 e y=x-1 respectivamente. 

 

Solução: 

Calculamos inicialmente os vetores diretores das retas (r) e (s). 

  )2,1(=rµ  e )1,1(=sµ  

Em seguida determinamos o )cos(
^

α , sendo )(
^

α  o ângulo entre 

os vetores, pela equação: 

10
3)cos(

25
21

)1,1()2,1(
)1,1(),2,1()cos(

,
,

)cos(

^

^

=∴

⋅

+
=

⋅
><

=

⋅

><
=

α

α

µµ
α assim

uu sr

sr

 

)( απ −

α
αsµ

rµ

(s) 

(r) 

Y 

X O 
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Como 0)cos(
^

>α , então 20 πα << . Logo 









=

10
3arccos

^
α . 

 

Distância de um ponto a uma reta 

Seja ),( 00 yxP =  um ponto do plano e (r) um reta de equação 

baxy += ; então a distância do ponto P a reta (r) é dada por: 

 
1

))(,(
2

00

+

++−
=

a

baxyrPd    (1) 

Demonstração: 

Se 0))(,()( =⇒∈ rPdrP . Suponhamos que )(rP ∉ . 

A distância 

),())(,( APdrPd = , 

sendo A o pé da 

perpendicular traçada de P 

a reta (r). Assim 

APAPd =),( . Sendo 

),1( ar =µ , o vetor 

perpendicular a rµ  é do tipo )1,(1 au −=  o qual é colinear a AP ; 

logo )1,( atAP −= . Daí, )1,(),( atAPd −=  para algum ℜ∈t .  

 

 

P 

A 

x0 

y0 
(r) 
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Portanto: 

 (*)1),( 2 +⋅= atAPd  

Conhecido o valor de t o nosso objetivo estará concluído. 

Seja ( ) )(, 11 ryxA ∈= , assim: 

 )1,( atAP −=  podendo também ser escrito:   

( ) ( )ttayyxx ,, 1010 −=−−    e; 
 
 

 
tyy
taxx

=−
−=−

10

10           e  
tyy
taxx

−=
+=

01

01  

 

Daí, substituindo na equação da reta (r) tem-se: 

( )

( )

2
00

2
00

00
2

00
2

00

1

1

1

a
bxay

tt

a
bxay

t

bxayat

bxayatt

btaxaty

+
+⋅+−

=−=

+
+⋅+−

=−

+⋅+−=+⋅−

+⋅+−=⋅−−

++=−

 

( )

( ) (1)

2
00

2
2

002

c.q.d      
1

,

1
1

1,

 :obtemos (*) em doSubstituin

+

+⋅+−
=∴

+⋅
+

+⋅+−
=+⋅=

a
bxayAPd

a
a

bxayatAPd  
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 Exemplo: 

1. Determine a distância do ponto )4,1(−=A  a reta de equação 

23 −= xy . 

Solução: 

A solução deste problema consiste no emprego da relação: 

  

( )( )

( )( ) ( )
10
9

10
9

13

2)1(34,

:daí ;    
1

,

2

2

00

=
−

=
+

−+−⋅+−
=

+

+⋅+−
=

rAd

a

bxay
rAd

 

2. Determine a distância entre as retas 

( ) ( ) 10-3xy :  e  23 : =+= sxyr . 

Solução: 

Como trata-se de retas paralelas, ( )3,1=rµ  e ( )3,1=sµ , 

basta tomarmos um ponto qualquer de uma das retas e calcular 

a distância deste ponto a outra reta. Ou seja: tome ( )rP ∈  

com ( ) ( )5,1213,1 =+⋅=P  e determine ( )( )sPd , . 

Ora a 

( )( ) ( ) ( )
10
12

13

10135,
2

−
=

+

−+⋅+−
=sPd

 

Assim ( ) ( )( ) u.c. 
10

12, =srd  

 

 

P 

d x0 

y0 

(r) 
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Observação: 

Sendo a reta de equação x=d a fórmula (1) não se aplica e 

conforme a representação gráfica ao lado. 

 ( )( ) dxrPd −= 0,  

 

A Circunferência 

 

Definimos como circunferência ao lugar geométrico cujos pontos 

que o constituem eqüidistam de um ponto central fixo, denominado de 

centro, ou seja: 

 ( ){ }RCPdP =ℜ∈ ,;2  

Elementos da circunferência: 

i) Centro; 

ii) Raio: a distância de qualquer de seus pontos ao centro; 

iii) Diâmetro: é toda corda passando pelo centro da 

circunferência. 

 

 

 

 

 

 

 

( )

diâmetro 

raio 

centro ,

=

=

→=

AB

R

baC

 

b 

a 

A 

B 
C R 

Y 

X 
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Equação Cartesiana 

A equação cartesiana da circunferência de centro C=(a,b) e raio R 

é dada por: 

 ( ) ( ) )2(222 Rbyax =−+−  

Desenvolvendo os termos desta equação chegaremos numa 

equação mais geral que nos possibilitará a encontrar seus elementos 

mais facilmente, como também verifica se dado uma equação de grau 2 

é de uma circunferência. 

Vejamos: 

 
022

022
22222

22222

=−++−−+

=−+−++−

Rbabyaxyx

Rbbyyaaxx
 

Tomando 

 R-b  e  2 ,2 ,1 222 +=−=−=== aEbDaCBA chegaremos 

a forma mais geral: 

 022 =++++ EDyCxByAx . 

Lema: A equação do tipo 022 =++++ EDyCxByAx  representa 

um circunferência então: 

04   e  0 22 >−+≠= AEDCBA . 

  

Demonstração: 

Deixamos para o leitor a demonstração. 

 

Exemplo: 

1. Determine a equação cartesiana da circunferência de centro 

C=(2,1) e raio R=3. 
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Solução: 

Basta o emprego da equação (2), logo: 

( ) ( ) 222 312 =−+− yx . 

 

2. Verifique se a equação 07622 22 =++−+ yxyx  

representa a equação de uma circunferência. 

Solução: 

Usando as condições do lema 1.13.2 teremos: 

 

( ) ( ) ( ) 019563756136274164

o.k.   2
2222 <−=−=−+=⋅+⋅−+−=−+

==

EADC

BA  

Como uma das condições não é satisfeita a equação não 

representa uma circunferência. 

 

Posições relativas entre ponto e circunferência 

Nem todos os pontos ( )yxP ,=  do plano pertencem a 

circunferência ( )γ  de equação ( ) ( ) 222 Rbyax =−+− ; somente 

aqueles que satisfazem a equação. Assim temos três posições a 

considerar: 

i) ( ) ( )γ∈⇒= PRCPd , ; 

ii) ( ) RCPd >,  então o ponto é exterior a circunferência;  

iii) ( ) RCPd <,  então o ponto é interior a circunferência. 
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Veja as figuras correspondentes: 

 

 

 

 

 

 

  ( ) RCPd =,        ( ) RCPd >,         ( ) RCPd <,  

 

Exemplo: 

Dê a posição do ponto A=(3,-2) em relação a circunferência ( )γ : 

de raio 5 e centro C=(1,-2). 

 

Solução: 

Calculamos a distância do ponto A ao centro, ou seja: 

 ( ) ( ) ( )( ) 2042213, 222 =+=−−−+−=CAd  

Como 2<5 concluímos que P é interior a circunferência. 

 

Exercícios: 

• 16. Escreva a equação paramétrica e cartesiana da reta que 

passa pelo ponto A=(1,0) e tem a direção do vetor ( )1,1−=µ . 

Resp.:  x=1-t   e  x+y-1=0 

   y=t 

• 17. Escreva a equação cartesiana da reta que passa pelos pontos 

A=(2,5) e B=(-1,3). 

C 
R P 

1º caso 

C P 

3º caso 

C 
R 

P 

2º caso 
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Resp.: 01132 =+− yx  

• 18. Escreva a equação cartesiana da reta mediatriz ao segmento 

de extremos A=(5,1) e B=(0,4). 

Resp.: 0535 =−− yx  

• 19. Determine o ponto de intersecção entre as retas (r) e (s), 

sendo (r) a reta que passa pelos pontos A=(1,5) e B=(0,1) e (s) a 

reta de equação y=2x-1. 

Resp.: ( )3,1 −−  

• 20. Determine o valor de ℜ∈t  para que o ponto 

( )12,1 −+= ttA  pertença a reta de equação cartesiana 

023 =+− yx . 

Resp.: -6 

• 21. Determine a projeção ortogonal do ponto A=(1,5) sobre a 

reta (r) de equação 0126 =+− yx . 

Resp.: 







20
97,

20
29

 

• 22. Determine o menor ângulo entre as retas de equações 

cartesianas 12 −= xy  e 02 =−+ yx  respectivamente. 

Resp.: 








10
1cos.arc  

• 23. Calcule a distância do ponto P=(1,5) a reta que passa pelo 

ponto L=(-1,-3) e tem a direção do vetor ( )3,1=v . 

Resp.: 
10
2
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• 24. Determine a equação paramétrica da reta que passa pelo 

ponto A=(2,1) e é paralela a reta de equação cartesiana 

082 =+− yx . 

 

Resp.:  tx += 2  

   ty 21+=  

• 25. Escreva a equação da reta (s) que passa pelo ponto A=(1,-3) 

e é perpendicular a reta (r) que passa pelos ponto B=(0,1) e 

C=(1,1). 

Resp.: 1=x  

• 26. Determine a equação da circunferência que possui como 

um dos diâmetros o segmento AB  onde A=(0,5) e B=(1,2). 

Resp.: ( ) ( ) 102
7

2
1 22

=−+− yx  

• 27. Determine o centro e o raio da circunferência de equação 

cartesiana 0108722 =++−+ yxyx . 

Resp.: ( )
2
103  ,  4,2

7 =−= rC  

• 28. Escreva a equação da  circunferência  que  contem  os  

pontos A=(2,1),  B=(0,3) e C=(-1,1). 

Resp.: 0322 =−−+ yxyx  

• 29. Dê a posição da reta (r) de equação cartesiana 

01 =−+ yx  em relação a circunferência de equação 

( ) ( ) 612 22 =−+− yx . 

Resp.: secante 
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• 30. Determine os pontos de intersecção da reta (r) de equação 

01 =+− yx  e a circunferência de equação 922 =+ yx .  

Resp.: 






 −−−







 ++−
2

171,
2

171ou    
2

171,
2

171
 

• 31. Determine a equação da circunferência que passa pelos 

pontos intersecção das retas dadas pelas equações cartesianas 

01 e 072  ,1 =+−=−+= yxyxy . 

Resp.: 023322 =+−−+ yxyx  

• 32. Dê a posição do ponto A=(4,3) em relação a circunferência 

de equação cartesiana 08222 =−++ xyx . 

Resp.: Exterior 
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3. CÔNICAS: 

 As cônicas foram material de estudo pelos gregos. Os estudos 

proferidos por Apolônio a eles tornaram-se um documento de grande 

relevância da geometria clássica grega. 

 Embora tenham sido estudadas há muitas décadas passadas, elas 

ainda hoje são de grande importância como podemos ver: a parábola é 

de grande utilização na forma dos espelhos dos faróis de veículos; a 

elipse ganhou importância no estudo das leis de Kepler (1571-1630); a 

hipérbole é usada para mostrar como se comporta uma partícula-alfa no 

campo elétrico de um átomo. 

 Classificamos como cônicas as curvas: Elipse, Hipérbole e 

Parábola. 

 
Elipse 

Dados dois pontos F1 e F2 do plano e um valor real 0>r  tal que 

( ) rFFd <21, , o conjunto de todos os pontos do plano em que 

( ) ( ) rFPdFPd =+ 21 ,,  é denominado de elipse. 

Construção mecânica: 

Fixe dois pregos em uma tabua e em seguida amarre a eles um 

barbante de comprimento maior que ( )21 , FFd . Com um lápis 

encostado no barbante e esticando-o, mova-o; O mesmo descreverá uma 

elipse. 

F1 F2 
F1 F2 

! 

 



 
56 

 

Consideremos agora este lugar geométrico no plano cartesiano, 

onde F1 e F2 estarão localizados no eixo dos X e a origem coincidirá 

com o  ponto médio de 21FF . (Conforme fig. 1) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1. Os pontos A1 e A2 são tais que ( ) rAAd =21 , .  

É fácil de comprovar, basta para isso fazer P coincidir 

com A1, pois ( ) ( )1121 ,, AFdFAdr += ;  

e como  

( ) ( )2211 ,, AFdAFd =  tem-se que: 

  ( ) ( ) ( )212221 ,,, AAdAFdFAdr =+= . 

 

Nomenclatura: 

1. 21 AA  é chamado de eixo maior da elipse e 21BB , onde 

( ) rBBd <21 , é chamado de eixo menor. 

2. Os pontos F1 e F2 são chamados de pontos focais e A1, A2, B1 e 

B2 são chamados de vértices da elipse. 

P 

A1 A2 O F2 F1 

B2 

B1 

X 

Y 

(Fig. 1) 
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A nossa pretensão é descrever uma equação analítica que 

caracterize o lugar geométrico (conforme fig. 1). 

Tomemos P=(x,y), A1=(a,0) , A2=(-a,0) , B1=(0,b) , B2=(0,-b) , 

F1=(c,0) e  F2=(-c,0). 

Aplicando a propriedade que caracteriza a elipse temos: 

  ( ) ( ) rFPdFPd =+ 21 ,, . 

Como ( ) ;2, 21 arrAAd =⇒=  daí: 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

( )[ ] ( )
[ ]

( ) ( ) (I)       

22

22

:ainda  temosquadrado, ao Elevando

:escrever ainda Podemos

4440

2442

44

:obtemos  termos,os ambos a quadrado o Elevando

020

,2,

2,,

22222222

224222222

22242222222

22242222

22222

2222

222

2222222

2222222

2222

21

21

caaayxca

caaayxcxa

xccxaaaycaxcaxa

xccxaayccxxa

cxaycxa

cxaycxa

cxycxaa

ccxxycxaaccxx

ycxycxaaycx

ycxaycx

FPdaFPd

aFPdFPd

−=+−

−=+−

++=+++

++=+++

+=++

+=++

+++−=

+++++−=+−

+−++−−=+−

−++−=−+−

−=

=+
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Consideremos o triangulo B1F1 F2 e podemos observar que:  

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) aFBd

aFBd

FBdFBdarFBdFBd

=

=

===+

11

11

21112111

,                  

2,2    :se-tem

,, como e  2,,   1.

 

 

 2. cOF =1  e bOB =  

 

Logo: 22222222 baccabbca −=∴−=∴+=     (II) 

 
Substituindo II em I teremos: 

 222222 baayxb =+  

 
Como a e b são não nulos, temos: 

 12

2

2

2

=+
b
y

a
x

 

 

NOTA: 

Quando os focos da elipse estão sobre o eixo de Y também é fácil 

mostrar que a equação permanece inalterada. Para isso teremos que 

observar na (fig. 2) que: 

 

 

 

 

 

B

F2 F1 O 

F

B

O 

B

A2 A

F

X 

Y 

Fig. 2 
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i) O eixo maior agora é 21BB e que ( ) bBBd 2, 21 =  

ii) ( ) bFAd =11  visto que ( ) ( ) bFAdFAd 2,, 2111 =+  

iii) Pelo triangulo OF1A1 temos que: 

22222 abccab −=∴+=  

Resumindo: 

Em quaisquer dos casos mostrados na fig. 1 e fig. 2 concluímos 

que: 

1. 12

2

2

2

=+
b
y

a
x

 representa a elipse; 

2. Se a>b os focos encontram-se no eixo dos X; 

3. Se a<b os focos encontram-se no eixo dos Y. 

 

Exemplo: 

1. Determine a equação da elipse cujos focos são dados por 

F1=(+3,0), F2=(-3,0) e eixo maior 8. 

Solução: 

Como os focos encontram-se no eixo dos X então 21 AA  é o 

eixo maior da elipse. E como ( ) 82, 21 == aAAd , então 

a=4. 

 

 

 

 

 

 



 
60 

 

Sendo a>b, então 22222 cabbac −=∴−=  daí: 

  734 22 ±=−±=b  

Assim a equação da elipse será: 

  1
716

22

=+
yx

 

2. Sendo 1
499

22

=+
yx

 pede-se: 

a) Os vértices e os focos da elipse; 

b) O eixo maior; 

c) Faça a representação gráfica. 

 

Solução: 

a) Pela equação 12

2

2

2

=+
b
y

a
x

 da elipse vem que: 

749

39
2

2

±=∴=

±=∴=

bb

aa
 

Como 22 abcba −±=⇒<  

   102949 ±=−±=c  

 

Assim: 

 
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )102,0 e 102,0

,7,0,7,0,0,3,0,3

21

2121

−==

−==−==

FF

BBAA
 

 

 



 
61 

 

 

b) O eixo maior e 21BB  encontrando-se no eixo dos Y. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

A1 

B1 

A2 

B2 

-3                          3 

2 10  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

-2 10  
 

F1 

F2 
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Exercícios: 

 

• 1. Uma elipse tem seus focos no eixo OX e seu centro em O. 

sabendo que o eixo maior mede 8, e a distância focal é 4, dê 

uma equação para elipse. 

Resp.: 1
1225

22

=+
yx

 

• 2. Determine as equações das elipses seguintes: 

 

 

 

 

 

 

 

   

Resp.: ( ) 1
36100

10 22

=+
− yx  

• 3. Determine os focos da cônica de equação 

( ) ( )
1

9
2

25
3 22

=
+

+
+ yx

. 

Resp.: ( ) ( )3,6   3,2 21 −−=−= FF  

• 4. Dê o centro C, o eixo maior e o eixo menor da elipse 

( ) 1
169

2 22

=+
− yx

. 

Resp.: ( ) 6  , 8  , 0,2 2121 === AABBC  

(10,6) 

(10,-6) 

(20,0) O X 

Y 

x=-9 

12 

X 

4 
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• 5. Determine o valor de m para que a reta 1
49

2
=+

myx
 seja 

tangente a elipse de equação 1
49

22

=+
yx

. 

• 6. Verifique se há intersecção entre a reta x+y=1 e a elipse de 

equação: 1
42

22

=+
yx

. 

Resp.: Sim. 

• 7. Determine o valor de m para que o ponto A=(m,1-2m) 

pertença a elipse de equação 
( ) 1

169
2 22

=+
− yx

. 

Resp.: não existe. 

• 8. Dê a posição do ponto L=(1,5) em relação a elipse de 

equação 1
259

22

=+
yx

. 

Resp.: Exterior. 

•  9. Determine os pontos de intersecção da elipse de equação 

cartesiana 
( ) ( )

1
4
1

9
1 22

=
−

+
− yx

 com os eixos 

coordenados (OX e OY). 

Resp.: 








 −







 +







 −








0,

2
332  e  0,

2
332 ,

3
24,0 ,

3
24,0  
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Hipérbole 

 Hipérbole é um lugar geométrico do plano cuja diferença das 

distâncias de um ponto, a dois pontos fixos do plano é constante, em 

valor absoluto. 

 Sejam F1 e F2 dois pontos do plano em que  

( ) +ℜ∈= acFFd  e 2, 21  onde 2a<2c. 

 Assim o conjunto do plano: 

   ( ) ( ){ }aFPdFPdP 2,,; 21
2 =−ℜ∈  é denominado 

de hipérbole. 

 

 

 

  

 

 

 

 Pela propriedade ( ) ( ) aFPdFPd 2,, 21 =− , temos que: 

( ) ( ) aFPdFPd 2,, 21 ±=−  desta feita concluímos que a hipérbole é 

uma curva de dois ramos. Para o ponto P do plano em que 

( ) ( ) 0,, 12 >− FPdFPd , ele estará localizado do lado direito da 

figura 2.2.a e caso contrario do lado da esquerda. 

 Para simplificação de observação considere F1 e F2 disposto no 

eixo X e pelo ponto médio de F1 e F2 tracemos uma perpendicular ( )Y . 

Ao ponto de intersecção da curva com o eixo dos X atribuamos os 

valores pontuais de A1 e A2 respectivamente. 

O F F

P 

(Fig. 2.2 a) 
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Pode-se observar facilmente que cada ramo da hipérbole é simétrico em 

relação ao eixo dos X e que os ramos são simétricos em relação ao eixo 

dos Y. Daí se M1 é da hipérbole existe M2, M3, M4 onde M1 e M2 ou M3 e 

M4 são simétricos em relação ao eixo Y e M1 e M3 ou M2 e M4 são 

simétricos em relação ao eixo X. Baseado nesta conclusão vemos que:  

  
( ) ( )
( ) ( ) aFAdFAd

aFAdFAd

2,,

2,,

1222

1121

−=−

=−
 

 Como A1 é simétrico a A2 pode-se concluir: 

  ( ) ( )1221 ,, FAdFAd =  

 Daí podemos escrever: 

  
( ) ( )
( ) ( )1122

1122

,,

:sejaou    0,,

FAdFAd

FAdFAd

=

=−
 

 Vê-se também que ( ) aAAd 221 = . Ora como o ponto A1 é da 

hipérbole vale a relação: 

  ( ) ( ) aFAdAFd 2,, 1112 =−    (*) 

 Por outro lado: 

M4 

M2 

M3 

M1 

A1 A2 F2 F1 

Y 

X 
(Fig. 2.2.b) 
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  ( ) ( ) ( )122212 ,,, AAdAFdAFd +=  

  
Daí substituindo (*) temos: 

  ( ) ( ) ( ) aFAdAAdAFd 2,,, 111212 =−+  

 Como ( ) ( )1122 ,, FAdAFd = , tem-se: 

  ( ) aAAd 2, 12 = . 

 
ELEMENTOS PRINCIPAIS: 

 

especial relação c

dadeexcentrici 
a
c

o transverseixo do medida 2b

real eixo do medida 2a

focal distância 2c

imaginário eixo 

rsoou transve real eixo 

centro de denominado  de médio ponto O

focos  e 

222

21

21

21

21

→+=

→=

→

→

→

→

→

→

→

ba

e

BB

AA

FF

FF
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Observe que sendo a hipérbole uma curva aberta, o eixo imaginário tem 

significado abstrato. 

 Consideremos agora o retângulo obtido em intersecção da 

circunferência de centro O e raio C e pelas retas passando por A1 e A2 

perpendiculares respectivamente ao eixo real, conforme mostra (Fig. 

2.2.c). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

(r) 

(s) 

α
F2 F1 A A

P 

(Fig. 2.2.d) 

c b 
a 

F A2 O FA1 

B

B

b 
c 

a X 

(Fig. 2.2.c) 
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 As retas (r) e (s) que contem as diagonais do retângulo são 

chamadas de assindotas da hipérbole e possui como equações 

cartesianas 

  x
a
byx

a
by −==  e  respectivamente. 

 Definimos como retas assíndotas da hipérbole as retas em que os 

pontos da hipérbole tende a se aproximar dos pontos da reta na medida 

em que se afastam dos focos. 

 Definimos como excentricidade da hipérbole ao valor e dado por: 

   
c
ae = . 

 A excentricidade está relacionada com a abertura ( )α  da 

hipérbole, conforme Fig. 2.2.c. 

 Observando o quociente 
a
c

, vê-se que diminuindo o valor de a a 

fração cresce em conseqüência o ângulo α (abertura da hipérbole) cresce 

o que torna a curva da hipérbole mais abertas. 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

α  
A2 A1 F2 F1 

c b 
a 

(Fig. 2.2.e) 
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Para a=b o valor do ângulo 
^

α  é de rd2
π , e neste caso a hipérbole é 

chamada de hipérbole eqüilátera. (Fig. 2.2.e) 

 Por analogia tem-se todo um estudo da hipérbole quando o eixo 

real encontra-se sob o eixo Y; conforme mostra a figura 2.2.f. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Neste caso ( ) ( ) bFPdFPd 2,, 21 =−  e 222 abc =−  e 

b
ce = . 

 

 Equação Cartesiana Reduzida da Hipérbole 

Como referência para dedução desta equação fixamos nossa 

atenção a (fig. 2.2.d). Seja ( )yxP ,= um ponto da hipérbole. Usando a 

propriedade de pertinência no lugar geométrico em estudo teremos: 

 ( ) ( ) aFPdFPd 2,, 21 =−  ou seja: 

F2=(0,-c) 

F1=(0,c) 

A2=(0,-b) 

A1 =(0,b) 

(Fig. 2.2.f) 

c 
b 

a 
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  ( ) ( ) aFPdFPd 2,, 21 ±=−   , ou 

 ( ) ( ) ( ) aycxycx 20 2222 ±++=−+−  

Elevando ao quadrado a igualdade: (i) 

( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

( ) ( )

( )[ ]

( ) ( )
222222222

22222222

22222224222

2224222

2
2222

222

222

222222222

2222222

ou       ,     como

0

22

2

:(ii)    igualdade a quadrado o Elevando

(ii)      

444

4422

44

bcabacabc

ayacaxac

ayaccxaxaacxaxc

aycxacxaxc

ycxaacx

ycxaacx

ycxaacx

aycxayccxxyccxx

aycxaycxycx

−=−=−+=

=−−+−

+++=++

++=++






 ++±=+

++±=+

++±=−−

+++±+++=++−

+++±++=+−

  

temos: 

 0)( 222222 =−−+ aybaxb  

e mais: 

 222222 baayxb =−  

Sendo a e 0≠b  

 122

22

22

22

=−
ba
ay

ba
xb

 

simplificando: 

 (I)      12

2

2

2

=−
b
y

a
x  
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No caso em que o eixo real encontrar-se no eixo Y teremos: (Fig. 

2.2.f) 

 12

2

2

2

=−
a
x

b
y

  (II) 

 

Exemplos: 

1. Determine os focos, os vértices e a excentricidade da hipérbole 

de equação 1
925

22

=−
yx

. 

Solução: 

A equação dada nos mostra que o eixo real encontra-se no 

eixo X, assim:  

252 =a  e 92 =b , logo  

 5±=a  e 3±=b  

Como 222 bac +=  tem-se: 

 34925 ±=+±=c . 

Conseqüentemente: 

 
( ) ( )
( ) ( )0,34    e   0,34

0,5    ,   0,5

21

21

−==

−==

FF

AA
 

Como a excentricidade é dada por: 
a
ce =  temos que:  

 
5
34

=e  
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2. Qual a distância focal da hipérbole cuja equação é: 

( ) ( ) 1
64

2
36

1 22

=
+

−
− xy

 ? 

Solução: 

Procedendo uma mudança de coordenadas tomemos: 

  2   e   1 +=−= xXyY  e 

substituindo na equação encontremos: 

  1
6436

22

=−
XY

 

Comparando com a equação II observamos que a hipérbole 

encontra-se com eixo real sob o eixo Y. assim 

64  e  36 22 == ab ; e como 222 bac +=  teremos: 

  1010064362 ±=∴=+= cc . 

Como a distância focal é dada por 2c. veremos que a distância 

focal vale 20. 

 

Exercício: 

• 10. Deduza uma equação da hipérbole: 

a) de focos F1=(4,0) e F2=(-4,0) e vértices A1=(3,0) e  

A2=(-3,0); 

b) de focos F1=(3,3) e F2=(-3,-3) e vértices A1=(+1,1)  

e A2=(-1,-1). 

Resp.: a) 1
79

22

=−
yx

     b) 321877 22 =++ xyyx  
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• 11. Qual a excentricidade da hipérbole cuja equação é 

( )
1

9
1

4

22

=
−

−
yx

 ? 

Resp.:  
13

2=e  

 

• 12. Determine a equação da hipérbole que tem as 

características: 

a) centro no ponto (2,0); 

b) um foco em (2,-2); 

c) um dos vértices em (2,1). 

Resp.: 743 22 =+− xxy  

 

• 13. Diga em que eixo coordenado estão os focos da hipérbole, e 

calcule a medida do eixo real, a do eixo transverso e a distância 

focal, nos casos: 

a) 1
416

22

=−
yx

      b)  1
54

22

=−
yx

 

c)  4874 22 =+− yx    

 d)
( ) ( )

1
4
2

16
1 22

=
−

−
− yx

 

  Resp.: a) eixo X, 2a=8, 2b=4, 542 =c  
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• 14. Uma hipérbole de eixo transverso e eixo real contidos nos 

eixo coordenados contem os pontos (3, 4
15− ) e 

( )2
9,52− . 

a) Dê a equação cartesiana da hipérbole; 

b) Dê as coordenadas dos focos e dos vértices; 

c) Calcule a excentricidade. 

 

  Parábola 

  

Definição: 

Sejam F  um ponto e (r) uma reta no plano, com F  não pertencente 

a reta (r). Define-se como parábola ao lugar geométrico do plano cujos 

pontos que o constituem eqüidistam do ponto F  e da reta (r), em outras 

palavras a parábola é dada pelo conjunto: 

  ( ) ( )( ){ }rPdFPdP ,,;2 =ℜ∈ . 

Construção: Seja (r) uma reta e F  um ponto no plano, conforme 

figura 2.4.a abaixo. Por F  traçamos uma reta (s) perpendicular a (r), 

chamado eixo de simetria da parábola. 
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Seja ( )sA∈  onde ( )( ) ( )( )rFdrAd ,
2
1, ≥ . Por A tracemos 

uma reta paralela a reta (r) e centrando o compasso em F  com abertura 

igual a ( )( )rFd ,  marquemos os pontos P e P’. Tais pontos satisfazem 

a propriedade de que ( ) ( )( )rPFPd ,, =  logo pontos da parábola. De 

maneira análoga tracemos outros pontos e ligando estes pontos 

obteremos a parábola. 

Por esta construção podemos de imediato observar que a parábola 

é simétrica em relação a reta (s). 

Fazemos recair sobre os eixos coordenados X e Y do plano X0Y o 

eixo de simetria (s) e a reta (r) poderemos ter quatro situações conforme 

mostra a figura 2.2.b abaixo. 

 

 

P’ 

P 

F A (s) 

(r) 

(Fig. 2.4.a) 
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Elementos principais: 

F à foco 

(s) à reta de simetria 

(r) à reta diretriz 

V à vértice da parábola  

2p à distância de F  a (r) 

 

 

 

F X V (s) 

(r) 
Y 

V X F (s) 

(r) 
Y 

V 

F 

X 
(r) 

(s) 

Y 

F 

V 
X 

(r) 

Y 

(s) 

(Fig. 2.4.b) 



 
77 

 

 Equação Cartesiana Reduzida da Parábola 

  
Para dedução desta equação tomemos como parte de estudo o caso 

em que (s) coincide com o eixo Y e F=(0,p) ou F=(0,-p) conforme 

figura abaixo. (Fig. 2.4.c) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tomando como influência a representação (I) da Fig. 2.4.c, temos 

que: 

 F=(0,p) e (r) possui equação y=-p (p>0). Seja P=(x,y) 

aleatório da parábola e aplicando a propriedade temos: 

 ( ) ( )( )rPdFPd ,, = , 

 ( ) ( ) pypyx +=−+− 220  

 

elevando ao quadrado: 

  ( ) ( ) ( )2220 pypyx +=−+−  

e mais: 

  22222 22 ppyyppyyx ++=+−+  

(Fig. 2.4.c) 

P(x,y) 

X 

F 

(r) 

(s) 

Y 

y=-d 

(I) 
y=
d 

F X 

(r) 

Y 
(s) (II

) 
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x=

F (s
) 

Y 

X 

daí chegamos a: 

  2

4
1 x
p

y =    (A) 

 Se considerarmos a representação (II) da Fig. 2.4.c e fazendo 

procedimento análogo chegaremos a: 

  2

4
1 x
p

y −=    (B) 

 Tomando (s) coincidindo com o eixo X no sistema ortogonal de 

coordenadas e F=(p,0) ou F=(-p,0) obteremos as equações 

respectivamente: 

  2

4
1 y
p

x =   e  2

4
1 y
p

x −=  

Exemplo: 

1.  Faça a representação gráfica da parábola de equação cartesiana 
22yX = . 

Solução:  

A parábola possui o foco de coordenadas 





 0,

8
1

 visto que 

2
4
1

=
p

 ou seja 
8
1

=p ; e diretriz 
8
1

−=x . Assim a sua 

representação gráfica é dada por: 
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2.  Encontrar a 

equação da parábola de 

foco F(1,1), sendo x=3 a 

equação da reta diretriz. 

Solução: 

Conforme os dados 

acima poderemos 

concluir que o vértice 

terá coordenadas (2,1) 

de acordo com o gráfico ao lado. 

 ( ) ( )( )rPdFPd ,, =  ou ainda: 

 ( ) ( ) 311 22 −=−+− xyx  

elevando ao quadrado: 

 ( ) ( ) ( )222 311 −=−+− xyx  e mais ainda: 

 
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )xy

xxy

xxxxy

−=−

−=+−=−

+−−+−=−

241

sejaou    24841

12961

2

2

222

 

3.  Determinar o vértice, o foco, uma equação para a reta diretriz e 

uma equação para o eixo de simetria da parábola de equação 

012842 =+++ yxx . 

Solução:  

Completando o quadrado em x na equação temos: 

 01284442 =++−++ yxx , ou seja: 

 ( ) ( ) 0182 2 =+++ yx  ,  

1 F 
v 

Y 

X 
2 1 3 

P 
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e mais: 

 ( ) ( )22
8
11 +−=+ xy . Confrontando com a equação (B) 

temos que: 

 
8
1

4
1

−=−
p

 , logo 2=p . 

Assim ( )1,2 −−=V  e foco ( )3,2 −−F  visto que ( ) 2, =FVd . 

 

Como (r) reta diretriz teremos y=1 visto que ( )( ) 2, =rVd ; e 

sendo a reta de simetria (s) contendo o vértice ( )1,2 −−=V  e o foco 

( )3,2 −−F  terá como equação cartesiana x=-2. 

Confira a representação gráfica. 

 

 

 

 

 

 

Exercícios: 

• 15. Encontrar a equação de cada uma das parábolas, 

sabendo que: 

a) V=(0,0); diretriz (r) : y=-3; 

b) F=(3,0); diretriz (r) : x=-3. 

  Resp.: a) 2

12
1 xy =    b) 2

12
1 yx =  

-2  -1 
-1 
-2 
-3 

V 

F 

(s

(r) 
X 

Y 
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• 16. Determinar o foco, o vértice, a equação da diretriz e 

o eixo de simetria, e esboce a representação gráfica das 

parábolas cujas equações são: 

a) x=4y2     b) x=
16
1

− y2 

c) y=x2     d) 2

8
1 xy =  

   Resp.:  

a) ( ) X eixo ,
16
1X  ,0,0  ,0,

16
1







−==






= VF  

 

 

 

 

 

 

 

 

• 17. Mostre que toda parábola cujo eixo de simetria é 

paralelo ao eixo Y é de equação em forma: 

cbxaxY ++= 2 . 

 

• 18. Deduza uma equação da parábola com eixo de 

simetria paralelo ao eixo Y e passa pelos pontos A=(0,0), 

B=(1,1) e C=(3,1). 

F 

Y 

X 
16

1−  
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Resp.: xxy
3
4

3
1 2 +−=  

• 19. Encontre a equação da parábola com eixo de simetria 

coincidente com o eixo OY e tem como vértice a origem 

( )0,0=θ  e passa pelo ponto (+1,4). 

Resp.: 24xy =  

  

  Translação de Eixos 

Para nosso estudo a translação de eixos tem como objetivos 

simplificar as equações das cônicas da forma mais geral à forma 

reduzida ou canônica; ou seja da forma: 

 022 =+++++ feydxcxyByAx  

para um dos modelos. 

   

,
4

1ou    
4
1  ,  

4
1

4
1y  ,  1

1  ,  1

222

2
2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

y
p

xy
p

xxy

x
pa

x
b
y

b
y

a
x

b
y

a
x

−
==−=

==−

=−=+

 

conforme seja a curva considerada. 

 

Exemplo: 

 Seja a parábola de equação cartesiana 0392022 =−−− yxx . 

Determine o seu vértice e seu foco. 

Solução: 
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 Da forma como a equação é apresentada não nos é de fácil 

percepção a identificação do que foi pedido em virtude de todo um 

trabalho que foi direcionado a casos particulares. Em virtude disso é que 

o processo comparativo se dá mediante a identificação de formas. Desta 

feita o que nos é favorável é trabalharmos a equação fornecida na busca 

de sua simplificação que é 2

4
1 x
p

y = . 

 Tomando a equação: 

  0392022 =−−− yxx  

façamos a completação do quadrado na variável x. 

  039201122 =−−−+− yxx  

daí: 

  ( ) 040201 2 =−−− yx , ou seja: 

  
( ) ( )

( ) ( )2

2

1
20
12

1220

−=+

−=+

xy

xy
 

 Tomando 1  e  2 11 −=+= xXyY  teremos a forma reduzida: 

  2
11 20

1 XY =  

 Desta feita 5
4
1

20
1

=∴= p
p

. 

Logo V=(1,-2) e como ( ) 5, =FVd  e ( )bF ,1=  tem-se que 

( ) 352 =∴=−− bb . 

Assim F=(1,3). 
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Para um entendimento mais claro faremos a representação gráfica 

abaixo: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Considerando em um mesmo plano α dois sistemas ortogonais de 

coordenadas XOY e X’O’Y’ em que OX é paralelo a O’X’ e o mesmo 

acontecendo para os eixos OY e O’Y’ conforme a figura 2.5.b. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

O 

O’ V 

Y 
y’ 

x’ 

X 1 

-2 

3 F 

5 

O 

O
’ 

a 

b 

y 
y' 

Y
' 

Y 

X 

X
' x' 

x 

P 

(Fig. 2.5.b) 

( )α



 
85 

 

O sistema ortogonal de coordenadas X’O’Y’ pode ser considerado 

como o traslado do sistema XOY em que O’ faz-se coincidir com O. 

Considere um ponto P do plano α. Sendo visto sob cada referencial ele 

possui coordenadas diferentes. Vejamos: para o sistema ortogonal XOY 

terá como coordenadas (x,y) e para X’O’Y’ será (x’,y’). como O’ possui 

coordenadas (a,b) em relação ao referencial XOY segue as equações: 

 
:daí  , '

'

yby

xax

+=

+=
 

 (I)    
byy

axx

−=

−=

'

'
 

 

As equações em (I) vão nos possibilitar fazer as mudanças de 

coordenada do ponto P do referencial de XOY para X’O’Y’ e vice-

versa. 

No exemplo podemos observar que a parábola no sistema 

ortogonal de coordenada X’O’Y’ possui a equação: 

 2
11 20

1 XY = , e que em nada fica alterado os seus elementos. 

 

Exemplo: 

 Usando uma translação conveniente, elimine os termos do primeiro 

grau da equação da elipse 0436894 22 =+−−+ yxyx  e dê o 

centro e os vértices. 

Solução: 

 O método usado é a completação de quadrados para a equação: 

0436894 22 =+−−+ yxyx . 
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 Agrupando os termos segundo a mesma variável temos: 

  

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
1

4
2

9
1

 :aindaou  , 362914

04364494124

:daí , 044924

22

22

22

22

=
−

+
−

=−+−

=+−+−+−+−

=+−+−

yx

yx

yyxx

yyxx

 

 Desta feita em comparação com a equação: 

  12

2

2

2

=+
b
y

a
x

 

temos que: 2  e  3 sejaou   4 e 9 22 ±=±=== baba . Por outro 

lado fazendo a mudança de variável tomando 

.1  :  teremos2  e  1 2

2
1

2

2
1

11 =+−=−=
b
y

a
x

yyxx  

  ( ) ( ) ( ) ( )0,1,4,1,2,2,2,4 2121 ==−== BBAA . 
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4.  ESPAÇO 

 

Introdução 

 O plano como um termo indefinido da geometria está bem 

determinado por duas retas concorrentes não coincidentes. Tomando em 

cada reta seu vetor diretor constituímos uma base; o que nos leva a 

afirmar que todo e qualquer vetor do plano é descrito como uma 

combinação linear destes vetores. Mas claramente, sendo sr vu  e  os 

diretores das reta (r) e (s) que determinam o plano ( )α , segue-se que 

para qualquer vetor v  do plano existem ℜ∈yx,  onde 

sr yvxuxv += ; conforme ilustra a figura 3.0.a. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Em virtude do conjunto { }sr uu ,  reproduzir todo e qualquer vetor 

do plano, dizemos que o plano é de dimensão 2 ou bi-dimensional. 

(r) 

(s) 

O 

u r 

u s 

v   

(Fig 3.0.a) 
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 Para o espaço, todo conjunto de três vetores, não coplanares e não 

múltiplas dois a dois. { }321 ,, uuu  é uma base, e de forma análoga 

mostra-se que todo vetor v  no espaço é uma combinação linear destes 

vetores, ou seja ℜ∈∃ zyx ,,  tal que 321 uzuyuxv ++= . 

 

Sistema de Coordenadas 

 Considere o conjunto de vetores { }kji ,,  onde são não coplanares, 

perpendiculares dois a dois e de norma 1. Tal conjunto será denominado 

de base ortonormal do espaço. 

 Situemos estes vetores partindo de um mesmo ponto O. (Fig. 3.1.a) 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

  

Tracemos três retas concorrentes em O e com direções respectivas de 

kji ,, . A reta com direção i  representada por OX (eixo das abcissas); 

com direção j  por OU (eixo das ordenadas) e com direção k  

representaremos por OZ (eixo das cotas). 

O j  

k  

i  
(Fig. 3.1.a) 
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Em virtude de dois vetores não colineares determinar um plano, 

podemos verificar de acordo com a (Fig. 3.1.b) que o espaço fica 

dividido em oito octantes; 04 acima do plano XY e 04 abaixo. Como 

exemplo, temos como 1º octante tomado pelos planos determinados 

pelos planos XY, YZ e XZ. 

 A cada ponto do espaço se faz corresponde a uma terna (x,y,z) com 

ℜ∈zyx ,, e a cada terna (x,y,z) faz-se corresponder um ponto do 

espaço. A isso dizemos que existe uma correspondência biunívoca entre 

os pontos do espaço e o conjunto de ternas (x,y,z) com ℜ∈zyx ,, . 

Desta feita representaremos o espaço pelo conjunto.  

  ( ){ }ℜ∈=Ε zyxzyx ,,/,, , 

e cada ponto do espaço por ( )zyxP ,,=  onde serão chamado de 

coordenadas cartesianas de P. Conforme nos mostra a Fig. 3.1.c o ponto 

P será sempre o vértice de um paralelepípedo. 

O j

k

i

(Fig. 3.1.b) 

Z 

Y 

X 
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Como mostra a figura 3.1.c podemos concluir que: 

  O ponto ( )zyxP ,,=  encontra-se: 

(i) no eixo OX se y = z = 0 

(ii) no eixo OY se x = z = 0 

(iii) no eixo OZ se y = x = 0 

(iv) na origem se x = y = z = 0 

(v) no plano XY se z = 0 

(vi) no plano YZ se x = 0 

(vii) no plano XZ se y = 0 

 

 

 

 

P 

j  
k  

i  

(Fig. 3.1.c) 

Z 

X 

Y y 

z 

x 
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Exemplo: 

 Represente os pontos, A, B, C e D do espaço no sistema de eixos 

coordenados ortogonais, sendo A= (1,2,3), B= (0,1,4), C= (1,4,0), D= 

(0,0,1). 

Solução: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Vetores no espaço 

 Definimos como um vetor no espaço a todo vetor cuja origem 

coincide com a origem do sistema cartesiano. De forma análoga ao 

plano, todo ponto P=(x,y,z) do espaço e a origem O definirá um vetor no 

espaço ou ainda como existe uma correspondência biunívoca entre os 

pontos do espaço e as ternas (x,y,z), como ℜ∈zyx ,, , não  configura 

dualidade ao representar por um vetor no espaço a uma terna (x,y,z). 

Assim OPv = . 

A 

Z 

X 

Y 

C 

D 

1 

B 

1 

1 

2 4 

4 
3 
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 Mas ( ) ( )0,0,0,, −=−= zyxOPOP  ou seja, ( )zyxv ,,=  

será doranvante denotado como um vetor no espaço. Sendo { }kji ,,  

uma base ortogonal do espaço poderemos ainda escrever v  como 

sendo: 

  ( )
( ) ( ) ( )1,0,0k  e  0,1,0,0,0,1

sendo    ,,

===

++==

ji

kzjyixzyxv  

 Dados dois pontos do espaço A=(a,b,c) e B=(a1,b1,c1), definimos o 

vetor AB  como sendo: ABAB −= . De forma análoga ao estudo no 

plano teremos ainda: 

  ( )ccbbaaAB −−−= 111 ,,  conforme mostra a figura 

3.2.a. 

 

 

 

 

 

 

 
(Fig 3.2.a) 

 Sendo AB  um segmento orientado, existe um segmento orientado 

que lhe é eqüipolente partindo da origem. Daí a cada par de pontos que 

dá origem a um vetor existe um vetor no espaço o qual lhe representa 

(fig. 3.2.a). Este vetor tendo as mesmas características será o vetor: 

  ( )ccbbaav −−−= 111 ,,  

A 

Z 

X 

Y 

B 

v   



 
93 

 

 Módulos 

 Seja ( )cbav ,,=  um vetor no espaço. Definimos como v , a 

norma de v , ao número: 

  222 cbav ++=  

 Observe que a norma de v  é igual ao comprimento do segmento 

orientado que o representa (fig. 3.2.b). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
(Fig 3.2.b) 

 

Operações com vetores 

 Sejam ( ) ( )111 ,,  ,,, zyxvzyxu ==  vetores no espaço e 

ℜ∈k . Como foi visto com vetores no plano estenderemos ao espaço 

as mesmas definições. 

I) Adição e Subtração 

Z 

X 

Y 
b 

a 

c 

v
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( )
( )111

111

,,

,,

zzyyxxvu

zzyyxxvu

−−−=−

+++=+
 

II) Multiplicação de um escalar por um vetor 

( )kzkykxuk ,,=  

 Salientamos que as propriedades relativas as estas operações, como 

também a representação gráfica são as mesmas para vetores no espaço. 

 

Exemplo: 

 Sendo ( )2,2,1=u  e ( )4,3,2=v  e 2=k ; determine os vetores 

vu +  e uk ⋅ , vu − . 

Solução: 

  

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )2,1,14,3,22,2,1

4,4,22,2,122

6,5,34,3,22,2,1

−−−=−=−

=⋅=⋅

=+=+

vu

u

vu

   

 

Produto escalar 

 Sejam u =(x,y,z) e v =(x1,y1,z1) vetores do plano, denote por vu ⋅  

ou >< vu,  ou ( )vu,  ao produto escalar dos vetores u  e v  . 

 Definição: 

  111 zzyyxxvu ⋅+⋅+⋅=⋅  

 Esta definição é também conhecida como produto escalar canônico 

dos vetores u  e v . Deixamos ao leitor verificar que todas as 
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propriedades para esta operação no capítulo 1 também são verdadeiras 

para o espaço. 

 

Exemplo: 

1. Calcule o produto escalar dos vetores sendo ( )0,1,2=u  e 

( )4,3,1−=v . 

a) vu ⋅  

b) ( )vuu −⋅  

c) ( ) vu ⋅3  

Solução: 

a) ( ) ( ) ( ) 4031124,3,10,1,2 ⋅+⋅+−=−⋅=⋅ vu  ou 

seja 1=⋅ vu  

b) 
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )4021324,2,30,1,2
4,3,10,1,20,1,2

−⋅+−⋅+⋅=−−⋅
=−−⋅=−⋅ vuu

 

ou ainda: 

( ) 3=− vuu  
 

c) 
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) 403316
4,3,10,3,64,3,10,1,233

⋅+⋅+−⋅
=−⋅=−⋅=⋅ vu

 

logo, ( ) 33 =⋅ vu  
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2. Determine o valor de ℜ∈a  para que 0=⋅ vu , sendo 

( )1,2, −= aau  e ( )2,4,1=v . 

Solução: 

 Por definição da operação temos 

( ) 21421 ⋅+⋅−+⋅=⋅ aavu  e como 0=⋅ vu  tem-se: 

  
5
6ou     065 ==− aa  

3. Mostre que sendo ( )cbau ,,= , então uu ⋅= µ . 

Solução: 

 Por definição ( ) ( ) 222,,,, cbacbacba ++=⋅=⋅ µµ , 

e como 222 cbau ++=  temos que: 
2

uu =⋅µ , ou seja 

uu ⋅= µ  

 

 Produto Vetorial 

 
 Definimos uma nova operação no conjunto de vetores no espaço, 

tal que a cada par de vetores ( )vu,  do espaço esta associado um 

vetor do espaço, indicado por u  X v , que satisfaz as seguintes 

propriedades: 

i) ( )vuvuvu ,sen⋅⋅=×  
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ii) vu ×  é perpendicular simultaneamente a u  e a 

v . 

iii) O terno ( )vuvu ×,,  é positivo (veja figura 

3.2.4.a)  

 

a) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Conseqüências da definição: 

a) u  x u  =0 

Sendo { }kji ,,  base ortogonal para o espaço é fácil de 

comprovar que: 

  ikjkjijik =×=×=×    ,   ,  

Propriedades: 

 Sendo u , v , w  vetores no espaço e ℜ∈k , então vale: 

(I) Não comutativo: 

uvvu ×−=×  

(II) Não associativo: 

u  x v   

v    

u    
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( ) ( ) wvuwvu ××≠××  

(III) Distributiva: 

( )
( ) wvwuwvu

wuvuwvu

×+×=×+

×+×=+×
 

(IV) ( ) ( ) ( )wkuwukwuk ×=×=×  

 

Considere agora { }kji ,,  uma base ortogonal ( )zyxu ,,=  e 

( )111 ,, zyxv =  dois vetores do espaço. Com uso da propriedade (III) 

do produto vetorial vamos encontrar as coordenadas de vu × . 

Como kzjyixvkzjyixu 111  e  ++=++=  temos 

que: 

 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )kzkzjykzixkz

kzjyjyjyixjykzixjyixixix

kzjyixkzkzjyixjykzjyixix

kzjyixkzjyixvu

111

111111

111111111

111

×+×+×

+×+×+×+×+×+×=

=++×+++×+++×=

++×++=×

 

 E como { }kji ,,  é uma base ortogonal temos que: 

  

ijkkijjki

jikikjkji

kkjjii

−=×−=×−=×

=×=×=×

=×=×=×

,,

,,

0

 



 
99 

 

Assim: 

 

),,(

)()()(

)()()(

111111

111111

111111

yxxyxzzxzyyzvu

kyxxyjxzzxizyyz

izxjzxiyzkyxjxzkxyvu

−−−=×

−+−+−=

=−++−−=×

 

Observando cuidadosamente a expressão: 

kyxxyjxzzxizyyz )()()( 111111 −+−+−     , 

podemos concluir sem muito esforço que trata-se do determinante 

           

111 zyx
zyx
kji

, daí  

podemos definir o produto vetorial como sendo: 

  vu ×  = 

111 zyx
zyx
kji

 

Com base nas propriedades do determinante vê-se facilmente a 
comprovação das propriedades da operação produto vetorial. 
 

Exemplo: 

1. Calcule o produto vetorial dos vetores u =(2,1,3) e v =(4,-1,0). 

Solução: 
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014
312

−
=×

kji
vu = 

)304()2120( ijkkji −+−−+  

vu × = )6,12,3(34212 −=+−− ikkj  

2. Calcule a área do paralelogramo definido pelos vetores u  e v  

 

Solução: 

     

 

 

Como facilitador de compreensão seja a figura acima. A altura 

h do paralelogramo é dada por: 

  ( )vuvh ,sen⋅=    

e como: 

  área = base . altura 

 

temos que: 

  área = θsen⋅⋅ vu . 

h v   

u   

θ   
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Por outro lado: 

  ( )vuvuvu ,sen⋅⋅=×  

 Logo: 

   vuA ×=  

 

3. Determine a área do triangulo que tem com dois de seus lados 

os vetores u  e v .  

Solução: 

 Sendo a área do triangulo é a metade da área do 

paralelogramo, podemos afirmar que: 

=  vu ×⋅
2
1

  

 

 Produto misto 

Combinando o produto interno e o produto vetorial poderemos 

definir o produto misto. A cada terno de vetores ( )wvu ,,  do 

espaço podemos associar a um número real dado por ( ) wvu ⋅× . 

 Definição: 

  Seja ( ) ( ) ( )222111 ,,  e  ,,,  ,,, cbawcbavcbau ===  

vetores no espaço. Definimos o produto misto: 

Área 
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( )
222

111

cba
cba
cba

wvu =⋅×  

 

Interpretação Geométrica. 

  Considere a figura 3.2.5.a 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
(Fig 3.2.5.a) 

 

Pela geometria espacial temos que o volume de um paralelepípedo 

é igual ao produto da altura pela área de base. Conforme mostrado 

anteriormente temos que: 

  ( ) ( )wvuwvuwvu ,cos ×⋅⋅×=⋅×  

O termo ( )wvuw ,cos ×⋅  é igual a altura do paralelepípedo e 

como vu ×  é a área do paralelogramo (base) temos que: 

α w

v   

vu × R 

u   
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  ( ) )(    IwvuVol ⋅×=  

 

Exemplo: 

 Calcule o volume do paralelepípedo definido pelos vetores 

( ) ( ) ( )0,0,1  ,5,1,0  ,4,0,1 −=== wvu . 

Solução: 

 Usando o resultado (I) teremos: 

   ( )
001
510
401

−
=⋅×= wvuv  

   ( ) ( ) 44004000 ==++−−++=v  

 

Exercícios: 

• 1. Represente os pontos no sistema coordenados de eixos 

ortogonais. 

a) A = (1,0,3) 

b) B = (1,1,2) 

c) C = (2,-3,4) 

d) D = (0,0,3) 

 

• 2. Represente no sistema coordenado de eixos ortogonais os 

vetores: 

a) AB  sendo A = (1,5,4) e B = (3,1,2) 

b) v  = (1,3,5) 
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• 3. Determine o ângulo entre os vetores u  e v  sendo: 

a) u  = (1,0,1) e v  = (1,2,1) 

b) u  = (2,1,0) e v  = (0,1,-1) 

Resp.: a) 
6

2sen.arc=α        b)  







=

10
3sen.arcα  

• 4. Calcule a norma dos vetores: 

a) AB  sendo A = (2,1,0) e B = (5,1,-1) 

b) v  = (2,1,0) 

Resp.: a)  10      b) 5  

 

• 5. Sendo u  = (2,1,0), v  = (3,-1,4) e w  = (0,1,-1) calcule o 

produto vetorial: 

a) uu ×  

b) ( )wvu −×  

c) ( ) ( )wvwu +×−  

Resp.:  a) 0      b) ( )7,10,5 −−      c)  ( )0,3,0 −  

 

• 6. Determine a área do paralelogramo de lados formado pelos 

vetores u  = (-1,3,4)  e v  = (3,1,0). 

Resp.: 260  
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• 7. Determine a área do triângulo ABC sendo que A = (1,2,0), B 

= (-1,-3,2) e                C = (1,0,4). 

Resp.:  a)
2

336
 

 

• 8. Calcule o volume do paralelepípedo que tem um vértice no 

ponto A = (1,2,1) e os três vértices adjacentes nos pontos B = 

(1,3,2), C = (4,1,3) e D = (2,1,6). 

Resp.: 15 

 

• 09. Calcule os seguintes produtos vetoriais: 

a) ( ) ( )kjikji 23532 +−×+−  

b) ( ) ( )kjikji 223 −+×+−−  

Resp.: a) kji 39 −+     b) kj +  

 

• 10. Determine um vetor u  que seja simultaneamente 

perpendicular aos vetores          v  = (1,-1,0) e w  = (0,-1,5). 

Resp.:  ( )1,5,50 −−−=w  

 

• 11. Complete o enunciado das seguintes proposições: 

a) vuvu ....................... se somente e se  0=⋅  

b) vuvu .......................... se somente e se  0=×  

c) ( ) vvuwvu .............. se somente e se  0 ×=⋅×  
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• 12. Sejam u  = (1,0,1) e v  = (0,1,1). Calcule w  perpendicular 

a  u  e v  e tal que 3=w . 

Resp.:  ( ) ( )3,3,3ou          3,3,3 −++−−  

 

• 13. Mostre que ( ) ( )vwuwvu ×⋅−=×⋅  

 

• 14. Se ( ) ( )222111 ,,  e  ,, zyxBzyxA ==  são pontos do 

espaço, e ( )BAd ,  a distancia do ponto A ao ponto B, então: 

( ) ( ) ( ) ( )2
21

2
21

2
21, zzyyxxBAd −+−+−=

 

  (Sugestão: calcule AB ) 

 

• 15. Determine vetores v   do espaço ortogonal ao vetor 

( )1,0,1 −=u . 

Resp.: ( ) ℜ∈= baabav ,/    ,,  

 

• 16. Considere ( )4,1,2 −=u  e ( )0,1,1−=v  vetores do 

espaço. 

a) Determine o vetor unitário simultaneamente ortogonal 

aos vetores u  e v . 
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• 17. Sendo ( ) ( ) ( )1,0,0 e 0,1,0j  ,0,0,1 === ki  vetores da 

base canônica do espaço, mostre que: 

a) kji =×     b) ikj =×    

 c) jki −=×  

d) 0=× kk  

 

• 18. Sendo ( ) ( )0,2,1 e 3,1,2 −=−= wu  vetores do espaço, 

determine um vetor do espaço v  tal que wvu =× . 

Resp.: ( )1,0,0 +=v  
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5.  RETAS E PLANOS: 

  

Plano 

 Dado um ponto A e um vetor no espaço v , existe um único plano 

que contem A e é perpendicular a ( )cbav ,,=  no espaço. 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

Qualquer ponto ( )zyxP ,,=  do plano satisfaz a equação vetorial: 

  0=⋅vAP     (I) 

 E ainda: 

  

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

000

000

000

  onde

)1(    0

0

0,,,,

0

czbyaxd

dczbyax

zzcyybxxa

cbazzyyxx

vAP

−−−=

=+++

=−+−+−

=⋅−−−

=⋅−

 

  

v   

P

α   

A
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 A equação (1) é chamada de equação cartesiana do plano e o vetor 

u =(a,b,c) é chamado de vetor diretor do plano. Observemos que essa 

equação é linear, isto é, envolve apenas termos do primeiro grau em x, y 

e z. 

Exemplo: 

• 1. Determine a equação do plano ( )α  que contem os 

pontos A=(1,2,1), B=(0,1,1) e C=(0,1,0). 

Solução: 

 Seja P = (x, y, z) um ponto do plano ( )α . Desta feita os 

vetores AP , AB  e AC  por pertencerem ao mesmo plano 

( )α  são vetores linearmente dependentes e por conseguinte: 

  ( ) 0=⋅× ACABAP ,   ou  ainda: 

  0
102110
112110
121

=
−−−
−−−
−−− zyx

,   ou    

0
111

011
121

=
−−−

−−
−−− zyx

,  que pode ser escrita como: 

  010 =+⋅+− zyx  

 

• 2. Determine a equação cartesiana de um plano ( )β  que 

contém o ponto A = (2,1,0) e é perpendicular ao vetor  ( )3,1,1 −=u . 

Solução: 
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 Como u  é perpendicular ao plano ( )β , assim todo e 

qualquer vetor em ( )β  é perpendicular a u . Seja ( )β∈P ; 

( )zyxP ,,= . O vetor AP  é perpendicular a u , logo: 

  0=⋅uAP  

ou ainda: 

  
( )

( )( ) ( ) 03,1,10,1,2

0

=−⋅−+−−

=⋅−

zyx

uAP
 

 que pode ainda ser escrita: 

  013 =−+− zyx  

 

• 3. Determinar a equação do plano (s) que passa pelo ponto 

A(1,2,1) e é paralelo aos vetores u  = (2,1,1) e v  = (1,1,-2). 

Solução: 

 Inicialmente observamos que u  e v  não são colineares, logo 

linearmente independentes. Desta feita existirá um só plano (s) 

que contenha o ponto A e seja paralelos aos vetores. 

 

 

 

 

 

 

 

 

u   

v   

P 

A (s) 
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 Seja P = (x,y,z) um ponto de β , então ( ) 0=⋅× vuAP ,  ou 

ainda, 

  0
211

112
121

=
−

−−− zyx
 

 que pode ainda ser escrito: 

  0853 =−++− zyx  

 

• 4. Determine a intersecção entre os planos 

012:)( =−+− zyxα  e 032:)( =++− zyxβ . 

Solução: 

O nosso problema consiste em determinarmos o conjunto 

de pontos do espaço que satisfaz simultaneamente as equações 

dos planos )(α e )(β . Para isto nos restringimos a resolver o 

sistema: 





=++−
=−+−

)(032
)(012

IIzyx
Izyx

 

Usando o método da substituição isolamos em (I) a 

variável 12 −+= zxy , e substituindo em II. 

032)12( =++−+− zzxx , ou ainda: 

4

: temos isolando donde  ;  04

−=

=++−

xz

zzx
 

Calculando y: 
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53
142

−=
−−+=

xy
xxy

 

 

Assim a intersecção será a reta dado pelo conjunto de pontos: 

(r)= }/)4,53,{( Rxxxx ∈−−  

• 5. Encontrar o ponto de intersecção do plano 

03 =−++ zyx  com os eixos 0x, 0y e 0z. 

Solução: 

Seja )(,, α∈MQP  

(i) Um ponto )0,0,(0 aPXP =⇔∈  logo: 

30300 =∴=−++ aa  ou seja )0,0,3(=P  

(ii) De forma análoga, )0,,0(0 bQYQ =⇔∈ , ou 

ainda: 30300 =∴=−++ bb  ou seja )0,3,0(=Q  

(iii) Finalmente ),0,0(0 cMZM =⇔∈ , ou seja 

0300 =−++ c , donde 3+=c . 
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Assim M=(0,0,+3). (confira figura 4.1.a) 

  
 
 
  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Exercícios: 
 

• 1. Determine a distância entre os pontos: 

a) A=(2,1,0) e B=(-1,3,5) 

b) M=(-1,3,5) e N=(2,-4,-5) 

Resp.: a) 38    b) 158  

• 2. Encontre a equação do plano )(α  que passa pelos pontos: 

a) A=(2,1,0), B=(1,1,1) e C=(-1,2,5) 

b) A=(3,-1,4), B=(0,1,0) e C=(2,-1,3) 

Resp.:  a) 02 =−+− zyx     b)  0122 =−++− zyx  

• 3. Determine a equação do plano que é perpendicular ao vetor 

kjiu
rrrr 432 +−= e passa pelo ponto A=(1,-2,0). 

Resp.: 08432 =−+− zyx  

z 

x 

Y 3 
0 

Fig. 4.1.a 

3 

3 
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• 4. Encontre a equação do plano )(α que passa pelo ponto 

L=(1,-1,0) e é paralelo aos vetores kjiu
rrrr

+−= e 

kjiv
rrrr 423 +−= . 

Resp.: 012 =++−− zyx  

• 5. Determinar a equação do plano )(α paralelo ao plano 

)(β de equação 232 =+− zyx  e passa pelo ponto 

)1,1,1(=A . 

Resp.: 032 =+− zyx  

• 6. Determinar um vetor unitário, normal ao plano que passa 

pelos pontos A=(1,-1,0), B=(2,-1,3) e C=(0,0,1). 

Resp.: 





 −=

26
1,

26
4,

26
3u  

• 7. Encontre os pontos de intersecção do plano )(α  de equação 

cartesiana 0123 =−+− zyx  com os eixos coordenados 0x, 

0y e 0z. 

Resp.: ( ) ( ) ( )2
1,0,0,0,1,0,0,0,3

1 −  

• 8. Ache a equação do plano )(α  que passa pelo ponto 

A=(2,1,1) e é paralelo ao plano )(β de equação cartesiana 

042 =++− zyx . 

Resp.: 042 =−+− zyx  

• 9. Determine os valores de ℜ∈nm  e  para que o ponto 

A=(m-1,n,m-n) pertença simultaneamente aos planos )(α e 
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)(β  de equações cartesianas 03 =+−+ zyx  e 

0142 =++− zyx . 

Resp.: 3
2   e   1 −=−= mn  

• 10. Usando a fórmula da distância entre dois pontos, mostre 

que a equação da esfera de centro C=(a,b,c) e raio R é dada 

por: (x - a)2 + (y - b)2 + (z – c)2 = R2 , com P=(x,y,z) um ponto 

qualquer da esfera. 

• 11. Encontre a equação da esfera de: 

a) centro A=(2,1,0)  e raio 5 

b) centro C=(1,-1,2)  e raio 3 

Resp.:  a) ( ) ( ) 2512 222 =+−+− zyx  

  b) ( ) ( ) ( ) 9211 222 =−+++− zyx  
 

Retas 

Sejam A=(x1,y1,z1) e B=(x2,y2,z2) dois pontos do espaço não 

coincidentes. Então existe uma única reta que passa por estes pontos 

simultaneamente. Um ponto P=(x,y,z) pertence a esta reta se e somente 

se os vetores PA
r

e BA
r

 são colineares, logo existe ℜ∈λ  tal que: 

BAPA
rrr

.λ= .(1) 

Em termos de coordenadas, temos: 

 (x - x1,y - y1,z - z1) = λ (x2 – x1,y2 – y1,z2 – z1) 

que é equivalente a: 
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







−=−
−=−
−=−

)(
)(
)(

121

121

121

zzzz
yyyy
xxxx

λ
λ
λ

         (2) 

chamada de equações paramétricas da reta (r) que passa por A na 

direção de BA
r

. O vetor BA
r

 é chamado de vetor diretor da reta. 

 
  
 
 
  
  
  
 
 
 
 
 
     

 

 

Observe que para cada ℜ∈λ  em (2) temos um ponto da 

reta (r); e reciprocamente a cada ponto P da reta (r) existe um escalar 

ℜ∈λ . 

Sendo a reta (r) não paralela a nenhum dos planos XY, YZ ou 

XZ, em outras palavras z1 ≠ z2, x2 ≠ x1, 

y2 ≠ y1, podemos também eliminar λ em 

(2) e escrevermos sua forma simétrica: 

12

1

12

1

12

1

zz
zz

yy
yy

xx
xx

−
−

=
−
−

=
−
−

 (3) que é conhecida como equação 

cartesiana da reta (r). 

y 

z 

x 

A 
P 

B 

(Fig. 4.2.a) 

(r) 

A L 
P 

B 

(r) (s) 
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Exemplo: 

1. Determinar a equação da reta que passa pelos pontos A=(1,2,3) 

e B=(4,5,-1). 

Solução: 

 Como BA
r

 não é paralelo a nenhum dos planos XY, YZ e XZ 

temos que: 

 
31

3
25
2

14
1

−−
−

=
−
−

=
−
− zyx

 ou seja: 

 
4
3

3
2

3
1

−
−

=
−

=
− zyx

 

2. Encontre um vetor diretor da reta que passa pelos pontos  

A=(-1,0,3)  e B=(0,-4,2). 

Solução: 

Como o vetor diretor é o vetor que dá a direção da reta e 

como A e B são pontos da reta, assim temos: 

 
)1,4,1(

)3,0,1()2,4,0(
−−=

−−−=−==
u

ABBAu
r

rr

    

3. Determine as equações paramétricas da reta (r) que passa pelos 

por L=(-2,1,0) e é perpendicular a reta (s) que passa pelos 

pontos B=(-1,1,5) e A=(2,-1,3) 

Solução: 

 Vamos primeiro determinar um vetor diretor para a reta (s), 

ou seja: 

  )3,1,2()5,1,1( −−−=−== ABBAu
rr

      

 daí )2,2,3(−=ur .  
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 Em face do problema possuir solução única, devemos 

encontrar )(sP ∈  no qual BALP
rr

⊥ . Para tanto calculemos 

as equações paramétricas da reta (s) 

 Se )(sP ∈ então BAPA
rr

λ= , ou equivalentemente: 

   BAAP
r

λ=− , ou ainda 

 )2,2,3()3,1,2( −=−+− λzyx  

O que nos leva a: 

  








+=
+−=
−=

λ
λ

λ

23
21

32

z
y
x

 

Desta feita )23,21,32( λλλ ++−−=P  é ponto de (s) 

para todo ℜ∈λ . 

Impondo a condição do problema temos que: 

  0, >=< BALP
rr

, ou ainda: 

0)2,2,3(),23,22,34(
)2,2,3()),23(0),21(1),32(2(0

>=−−−−+−<
>−+−+−−−−−=<

λλλ
λλλ

 

onde: 

    

01710
04644912

0)23(2)22(2)34(3

=−
=−−−+−

=−−+−++−−

λ
λλλ

λλλ
 

  Assim: 
17
10

=λ  

 Substituindo λ  em P temos: 
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   





=

17
71,

17
3,

17
4P  

 Calculemos agora as equações da reta (r) que passa por P e 

L. 

 Seja )(),,( rzyxX ∈= , então LPtXP
rr

.=  ou em 

forma equivalente: 







 −−−−=






 −−−

17
710,

17
31,

17
42.

17
71,

17
3,

17
4 tzyx  

que pode ainda ser escrito: 

 

  














−=

+=

−=

tz

ty

tx

17
71

17
71

17
14

17
3

17
38

17
4

  que são as equações paramétricas de 

(r). 

4. Determine a equação cartesiana da reta (s) que passa pelo 

ponto A=(2,3-1) e é paralela ao vetor kji
rrrr

+−= 2µ . 
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Solução: 

Observe na gravura a solução geométrica do problema. 

 
   
 
 
 
   
 
 
 
 
 

Seja µ
r

s um vetor diretor da reta (s). Como sendo 

µµ
rr

⇒//)(s s ut r.= . Fazendo t=1, como poderia ser outro 

valor 0≠ , temos que µ
r

s .ur=  

 A equação vetorial da reta (s) será; 

   uAP r
λ+= , com P=(x,y,z) um ponto qualquer 

da reta (s). Substituindo os dados nesta equação encontramos 

as equações paramétricas: 

   








+−=
−=

+=

λ
λ
λ

1
3

22

z
y

x
 

Eliminando o parâmetro λ  temos: 

   
1

1
1
3

2
2 +

=
−
−

=
− zyx

  

 que é a equação cartesiana da reta (s). 

A 

(s) 

u   
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5. Verifique se as retas (r) e (s)  dadas respectivamente pelas 

equações cartesianas 
1

2
23

4 −
=

−
=

− zyx
 e 

2
1

3
2

1
1 −

=
−
−

=
− zyx

 são concorrentes, reversas ou 

paralelas. 

Solução: 

 As retas são paralelas se os vetores diretores respectivos µ
r

r 

e µ
r

s são paralelos. Ora (3,-2,1) =rµ
r

 e µ
r

s  = (1,-3,2) e 

como não existe ℜ∈t  tal que µ
r

s = t µ
r

r afirmamos que não 

são paralelas. 

Sejam ℜ∈nm,  tal que mzyx
=

−
=

−
=

−
1

2
23

4
e 

nzyx
=

−
=

−
−

=
−

2
1

3
2

1
1

 

As retas (r) e (s) são concorrentes se e somente se o sistema: 

x = 4 + 3m 

y = -2m 

z = 2 + m 

x = 1 + n 

y = 2 – 3n 

z = 1 + 2n, é solúvel; caso contrário (r) e (s) são retas 

reversas. 

Resolvendo o sistema teremos: 

  4 + 3m = 1 + n 

-2m = 2 – 3n 



 
123 

 

2 + m = 1 + 2n ou ainda; 

Considere agora o sistema formado pelas duas primeiras 

equações: 

   




−=−
+=+

nm
nm

322
134

,  

 teremos como solução 1−=m  e n = 0. 

Substituindo na terceira equação. 

  0.21)1(2 +=−+ , concluímos que também 

satisfaz. Logo  o  sistema  é  solúvel e P= (1,2,1) é o ponto 

de intersecção das retas (r) e (s). Assim as retas são 

concorrentes. 

6. Verifique se a reta (r) dada pela equação 

4
13

2
1 +

=−=
− zyx

 é concorrente ao plano )(α  de 

equação cartesiana .1032 =−+ zyx  

Solução: 

A reta (r) é concorrente ao plano )(α  se e somente se 

φα ≠∩ )()(r . Logo o nosso problema consiste na resolução 

do sistema: 

 






=−+

+
=−=

−

1032
4

13
2

1

zyx

zyx
 

Com o auxílio de um parâmetro ℜ∈λ  temos que: 
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λ
λ
λ

41
3

21

+−=
+=
+=

z
y
x

 

Substituindo na equação do plano as variáveis x,y,z 

teremos: 

 10)41(3)3(221 =+−−+++ λλλ  

 ainda pode ser escrito: 

 10108 −=− λ  ou ainda: 

 .0=λ   

Logo o ponto de intersecção entre a reta (r) e o plano )(α  

é: 

 P= (1,3,-1). 
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Ângulo entre duas retas 

 

Sejam (r) e (s) retas no espaço. Pode ocorrer um dos três casos: 

(i) (r) e (s) são paralelas não coincidentes 

(ii) (r) e (s) são concorrentes 

(iii) (r) e (s) são reversas 

Sendo (r) e (s) concorrentes, elas formam entre si quatro 

ângulos, dois a dois opostos pelo vértice no ponto de concorrência P. 

   
   

 
      
 
 

   
   
 
 

 

Definição: 

 Define-se como ângulo, entre as retas (concorrentes), ao menor 

ângulo determinados por elas. 

 Sendo paralelas o ângulo entre elas será de 0o. 

 Sendo (r) e (s) retas reversas, toma-se um ponto em uma delas, 

exemplo (s), e por este ponto traça-se uma paralela (r’) a reta (r). O 

ângulo entre (r) e (s) será dado pelo ângulo entre (r’) e (s). 

(s) 

)(α  
(r) 

)(α  

)(β  )(β  
P 

(Fig. 4.2.1.a) 
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Desta forma sendo rµ
r

e sµ
r

 vetores diretores das retas (r) e (s) 

respectivamente, o ânguloθ  entre elas será tal que: 

 
sr

sr

uu vr

rr

.
,

)cos(
><

=
µµ

θ  

 

Exemplo: 

1. Calcule o ângulo entre as retas (r) e (s) dadas por suas 

equações cartesianas: 
3

1
1

3
2

1 +
=

+
=

− zyx
 e 

13
1

1
2

−
=

−
=

+ zyx
 respectivamente. 

Solução: 

 Tome rµ
r

= (2,1,3) e sµ
r

=(1,3,-1) como vetores 

diretores das retas (r) e (s) respectivamente. O ângulo θ  entre 

as retas será tal que: 

Z 

Y 

(r’) 

(s) 
P 

X 

θ  

(r) 
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)
154
2arccos(,

154
2

11.14
2

)1(31.312
)1(33.11.2

.
,)cos(

222222

===

=
−++++

−++
=

><
=

θ

µµ
θ

donde

uu sr

sr
rr

rr

 

2. Calcular o valor de λ para que as retas 

 
5

3:)( zxyr ==
+
λ

      e 

 








+=
+=
+−=

tz
ty

tx
s

51
3

21
:)(  sejam ortogonais. 

  

Solução: 

 Os vetores no espaço )5,,1( λµ =r
r

e )5,1,2(=sµ
r

 

são vetores diretores respectivos de (r) e (s). Como o proposto é que 

(r) seja ortogonal a (s) tem-se: 

 0, >=< sr µµ
rr

 

 ou: 

 

27
05.5.12.1

0)5,1,2(),5,,1(

−=
=++

>=<

λ
λ

λ
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Distância de um ponto a uma reta 

 

 Seja (r) uma reta e P um ponto no espaço; e d(P, (r)) a distância 

do ponto P a reta (r). 

Se ∈P (r), então d(P, (r))=0. 

Suponha que ∉P (r), e tomemos A e B pontos da reta (r) 

(Figura 4.2.2.a) 

 

      

  

 

 

  h  

 

    

 

 

É fácil observar que BA
r

 é um vetor diretor da reta (r) (A ≠ B). Os 

vetores PA
r

 e BA
r

 constituem lados do triângulo ABP cuja área é dada 

por: 

        hBAS .
2
1 r

=  (I) 

com h a altura do triângulo em relação ao vértice P. 

Fazendo uso do produto vetorial (Exercício 3, cap. IV), vimos 

também que 

A 

B 

P 
D 

(r) 

(Fig. 4.2.2.a) 
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 BAPAS
rr

×=
2
1

 (II) 

Comparando (I) com (II) podemos escrever que: 

 hBABAPA .
rrr

=×  

Não é difícil de verificar que 

 h = d(P, (r)) 

Desta feita concluímos que: 

 D(P, (r)) = 
BA

BAPA
r

rr
×

 

Exemplo: 

1. Calcule a distância do ponto A=(1,2,5) a reta de equações 

paramétricas: 

 








−=
+−=

+=

tz
ty
tx

s
52

3
21

:)(  

 

Solução: 

 

Atribuamos dois valores quaisquer para t afim de termos dois 

pontos da reta. 

 

Para: 

 
)3,2,3(1
)2,3,1(0 1

−−=⇒=
−=⇒=

Bt
At
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Consideremos os vetores AA
r

1  e BA
r

 e apliquemos a 

fórmula da distância (4.2.2) 

 
BA

BAPA
rPd r

rr
×

=))(,(  

Ora. 

 

( )

( ) ( ) 92010628

84)8,4,2(

10628
512

350

)5,1,2(2,3,1)3,2,3(

)3,5,0()2,3,1()5,2,1(

222
11

1

11

11

=−++−=×

=−−=

−+−=
−

=×

−=−−−−=−=

=−−=−=

BAAA

BA

kji
kji

BAAA

ABBA

AAAA

v

vrr

rrr

r

r

 

Daí chegamos a concluir que: 

 31,3
21

230
84
920))(,( ≈==rAd  
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Distância entre retas. 

 

Sendo (r) e (s) retas no espaço temos três casos a considerar. 

1. Paralelas 

a) (r) e (s) coincidentes, então d((r),(s))=0 

b) (r) e (s) distintas. Escolhendo  aleatoriamente  um  

ponto ∈P (r),  a  distância d((r), (s)) = d(P, (s)). 

 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

2. Concorrentes 

 

 As retas (r) e (s) são concorrentes, então existe um ponto P 

em comum. E como a distância entre elas é a menor, temos que 

d((r),(s))=0. (Fig. 4.2.3.b) 

d((r),(s
)) 

Z 

Y P 

(s) 

(r) 
X 

(Fig. 4.2.3.a) 
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3. Reversas. 

As retas (r) e (s) são reversas, logo φ=∩ )()( sr . Para 

melhor compreensão considere a figura (4.2.3.c). 

 
 
 
 Tomemos A um ponto em (r) e B um ponto em (s) 

aleatoriamente e façamos a projeção do vetor AB
r

 sobre sr µµ ×v
, 

com rµv e sµ
r

 vetores diretores de (r) e (s) respectivamente. 

(s) 

(r) 

P 

(Fig. 4.2.3.b) 
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Observe que sr µµ
rr

×  é paralelo ao eixo Z
r

0 , neste caso. Como 

BAprojsrd
sr

r
r

r
µµ ×

=))(),((  temos que: 

             
sr

SRBA
srd

µµ

µµ
rr

×

×
=

,
))(),((       (confira 1.9.1) 

 
Exemplo: 

1. Calcule a distância entre as retas (r) e (s) dadas por: 









+=
=
+=

tz
ty

tx
r

33

21
:)( e 









+=
+=
+−=

tz
ty
tx

s
31

3
21

:)(  

Solução: 

Pelos vetores diretores de (r) e (s), 

)3,1,2(−== sr µµ
rr

concluímos que elas são paralelas. Portanto 

escolhemos um ponto P em (r) e calculamos a distância d(P, (s)). 

Tomemos t=0, logo P=(1,0,3). 

 

Assim 

  d((r), (s)) = d(P, (s)) 

Para cálculo de distância d(P, (s)) é necessário que sejam 

dados dois pontos de (s). Sejam por exemplo A=(-1,3,1) e 

B=(1,4,4). Desta feita: 

 d((r), (s)) = d(P, (s)) =
BA

BAPA
r

rr
×

 

Ora: 
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( )

( )

14

1998)2(11

8211
312
232

)3,1,2(   ,2,3,2

222

=

=+−+−=×

+−−=
+

−=×

=−=

BA

BAPA

kji
kji

BAPA

ABAP

r

rr

rrr

rrr

rr

 

Portanto pode-se concluir que: 

  d((r), (s)) =
14

199
 

 

2. Calcular a distância entre as retas (r) e (s) dadas por:  

( ) ( )








+=
=

+=









=
+=

=

nz
ny

nx
s

tz
ty

tx
r

32

21
:  e  

3
21:  

Solução: 

 Sendo ( )3,2,1=rµ  e ( )3,1,2=sµ  vetores diretores 

das retas (r) e (s) respectivamente podemos concluir que as 

retas não são paralelas. Desta feita as retas serão concorrentes 

ou reversas. As retas (r) e (s) são concorrentes se e somente se 

o sistema: 
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solução. nha        te,  32

21
3

21

nz
ny

nx
tz

ty
tx

+=
=

+=
=

+=
=

 

 Resolvendo o sistema teremos: 

  

nt
nt
nt

323
21

21

+=
=+

+=
 

 Tomando as duas primeiras equações: 

  

1

solução como remos        te21
21

−==





=+
+=

nt

nt
nt

 

 Substituindo na terceira equação: 

  ( ) ( )13213 −⋅+=−⋅  concluímos que não é satisfeito 

tais valores. Logo o sistema não possui solução para tanto as 

retas são reversas. 

 Tomemos agora um ponto ( )rA ∈  e ( )sB ∈ ; ou seja: 

  ( ) ( )2,0,1              0,1,0 == BA    e 

apliquemos a fórmula de distância 

  ( ) ( )( )
sr

sr

uu

uuAB
srd

×

×
=

,
,  
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ou seja: 

  

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

3
2

33
6

999
6

3,1,23,2,1
3,1,23,2,1,2,1,1

,

==
++

−
=

×

×−
=srd

 

 

 

Distância de um ponto a um plano. 

 

Seja P = (x0,y0,z0) um ponto e )(α  um plano de equação 

cartesiana ax+by+cz+d=0. É nosso objetivo encontrar a relação que nos 

forneça a distância do ponto P ao plano. (Figura 4.2.4.a) 

 

 

 
 
    
 
 
  
  
 
 
 
 
  
 

αµ
r  P 

P’ 

(α

( )α  

(Fig. 4.2.4.a) 
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Seja P’=(x1,y1,z1) a projeção ortogonal de P ao plano )(α . 

Definiremos como d(P, )(α ), a distância do ponto P ao plano )(α , 

como sendo a norma do vetor PP
rr

' , ou seja: 

 PPPd
r

'))( ,( =α  

Se )(α∈P  podemos então concluir que 0)(,( =αPd . 

Suponha que )(α∉P . Como o vetor PP
r

'  é perpendicular a )(α , 

logo paralelo ao vetor diretor do plano ),,( cba=αµ
r

. Tomemos o 

vetor unitário de αµ
r

, ou seja 
α

α

µ
µ
r

r

. Assim podemos afirmar que: 

   )1(,''))(,( ><==
α

α

µ
µ

α r

rrr
PPPPPd  

ou ainda: 

   α
α

µ
µ

α
rr

r ,'.1))(,( PPPd =  

Mas: 

  

 

)(,'

),,(),,,(,'

,

111000

101010

222

czbxaxczbxaxuPP

cbazzyyxxPP

ecba

++−++>=<

>−−−>=<<

++=

α

α

α

µ

µ

rr

rr

r

 

O leitor pode ainda observar que: ax1+by1+cz1 = -d. 

Assim sendo podemos concluir que: 

 dczbxaxPP +++>=< 000,' αµ
rr
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Fazendo as devidas substituições em (1) podemos ainda escrever: 

 )2())(,(
222

000

cba

dczbxaxPd
++

+++
=α  

 

Exemplo: 

1. Determine a distância do ponto A=(5,2,1) ao plano )(α  de 

equação cartesiana     x – y + 2z – 3 = 0. 

 

Solução: 

Aplicando a relação (2) podemos dizer que: 

222 2)1(1
)3(1.2)1(21.5))(,(

+−+

−++−+
=αAd  

donde: 

  
6

2))(,( =αAd  

2. Determine a distância entre os planos )(α e )(β  sendo dados 

por suas equações cartesianas 2x-y+z+10=0  e 2x-y+z-5=0. 

Solução: 

Como os planos )(α e )(β  são paralelos 

)1,1,2( −== βα µµ
rr

 afirmamos que: 

  ))(d(P,))(),(( ββα =d com )(α∈P ou 

  ))(d(B,))(),(( αβα =d com )(β∈B  

Daí o problema se restringe a calcular a distância de um 

ponto a um plano. 
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Seja )()5,5,0( α∈−=P , então 

222 1)1(2
)5()5(15).1(0.2))(,(

+−+

−+−+−+
=βPd  

e ainda: 

  
6

15))(),(( =βαd  

3. Determine a distância da reta (r) ao plano )(α sendo dados 

por: 









+=
+−=

+=

tz
ty

tx
r

24
3

1
:)(     02:)( =+−+ zyxα  

Solução: 

Como a distância de uma reta ao plano somente é definida 

quando a reta for paralela a plano, o leitor pode facilmente 

observar através dos diretores da reta e do plano dados que são 

ortogonais, ou seja: 

)2,1,1(=rµ
r

diretor da reta (r), )1,1,1( −=αµ
r

 diretor 

do plano )(α  e  

0)1(21.11.1)1,1,1)2,1,1(, =−++>=−−>=<< αµµ
rr

r

 

Logo como αµµ
rr

⊥r temos que )//()( rα  . Assim 

teremos:  

))(,())(),(( αα Pdrd = com )(rP ∈  

Dado )()4,3,1( rP ∈−= , para t = 0, teremos: 
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222 )1(11

24).1()3(11.1))(),((
−++

+−+−+
=αrd  

o que também pode ser escrito: 

 
3

4))(),(( =αrd  

Exercícios: 

• 12. Determinar as equações paramétricas e cartesianas das retas 

que passam pelos pontos: 

a) A=(1,2,0)  e B=(0,0,4) 

b) L=(1,-1,1)  e  M=(2,-1,4) 

Resp.: a) 








=
−=

−=
=

−
−

=
−
−

λ
λ

λ

4
22

1
  ;  

42
2

1
1

z
y
x

zyx
 

 

• 13. Encontrar a equação cartesiana da reta que: 

a) passa pelo ponto A=(1,-1,5) na direção do vetor 

)3,1,2( −=vr  

Resp.: 
3

5
1
1

2
1 +

=
−
−

=
− zyx

 

b) passa pelo ponto M=(0,1,1) na direção do vetor 

)0,1,1(=ur  

Resp.: 1     1 =−= zyx  
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• 14. Escreva a equação paramétrica da reta que passa pelo ponto 

M=(1,-1,3) e é perpendicular a reta (s) de equação cartesiana 

1
2

1
3

2
+=

−
=

− zyx
. 

Resp.: 













+=

−−=

+=

tz

ty

tx

2
93

31
21

 

 

• 15. Ache a equação da reta (r) que passa pelo ponto A=(1,0,1) 

e é paralela aos planos 2x+3y+z+1=0 e x-y+z=0. 

Resp.: 
5
1

14
1

−
−

=
−

=
− zyx

 

 

• 16. Encontrar a equação cartesiana da reta (r) que passa pelo 

ponto M=(2,3,-1) e é paralela ao vetor kjiu
rrrr

−+= . 

Resp.: 
1

1
1

3
1

2 +
=

−
=

− zyx
 

 

• 17. Mostrar que os pontos A=(-1,4,-3), B=(2,1,3) e C=(4,-1,7) 

são colineares. 

Resp.: (Sugestão: Produto misto) 

 

• 18. Determine um ponto e um vetor diretor de cada uma das 

seguintes retas: 
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a)






=

+
=

−

2
3

1
2

1

y

zx
 

b)








=
−=
+=

tz
ty
tx

31
32

 

c) 
2

1
1
2

4
1 +

=
−
+

=
− zyx

 

• 19. Encontrar o ponto de intersecção das retas, casos existam. 

a) 




+=
−=
1
13

:)(
yz
yx

r  e 




−=
+=
1
12

:)(
xz
xy

s  

b) 
4

5
32

2:)( −
==

− zyxr  e 








−=
−=
+=

tz
ty
tx

s
27

2
5

:)(  

• 20. Determinar a equação cartesiana da reta que passa pelo 

ponto M=(-1,0,1) e é paralela a reta (s) de equação cartesiana: 







=

−
=

−

2
1

1
2

1

y

zx
 

Resp.: 0    e    1
2

1
=−=

+ yzx
 

• 21. Ache a equação cartesiana do plano que passa pelos pontos 

A=(1,0,1), B=(2,1,0)  e C=(1,1,1). 

Resp.: 02 =−+ zx  
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• 22. Determine um plano )(α  perpendicular ao plano 

8:)( =−+ zyxβ  e que passa pelo ponto M=(1,2,1). 

Resp.: 052 =−++ zyx  

• 23. Encontre a intersecção entre os planos 

0:)( =+− zyxα e 032:)( =−−+ zyxβ . 

• 24. Ache o ângulo entre as retas 

a)




−
−

==
−

1
1

32
1:)( zxyr  e 









−=
+=

−=

tz
ty
tx

s
21

4
32

:)(  

b)






−
=

−
+

=

4
1

1
2

1
:)( zy

x
r  e 



 −

=
−

=
− 2

3
2

4
1

:)( zyxs  

Resp.: a) 90º ,      b)  







=

∧

17
2arccosθ  

• 25. Calcule a distância do ponto a reta (r) nos seguintes casos: 

a) P=(2,1,5) e 
2

3
2

1
1

:)( −
=

+
=

zyxr  

Resp.: 3
22  

b) P=(0,1,0) e 




+=
−=

23
12

:)(
yz
yx

s  

Resp.: 
14

33
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c) P=(-1,1,1) e 








+=
−=
+=

tz
ty
tx

s
24

2
3

:)(  

Resp.: 
6
75

 

• 26. Ache a distância entre as retas seguintes: 

a)




−=
=+

4
13

:)(
xz

yx
r  e 





+=
−=
2
12

:)(
xz
xy

s  

Resp.: 
2

6  

b)








+−=
+=

+=

tz
ty
tx

r
31

0
21

:)(  e 








+=
+=
+−=

tz
ty
tx

s
32

4
21

:)(  

Resp.: 
14
325

 

c)
1
3

3
1

2
1:)(

−
−

=
+

=
− zyxr  e 









−=
+=
+=

tz
ty
tx

s
2

32
23

:)(  

Resp.: 0 

• 27. Determine o valor de ℜ∈m , para que o ponto  

M=(1-m,2m,1-3m) pertença ao plano (α): x+2y-z+7=0. 

Resp.: 6
7−=m  

• 28. Calcule a distância do ponto P ao plano (α) nos seguintes 

casos: 
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a) P=(2,-1,4)  e (α): x – y – z – 2 = 0 

Resp.: 3  

b) P=(0,-1,1) e (α): x – y = 0 

Resp.: 2
2  

c) P=(2,-1,3) e (α): 2x – y + z = 0. 

Resp.: 0  

• 29. Ache os pontos de intersecção do plano (α): 2x – y + z = 2 

com os eixos coordenados (0X,0Y,0Z). 

Resp.: (1,0,0) ,  (0,-2,0) ,  (0,0,2) 

• 30. Encontre a distância entre os planos (α): 3x – y + z = 7 e 

(β): 3x – y + z – 10 = 0. 

Resp.: 
11

3  

• 31. Mostre que se (α) e (β) são planos paralelos dados por suas 

equações cartesianas      ax + by + cz + d = 0 e a1x + b1y + c1z 

+ d1 = 0 respectivamente, então a distância entre eles é dada 

por: 

222

1))(),((
cba

ddd
++

−
=βα  

• 32. Dados M=(0,1,2), N=(-1,1,1) e P=(5,7,9), escreva as 

equações paramétricas da reta que contém a mediana, relativa 

ao lado MN, do triângulo MNP. 
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Resp.: 










+=

+=

+−=

tz

ty

tx

2
15

2
3

61
2

11
2

1

 

• 33. Determine o ponto de intersecção da reta (r) com o plano 

(α) para os seguintes casos: 

a)
31

2
3

1:)( zyxr =
−
+

=
−

 e 12:)( =+− zyxα  

Resp.: ( )11
6,11

7,11
5 −=P  

b)








−=
−=
−=

tz
ty
tx

r
2

41
32

:)(  e 42:)( =− zxα  

Resp.: 







5
12,

5
13,

5
16

 

c)








−=
−=

=

tz
ty

tx
r

2
41:)(  e 722:)( =−+ zyxα  

Resp.: ( ) ( ) φα =∩r  

d)








−=
+=
−=

ty
tz
tx

r
31
21

2
:)(  e 0:)( =++− zyxα  

Resp.: ( ) ( ) ( )rr =∩ α  
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6.  SUPERFÍCIE ESFÉRICA 

 

Equações da Superfície Esférica. 

Sejam C=(a,b,c) um ponto do espaço e +ℜ∈ *r ; a superfície 

esférica de centro C e raio r é um lugar geométrico cujos pontos que a 

constituem satisfaz a equação 

d(P,C) = r   (figura 5.1) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   
 
 
 
 
     
 
 

 
                  (Fig 5.1) 

 

Sendo P = (x,y,z) um ponto aleatório da superfície esférica, 

temos: 

 PC
r

 = P – C = (x – a,y – b,z – c), e como d(C,P) 

= PC
r

  = r, obtemos: 

C 

P 
 

r 

Z 

X 

Y 
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 (x –a)2 + (y – b)2 + (z – c)2 = r2  (1) 

denominada de equação reduzida da esfera de centro C e raio r. 

A partir da equação (1), e desenvolvendo os quadrados 

encontramos que: 

x2 + y2 + z2 – 2ax – 2by – 2cz + a2 + b2 + c2 – r2 = 0 

Como ℜ∈rcba ,,,  são constantes pré-definida, podemos 

escrever. 

 x2 + y2 + z2 + Bx + Cy + Dz + E = 0 (2) 

a qual denominamos de Equação Geral da Superfície Esférica. 

Observe que: 

 B = -2a 

 C = -2b 

 D = -2c 

 E = a2 + b2 + c2 – r2   (3) 

 

Proposição: (1) 

A equação, x2 + y2 + z2 + Bx + Cy + Dz + E = 0, é de uma 

superfície esférica se e somente se B2 + C2 + D2 – 4E > 0. 

Demonstração: 

Basta substituir os valores de a,b,c em E e impor a condição de 

existência para r. 

 

Proposição:(2) 

  Se uma esfera é dada pela equação cartesiana: 
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   0222 =++++++ EDzCyBxzyx , então o 

centro  ( )2,2,2
DCBC −−=  e o raio 

2
4222 EDCBR −++

=   

 

Exemplo: 

1. Determinar a equação reduzida da superfície esférica de centro 

C=(1,0,4) e raio r=5. 

Solução: 

Aplicando a equação (1) obtemos: 

  (x – 1)2 + y2 + (z – 4)2 = 25 

2. Verifique se uma superfície esférica pode ser descrita pela equação 

x2 + y2 + z2 – 4x + y – 3z + 5 = 0, e caso possa determinar o seu 

centro e o seu raio. 

Solução: 

Pela equação x2 + y2 + z2 – 4x + y – 3z + 5 = 0, constatamos 

que B = -4, C = 1,  D = -3 e E = 5 e como B2 + C2 + D2 – 4E = (-4)2 

+ 12 + (-3)2 – 4.5 = 26 – 20 = 6, concluímos pela proposição (1) que 

trata-se de uma equação da superfície esférica. 

Assim o centro e o raio é obtido na forma: 

 





 −−−

=
2

,
2

,
2

DCBC  e 
2

4222 EDCBr −++
=  

o que pode ser escrito por: 

 )2/3,2/1,2( −=C e 2/3=r  
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3. Determine o valor de ℜ∈m  para que o ponto A=(1-m,2m,3) 

pertença a superfície esférica de equação (x – 1)2 + y2 + (z – 2)2 = 

16. 

Solução: 

  Se A pertence a superfície esférica, então as coordenadas de 

A satisfazem a equação dada, ou seja: 

 (1 – m – 1)2 + (2m)2 + ( 3 – 2)2 = 16 

 m2 + 4m2 + 12 = 16 

 5m2  = 16 – 1 

ou ainda: 

  3=m ou 3−=m  

4. Encontre os pontos de intersecção da superfície esférica dada pela 

equação x2 + y2 + z2 – 2x – 6z + 1 = 0 com os eixos coordenados 

0X, 0Y e 0Z. 

Solução: 

Sejam A,B,C pontos no espaço nos quais 

OZCOYBOXA ∈∈∈   e  , .  

Desta feita temos: 

A = (x,0,0), B = (0,y,0) e C = (0,0,z) os supostos pontos de 

intersecção da esfera com os eixos coordenados. 

Aplicando cada ponto na equação teremos: 

Ponto A:  

x2 + 02 + 02 – 2x – 6.0 + 1 = 0 

x2 – 2x + 1 = 0 

(x – 1)2  = 0 ( )0,0,1    daí     1 ==⇒ Ax  
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Ponto B:  

02 + y2 + 02 – 2.0 – 6.0 + 1 = 0 

y2 + 1 = 0, então ℜ∈y . 

Logo a superfície esférica não intercepta o eixo OY. 

Ponto C:  

02 + 02 + z2 – 2.0 – 6.z + 1 = 0 

z2 – 6z + 1 = 0 

Resolvendo esta equação obtemos: 

 223' +=z   ou  223" −=z  

Daí concluímos que a superfície esférica intercepta o eixo 0Z 

em dois pontos. 

 ( )223,0,01 +=C    e  ( )223,0,01 −=C  

 

Posição entre o Ponto e a Superfície Esférica 

 São três as posições do ponto P em relação a superfície esférica.  

 
 

 
 
                                
  
 
 

 

I) Interior a superfície se e somente se  

d(P,C) < r 

II) Na superfície, se e somente se  

d(P,C) = r 

III) Exterior a superfície se e somente se  

(Fig. 5.2) 
 

C 

P 

C 

P 

C 

P 
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d(P,C) > r 

Onde C é o centro e r é o raio da superfície esférica. 

 

Exemplo: 

 1.   Dê a posição do ponto P = (2,-1,4) a superfície esférica de 

equação 

        (x – 1)2 + (y + 2)2 + z2 = 49. 

 Solução: 

Como o centro é o ponto C = (1,-2,0) e o raio r = 7, é 

bastante compararmos d(P,C) com o raio. 

Ora; 222 )04()21()12(),( −+−−+−=CPd  

  ou ainda: 

 18),( =CPd  

Logo P é um ponto interior a superfície esférica haja visto 

que 726 <  

 

 2.   Ache o (s) ponto (s) de intersecção entre a reta 

(r):
1

1
12

1 +
=

−
=

− zyx
 e a superfície esférica da equação    reduzida 

x2 + y2 + z2 = 6. 

Solução: 

Se P é o ponto de intersecção entre a reta (r) e a superfície 

esférica, suas coordenadas satisfazem a ambas as equações. 

Inicialmente tomemos um ponto genérico da reta (r) ou seja:  

P = (1 + 2t, -t, -1 + t) para ℜ∈t ; em seguida apliquemos a superfície 

esférica através de sua equação reduzida. 
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Logo: 

  (1 + 2t)2 + (-t)2 + (-1 + t)2 = 6 

Desenvolvendo os quadrados e reduzindo, temos: 

  3t2 + t – 2 = 0 

Daí encontramos t’ = -1 ou t” = +2/3. 

Desta forma a reta intercepta a superfície esférica nos pontos: 

  P1 = (1 – 2, -1, -1 – 1) = (-1,-1,-2) 

  P2 

= )3/1,3/2,3/7()
3
21,

3
2,

3
2.21( −−=+−

−
+  

3. Decida se a reta (r) é exterior a superfície esférica de equação 

x2 + y2 + z2 = 2, sendo: 

   








+=
=

−=

tz
ty

tx
r

21

34
:)(  

 

 Solução: 

 A reta (r) é exterior a superfície esférica se e somente se  

d(C, (r))>R onde C e R são o centro e o raio desta superfície 

respectivamente. 

 Para calcularmos a distância do centro C a reta pela fórmula é 

necessário obtermos um ponto da reta (r). 

Pelas equações paramétricas de (r) obtemos sem muito 

esforço um de seus pontos e um vetor diretor, por exemplo: 

  P = (4,0,1) e )2,1,3(−=rµ
r
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Daí: 

  

( ) ( ) 1384111

 e  ,  411
213
104

1421)3(

mas   ;    ))(,(

222

222

=+−+−=×

+−−=
−

=×

=++−=

×
=

r

r

r

t

r

uCP

kji
kji

uCP

u

u

PO
rCd

r

r

rr
µ

 

Desta feita: 

  7/69
14
138))(,( ==rCd  

Como o raio da superfície vale 2 , concluímos que 

D(C, (r)) > R. 

Logo (r) é exterior a esfera. 

 

Plano Tangente. 

 Diz-se que um plano ( )α  é tangente a uma superfície esférica (S) 

se e somente se existir um único ponto P comum a ambos (Fig. 5.3) 

 
 
 
  
 
 
 
 

 

 

C 

P ( )α  

S 

(Fig 5.3) 
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Proposição 2: 

  Um ponto P é ponto de tangência entre um plano ( )α  e uma 

superfície esférica (S) se e somente se o vetor CP  é ortogonal ao plano. 

 

Demonstração: 

Seja C(x0,y0,z0) o centro e r o raio da superfície esférica. 

Seja ( ) ( ) ( )SzyxP ∩∈= α111 ,,  e como 

( )010101 ,, zzyyxxCP −−−= , termos 

( ) ( ) ( ) RzzyyxxCP =−+−+−= 2
01

2
01

2
01  

Por outro lado, sabendo que P é ponto de tangência, temos que 

( )( ) RCd =α, . 

Assim ( )( ) CPCd =α,  o que nos leva a concluir que 

( )α⊥CP . 

Como ( )α⊥CP  e ( ) ( )SP ∩∈ α  temos que 

( )( ) RCd =α, . Logo P é ponto de tangência. 

 

Exemplo: 

1. Escreva a equação cartesiana do plano ( )α  tangente a 

superfície esférica (S) de equação reduzida (x + 1)2 + (y – 1)2 + 

z2 = 7 no ponto ( )3,0,1=P .  

Solução: 
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  Pela proposição (2) o vetor CP  é ortogonal ao plano 

( )α , com ( )0,1,1−=C ; logo: 

   
( )( )

( )3,1,2

03,10,11

−=

−−−−−=

CP

CP
 

Seja A=(x,y,z) um ponto arbitrário do plano ( )α ; então: 

  ( ) ( )
( ) ( ) ( ) 033112

03,1,23,0,1

0

=−+⋅−+−

=−⋅−−−

=⋅

zyx

zyx

CPPA

 

O que também pode ser escrito: 

  0532 =−+− zyx  

2. Determine a equação cartesiana do plano ( )α  tangente a 

superfície esférica x2 + y2 + z2 = 4 e paralelo ao plano ( )β  de 

equação x + y – z + 1 = 0. 

Solução: 

Como o plano ( )α  é paralelo ao plano ( )β  temos que: 

( )α  : x + y – z + d = 0 

Por outro lado: 

 ( )( ) RCd =α,  por ( )α  ser tangente a superfície 

esférica (S). 

Logo podemos ter: 

  
( )

( )222 111

010101

−++

+⋅−+⋅+⋅ d
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Ou seja: 

  32=d  

Assim teremos os planos: 

  
( )
( ) 032:

032:

2

1

=−−+

=+−+

zyx

zyx

α

α
 

3. Determine o centro e o raio da circunferência de intersecção da 

esfera x2 + y2 + z2 = 16 com o plano ( )α : x + y – z = 5. 

Solução: 

Analisemos a figura: 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

  Da equação da superfície esférica (S) temos que 

C=(0,0,0) e R = 4, são o centro e o raio de S. seja C0 = (a,b,c) o 

centro da circunferência intersecção do plano ( )α  com a 

superfície esférica. O vetor 0CC  é ortogonal ao plano ( )α ; 

logo podemos escrever: 

   ( )1,1,10 −= tCC  

C 

M C0 

( )α  

S 
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 Onde: 

 (a,b,c) = t(1,1,-1) 

ou ainda: 

 a = t 

b = t 

c = -t 

Em virtude de ( )α∈0C  temos que: 

t + t + t = 5 

  ou seja:  

    3
5=t  

Desta feita ( )3
5,3

5,3
5

0 −=C  

Para determinar o valor do raio da circunferência usamos a 

relação: 

 ,
22

0

2

0 CMMCCC =+  

que pode ser reescrita:  

( ) 22
2

43
5,3

5,3
5 =+ r , 

com r o raio da circunferência intersecção. Assim: 

  

3
69  :ou  

9
69

9
75162

=

=−=

r

r
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4. Escreva a  equação  do  plano  ( )α  que   contém  a  reta  de  

equações paramétricas x = t,       y = t  e  z = 0  e  é  tangente  a  

superfície  esférica  (S)  de  equação  (x–1)2+(y–1)2+(z–2)2=1. 

Solução: 

Seja ax + by + cz + d = 0 a equação do plano ( )α . Como o 

plano ( )α  contém a reta (r), podemos escrever: 

at + bt + c.0 + d = 0 com ℜ∈t . 

Para t = 0 

  0(a + b) + d = 0 ... d = 0 

Para t = +1 

  a + b + 0 = 0, onde a = -b. 

Substituindo na equação do plano ( )α , teremos: 

ax - ay + cz = 0 

Aplicando a condição de tangência para o plano. 

( )( ) rCd =α, , ou seja: 

( )
( )

1
0211

222
=

+−+

+⋅+⋅−+⋅

caa

caa
 

ou ainda: 

   1
2

2
22

=
+ ca

c
 

 

Elevando o quadrado a igualdade vem: 

  4c2 = 2a2 + c2 , ou ainda: 

2a2 – 3c2 = 0 
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Fatorando a expressão, temos que: 

 ( )( ) 03232 =+− caca  

Daí podemos afirmar que: 

 032ou        032 =+=− caca  

  ou seja: 

    ac ⋅±= 3
2  

 Substituindo na equação do plano tem-se que: 

  03
2 =⋅⋅±− azayax  

Ou ainda: 

 03
2ou       03

2 =⋅−−=⋅+− zyxzyx  

Comparando com o valor do raio da superfície esférica, 

concluímos que o plano intercepta a superfície esférica. 

5. Decida se o plano ( )α  intercepta a superfície esférica (S), 

sendo: 

( )
( ) 161:(S)

      01:
22 =+−+

=−+−

zyx
zyxα

 

Solução: 

O plano ( )α  interceptará a superfície esférica (S) se 

( )( ) rCd ≤α, , com C o centro e r o raio da superfície 

esférica.  

Como C=(0,1,0) e r=4, daí: 
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  ( )( ) ( ) ( )
( )

ou    ,  
111

1101101,
222 +−+

−+⋅+⋅−+⋅
=αCd  

  ainda: 

    ( )( )
3

2
3
2, =

−
=αCd  

 Comparando com o valor do raio da superfície esférica, 

4
3

2
≤ , concluímos que o plano intercepta a superfície 

esférica. 

6. Escreva  a  equação  de um plano ( )α , tangente a superfície 

esférica (S): x2 + (y + 1)2 + (z – 1)2 = 5 no ponto P=(0,1,2). 

Solução: 

Pela proposição (2) o vetor CP  é ortogonal ao plano ( )α , 

com C o centro da superfície esférica. Como C= (0,-1,1), daí: 

  
( ) ( )
( )1,2,0

:sejaou   ,  1,1,02,1,0

=

−−=

CP

CP
 

Seja ( ) ( )α∈= zyxM ,, , podemos então escrever: 

  0=⋅CPPM , o que nos levará a equação do 

plano ( )α : 

  
( ) ( )

( ) ( ) 021120
01,2,02,1,0

=−⋅+−+⋅
=⋅−−−

zyx
zyx

 

 ou ainda: 
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    ( ) 042: =−+ zyα  

 

Exercícios: 

• 1.  Encontre a equação reduzida da superfície esférica (S), 

onde: 

a) C = (1,2,0) e r = 3 

Resp.: ( ) ( ) 921 222 =+−+− zyx  

b) C = (0,0,0) e r = 8 

Resp.: 64222 =++ zyx  

c) C = (2,-1,4) e  3r =  

Resp.: ( ) ( ) ( ) 3412 222 =−+++− zyx  

• 2.  Decida quais das equações representa uma superfície 

esférica. 

a) x2 + y2 + z2 – 4x – 8y + z - 10 = 0 

b) x2 + y2 + z2 – 8z + 9 = 0 

c) x2 + 2y2 + z2 – 4x + 5y + 15 = 0 

• 3.  Determine o valor de ℜ∈m  para o qual o ponto A 

pertença a superfície esférica S. 

a) (S): x2 + y2 + z2 – 4 = 0 e A = (m,1-m,1) 

Resp.: 
2

51±
 

b) (S): x2 + y2 + z2 – 2x + 2y - 4z  = 19 e A=(0,1,m) 

Resp.: 202 ±  

• 4.  Encontre os pontos de intersecção da superfície esférica 

(S) e os eixos coordenados 0X, 0Y e 0Z. 
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a) (x – 1)2 + (y – 1)2 + (z – 2)2  = 1 

Resp.: Não intercepta os eixos coordenados. 

b) x2 + y2 + z2 – 2y + 1 = 0 

 Resp.: eixo OY no ponto (0,1,0) 

• 5. Seja ( )α  um plano tangente a superfície esférica (S) e 

paralelo ao plano ( )β . Encontre a equação cartesiana de plano 

( )α . 

a) (S): x2 + y2 + z2 – 6x – 2z – 6 = 0 e ( )β : x+y+z–1=0 

Resp.: ( ) 0344: =++++ zyxα ou 

( ) 0344: =−+++ zyxα  

b)  (S): x2 + y2 + z2 = 9 e  ( )β : x –y + 2z = 0 

• 6. Decida se a reta (r) intercepta a superfície esférica (S). 

a) (S): x2 + y2 + z2 = 6 e ( )








=
−=

=

tz
ty

tx
r

2
1:  

 Resp.: intercepta. 

b)  (S): x2 + y2 – 2y + 1 = 0 e  ( )
3

1
12

1: +
=

−
=

− zyxr  

  Resp.: não intercepta. 

• 7. Dê a posição do ponto A em relação a superfície esférica 

(S) 

a) A = (1,-1,2) e (S): x2 + y2 + z2 = 9 

  Resp.: interior. 

b) A = (0,-1,4) e (S): x2 – 4x + y2 + z2 – 2z + 1 = 0 
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Resp.: exterior. 

c) A = (1,0,3) e (S): x2 + y2 + z2 – 6y – 10 = 0 

  Resp.: SA∈  

• 8. Determine os pontos de intersecção entre a reta (r) e a 

superfície esférica (S), sendo: 

( ) 5:(S)    e    
1

1
1

1
2

1: 222 =++
−

=
+

=
− zyxzyxr  

  Resp.: (-1, -2, 0) e )
3
4,

3
2,

3
5( −  

• 9. Encontre a equação do plano ( )α  tangente a superfície 

esférica (S): x2 + y2 + z2 – 2x + 2z – 3 = 0 no ponto A=(1,1,1). 

Resp.: y + 2z – 3 = 0 

• 10. Determine  a equação do plano ( )α  tangente a 

superfície esférica (S): x2 + y2 + z2 – 6x + y – 2z – 5/4 = 0 e 

paralelo ao plano ( ):β  x – y + z – 5 = 0. 

Resp.: x – y + z + 3/2 = 0 ou x – y + z – 21/2 = 0 

• 11. Dê a equação cartesiana do plano ( )α  que contém a reta 

( )




=
=

1
:

x
zy

r  e é tangente a superfície esférica (S): x2+(y+1)2+z2=1. 

• 12. Verifique se o plano ( )α  intercepta a superfície esférica 

(S), para os casos: 

a) ( )α : x + y + z – 1 = 0 e (S): x2 + y2 + z2 = 5 

Resp.: intercepta. 

b) ( )α : 2x - y + z = 0 e (S): (x – 1)2 + y2 + (z + 1)2 = 6 

Resp.: não intercepta. 
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• 13. Encontre o centro e o raio da circunferência da intersecção  

da  superfície  esférica    x2 + y2 + z2 = 25 com o plano ( )α : 2x + 

y + z = 4 . 
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