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Resumo

Neste trabalho estudamos algumas caracteristicas das algebras de Koszul, como por exemplo, a
maneira como elas se relacionam com suas respectivas dlgebras de Yoneda. Descrevemos a algebra
de Yoneda de uma &lgebra monomial e como aplicagao construimos uma familia de algebras: as
chamadas homologicamente auto-duais. Uma &algebra de Koszul pode ser definida a partir da
existéncia de resolucoes lineares dos moédulos simples. Por isso faz-se necessario a dedicacao de
parte de nossa atencao ao estudo destas resolucoes. Além disso, achamos interessante estudar
métodos para a construcao de resolugoes projetivas de moédulos sobre quocientes de dlgebras de
caminhos. Para tal construgao usamos essencialmente a teoria de bases de Grobner nao comutativas.
Finalmente, para o caso de moédulos lineares sobre algebras de Koszul, veremos que é possivel

modificar essa construgao de modo que a resolugao resultante seja linear.

Palavras-chave: algebras de Koszul, resolugoes projetivas, resolucgoes lineares, bases de Grobner,

algebra de extensoes.
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Abstract

In this work we study some features of Koszul algebras as, for example, the way that they are
related with their Yoneda algebras. We describe the Yoneda algebra of a monomial algebra and as
an application we construct a family of algebras: the so called homologically self-dual algebras. A
Koszul algebra can be defined as an algebra for which there are linear resolutions of their simple
modules. Because of this we dedicate part of our attention to the study of projective resolutions.
The study of methods for the construction of projectives resolutions of modules over quotients of
path algebras, has an of interest its own. For the study of projective resolutions we used the theory
of noncommutative, Grobner bases. Finally, for the case of linear modules over Koszul algebras, we
will see that it is possible to modify the general construction described here, so that the resulting

resolution is linear.

Keywords: Koszul algebras, projetive resolutions, linear resolutions, Grobner bases, algebra of

extensions.
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Introducao

As &lgebras de Koszul foram introduzidas por Priddy! em 1970. Desde 1970, muito se estu-
dou a respeito desta classe de dlgebras graduadas. Elas desempenham um papel importante no
estudo de Algebras Comutativas e na Topologia Algébrica. Na década de 90, apareceram artigos
com aplicacoes importantes de algebras de Koszul a topologia algébrica, Teoria de Lie e Grupos

Quéanticos, como pode ser visto em [7,10,23,24].

Uma &lgebra graduada gerada em graus 0 e 1 é chamada algebra de Koszul se cada médulo

simples admite um resolugao linear, ou seja, uma resolucao projetiva na qual:

e 0 projetivo P; que ocupa a i-ésima posicao na resolugao é um moédulo graduado gerado em

grau 1.

e cada d;: P, — P,_1 é um morfismo de grau zero, ou seja, a imagem da componente (F;); de

grau j de P; estd contida na componente (P;—1); de grau j de Pi_;.

Comegamos o trabalho com um estudo da dlgebra de Yoneda E(A), também conhecida como
algebra de extensoes, de uma dlgebra Adada, pois resolucoes lineares possuem uma relacio estreita

com médulos graduados sobre a dlgebra de Yoneda, como pode ser vista no seguinte teorema:

Teorema. Sejam A = @nzo A, uma algebra graduada 0,1-split-basica e M um A-moédulo graduado

gerado em grau 0. Entao as seguintes afirmacoes sao equivalentes:
1. M possui uma resolucao linear.
2. E(M) é um E(A)-médulo graduado gerado em grau 1. [

Uma k-algebra graduada A = Eano A, é chamada 0,1-split-bésica quando é gerada em graus zero

e um, Ag é um produto direto de copias de k e A; é um k-espago vetorial de dimensao finita.

Num primeiro momento, nos restrigimos as dlgebras monomiais, ou seja, algebras da forma
A =kI'/I, onde k é um corpo, I" um carcés finito e I um ideal de kI' gerado por monémios. Uma
das vantagens de considerar esse caso é a existéncia de uma k-base multiplicativa para E(A), a
qual pode ser descrita por subconjuntos® do carcas I'. A partir de um subconjunto minimal desta

k-base, que ainda gere E(A) como algebra, serd possivel construir um carcds A e uma apresentagao

Veja [25)
2Conhecidos na literatura por conjuntos de cadeias ou de “overlaps”.
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1 para F(A) de modo que E(A) seja isomorfa a kA/Nuc (1)) e os elementos do nicleo de v ficam
bem determinados a partir do conjunto minimal escolhido acima. A partir dessa apresentacao,
Green e Zacharia em [20] mostram que a algebra de Yoneda de uma dlgebra quadrética monomial
é ainda uma &lgebra monomial, é finitamente gerada e seus geradores estao em grau no maximo 1.
Isso implicarda que as dlgebras quadraticas monomiais sao exemplos de algebras de Koszul. Além
disso, como aplicagdo desses conceitos, fizemos um breve estudo das algebras homologicamente
auto-duais, que sao aquelas isomorfas a sua algebra de extensoes. Em [20], os autores perguntam
se todas as algebras (monomiais) homologicamente auto-duais tém a forma descrita no texto e no

Capitulo 2 exibimos contra-exemplos para esta questao.

Num segundo momento, de forma menos especifica, passamos a procurar outros exemplos de
algebras de Koszul, além das quadraticas monomiais. Fazendo uso de uma féormula de Butler
concluiremos que as algebras de Koszul sao quadréticas e que as quadraticas com dimensao global

igual a 2 também sao exemplos de algebras de Koszul.

Um resultado importante que relaciona algebras de Koszul com sua dlgebra de extensoes é o

seguinte:

Teorema. Seja A uma &lgebra 0,1-split-basica. Entao A é uma &lgebra de Koszul se, e somente

se, E(A) é gerada em graus 0 e 1. |

Uma consequéncia desse resultado é que uma algebra graduada 0,1-split-bésica é Koszul se, e
somente se, o carcds de E(A) coincide com o carcds de A. Veremos também que quando a dlgebra
de Yoneda da &lgebra de Yoneda de A for isomorfa a A, como algebra graduada, entdo A é uma

algebra de Koszul.

Finalmente, daremos uma caracterizacao de algebras de Koszul através de sua algebra envol-

vente.

Vimos aqui que as algebras de Koszul estao diretamente relacionadas com a existéncia de
resolucoes lineares para os médulos simples. Por isso, achamos conveniente estudar métodos para
construcao de resolucoes projetivas de modulos sobre quocientes de algebras de caminhos e ver
em que situagoes tal construgao pode ser transformada em uma resolucao linear. Tal construcao
¢é feita para mddulos sobre algebras que dadas como quocientes de algebras de caminhos, uma
vez que toda &algebra graduada 0,1-split-bésica é isomorfa a uma deste tipo. Para a construcao
de resolugoes projetivas, Green e Solberg em [13] fazem uso da teoria de Bases de Grébner nao
comutativas, uma ferramenta importante e comum em outras areas, como Algebra Computacional
e Geometria Algébrica. Essa resolugdo nem sempre é minimal, mas é sempre algoritimica. Um dos

resultados interessantes é o seguinte teorema de [13]:

Teorema. Se I é um ideal que possui base de Grobner finita e M é um kI'/I-médulo (a direita) que
é finitamente apresentado como kI'-médulo, entao podemos construir uma kI'/I-resolucao projetiva

para M onde cada projetivo é finitamente gerado. |
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Anteriormente, em [14], Green, Solberg e Zacharia demonstraram um resultado andlogo, supondo
porém que kI'/I é uma algebra noetheriana, I um kI-mddulo finitamente gerado e M um kI'/I-
médulo finitamente gerado.

Um caso particular de qualquer um desses resultados, é quando I é um ideal admissivel e M ¢

kI'/I-médulo finitamente gerado.

E importante salientar que independentemente disso, o estudo de resolucoes projetivas se jus-
tificaria por outras razoes, como por exemplo, é uma ferramenta de suma importancia para o
tratamento de propriedades homolégicas de anéis e médulos. Além disso, é bem conhecido que
tais resolugoes ocupam espaco dentro da teoria de anéis comutativos e teoria de Representacao de

Algebras de dimensao finita.

Organizacao do Trabalho

No Capitulo 1, fazemos um resumo com defini¢oes e resultados gerais envolvendo teoria de
categorias, modulos sobre algebras, produto tensorial e dlgebras graduadas. Tais conceitos serao

utilizados livremente no decorrer do texto. A bibliografia utilizada foi [1,2,8,21,22].

No Capitulo 2 estudamos a estrutura da algebra de extensoes, também chamada &lgebra de
Yoneda, de uma algebra monomial. O estudo é baseado basicamente no fato, apresentado em [20],
de que a algebra de Yoneda de uma dlgebra monomial possui uma base multiplicativa. O principal
resultado mostra que a algebra de extensoes de uma algebra monomial quadratica é finitamente

gerada e todos os seus geradores estao gerados em grau no maximo 1.

Jé o Capitulo 3 é dedicado ao estudo da algebra de Yoneda de uma &lgebra graduada. Veremos
que a existéncia de resolugoes projetivas (lineares) dos médulos simples sobre uma dlgebra graduada
A, esté estreitamente ligada ao comportamento da sua dlgebra de extensoes E(A). Mostramos, por
exemplo, que se cada médulo simples sobre A tém resolugao linear, entdo E(A) é gerada em grau
no méximo 1, e vice-versa. O desenvolvimento deste capitulo segue basicamente [18,26]. Usaremos

também alguns resultados de [19] e de [4].

Finalmente, no Capitulo 4 apresentamos um procedimento para a construcao de resolucoes
projetivas de médulos sobre quocientes de dlgebras de caminhos, isto é, dlgebras da forma A = kI'/I,
para algum ideal I contido em .J2, onde J denota o ideal de kI gerado por todas as flechas de T'.
Veremos o que podemos exigir do médulo em questao e do ideal I para que este procedimento
produza uma resolucdo projetiva onde cada termo é um A-mddulo finitamente gerado. Faremos
também, em certas condigoes, ajustes na construcao para que a resolucao obtida seja linear. A
ferramenta fundamental neste estudo sera a teoria de Bases de Grobner. No desenrolar do capitulo,

seguimos o que foi feito em [13,14] e fazemos uso de [5,11,12].
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Capitulo 1

Preliminares

Comecamos nosso trabalho incluindo as defini¢es e os resultados béasicos que serao utilizados
nos préximos capitulos. A maior parte dos resultados terao suas demonstragoes omitidas, as quais
podem ser encontradas, por exemplo, em [1,2,8,22]. Em algumas partes do trabalho utilizamos
propriedades de categorias e funtores, por isso incluimos inicialmente uma secao com algumas

definigoes e resultados. Estes podem ser encontrados por exemplo em [1,§].
1.1 Categorias e Funtores

Uma categoria C é definida por:
e uma classe de objetos de C, denotada por Ob C;

e para cada par (X, Y) de objetos de C associamos um conjunto chamado de conjunto de
morfismos de X para Y, denotado por Hom¢(X,Y), tal que se (X, Y) # (X', Y’) entdo
Home (X, Y) N Home (X', Y')= 0;

e para cada tripla (X, Y, Z) de objetos de C, ha uma operacao de composigao de morfismos,
denotada por o: Hom¢(Y,Z)xHome(X,Y) — Home(X,Z) tal que

— ho(gof)=(hog)o f paratodo f € Hom¢(X,Y), g € Home(Y,Z), h € Home(Z,W);

— para todo objeto X de C existe um morfismo idx em Hom¢(X,X), chamado de morfismo
identidade de X, tal que foidx = f e idx og = g, para todo morfismo f € Hom¢(X,Y)
e g € Home(Z,X).

Escreveremos, por abuso de notagao, X € Ob C, ou ainda X € C para dizer que X é um objeto
da categoriaCe f: X — Y (ou X ER Y') para denotar um morfismo em Hom¢(X,Y). Além disso,
na maioria dos casos também escreveremos fg no lugar de f o g.

Dizemos que um morfismo f : X — Y é um epimorfismo que cinde se existe um morfismo
g:Y — X tal que fg = idy, e que é um monomorfismo que cinde se existe um morfismo
h:Y — X tal que hf = idx. Diremos que o morfismo f : X — Y é um isomorfismo se ele é
um epimorfismo que cinde e um monomorfismo que cinde, ou seja, se existir h : ¥ — X tal que
hf =idx e fh = idy. Nesse tltimo caso, dizemos que os objetos X e Y sdo isomorfos e escrevemos
XY,
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Dada uma familia de objetos {X,}, de C, a soma direta é um objeto de C, denotado por
@D, Xo, junto com uma familia de morfismos u, : Xo — @, X,, tais que para cada objeto Z €
Ob C e cada conjunto de morfismos f, : X, — Z, em C, existe um tnico morfismo f : @, Xy — Z
tal que para cada o vale f, = f ou,. Cada morfismo u, é chamado da o-ésima inclusao.

Uma categoria C é dita aditiva se:
e para quaisquer objetos X1, ..., X, de C existe a soma direta X1 @ ... X,, em C;
e o conjunto Hom¢(X,Y') tem estrutura de grupo abeliano, para cada X,Y € C;

e existe um objeto zero, 0 € Ob C, tal que o morfismo identidade idy é o elemento nulo do

grupo abeliano Hom¢(0, 0);

e para f, g, h morfismos em C, vale (f+¢g)oh = foh+gohe fo(g+h)= fog+ foh (desde

que estas operagoes estejam definidas), ou seja, a composicao é bilinear.

Para uma categoria C, a categoria dual ou oposta, denotada por C° é definida como a
categoria cujos objetos s@o os mesmos de C, Hom¢or(X,Y) = Hom¢(Y, X) para X, Y € Ob C e a
composicao de f € Homeop(X,Y) com g € Homeor (Y, Z) é fg € Home(Z, X) = Homeop (X, Z).

Dizemos que uma categoria D é uma subcategoria de C se:
e a classe Ob D é uma subclasse de Ob C;

e se XY € Ob D, entao Homp(X,Y) C Hom¢(X,Y);

e a composicao de D é a restricao da composicao em C;

e para cada objeto X de D, o morfismo identidade em Homp(X,X) coincide com o morfismo
identidade em Hom¢ (X, X).

Uma subcategoria D de C é dita plena se Homp(X,Y) = Hom¢(X,Y) para todos os objetos X
eY em D.

Funtores

Sejam C e D categorias, um funtor covariante F' : C — D consiste de dois ingredientes, associa-
se para cada objeto X de C um objeto FX (ou F(X)) de D e para cada morfismo f: X — Y em
C, um morfismo F'f : FX — FY (ou F(f)) em D tal que:

e F(gf)=(Fg)(Ff), para todos f e g morfismos em C;
o IMidx = idpx, para todo objeto X de C.

Define-se um funtor contravariante I’ : C — D associando para cada objeto X de C um
objeto F'X de D e para cada morfismo f: X — Y em C, um morfismo Ff : 'Y — FX em D tal

que:

e F(gf)=(Ff)(Fg), para todos f e g morfismos em C;
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o Iidx = idpx, para todo objeto X de C.

Observe que um funtor contravariante F' : C — D é o “mesmo” que um funtor covariante
F:C— DeP.

Sejam C e D categorias aditivas. Um funtor F' : C — D é dito aditivo se F' : Hom¢(X,Y) —
Homp(FX, FY') é um homomorfismo de grupos abelianos, para todos X e Y em C.

Sejam F' e G funtores covariantes da categoria C na categoria D. Um morfismo funtorial ou
transformacao natural ® : FF — G é uma familia {®x}xc opc de morfismos ®x : FX — GX
de D tal que, se f: X — Y é um morfismo de C, entdo @y o F'f = Gf o Px, ou seja, o seguinte

diagrama é comutativo:

Fx 25 ox

Ffi o lcf

Y

Sejam F' e G funtores contravariantes da categoria C na categoria D. Um morfismo funtorial
ou transformacao natural ® : F' — G é uma familia {®x } xc op ¢ de morfismos ¢x : FX — GX
de D tal que, se f: X — Y é um morfismo de C, entdo ®x o Ff = Gf o @y, ou seja, o seguinte

diagrama é comutativo:

0]
FX —>GX

o e

Y

A composicao de morfismos funtoriais definida por (d¥)x = ®xVx ¢é ainda um morfismo
funtorial. Para cada funtor F' tem-se um morfismo funtorial identidade idp : F© — F dado por
(idp)x = idpx. Um morfismo funtorial ® : F' — G é dito isomorfismo funtorial se cada ®x é
um isomorfismo em D, nesse caso existe um morfismo funtorial ¥ : G — F tal que ®V = idg e
Vo = idp. Utilizaremos F' = G para dizer que existe um isomorfismo funtorial entre F' e G. A
composicao de isomorfismos funtoriais é também um isomorfismo funtorial.

Um funtor (covariante) F' : C — D é dito uma equivaléncia entre as categorias C e D se existir
um funtor G : D — C tal que F'G = idp e GF =~ id¢. Nesse caso, dizemos que G é um quase-
inverso de I’ e que as categorias C e D sao equivalentes (C ~ D). Um funtor contravariante
F : C — D é dito uma dualidade entre as categorias C e D se o funtor covariante induzido
F:C° — D for uma equivaléncia de categorias.

Um funtor covariante F' : C — D induz, para cada par (X, Y) de objetos de C, uma aplicacao
F : Hom¢(X,Y) — Homp(FX, FY) dada por f — Ff. Se esta aplicagdo é injetora, dizemos que
o funtor F' é fiel. Se for sobrejetora, dizemos que o funtor F' é pleno. O funtor F' é dito denso se
para cada objeto M de D existir um objeto X de C tal que M e FX sao isomorfos em D, isto é,
existem morfismos M EN FX e FX % M em D com fg=1idrx e gf =idypy.

A seguinte proposi¢ao nos dd uma boa caracterizacao de uma esquivaléncia de categorias, e esta

é de suma importancia.
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Proposicao 1.1 Sejam C e D categorias. Um funtor F': C — D € uma equivaléncia de categorias

se, e somente se, F' € fiel, pleno e denso. |

1.2 Algebras e Médulos

Seja k um anel associativo, comutativo e com unidade 1. Uma k-algebra A é um anel com
unidade (diferente de zero) que ao mesmo tempo é um médulo sobre k e tal que para todo x € k e
para todo a,b € A vale:

(ab)x = a(bzx) = (ax)b.

Pode-se formalizar essa nocao dizendo que A é uma k-algebra se existe um homomorfismo de
anéis k — centro(A).

A toda k-dlgebra A associamos uma outra k-dlgebra, chamada de dlgebra oposta AP que tem
a mesma estrutura de k-médulo de A, mas a multiplicacao * é definida por a * @’ := a’a para todos
a, a € A.

Um ideal & esquerda (& direita) I da k-algebra A é um ideal & esquerda do anel A, ou seja,
I é um subgrupo aditivo de A e ax € I (za € I), para todos a € A e x € I. Quando I é um ideal a
esquerda e a direita dizemos que I é um ideal bilateral, ou simplesmente um ideal.

Um ideal (& esquerda ou a direita) I é dito nilpotente se existe um nimero natural n > 1 tal

que I = 0.

Exemplo 1.1 Consideremos I um ideal de uma k-dlgebra A. Seja A/I o conjunto das classes
mddulo I da forma a + 1= {a+«: « € I}, para todo a € A. Entdo, A/I tem uma estrutura de
k-modulo dada por (a + I)+(b+ 1) :==(a+b)+ 1 e (a+ I)x := ax + I, para todo a,b € A e para
todo x € k. Note que A/I tem uma estrutura de anel dada por (a+ I) (b+ 1) :=ab+ I, para todo
a,b € A. Além disso, essas duas estruturas sao compativeis, ou seja, para todos a,b € A e para
todo x € k: ((a+1)(b+1))x=(a+1)((b+1)x) = ((a+I)x)(b+1I). Logo, A/I é uma k-dlgebra, a

qual chamamos de dlgebra quociente de A por I. N

Seja I um ideal a direita da k-dlgebra A. Um subconjunto p C I é dito um gerador do ideal I

se I o é menor ideal a direita contendo p. Ou equivalentemente, se cada elemento w de I possa ser
n t

escrito como w = Zwiai onde w; = H p; e cada p; € p. Se existir algum conjunto gerador finito,
i=1 j=1
I é dito finitamente gerado.

Um ideal I préprio de uma k-algebra A é dito maximal se nio existir um ideal I de A tal que
ICICA.

Definicao 1.1 Seja A uma k-dlgebra. A intersecdo de todos os ideais maximais de A é chamado

de radical (de Jacobson) de A e é denotado por r.

No caso em que k é um corpo e A é uma k-algebra de dimensao finita, o ideal r é o maior ideal

nilpotente de A.
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Morfismos de algebras

Sejam A e X duas k-dlgebras. Um morfismo ou homomorfismo de k-algebras de A em X
é uma aplicagao ¢ : A — X que é k-linear e é um homomorfismo de anéis. Dizemos que as dlgebras
A e ¥ sao isomorfas e denotamos por A = ¥ se existe um morfismo de k-dlgebras ¢ : A — X que
é uma bijecgao.

Seja ¢ : A — ¥ um morfismo de algebras. Entao:

1. A imagem de ¢ (Im ¢ :={¢(a) |a € A} ) é uma subdlgebra de 3;

2. ¢(0) =0 e ¢(—a) = —¢(a);

3. O nucleo de ¢ ( Nuc ¢ :={a € A| ¢(a) =0} ) é um ideal bilateral de A;

4. ¢ é injetora se, e somente se, Nuc ¢ = 0.

Proposicao 1.2 (Teorema do isomorfismo) Se ¢ : A — ¥ € um homomorfismo de dlgebras,

entao

Nuco ™9

Moédulos

Seja A uma k-algebra. Um A-médulo a direita M é simplesmente um modulo a direita sobre
o anel A. Neste caso, M é dotado de uma estrutura natural de k-moédulo & direita, dada por
mx := m(1lpx), para todo m € M e para todo z € k. Como k é comutativo, M também tem

estrutura de k-moédulo & esquerda. Além disso, se x € k, m € M e a € A vale
(xm)a = z(ma) = m(za).

Usaremos a seguinte notagao: My denota um A-moédulo a direita.
Um subconjunto X C My é um conjunto gerador de M se M é o menor A-médulo a direita
n
contendo X. Ou equivalentemente, se cada elemento m € M pode ser escrito na forma Z m;a;,

i=1
para alguns m; € X e alguns a; € A. Se existir um conjunto gerador finito, M é dito finitamente

gerado.

Exemplo 1.2 Sejam My um A-mdédulo e I um ideal de A, entdo o conjunto

MI = {ijaj]mj EM,O&j EI}
J

é um A-submddulo de M.
Se M for anulado pelo ideal I, isto €, se MI = 0, entdo M possui uma estrutura natural de
A/I-mddulo, dada por m - (a+ I) :=ma, para m € M e a € A. N
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Sejam k um corpo e A uma k-algebra de dimensao finita e M é um A-mdédulo a direita. O radical
de M, denotado por radM, é o A-submoddulo Mr. O radical do A-médulo Ay é radAy = Ar =r.
Vale ainda que rad(M & N) = radM @ radN; e se Ny é um submédulo de M com N C radM, entao
rad () = 12t

Sejam A e X duas k-dlgebras. Um conjunto M que tem estrutura de A-médulo & esquerda e
estrutura de X-moédulo & direita é um (A-X)-bimdédulo se estas estruturas forem compativeis, isto
é, se a(mb) = (am)b para todo a € A, m € M e b € ¥. Denotaremos um (A-X)-bimédulo M por

A M.
Morfismos de mdédulos

Sejam M e N dois A-médulos a direita. Um morfismo de A-mdédulos ou homomorfismo
de A-médulos é uma aplicagdo f : M — N tal que f(mia+ maeb) = f(m1)a+ f(me)b para todos
mi,mo € M e a,b € A. Um morfismo de A-médulos é, claramente, k-linear.

Se f: M — N é um morfismo de A-mddulos, entdo f é um monomorfismo se f é injetora e
f é um epimorfismo se f é sobrejetora. Se f é bijetora, entdao é um isomorfismo de médulos,
neste caso dizemos que M e N sao isomorfos e denotamos por M = N.

Para um morfismo de moédulos a direita f : M — N valem as seguintes propriedades:
1. A imagem de f e o nicleo de f sao submddulos de N e M respectivamente;

2. f(0)=0, f(—m)=—f(m) e f(radM) C radN,

3. f é um monomorfismo se, e somente se, Nuc f = 0;

4. f é um epimorfismo se, e somente se, Conuc f := % =0.

Denotamos por Homp (M, N) o conjunto dos morfismos (de A-médulos) de M em N. Tal
conjunto tem estrutura de k-médulo com as seguintes operagoes: se f,g € Hompy(M,N) e z € k
definimos (f + g)(m) := f(m) 4+ g(m) e (fz)(m) := f(m)zx, para todo m € M.

Denotaremos por Mod A (A-Mod ) a categoria aditiva cujos objetos sdo os A-médulos a direita
(a esquerda) e os morfismos sao os morfismos de A-médulos e, por mod A (A-mod ) a subcategoria
plena de Mod A (A-Mod ) cujos objetos sdo os A-mddulos finitamente gerados.

Seja M) um A-médulo. Definimos um funtor covariante Homy (M, —) : Mod A — Mod k que a
cada A-médulo Ny associa o k-médulo Homy (M, N) e a cada morfismo de A-médulos f : Ly — Ny
associa o morfismo k-linear Hom (M, f) : Homa (M, L) — Homp (M, N), onde Homa (M, f)(g) :=
fg. Analogamente, definimos o funtor contravariante Homa(—, M) : Mod A — Mod k que a cada
médulo Ny associa o k-médulo Homy (M, N) e a cada morfismo de A-médulos f : Ly — Np associa
o morfismo k-linear Homy (f, M) : Homx (N, M) — Homy (L, M), onde Hom(f, M)(g) :=gf.

Exemplo 1.3 Dado um A-mddulo My € Mod A temos que Homp(aAAp, Mp) = My. Mais ainda,

esse isomorfismo € funtorial, ou seja, Homp(aAp, —) ~ idpod a- q
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Exemplo 1.4 (Funtor dual) Sejam k um corpo e A uma k-dlgebra de dimensao finita. O funtor
contravariante D := Homy(—, k) : mod A — mod A°? ¢ uma dualidade cujo funtor quase-inverso
¢ D := Homy(—,k) : mod A’ — mod A, ou seja, D?> := Do D =~ id

dualidade entre as categorias mod A e mod A°P

mod A € portanto existe uma

Sequéncia exata de mdédulos

Uma sequéncia de A-médulos e de morfismos de A-mdédulos

fit1 fi fi—1
=My —— M; ——= M,
é dita exata em M; se Im f;11 = Nuc f;. Além disso, a sequéncia é dita exata se for exata em
todo M;.
Observemos que dado um morfismo de A-médulos f : M — N, temos que f é um monomorfismo
N f , .
se, e somente se, a sequéncia 0 — M - N for exata; e f é um epimorfismo se, e somente se, a

sequéncia M EN N — 0 for exata.

Uma sequéncia exata de A-modulos da forma 0 L ! M—2=N 0 é chamada de

sequéncia exata curta. Dizemos que uma sequéncia exata curta cinde se f for um monomorfismo
que cinde, ou equivalentemente, se g for um epimorfismo que cinde. Nesse caso, M =2 L & N.
Uma dualidade é sempre exata, ou seja, se 0 — L — M — N — 0 é uma sequéncia exata curta,

entao a sequéncia induzida 0 — DN — DM — DL — 0 também é exata.

Lema 1.3 (Lema da Serpente) Considere um diagrama comutativo de linhas exatas como abaizo:

L M N 0
R
0 L—>M —>N

Entao existe uma sequéncia exata da forma
Nuc (f) 2 Nuc (g) — Nuc (h) 2, Conuc (f) — Conuc (g) 2 Conuc (h).

Além disso,
e Se u é um monomorfismo, entdo uy também é um monomorfismo.
!/ - . ~ . . .
e Se v € um epimorfismo, entdo vo também € um epimorfismo.

Podemos visualizar o lema acima através do seguinte diagrama comutativo com linhas e colunas
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exatas:

L M N 0
L i |- h
0 [ — N

Proposicao 1.4 Seja A uma k-dlgebra.

a) A sequéncia 0 — Ly 4, My L Ny € ezata se, e somente se, para todo X, a sequéncia de

om )(—7 om X:
k-mddulos 0 — Homu (X, L) _toma (5D Homy (X, M) tora(X9) Homy (X, N) ¢ ezata.

b) A sequéncia L EN My L Ny — 0 € ezata se, e somente se, para todo X, a sequéncia de

om ,X om 7X
kemédulos 0 — Homa (N, X) —20%) poma (M, X) =25 foma (L, X) ¢ exata.

s}

c) A sequéncia 0 — Ly EN Mp L Ny — 0 € exata e cinde se, e somente se, para todo X,

ION

sequéncia de k-mddulos 0 — Homy (X, L) —— Homu (X, M) —— Homp (X, N) ——=0

exata.

d) A sequéncia 0 — Ly i» My EN Np — 0 € exata e cinde se, e somente se, para todo Xy,

)

[N

sequéncia de k-mddulos 0 — Homp (N, X) —— Homp (M, X) —— Homu (L, X) ——0

exata.

Médulos indecomponiveis, simples e projetivos

Seja A uma k-dlgebra. Lembraremos nessa secdo mais algumas definigoes e propriedades que
serao utilizadas livremente no decorrer do texto.

Um A-médulo My néo nulo é dito indecomponivel se sempre que M = M; & M, entdo
My = 0 ou My = 0. Por outro lado, um A-mdédulo Sy nao nulo é dito simples se os seus tinicos
submdédulos sao os triviais, ou seja, Sy e 0. Um mddulo que é soma direta de médulos simples, é

dito semisimples.
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Definicao 1.2 Um A-mddulo Py € dito projetivo se satisfazer alguma das seguintes propriedades

equivalentes:

1. para todo epimorfismo f : My — Nj e todo morfismo g : Pn — Nj existe um morfismo

g : Py — My tal que fg = g, ou seja, o sequinte diagrama é comutativo:

2. Pp € um somando direto do A-mddulo AT = @At onde Ay = A para todo t € T.
teT

3. toda sequéncia exata curta da forma 0 M / N—21sp 0 cinde.

4. o funtor Homp(P,—) : Mod A — Mod k ¢ ezato, ou seja, dada uma sequéncia exata curta

0 L ! M—2=nN 0 em Mod A, entdo a sequéncia induzida em Mod k,

0 —— Homy (P, L) —— Homu (P, M) —— Homy (P, N) ——= (0 também ¢ exata.

Definigao 1.3 (Cobertura projetiva) Uma cobertura projetiva de um A-mddulo M é um par
(P, f), onde P é um A-mddulo projetivo e f: P — M ¢é um epimorfismo supérfluo, isto é, f é um

epimorfismo com a sequinte propriedade:

e se h: L — P ¢ morfismo tal que a composicao fh: L — M é um epimorfismo, entdo h é um

epimorfismo.

Definicao 1.4 Um submddulo N de um A-modulo M € dito supérfluo em M se, para todo
submodulo L de M, tal que N + L = M implicar que L = M.

Quando A é uma &lgebra de dimensao finita, a definicdo de N ser supérfluo em M é equivalente
a dizer que N C radM.

Temos a seguinte (importante) caracterizacao de epimorfismos supérfluos.

Lema 1.5 (Nakayama) Sejam A uma dlgebra de dimensdo finita e M um A-mddulo indecom-
ponivel. Entao f: M — N ¢é um epimorfismo supérfluo se, e somente se, Nuc (f) € supérfluo em
M.

Mostra-se, em [2] e [1] por exemplo, que todo médulo indecomponivel sobre uma &lgebra de
dimensao finita admite cobertura projetiva. Além disso, tal cobertura projetiva é inica no seguinte

sentido:

e Se (P, f) e (P, f) sdo coberturas projetivas de M, entdo existe um isomorfismo h: P — P tal

que fh = f.
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Muitas vezes, a titulo de simplificagao, diremos apenas que P é uma cobertura projetiva de M,

ou ainda, que f: P — M é uma cobertura projetiva de M.

Definicao 1.5 (Apresentagao projetiva) Uma apresentagdo projetiva de um A-mddulo M €
uma sequéncia exata Pp , Py o, M 0 onde Py e Py sao A-mddulos projetivos. Tal apre-

sentagdo € dita minimal se dy: Py — M e dy: P — Nuc (do) forem coberturas projetivas.
Passamos a definicao do objeto de principal estudo neste texto.

Definicao 1.6 (Resolugao projetiva) Uma resolugao projetiva de um A-mddulo M € uma sequéncia
exata

dn d d,
=P, Py == P Py~ M—0

onde cada P; € um A-mddulo projetivo.

Tal resolugdo € dita minimal se do: Py — M e d;: P; — Nuc (d;—1),i > 1, forem coberturas
projetivas.

Uma resolucdo projetiva € dita de comprimento n se P, # 0 e P, = 0,Vi > n. Neste caso, se
n for o menor inteiro com essa propriedade, dizemos que M tem dimensao projetiva igual a n e

denotamos por dp M .

Chamamos de dimensao global de A, e denotamos por dim.gl.A, o sup{dp M : M € Mod A}.

No caso em que A é uma algebra de dimensao finita, tem-se que
dim.gl.A = sup{dp S : S é um A-médulo simples}.!

Teorema 1.6 (Teorema da Comparagao) Sejam M e N dois A-mddulos e f: M — N um

morfismo de A-mddulos. Se
-—P,—>P,1—-—P—>F—-M-—0
€ uma resolucao projetiva para M e
= Q= Qp1— > Q1> P —N-—=0

€ uma sequéncia exata, entdo exriste um diagrama comutativo da forma

Py——>Pyy—> —>P—> P ——>M—>0
v v v v
Qn Qn—1 e Q1 Qo N 0

Os morfismos £,’s sao chamados de “liftings” para f.

'Veja, por exemplo, [2].



1.3. PRODUTO TENSORIAL DE MODULOS 11
Proposicao 1.7 Sejam A uma k-dlgebra de dimensao finita e N um A-mddulo semisimples. Se
(x) =P, P P g% 0

¢ uma resolugdo projetiva minimal para M, entdo Homp(P,, N) = Nuc (d}, ;) e d}, . ; = 0, para
todo n > 0, onde df := Homy (d;, N).

Prova.

Para a primeira parte, mostraremos somente que Homy (P, N) C Nuc (dj ), pois a outra é
sempre verdadeira, ndo dependo do fato da resolucao () ser projetiva minimal.

Pela minimalidade da resolugao (x), temos que cada n, Im (d,+1) C P,r, onde r é o radical de
Jacobson de A. Por outro lado, se f € Homp (P, N) entdao P,r C Nuc (f), pois f(P,r) C Nr =
radN e dado que N é semisimples radN = 0. Assim Im (d,+1) € P,r € Nuc (f) e, portanto,
dy 1 (f) := fdny1 = 0. Isto mostra que Homy (P, N) € Nuc (dj ;) e que d;;, | = 0.

[ |

1.3 Produto tensorial de moédulos

Para essa secao, a menos de menc¢ao em contrario, k denotara um anel comutativo com unidade
e A uma k-algebra.

Sejam My e AN A-médulos e W um k-médulo. Uma fungdo g : M x N — W é dita A-bilinear
se para todos m,m' € M, n,n' € N, z,2’ € Rea € A,

i) glmz +m'z',n) = g(m,n)x + g(m',n)z’;
ii) g(m,nx +n'z") = g(m,n)x + g(m,n)z’;
iii) g(ma,n) = g(m,an).

Um produto tensorial de M e N é um par (T, 7), onde 7' é um k-méduloe 7: M x N — T
é uma aplicacdo A-bilinear, que tem a seguinte propriedade: para cada par (W, g), onde W é um
k-médulo e g : M x N — W é A-bilinear, existe uma unica aplicagao k-linear g : T' — W tal que

gt = g, ou seja, que o seguinte diagrama é comutativo:

Dados os A-médulos My e AN existe, e é unico (a menos de isomorfismo), o produto tensorial
de M e N. Denotamos T por M ®@x N, 7 é chamada de funcao tensorial e 7(m,n) = m®n sao ditos
tensores. Temos que 7(M x N) gera M ®, N, e entao podemos escrever para cada t € M @5 N,

n
t= Z(mlézm@) Portanto, se M e N sao finitamente gerados, entao M ®, N também é finitamente

i=1
gerado.
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Sejam f : My — M) e g : Ny — N) morfismos de A-médulos . A aplicacao f x g: M x N —
M’ x N definida por (f x g)(m,n) := (f(m),g(n)) composta com a fungao tensorial de M’ @5 N’
é uma aplicagao A-bilinear de M x N em M’ @, N’. Logo induz uma aplicagao k-linear denotada
por fRg: Moy N — M @5 N' que satisfaz (f @ g)(m®@n) = f(m) ® g(n).

O proximo exemplo ilustra como sao construidos isomorfismos que envolvem produtos tensoriais.

Exemplo 1.5 Seja M um A-mddulo. Entdo, M @x A = My. De fato, se definimos f: M x A —
M por f(m,a) := ma, entao € ficil verificar que f € uma aplicagdo A-bilinear, e assim pela defini¢ao
do produto tensorial, existe f: M @5 A — M k-linear tal que f(m ® a) = ma. Definimos também
g: M — M ®a A por g(m) :=m® 1. Temos que g € k-linear e que fg =idy e gf = idyeo,N-
Portanto, M @ A =2 Mx como k-mddulos. Porém, observamos que f e g sido também morfismos

de A-mddulos, logo M @ A = My também como A-mddulos. N

Mais ainda, o isomorfismo acima ¢ funtorial, ou seja, — @ A = idpgoq o- Além disso, também ¢é

vélido os seguintes isomorfismos funtoriais:
1. Se pAM é um médulo entdo A @ M =p M.
2. Se Ly, pMsy e Ny, sao trés modulos, entdo L @ (M @y N) = (L @) M) ®x N.

3. Se I é um ideal bilateral de A e Ly um médulo qualquer, entao L ®p % = %

Proposicao 1.8 (Teorema da adjuncao) Sejam A e X k-dlgebras e s My um (X-A)-bimddulo.
Os funtores M @ — e Homy (M, —) sdo adjuntos, ou seja, dados os mddulos nL e N eziste o

sequinte isomorfismo funtorial (em cada varidvel):

Homy (L, Homx (M, N)) ~ Homs(M ®, L, N)

Finalizaremos este topico com um exemplo.

Exemplo 1.6 Sejam A e 3 duas k-dlgebras. Entdo A Qy % tem também uma estrutura natural de

k-mddulo. Além disso, A ®y % tem também uma estrutura de k-dlgebra dada pelo sequinte produto
(a1 & bl) . (CLQ X bg) = (alag) & (blbz)

coma; € A eb; € 3. No caso em que k € um corpo, a dlgebra A := A°? Qy A é chamada de dlgebra
envolvente de A. Vale salientar que se M é um A®-mddulo (a direita), entdo podemos definir uma

estrutura de (A-A)-bimddulo para M da sequinte forma

am:=m(a®1) e mb:=m(l®Db)
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para todos a,b € A e m € M. Por outro lado, se M ¢é um (A-A)-bimédulo, entdo ele tem uma

estrutura de A®-maodulo, dada por
m(a ®b) := (am)b = a(mb)
para todos a,b € A em € M.

<
Talvez seja interessante lembrar que se A é uma k-algebra de dimensao finita, entdo existe uma

equivaléncia entre a categoria de A®-mddulos & direita e a categoria de (A-A)-bimédulos.
1.4 Algebra de Caminhos

Ao longo dessa secdo vamos considerar k um corpo. Para um estudo mais amplo deste tépico,
sugerimos ao leitor consultar [1,2].

Um carcds I' é uma quédrupla (T'g, I'1, o, t) onde I'y e I'; sdo conjuntos e o,t : I';y — Ty sao
funcoes. Os elementos de I'g sao chamados de vértices de I' e os elementos de I'; sao chamados
de flechas de I'. Dada uma flecha a € 'y, chamamos o(a) de origem de a e t(a) de término de

a. Uma carcas I' é dito finito quando os conjuntos I'g e I'; sao finitos.

a

— c
Exemplo 1.7 Em geral, representamos um carcds por um diagrama da forma IT>§ 3,
por exemplo. Aqui temos I'o = {1,2,3}, I'1 = {a,b,c}, o(a) = o(b) =1, o(c) = t(a) =t(b) =2 ¢
t(c) = 3. q

Um subcarcas de I' é um carcas (Lo, Ty, 6, t) de forma que Ty C Ty, I} C Ty, & = 0|1~~1 e
t= t]fl. Um subcarcés é dito pleno se a flecha u % v estiver em I'; sempre que u,v € L.

Um caminho w em I' de comprimento n > 0 é uma sequéncia de flechas w = aq ---ay, tal
que t(a;) = o(a;1+1) para 1 < i < n. Denotamos o comprimento de w por ¢(w). Dizemos que
v = a;---a;++ € um subcaminho de w se 1 < 4,7+t < n. Por convencao, um caminho de
comprimento zero (ou caminho trivial) é um caminho sem flechas associado a um vértice v € Ty,
que denotamos por e,. Para um caminho nao trivial w = aq---a, definimos o vértice inicial
(ou origem) de w por o(w) := o(a;) e o vértice final (ou término) de w por t(w) := t(a,). Para
um caminho trivial e, definimos o(e,) = t(e,) = v. (Na maior parte do texto, denotaremos este
“caminho trivial” apenas pelo vértice que o representa.) Um caminho w de comprimento n > 1 é
dito um ciclo orientado quando o(w) = t(w).

Consideremos agora I' um carcés finito. Seja kI’ o k-espaco vetorial cuja base é o conjunto de

todos os caminhos de I'. Definimos em kI' o seguinte produto: dados v e o caminhos de I, entao

o s0t(7) # o(0). 70 = 0;

v, se o = e, para algum v € I'y

o, se vy = e, para algum v € I'y
°%ﬂw_°®%%0—{

al"'a‘nbl"'bt7 se fy:al...aneg:bl...bt
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Estendendo esse produto, por linearidade, aos elementos de kI' temos que kI' é uma k-algebra, a

qual chamamos de algebra de caminhos de T
N

3.
N S

2
A base de kI' como k-espago vetorial é {e1, ez, e3,e4,a,b,c,d,ab,cd} e portanto a dimensao de kI é

Exemplo 1.8 Seja I'o carcds 1

dimkl’ = 10. Quanto a multiplicagdo teremos, por exemplo, a-b=ab, a-d =0, ea-d=d, etc. <

Definicao 1.7 Um elemento x em kI' é chamado uniforme & direita (& esquerda) se existe um
vértice v € Ty tal que zv = x (v = z). Se ele for uniforme a direita e d esquerda, ele € dito

uniforme.

Uma relagao p em I' é uma combinacao linear de caminhos uniformes, onde cada caminho tem
comprimento pelo menos dois.

Denotaremos por Jr, ou simplesmente J, o ideal de kI' gerado pelas flechas de I'. Na maior
parte do texto, nossas algebras serdo quocientes, kI'/I, de algebras de caminhos onde o ideal I de
kI esta contido em J2.

Se I é um ideal de kI' gerado por combinagoes lineares de caminhos de comprimento dois,
dizemos que A = kI'/I é uma dlgebra quadrdtica. Por outro lado, se cada gerador de I for um

caminho de I', dizemos que A é uma dlgebra monomial.

Proposigao 1.9 Sejam I' um carcds finito com I'y = {1,...,n}, kI' sua dlgebra de caminhos e e; o

caminho trivial associado ao vértice i € I'g. Entao:

1. kI € uma dlgebra associativa.

2. o conjunto {e;}icr, € um sistema completo de idempotentes ortogonais primitivos de kI'. Em

particular, KI' tem identidade 1 = e1 + --- + ey.

3. kI' € uma dlgebra bdsica, isto €, kI' = ey (k') @ -+ @ e, (kI") € a decomposicio de kI' em

maodulos projetivos indecomponiveis, dois a dois ndo isomorfos.
4. kI tem dimensdo finita se, e somente se, I' ndo possui ciclos orientados.

5. Jr =r se, e somente se, I' nao possui ciclos orientados.
. . o , . Jr
6. o numero de flechas de i para j € igual ao nimero dimy | e; 7 ej |- |
r

Teorema 1.10 Seja A uma k-dlgebra bdsica e de dimensdo finita sobre wm corpo algebricamente
fechado k. Existe um carcds I'y e um epimorfismo na : kI'y — A onde Ip := Nucnp € um ideal de
k['s tal que J* C In C J?, para algum n > 2. |

O epimorfismo do teorema acima é chamado de uma apresentagao de A e o carcds I'y é

chamado de carcas ordinario de A.
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Moédulos e representagoes de carcases

Sejam k um corpo e I um carcés finito. Uma representacao de I' é dada por V' = ((Vi)iery, (Ta)acr, ),
onde para cada i € I'g, V; é um k-espaco vetorial de dimensao finita e para cada a € I'y, T, é uma

transformacao linear de Vi) em V().

Ta

Exemplo 1.9 Seja I' o carcds 1;112. Entao k2=——k € uma representacdo de I', onde
b T,
T,
Vi=k?,Voa=k,T,= { (1) } ey = { (1) } Observe que K2 Z—— k2 também é uma representacdo
T,
deF,ondeVlsz,ngkz,T;:{éT}eTb/:[(l) 8} N

Seja w = aias . ..a, um caminho nao trivial de I'. Definimos a transformagao linear

T(w) : Vow) — Vi) dada pela composta Ty, Ty, -+ Ty, Estendemos esta definigao para uma
t

combinagao linear de caminhos w = Z Aiw;, onde o(w;) = o(wj) e t(w;) = t(wy), Vi, j € {1,...,n},
i=1

t
fazendo T'(w) = Z AT (w;).
i=1

Uma representacgao de (I', I) é uma representacao de I' de forma que para cada relagao w de
I tem-se T'(w) = 0.

Dadas duas representagoes V = ((Vi)iery, (Ta)aer,) € W = (Wi)ierys (Sa)aer, ), um morfismo
®:V — W é uma familia {¢;}icr, de transformacdes lineares tal que, para cada flecha i -*j o

seguinte diagrama é comutativo
Vi,
Ta \L O isa

Vi—=W;

J

ouseja, ¢;1y = Sq¢;. A composta de dois morfismos é definida coordenada a coordenada. Definimos
entdo a categoria mod (I', I) cujos objetos sao as representagoes de (I',I) e os morfismos sao os

descritos acima.
Exemplo 1.10 Continuando o exemplo acima, observe que

Ta
[ —

el ]

€ um morfismo entre as duas representagoes. N

Teorema 1.11 Seja A = kI'/I onde T' é um carcds finito e I um ideal de kU tal que J* C I C J?,

para algum n > 2. Entdo as categorias mod (I', I) e mod A sdo equivalentes. |
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Pelo teorema acima podemos identificar os A-médulos com representagoes de (I', 7). Em es-
pecial, as representagoes que correspondem aos A-modulos simples, projetivos indecomponiveis e
injetivos indecomponiveis podem ser calculados a partir do carcéds ordinério (I') e das relagoes ().

Para detalhes dessas descrigoes ver, por exemplo, [1,2].
1.5 Algebras Graduadas

Assim como na secao anterior, k denotard um corpo.

Nesta secao, abordaremos alguns conceitos da teoria de mdédulos graduados sobre uma algebra
graduada. Para isso, seguimos basicamente [18,22].

Uma k-dlgebra A é dita (positivamente) graduada quando A = @, -, Ay, onde os A,’s sao
k-espacos vetoriais tais que A;A; C A;yj, para todos i,5 > 0. Os elen_lentos nao nulos de A;
sdo chamados de elementos homogéneos de grau j. Dizemos que uma k-algebra graduada A é
gerada em graus 0 e 1 quando A;A; = A;y;, para todos ¢,7 > 0 ou, equivalentemente, quando
A, = Hle Ay, para todo k > 1. De fato, se AjA; = Aiyj e Ay = ]I Ay, para todo n < k,
entdo Api1 = Ay = (Hf:1 AN = Hf:rll A1. Reciprocamente, A;A; = ( {:1 Al)(]_[;:1 Ay) =
I35 AL = Aiyy.

Um ideal I de uma &lgebra graduada A é dito graduado? quando I = @D,,~o In, onde cada
componente I; é um k-espaco vetorial e para cada k e j tem-se que I;Ay C Ijy. 6bserve que isto

é equivalente a dizer que cada elemento de I = €, I, é uma soma de elementos homogéneos.

Exemplo 1.11 (a) Seja kI' a dlgebra de caminhos de um carcds I' sobre k. Para cada n > 0,
denotamos por (kI'),, o k-espaco vetorial gerado pelos caminhos de comprimento n em I'. Entdo,
como k-espago vetorial temos kI' = @,,~((kI'),,. Além disso, dado que o comprimento do produto
de caminhos € igual a soma dos comp;imentos (no caso nao nulo) de cada caminho seque que
(kD) (D), € (KD)iyn, para todos myn > 0, e com isso kI' é uma dlgebra graduada. Por outro
lado, como todo caminho de comprimento n > 1 € produto de n flechas, entio (kI'), = [[;"; (kI')1,
o que mostra que kI' € uma dlgebra graduada gerada em graus 0 e 1.

(b) Sejam A =B, 5o An e X = D,,5¢ Xn dlgebras graduadas. Entdo o produto tensorial A ®x X é

uma dlgebra graduada com graduacao dada por

A®k§3=@ Z A ® X

n>0 \i+j=n

Além disso, se A e ¥ sdo geradas em graus 0 e 1, entdo A @y X também € gerada em graus 0 e 1.

Por exemplo,
Ak (A2kX)1 = (Ao @k X1+ A1 ®k o) (Ao @k L1+ Aq @k Xo)
= Ao ®k 2+ A1 @k X1+ A1 @ X1 + Ay @ o
= Ao ®k Y2+ A1 @k X1 + Ao @k Xo
= (A®kX):.

2 Alguns autores também chamam ideal graduado de ideal homogéneo.
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(¢) Dada uma dlgebra A e um ideal I de A, considere o anel Gri(A) = €P,5 /I com o

produto dado por
(z+ 1Y - (y + I™Y) = (zy + I, para todos m,n >0, com I° := A.
Entao Gry(A) é um anel graduado gerado em graus 0 e 1. N
A proposigao que se segue nos déd uma espécie de reciproca para o item (c¢) do exemplo acima.

Proposicao 1.12 ([18]) Sejam A = D,,50An um anel graduado gerado em grau 0 e 1, e J =
D.>1 An- Entao J é um ideal de A tal que A € isomorfo (como anéis graduados) a B, > AYD Lans
onde J° := A

Prova.
Dado que AiZOAjZI C Ai—i—jZl e que AizlAjEO - Ai+j21> entao JA C J e AJ C J. (Observe
que para isso ndo usamos o fato de A ser gerado em graus 0 e 1.) Além disso, como J° := A, entdo

J0/J ¢ isomorfo a Ag. Agora como A é gerado em grau 0 e 1 (%), temos que

=1 Y0 Mn | 2 A=A

n>2 \it+j=n n>2 n>2

Logo, J/J? é isomorfo a Aj. Seguindo esse racicinio, teremos que J* = D,,~; An e, portanto,
TR TR~ A B

|

O ideal J definido na proposicao acima é um ideal “especial”, pois se I = @nzo I, é um ideal

graduado a esquerda do anel graduado A = @nzo A, tal que J 4+ 1 = A, entdao [ = A.

De fato, como Iy := I N Ag, entao Iy € Ay. Por outro lado, se xy € Ay, entdo xy =
ZS>OZ'S + 2t>1)\t, com cada ig € I, e cada Ay € Ay, Assim xg — ig = 28>1is + 2t>1)‘t €r,
o qfle implicaﬁ que xg = ig € Ip. Isto mostra que Iy = Ag. Além dissoi7 dados )\? € Ag e
ig € In C I, tem-se que Agig € I N A := I (pois Asly = AsAg C Ay), ou seja, Agly C 1.

Mas, 1 € Ag = Iy implica que Iy = A; para todo s > 0 e com isso concluimos que I = A.

Acabamos de mostrar que o ideal J é um ideal supérfluo, justificando assim a seguinte definigao:

Definicao 1.8 Seja A = @,,~¢ An um anel graduado tal que Ao € um anel semi-simples, entdo

dizemos que o ideal r = @n21 A,, € o radical de Jacobson graduado de A.

Observagao 1.1 O radical de Jacobson graduado € a intersecao dos ideais mazrimais graduados

de A. Como consequéncia anula todos os médulos graduados simples.

Desta observagao, obtemos uma versao graduada da Proposigao 1.7.
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Se A é uma k-dlgebra graduada, entdo um A-médulo M é dito graduado quando M =
D,,~o My, onde para cada k e j tem-se que M;A, C My, e cada componente M; é um k-espago
veto;ial. Dado que M,Ay C M,, entdao cada M, é um Ag-mddulo. Um A-médulo graduado
M = @, -, M, é gerado em grau k se M, = 0, para todo n < k, e M, = MA,_}, sempre
que n > k. Os elementos nao nulos de M,, sdo chamados de elementos homogénios de grau n .
Observe que um ideal de A é graduado se é um A-médulo graduado.

Dados dois A-médulos graduados M e N, um A-homomorfismo f : M — N é dito de grau j
se f(My,) C Np4j, para todo n > 0. Em particular, é dito de grau 0 se f(M,) C N,, para todo
n > 0.

Para uma dada k-dlgebra graduda A denotaremos por GrA a categoria que tem como objetos
os A-médulos (a direita) graduados e como morfismos as aplicagdes de grau 0, isto é, dados M =
D0 Mn e N =€D,,5¢ Ny dois A-mddulos graduados, entdo

Homgea (M, N) := {f € Homa(M,N) : f(My) C Ny, para todo k > 0}

A categoria GrA possui somas diretas e produtos. De fato, para um familia de A-médulos
graduados { M, },cx, uma soma direta Sy, = @nZO Sy, pode ser dada fazendo S, = @, (Ms), € um
produto pode ser obtido tomando P, =[], (M), e entao Py = @P,,~o Pn.

Exemplo 1.12 Sejam M e N dois A-mdédulos graduados. Entdo o A-mddulo graduado M & N é

gerado em grau j se, e somente se, M e N sao ambos gerados em grau j. N

Exemplo 1.13 Sejam A e X dlgebras graduadas e M e Ny dois mddulos graduados. FEntdo
M ®¢ N € um modulo graduado sobre A Qg 3, com graduacdo dada por

M®kN=@ Z M; @y N;
n>0 \i1+j=n

Além disso, se M; é gerado em graui e N em grau j, entdo M @y N € gerado em graw i + j.

<

A categoria dos A-mdédulos graduados finitamente gerados serd denotada por grA. Mais precisa-
mente, grA é a subcategoria plena de GrA que tem como objetos aqueles objetos M de GrA tais
que F(M) € modA, onde F : GrA— Mod A é o funtor esquecimento, ou seja, o funtor que a cada
médulo graduado M associa o médulo M (desconsiderando a graduagao de M) e cada morfismo f
associa o morfismo f.

Dado M € GrA e d um inteiro qualquer, definimos d-shift de M como sendo o A-mddulo
graduado M (d) = @,,,~o M (d)m, onde M(d)m := M,+q. Isto define um funtor Ty : GrA 5 M —
M(d) € GrA. Observe (_1ue para quaisquer que sejam os inteiros b e d, temos que Ty 0Ty = Ty4p €,
portanto, Ty o T_4 = Id. Em particular, Ty é um isomorfismo na categoria GrA, para todo d € Z.

Observe também que F oTy = F.
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Em parte deste trabalho, restrigiremos nossa atencao a uma classe especial de dlgebras gradu-

adas, que serao as algebras graduadas A = EanO A, tais que:
e A é gerada em graus 0 e 1
o dimyA; < o0
e Ay é isomorfo a um produto finito de cépias do corpo k, ou seja, Ag >~ k x -+ x k.

Uma algebra graduada dessa forma serd chamada de 0-1-split-bdsica. A partir de agora, a menos de
mencao em contrario, assumiremos que as algebras graduadas sao 0,1-split-basicas, omitindo assim

este termo.

Exemplo 1.14 (a) Sejam I' um carcds finito e R = kI a dlgebra de caminhos de I' sobre um corpo
k. Como sabemos R = @,,~o(kI'),, € uma graduacdo para R, onde (kI'), € o k-espago vetorial
gerado pelos caminhos em I’ de comprimento n. Além disso R é gerada em graus 0 e 1 e como " é
finito, seque que dimAy < oo e que (k') € isomorfo a um produto finito de cdpias de k. Portanto
R é uma dlgebra graduada 0,1-split-bdsica.

(b) Se R é como acima e I é um ideal graduado de R tal que I C J?, onde J = @, ~;(kD), entdo
R/I é uma dlgebra graduada 0,1-split-bdsica com radical graduado r = J/I.3 B

<
O proximo resultado nos mostra uma caracteriazagao das algebras graduadas 0,1-split-bésicas.

(Compare com o exemplo acimal)

Proposigao 1.13 ([18]) Seja A = D,,> An uma k-dlgebra graduada 0,1-split-bdsica. Entdo exis-
tem um carcds finito ' e um ideal graduado I em kT, contido em J?, tais que A é isomorda a kT'/I

como k-dlgebras graduadas. |

Talvez seja interessante destacar que na prova da proposicao acima, o carcas I' e o ideal [ sao

obtidos da seguinte forma:

e o conjunto dos vértices {v1,...,v,} estd em correspondéncia biunivoca com o conjunto

{e1,...,e,} de idempotentes ortogonais primitivos centrais de Ag;

e o ntimero de flechas de v; para v; é igual a n;; = dimy(e;(r/r?)e;), onde r = @, An.

Observe que cada n; ; < oo, pois pela Proposicao 1.12 r/r2 22 Ay e por hipétese dimiA; < oo.

e o ideal I é o nucleo do epimorfismo : kI' — A dado por ¢(v;) = e; e w(af,j) = ﬁij, onde
para cada 1 < i,j < n, {3 ]}:’:71 é uma k-base fixada para o k-espaco vetorial e;(r /r?)e; e

S 1 .. . .
{aj ;}s denota o conjunto das n; ; flechas de v; para v;.

30bserve que nio estamos assumindo que R/I tem dimensdo finita.
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Usando a notagao acima temos que e; A é um A-médulo projetivo graduado, com (e;A),, := e;Ay,.
Neste caso, assumiremos que cada um desses projetivos esta gerado em grau 0. Além disso, quando
falarmos de um A-moédulo projetivo graduado (finitamente gerado) estaremos supondo que este é
uma soma direta (finita) da forma € e;;A(s;) (DjL; ei;A(s;)), isto é, uma soma direta de cépias
dos e;A’s “shiftiados”. Os A-mddulos simples graduados sao isomomorfos a algum S; = e;(A/J),
onde, como um A-médulo graduado, (S;)o = €;(Ag) e (S;); = 0se j # 0.

Sejam M, P € grA, p: P — M um epimorfirmo de grau 0 e P um A-mddulo projetivo tais que
Nuc (p) C radP := Pr. Entao o par (p, P) é chamado de cobertura projetiva graduada de M.
E sabido? que todo médulo M € grA possui cobertura projetiva p: P — M e que P é gerado em
grau j sempre M for gerado em grau j. Além disso, se g: ) — M é uma outra cobertura projetiva

graduada para M, entao existe um isomorfismo de médulos graduados h: P — @ tal que gh = p.

Definigao 1.9 Seja M um A-mddulo graduado. Por uma resolugao projetiva graduada para

M, entendemos uma sequéncia exata
dn dy do
=P, =P, 1—--—P—F—M-—=0

onde, para cada i > 0, P; € um A-mddulo projetivo graduado e cada aplicagdo d; € um A-
homomorfismo de grau 0. Se além disso, Im d, C P,_ir para todo n > 1, entdo a resolugcdo

acima € dita minimal.

No Capitulo 3 estudamos moédulos que admitem resolugoes projetivas graduadas onde o projetivo
que ocupa a i-ésima posicao da resolucao é gerado em grau ¢, para todo ¢ > 0. Uma resolucao com
esta propriedade é chamada de resolucao linear.

Para as dlgebras graduadas 0,1-split-bésicas valem, para moédulos graduados, alguns resultados

analogos aos dos casos usuais para algebras de dimensao finita . Por exemplo:

1. Um submoédulo graduado N de um médulo graduado M finitamente gerado é supérfluo, no

sentido graduado, se e somente se estd contido no radical graduado radM := Mr de M.

2. Um epimorfismo f: L — M na categoria de médulos graduados é supérfluo se e somente se

seu nucleo estd contido no radical graduado radL de L.

3. O radical graduado radM de um moédulo graduado M é a interseccao de todos os submodulos

graduados maximais de M.

“Veja, por exemplo, [18].



Capitulo 2

Algebras de Yoneda

Neste capitulo estudaremos a estrutura da algebra de Extensoes, também chamada algebra de
Yoneda, de uma algebra monomial. Num primeiro momento, construiremos uma base multiplicativa
para a algebra de Yoneda, veremos que essa construgao nos permite dar uma boa descricao do seu
carcas e com isso apresentamos o principal resultado do capitulo, que dé algumas caracteristicas da
algebra de Yoneda de uma dlgebra monomial quadratica. Ao final, como aplicacao deste resultado,
construiremos uma classe de algebras que coincidem com sua &lgebra de Yoneda. Este capitulo

segue basicamente o que foi feito em [20].
2.1 Introdugao

Comecamos relembrando duas formas de olhar os elementos da &dlgebra de Yoneda. Aqui A

denota uma k-algebra.
Via resolugoes projetivas

Considere uma resolugao projetiva para o A-mddulo M:

(’P) P, dn  _d2 P d1 P, do M 0

Fixando um A-médulo N e aplicando o funtor Homy (—, N) a seqiiéncia acima, obtemos o seguinte
complexo

*

da* d
0 —— Homy (Py, N) s Homp(P;, N) ——--- —>Homu (P41, N) —— - -

onde d} := Homy(d;, N) : Homp(P;—1,N) — Homu(P;, N) é definida por d;(f) = f o d;, para
cada morfismo f : Pi_y — N. Define-se entao Ext}(M,N) := %, e dado £ € Nuc (d}, ;)
denotaremos por [¢] sua classe em Ext} (M, N). !

Se (P) e (Q) sao resolugoes projetivas de M e N, respectivamente, [n] € Ext{'(M,N) e [{] €

Ext}} (IV, L), entao temos o seguinte diagrama comutativo:

21
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(P) - Pm+ndm+" R P, e P, M 0
i :zo\
v v
(Q) Qn—— - Qo N 0
i&
L
onde os l;’s denotam sucessivos “liftings” para 7, obtidos no Teorema da Comparagao (Teo. 1.6).
Define-se o produto de [£] por [n] como [¢] - [] := [€ o l,]. Observemos que, como £ o, €
Homp (Ppyn, L) e o diagrama acima é comutativo, entao dy, .. ({0 ly) == £oly 0 dpini1 =

£06p41 011 =&00=0. Logo [£ol,] € Exti™ (M, L).
Via extensoes

Sejam M e N dois A-médulos. Uma n-extensao de M por N ¢é uma sequéncia exata de
A-médulos
E:0—->N—-M, 1—-+-—My—M—0,

iniciando em N, terminando em M e com n termos intermediarios.
Sejam{: 0N —- M, 4 —---—>My—M—0en: 0-N—->M _,—-—My—M-—
0 duas n-extensoes de M por N. Dizemos que £ esta relacionada com 7, e escrevemos £ ~~ 1,

quando existir um diagrama comutativo da forma:

0——>N—> M, My M 0
@) ifnl O lfo @)
0—=N—>M]_, M M 0

Observagao 2.1 A relacdo “~7 definida acima ndo € necessariamente simétrica.

A observacao acima sugere a seguinte definicao.
Dizemos que duas n-extensoes £ e n de M por N, sao equivalentes, e escrevemos £ ~ 7, se

existe uma sequéncia de n-extensoes de M por N

§=280:&15 586 =1

tal que para cada i =1,...,n — 1, temos que & ~ &1 ou &1 ~ &;.

Assim, a relagdo “~” é claramente uma relagdo de equivaléncia e o conjunto de todas as classes
de equivaléncia de n-extensoes de M por N serd denotado por EXTR (M, N) e seus elementos por
€]

No que segue, definiremos o chamado Produto de Yoneda entre duas extenstes quaisquer:

Se(:0->N-—-My 1 —-+—>My—-M—-0en:0—-M—>Lyq1—--+—Ly—L—0

representam elementos de EXTR(M,N) e EXTR (L, M), respectivamente, entao considerando o
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diagrama
0 N Mn—l MO ______ > Lm— 1 LO L 0
M
0 0

obtemos um elemento em E£X TX’Lm(L,N ), denotado por &n. Assim, definimos o produto (de
Yoneda) de [£] por [n] como sendo a classe de equivaléncia da extensdo {n. Mais brevemente,
(] - [ := [&n].

Para maiores detalhes sobre as estruturas definidas acima, consulte por exemplo [8](2.4 e 2.6)
ou [21](Cap. 3), onde vemos também que essas duas formas sao equivalentes. Por isso, a partir de
agora nao faremos distingao entre ambas, denotando por Exty (M, N') ambos os conjuntos e fazendo
uso do produto mais apropriado em cada caso.

Finalmente, se A é uma k-algebra tal que A/r é um anel artiniano semisimples, entao F(A) :=
@D,.>0 Exti(A/r,A/r) é a dlgebra de Yoneda de A. Observe que

Extf (A /r, A/r) - Exti(A/r, A/r) € EXCP(A/r, Afr)

para todos m,n > 0. Em particular, E(A) é uma &lgebra graduada. Também, se M é um A-mé6dulo
entdo E(M) = @,>¢ Exti (M, A/r) é uma E(A)-mddulo graduado, onde E(M); - E(A)y ¢ dado
pelo produto de Yoneda.

2.2 Algebra de Yoneda de uma algebra monomial

Sejam I' um carcés finito e p = {p1,-- -, pp} um conjunto de caminhos em I" tal que nenhum p; é
subcaminho de um outro p;. Além disso, assumimos também que cada p; tem comprimento maior
ou igual a dois. Seja A = kI'/I, onde I = (p). Lembramos que I'g e I'; denotam, respectivamente,
os conjuntos dos vértices e das flechas de I'. Definimos indutivamente conjuntos I';, cuja unido

pode ser vista como uma k-base (multiplicativa) para E(A).

Definicao 2.1 Sejam I's := p, B a base usual de kI' consistindo de todos os caminhos em I, e
M = {p € B : nenhum subcaminho de p pertence a p}. Para i > 2, um caminho p em kI é
uma i-pré-cadeia se p = grs, onde q € I';_1, qr € I';, s € M —Ty e rs contém um subcaminho

pertencente a I's.

qrel’; seM—Ty

p:e———— He—— — — Se— — — — — — e
————
qel’i1

Dizemos que uma i-pré-cadeia é uma i-cadeia se nenhum subcaminho prdprio inicial (ou a es-

querda) € uma i-pré-cadeia. Definimos I'i11 como o conjunto de todas as i-cadeias.
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Esta sequéncia de conjuntos é de suma importancia, pois “descreve” uma resolucao projetiva

minimal do A-médulo A = A/r da seguinte forma:
P): -++—=P,—-- =P —-P—A—=0

com o i-ésimo projetivo dado por

Pi= D et
pel;
onde e, é o idempotente correspondente ao caminho trivial t(p) (ver [15]). Sabendo que Ext’ (A, A) =
Homy (Pi, A) = @peri ep\, podemos identificar I'; com uma k-base de Ext) (A, A) via a aplicacao
I'iopr— h;, € Homy (P;, A), onde

i 0, sep#qem kI’
hy,(eg)) = { -

eq\, se p=gqem kI

eX:=A+r.
O conjunto G; := {hl, : p € [';} é uma k-base para Ext) (A, A) e de [20] temos que a unido Uis0 i

forma uma base multiplicativa para E(A), no sentido que para h; €g;e hé € G;, temos que

»
B — hzloqja se pq € I'iy;
P 0, caso contrario

Como consequéncia da discussao acima, temos a seguinte

Proposicao 2.1 Sejam I' um carcds finito e J o ideal de kI' gerado pelas flechas de I'. FEntao,
para todo n > 2, temos que a dlgebra E(KI'/J™) € finitamente gerada, com geradores em grau no

mdximo 2.

Prova.

Observemos inicialmente que por hipétese I'y é igual ao conjunto dos caminhos de comprimento
igual a n. Assim, se p € I's entdo (por defini¢do) p = grs, onde ¢ € I'1, gr € 'y e rs contém um
subcaminho em I's. Entao ¢(r) = n — 1 e, como p nao possui subcaminho inicial em I's, ¢(s) = 1.
De onde segue que p = q1gq2, onde ¢ := qr € I'y e g3 := s € I'1. Em particular, mostramos que os
caminhos em I's;1 tém comprimento n + 1.

Fng:.Lo&---ﬂ»oLo
T

Analogamente, se p € ['4, entao temos a seguinte situagao:

qels r seM—-Tg

pD:e— — e — -0 — - — @

qTGFg
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Como observado acima, ¢(qr) = n + 1 e, portanto, ¢(r) = 1. Assim, dado que s € M — Iy, segue
as desigualdades 2 < /(rs) < n. Mas como rs contém um subcaminho de comprimento n, entao
{(rs) = n e, portanto, rs € I'y. Isto mostra que p = qiq2, onde ¢; :=q €'y e g :=7rs € I's. Em
particular, os caminhos pertencentes a I'ax2 tém comprimento 2n.

Por indugao, segue que os elementos de I'gx11 tém comprimento kn + 1 e os elementos de I'yg

tém comprimento kn, para todo k£ > 1. Logo,

) @qray, se p €Ty
p_
Q- qr, se p €Dy

onde ¢; € 'y e a € T';. Como T'y UT'; UTs é finito e (JT'; é uma k-base para E(kI'/J™) o resultado
segue. |

Na verdade em [17] este resultado é estendido no seguinte sentido:

e Seja I um ideal monomial gerado por elementos, de um conjunto p, de comprimento d > 2.

Entao E(kI'/I) é gerada em grau no maximo 2 se, e somente se, p satisfaz a seguinte condigao:

— se gqrs é um caminho em I' com ¢r,rs € p e £(r) > 1, entao todo subcaminho de grs de

comprimento d estd em p.

Exemplo 2.1 Seja A = kI'/(p), onde todos os caminhos em p tém comprimento 2. Se p € I's,
entio p = afs, onde o, 3 €T, af €Ty:=p e fs €Ty (e assim s € T'y).

1)

= - = 5
a B s

I's>p=
L _ 1
1)

E sep € Ty, entao p = qrs, onde q € I's (= q = af), qr € T's (= qr = afy), rs € I's (e assim

SGFl).

Iy Ty
e e I
a B Y s
]__‘49p: . . .

|
I'>

Por inducdo, seque a sequinte a forma para um elemento de I'y,, n > 5:

I ) s
- - - r - 77 |
. a1 a9 [o%:} g On—1 Qn
Fnap' . . . . o ...H.H.7
P _
FQ 1—‘2

ou seja, sep € I'y, entao p = ayas - - -y, onde para cada 1 < i <n—1, aya;y1 € I'a. Isto mostra
que E(A) € gerada em graus 0 e 1, ou seja, se A € uma dlgebra monomial quadrdtica entdo E(A)

¢ gerada em graus 0 e 1.

'Veja o Teorema 2.3.
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2.3 Carcas de E(A)

Nessa se¢ao I' é um carcas finito e A = kI'/I uma &lgebra monomial, como anteriormente.
No que segue, escreveremos a algebra de Yoneda E(A) como quociente de uma algebra de

caminhos. Para tanto, iniciamos com as seguintes convencoes:

e fixe um subconjunto @ C (J;5 I tal que o subconjunto {h;}seq da k-base multiplicativa
Uis0 Gi :== Uiso{hs : p € T} de E(A) seja um conjunto minimal de geradores de E(A) como
k-algebra. Observe que tal conjunto sempre existe, pois a prépria k-base Ui20 G; gera E(A)

como k-algebra. Além disso, note que I'g UT'; C Q.

e > é um conjunto de indeterminadas {zp} que estdo em correpondéncia biunivoca com o
subconjunto {hp}; . Entao obtemos uma funcao injetora f : ¥ — |J,5oI definida por

f(xp) := D e, com isso, dizemos que z; tem grau i quando p for um elemento de T';.

e Yo :={r;:peloteXy ={z5:p€ Q\Io}. Entao ¥ = EyUX, e existe uma corres-

pondéncia biunivoca entre Y e I'g.

Com estas convengoes e observagoes, podemos definir um carcés associado a E(A) como segue:

Definicao 2.2 Seja A o carcds tendo como conjunto de vértices Ay := X e como conjunto de
flechas Ay := Y. Mais precisamente, se i e j sdo dois vértices em A, entdo existe uma flecha de
xg:1— j se e somente se, no carcds I', existe um caminho ndo nulo q: f(i) — --- — f(j) tal que

q€Q.

Do fato de I'1 C Q, temos que se « é uma flecha em T, entdo hl é um elemento do conjunto
minimal {h;}zcq €, portanto, existe tinico z, € X4, 74 : f 1 (0(a)) — f~1(t(a)). De onde segue

que I' é um subcarcés de A.
Exemplo 2.2 (a) Sejal o carcds { ——9, p={aBa} e A :=kI'/(p). EntioTy={1,2}, I'1 =
B

{a, B}, Ta ={afa}, I's ={afapa}, ... , Iny1 = {(aB)"a}, .... Neste caso, Q@ = ;5o

e o carcds A € dado por

//&?&[i\i
] — > T9
g

Em particular E(A) nao € finitamente gerada.



2.3. CARCAS DE E(A) 27

(b) Seja I' o carcds do item (a), p = {afa,BaB} e A := kI'/(p). Entdo I'y = {1,2}, I'1 =
{05K3}7 Iy = {0%3a7/30%3}7 I's = {CU30437ﬁCLBC¥}7 Iy = {a%?o%?a[?,ﬁcw?a[ﬁm}... 5 Iﬁn+1 =
{(aB)™, (Ba)™}, ...

F4: . @

Observe que E(A) € finitamente gerada (Proposicio 2.1) e Q =T'oUT'1 UT'9. De onde segue

que o carcds de E(A) tem a sequinte forma

TBap

;//i;;;:\\\

rNl —T9 .

s

<

Seja A o carcéds de E(A) como na Defini¢ao 2.2. Considere a dlgebra de caminho kA e definamos
1 : kA — E(A) da seguinte forma:

e se x, é um vértice em A, entdo p é um vértice em I' e 9o(zp) := hy,. Observe que, dados

p,q € I'g, entao x, = x4 se e somente se p = q. Logo 1y é funcao.

e se xp, -+ xp, ¢ um caminho em A, entdo ¥ (xp, - - - xp,) = hp, - - - hp,. Note que x5, - - xp, =

s

xg, - - Tq, implica que s =t (pois cada compontente do caminho é uma flecha) e x5, = g

para todo ¢ = 1,...,t. Isto mostra que hp, ---hp, = hg, ---hg, e, portanto, que ; é uma

fungao.
¢ finalmente, definamos ¥ como sendo o homomorfismo de k-algebra que extende vy e 1.

Como {hp} gera E(A), entdo ¢ : kA — E(A) é um epimorfismo entre k-algebras, de onde segue
que E(A) =2 kA/Nuct). A préxima proposicao explicita o ideal Nuct). Usaremos a seguinte notagao:
O(p1---pn) = (grau de xp,) +- -+ (grau de z5,).

Proposicao 2.2 O Nuc vy € o ideal de kA gerado pelos elementos da forma xp, ---p, com o
caminho py - - - pn, ndo pertencente a Uy, ...5,), € pelos elementos da forma xp, - - - x5, — xg, -+ Zq,,

compr--Pn==q Gm € OD1-Dn) = 0(q1 - Gm)-

Prova.
Se xp, - - - xp, ¢ um caminho em kA tal que p; - --py, ¢ Loy --pn) €ntao, pela definicao das hfl’s,
temos que hp, - - hp, = 0 em E(A), e portanto, xp, - - - xp, € Nuct. E se xp, - - xp, — g, - - Tg,, €

n
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um caminho em kA tal que p1 -+ pp =q1 - Gm € O(P1 -+ Pn) = 9(q1 - Gm), entao

Y(@p, -+ 3p,) = hp o hp,

hﬁl"'ﬁrﬂ se p1---Pn € Fa(pll..ﬁn)
0, caso contrario

hljl"'@n,? se (_71 e Cjn S Fa(ql...q”)
0, caso contrario

h

Logo, zp, - - xp, — g, -~ Tg, ¢ um elemento do nucleo de 1. Restd-nos mostrar que o Nuc ¢ é

um subconjunto do ideal de kA gerado pelos elemetos da forma enunciada. Para tanto, considere
a;’s como sendo escalares nao nulos e wu;’s caminhos em kA tal que Y o;u; € Nuc . Entao
> aitp(u;) = 0 em E(A). Assim podemos supor que cada u; nao pertecence ao Nuc ). Portanto,
para cada i, ¥(u;) = hp,, onde p; é algum caminho em I'yUI'y U... . Mas dado que {h,} é uma
k-base para F(A), entao cada o; = 0, o que é um absurdo. Portanto, os elementos nao nulos

um caminho em kA tal que

n

pertencentes ao nucleo de 1 sao caminhos de kA. Seja zp, --- x5
Y(zp, - wp,) = 0. Logo, hp, -+ hp, =0 em E(A), o que implica que p1 -+ pn & Lo, ...,,)-
|
Passaremos a estudar algebras monomiais que sdo dadas por relagoes quadratricas. Na Proposigao
2.1 mostramos que se o conjunto das relagoes de uma algebra monomial possui todos os caminhos
de um determinado comprimento, entao a algebra de Yoneda desta algebra é gerada em grau no
méaximo 2. O proximo teorema garante que a algebra de Yoneda, de dlgebra monomial A, é gerada

em grau 0 e 1, sempre que as relagoes de A tém comprimento 2.

Teorema 2.3 Sejam A uma dlgebra monomial dada por rela¢des quadrdtricas, Mo o conjunto de

todos os caminhos de comprimento 2 (no carcdis de A) e R o conjunto de relagées de A. Entdo:

(a) E(A) é finitamente gerada com todos os geradores gerados em grau 1.

(b) E(A) é também uma dlgebra monomial e seu conjunto de relagoes tem a mesma cardinalidade

do conjunto Ma \ R.
(¢) A e E(E(N)) sdo isomorfas como k-dlgebras.

Prova.

Seja I' o carcas de A.

(a) Seja A C T'; o conjunto das flechas em I' que forma (por composicao) as relagoes em R. Se p
é um caminho em I tal que p € I',,, para algum n > 2, entao p é uma composicao de n flechas
de A, dado que todas as relagoes de R tém comprimento 2 (veja Exemplo 2.1). Portanto,
como {h}}, é uma k-base multiplicativa para E(A), segue que E(A) finitamente gerada, como

k-dlgebra, e {h;}pepoupl ¢ um sistema de geradores.
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(b) Do item (a), segue que o carcds A de E(A) e o carcés I' sdo iguais. Se a,b sao flechas tais
que t(a) = o(b), entdo x,xp, € Nuc ) se, e somente se, ab ¢ I';. Como I's := R, entao
xzqxp € Nuc i) se, e somente se, ab € Mo \ R. Mas, dado que A =T, temos que o conjunto

{zqxp:abe Ma\ R ea, beTi} gera o Nucey. O resultado segue da proposicao acima.
(c) Basta aplicar os itens (a) e (b) a dlgebra F(A).
|

Exemplo 2.3 (a) Seja A = kI" a dlgebra de caminhos do carcds finito T'. Entao R = 0 e portanto
E(N) =2 kI'/J?, onde J ¢ o ideal de kI gerado pelas flechas de T.
(b) Seja A = kI'/J?. Entio R = My e E(A) 2 kI'. Em particular, se T € o carcds mC . Ov
e N =KkI/I, onde I = (22, zy,yz,y?), entdo E(A) = k(x,y) € a dlgebra livre nas varidveis x e y.
q

Observe que desse modo temos uma relacao, até certo ponto inesperada, entre uma algebra de

dimensao finita com dimensao global infinita e uma algebra hereditaria de dimensao infinita.
2.4 Uma construcao de algebras homologicamente auto-duais

Dedicaremos esta secao a construgao de algebras que sdo isomorfas a sua algebra de Yoneda. O
principal resultado para esta construcao segue como uma aplicacao direta do que foi feito na secao

anterior, mais especificamente do Teorema 2.3(b).

Definicao 2.3 Uma k-dlgebra A é dita homologicamente auto-dual quando € isomorfa, como
k-dlgebra, a E(A).

Consideremos I' um carcés finito, G um grupo e W : I'y — G uma funcao, onde I'; é o conjunto

das flechas em I'. Construimos um novo carcéas I'yyy da seguinte forma:
e Tw)o:=ToxG
o I'w)i:={(a,9): (u,9) = (v,g-W(a))|la:u— v é uma flechaem I' e g € G}

Observe que um caminho de comprimento 2 em I'yy é da forma p = (a,¢)(b,g - W(a)), onde
a:u—v,b:v—-wegeQqG.

Dado h € G definimos uma agao de G em I'yy por h-(z, g) := (x,¢-h), onde z é um elemento da
uniao (F'w)o U (I'w)1. Tal agao induz uma bijecao ¢y, : I'y — I'yy dada por (x,g) — (x,g9-h), com
inversa ¢, ! : I'yy — D'y dada por (x,9) — (z,¢9 - h~). Consequentemente, existe um automor-
fismo de &lgebras @y, : kI'yy — k['y definido por ®p((x1,91)...(%n, gn)) = Oon(z1,91)---On(Tn, gn) €
estendido linearmente.

Um ponto crucial para nossa construcao de dlgebras homologicamente auto-duais é escolher
“bem” caminhos de comprimento 2 no carcds I'yy definido acima. Para isto, suponhamos que G
seja um grupo (aditivo) ciclico de ordem par gerado por h € G. Seja X um conjunto de caminhos
de comprimento 2 em I', escolhido arbitrariamente e defina Xy como sendo o conjunto de caminhos

(a,g)(b,g+ W(a)) de comprimento 2 em I'yy tais que
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e ab € X e g = nh para algum n par; ou
e ab ¢ X e g =nh para algum n impar.

Note que para definicado de Xy é necessério que o grupo G tenha ordem par. O lema abaixo mostra

uma relacao importante entre os elementos de Xy e o automorfismo ®y,.

Lema 2.4 Seja p € T'w um caminho de comprimento 2. Entio p € Xy se e somente se ®p(p) ¢
Xw.

Prova.
Sejam a,b € I'; e g = nh € G tais que p = (a,g)(b,g + W(a)). Assim,
®,(p) = (a,g+h)(b,g+h+W(a)) e g+h=(n+1)h.

(=) se n é par entdao ab € X. Logo ®,(p) ¢ Xw, pois ab € X e n+ 1 é impar.

De forma analoga para n impar.

(<) se ab € X temos que n + 1 é impar e entao n é par. Logo p € X .

De forma andloga para ab ¢ X.

Com o resultado acima e o Teorema 2.3, estamos aptos a provar o principal resultado da segao.

Teorema 2.5 Sejam I' um carcds finito, G um grupo ciclico de ordem par, W : I'y — G uma
funcao e Xy o conjunto definido anteriormente. Se I é o ideal monomial de kI'yy gerado por Xy,

entdo a dlgebra A = kUy /I € homologicamente auto-dual.

Prova.

12

Consideremos Xj;, = {caminhos de comprimento 2 em I'yy }\ Xy. Temos entao que E(kI'yy /1)
KLy /(X )-
Vamos mostrar que existe um automorfismo ¥ : kI'yy — kI'y tal que ¥((Xw)) = (Xiy), o qual

induzird um isomorfismo
- kI'w kI'y

X)Xy

Dai seguira que

kKD Ky KDy
A= —=——""2>2__" =~ [F(A).
T = Xw) gy FW

De fato, seja ¥ = &}, onde h € G é um gerador de G, pois segue do Lema 2.4 que @ ((Xw)) =
(Xiy)-
|
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a

Exemplo 2.4 Consideremos I' o carcds u/b\v , G =75, a funcao W : I'1 — Zso definida por

c

Wi(a) =W(b)=0e W(c)=1 e o conjunto X = {ac}.
O carcas Iy € dado por

(u,0) (u, 1)

(b,o)u(ap) ((CC (b,1) l J{ (a,1)

(v,0) (v,1)

Xw ={(a,0)(c,0); (b,1)(c,1); (¢, 1)(a,0); (c,1)(b,0)} e kI'w /(Xw) é homologicamente auto-dual.

Finalizaremos a se¢ao com a questao deixada por Green e Zacharia em [20]:

Suponha que g ¢ uma algebra (monomial) homologicamente auto-dual. Serd que existem

um carcas I', um nimero par n, uma fungdo W : I'y — Z,, e um conjunto X de caminhos de

comprimento 2 em T, tais que I' = Ty e I = (Xy)?

Observe que como n é um numero par, uma resposta positiva para essa questao implica que
o carcas de toda agebra homologicamente auto-dual tem um ntmero par de vértices, pois pela
contrucao acima I'g = (I'yy)o = 'y X Z,,. Porém o préximo exemplo mostra que isso nao é verdade

em geral.

Exemplo 2.5 Consideremos a dlgebra de caminhos dada pelo carcds = C . O v e pelo conjunto

de relagées p = {z% xy}. Temos que

E( kD' )2 KD kT
(x2,zy) ) (Y2, yz) (22, zy)

onde o primeiro isomorfismo é dado pelo Teorema 2.3 e o sequndo € dado por x — y e y — .
Portanto essa é uma dlgebra homologicamente auto-dual cujo carcds tem um numero impar de

vértices. <

O que naturalmente nos perguntamos agora € se a questao proposta acima ¢é valida no caso em
que o nimero de vértices de I' é um nimero par.

A resposta continua negativa nesse caso, como nos mostra o exemplo abaixo.

Exemplo 2.6 Consideremos a dlgebra de Kronecker, isto €, a dlgebra de caminhos dada pelo carcds

I ¢—>¢ ¢ cujo conjunto de relagdes é vazio. Observe que o conjunto Mo dos caminhos de
B
comprimento 2 em I' é também vazio. Portanto E(kI') = kI', ou seja, a dgebra de Kronecker é

homologicamente auto-dual.
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Suponhamos que existam wm carcds IT' e um nidmero par n tais que T'g = To x Z,. Como o
menor inteiro par € 2 entdo a cardinalidade de T deve ser 1, digamos T = {u}. Entao Ty =
{(u,0); (w, 1)}

Como a cardinalidade de T'1 € igual a 2 entao existe uma flecha a em I'y. Suponhamos que

W(a) =1, entdo temos as sequintes flechas em I'y:
o (a,0): (1,0) = (u,0+ W(a)) = (u, 1)

e (a,1): (u,1) = (u,14+W(a)) = (u,0)

70 . , ~ ~
ou seja, (u, 0) M) (u,1) seria um subcarcds de T', o que nao acontece. Se W(a) = 0, entdo

(a,1)
(@,0)
teriamos a flecha (a,0) : (u,0) — (u,0 + W(a)) = (u,0), ou seja, ( ) seria um subcarcds de T', o
(u,0)

que também ndo acontece. Portanto nao existe uma fun¢io W : Ty — Zy que satisfaca as condicdes
do teorema. <

Deixaremos uma questao:

Toda algebra homologicamente auto-dual é uma algebra monomial?



Capitulo 3

Algebras de Koszul

No capitulo anterior estudamos a algebra de Yoneda de uma algebra monomial. Neste capitulo
faremos um estudo um pouco mais geral, considerando algebras graduadas. Um caso particular
dessas dlgebras, as chamadas algebras de Koszul, serd destacado em grande parte do capitulo,
assim como a relacao delas com sua respectiva algebra de extensoes. Veremos algumas relacoes
entre algebras quadraticas e algebras de Koszul e finalizaremos o capitulo com uma caracterizacao
destas algebras quando olhadas como um mdédulo sobre sua dlgebra envolvente.

O desenvolvimento deste capitulo segue basicamente [18,26]. Usaremos também alguns resul-
tados de [19] e de [4].

A menos de mencdo em contrdrio, k denotard um corpo, I' um carcés finito e kI' a algebra
de caminhos de I" sobre k. Olharemos para kI' como uma algebra graduada, onde um caminho de
comprimento n é um elemento homogénio de grau n, e J = @, (kI'),, sendo o radical de Jacobson
graduado. Além disso, para um dado ideal graduado I de kF,_contido em J2, denotaremos kI'/I
por A. Como vimos antes, A é uma algebra graduada 0,1-split-bésica e qualquer dlgebra graduada

0,1-split-bésica tem essa forma. Neste caso, r = J/I é o radical de Jacobson graduado de A.
3.1 Resolucoes Lineares

Iniciaremos com resolugoes lineares.

Definicao 3.1 (Resolugao Linear) Seja M um A-mddulo graduado finitamente gerado. Suponha
que P, - P,_1 — -+ — P —» Py — M — 0 é uma resolugao projetiva graduada de M. Dizemos
que esta resolucdo € linear de comprimento n se para todo 0 < i <n, P; é gerado em graui. Por

outro lado, dizemos que M tem uma resolucao linear se existe uma resolugcao projetiva graduada
-—-P,—>P, 1P —>FP—-M-—0
que € linear para cada n > 0.

O préximo resultado mostra, em particular, que toda resolugao linear é minimal (no sentido

graduado).

33
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Lema 3.1 Sejam A = kI'/I, para algum ideal graduado I, e M € grA gerado em grau 0. Se

(*) Pn Pnfl . PO M 0

¢ uma resolucdo linear (de comprimento n), entdo Nuc (d;) C Pir e Nuc (d;)r = P;r? N Nuc (d;),

para todo 1 <1 < n.

Prova.

Suponha que (%) é linear. Entao para todo 0 < i < n, P; é gerado em grau i. Mas como
di+1(Pi+1) = Nuc (d;), segue que Nuc (d;) é gerado em grau j + 1, para todo 0 < j < n — 1. Por
outro lado, dado que P; é gerado em grau j, entao os elementos de grau j + 1 estao em Pjr e,
portanto, Nuc (d;) C Pjr. Analogamente, Nuc (d;)r C Nuc (d;) N Pjr2. Para a outra incluso, seja
x € Nuc (d;) N Pjr? um elemento homogéneo de grau i. Observe que i > j + 2. Se x ¢ Nuc (d;)r,
entdo x é um gerador de Nuc (d;), que é gerado em grau j + 1, contradizendo assim o fato de
1>7+2.

[

Talvez seja interessante chamar a atencao do leitor para o fato de que a reciproca do lema acima
também é verdadeira, isto é, se (x) é uma resolugao projetiva graduada de M tal que Nuc(d;) C P;r
e Nuc (d;)r = P;r?2 N Nuc (d;), para todo 1 < i < n, entdo (*) é linear.!

Proposicao 3.2 Sejam A =kI'/I e M como no lema acima. Uma resolugdo projetiva

€ linear se e somente se:
o P =P,5,eiA(—1i), para todo 0 < i < n;
e o componente de d;(e;,) em algum somando €(i—1)m N de Pi—1 estd em Ay, para todo 0 < i < n;

Prova.

(=) A igualdade P; = @~ e, A(—1%) segue diretamente do fato de P; ser um mdédulo projetivo
graduado gerado em grau 3. Por outro lado, como cada d; é um morfismo de grau 0, segue que
di(ei)) € (Pi—1);- Como P;_; é gerado em grau i — 1, entao os elementos de (P;_1); estdao em
(P;—1)i—1/A1 e, portanto, a componente de d;(e;,) em algum somando e(;_1), A de P;_1 estd em Aj.

(<) Cada P; é um mdédulo projetivo graduado, gerado em grau i, pois cada somando e;, A(—i)
possui a mesma propriedade. Falta mostrar que d;((P;)m) € (P;—1)m, para todo m e para todo i.

Para isso, observe que

(Pi)m = @eil/\mﬂ‘ e (Pici)m = @eit/\m—iﬂ
! ¢

'Veja Prop. 3.1 de [18].
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e por hipétese d;(e;,) € €D, ei—1),A1, de onde segue o resultado. [
Observe que o segundo item da proposicao acima diz que as entradas da matriz, que representa
cada homomorfismo d;, estdo sempre em Aj.

O préximo resultado resume mais algumas propriedades basicas de resolucoes lineares.

Corolario 3.3 Sejam A = kI'/I uma dlgebra graduada e M um A-mddulo com resolugdao linear

d
Py—> M 0

P,

Entao M é gerado em grau 0, Nuc (d;)(i + 1) tem resolucdo linear e, para cada i > 0, o nicleo de

d;: P — P;_1 € gerado em grau i+ 1.

Prova.
Como Nuc (d;) = Im (d;41: P41 — P;), toda resolugao linear é minimal e cada P; é gerado em
grau i, entao Nuc (d;) é gerado em grau i + 1. Para ver que M é gerado em grau 0, basta lembrar

que cada d; preserva graus e que Im (dg) = M. Finalmente,
——=P(i+1)— - —P1(i+1) —=Nuc (d;)(i+ 1) —=0
é uma resolugao linear para Nuc (d;)(i + 1).

Passamos as defini¢bes de médulos e algebras de Koszul.

Definicao 3.2 (Mdédulo de Koszul) Seja A uma dlgebra graduada 0,1-split-bdsica e M um A-

modulo graduado. Dizemos que M é um modulo de Koszul se M possui uma resolugao linear.

Do corolario acima, segue que todo médulo de Koszul é gerado em grau 0.
Uma algebra graduada 0,1-split-basica é dita uma algebra de Koszul se A/r é A-médulo de

Koszul, ou equivalentemente, se cada A-médulo simples tem resolucao linear.
3.2 Algebras de Koszul e suas algebras de Yoneda

A préxima proposicao relaciona A-mdédulos que tém resolugoes lineares de comprimento finito

com certos modulos sobre a dlgebra de extensoes de A.

Proposicao 3.4 ([18]) Seja M um A-mddulo gerado em grau 0, onde A € uma dlgebra gradu-
ada 0,1-split-bdsica. Se M tem resolucdo linear de comprimento n — 1, entio Exti(A/r,A/r) -
Extfx(M,A/[) = Ext‘Z\H(M,A/[), para todo 0 < j <mn —1.

Prova.
A prova serd feita por inducao sobre n. O caso n = 1 serd omitido porque ele é similar ao passo

indutivo que segue. Assuma que o resultado é verdadeiro para todo j =1,...,k — 1.
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Seja x € Ext'K(M ,S) para algum moédulo simples S e considere uma resolucao linear

di_1 di—2 di

d
P, 1 —— Py Py >

Py M 0

de M de comprimento k — 1. Como Extk (M, S) é isomorfo a Homy (Nuc (dg_1),S), consideremos
g:H — S (H := Nuc(di—1)) como a aplicagao correspondente a x sobre o isomorfismo acima. Dado
que S é um A-médulo simples, g fatora-se como g = gp, onde p: H — H/Hr é a projegao canonica
e g:H/Hr — S é alguma aplicacdo. Pelo Lema 3.1 temos que H C Py_ir e Hr = P._ir’NH.

Assim, temos o seguinte quadrado comutativo

H - P_qr

ip |

H/Ht —> P,_ir /Py_1r?

onde ¢ € a inclusao, ¢ é a aplicacao induzida por ¢ e g é a projecao candnica. Observe que 7 é injetora.
Dado que H/Hr e Py_1r / P,_1r? sdo A-médulos semisimples, entdo 7 ¢ um monomorfismo que cinde.
Assim, existe p': P,_ir — H/Hr tal que p = p/t. Logo g = gp = gp't. Denotando gp’: P,_1r — S

por ¢, temos g = ¢'t.

Agora considere o seguinte diagrama comutativo:
P dp—1(Pg—1) —=0

| |

0—— Py_1r Py Py_1/Py_1r —0
Q’J/
S

onde f é a sobrejegao de dj—_1(Py—1) sobre seu topo. Seja 0 — S — E — Pj_1/P;_1r o pushout de

S A Py_1/r Py_1 — Pj_1. Suponhamos que Pj_1/r P,_1 = @;~, S; onde cada S; ¢ médulo sim-
ples. Agora Homu (fr—1(Px—1), P~ Si) ¢ isomorfo a Extf\_l(M, D, Si). Assim, temos extensoes
zi € Exth™(M, S;) tais que z = (21,. .., 2y) corresponde a f € Homy (dg_1(Pe_1), D), S:). Seja
y=(y1,--.,Ym)" a extensio 0 — S — E — @, S; com y; € Exth(S;,S). Entdo provamos que
=y = Y

Assim Ext§ (M, A/r) = Exti (A/r,A/r) - Exti™'(M,A/r) e o resultado segue por inducéo.

|
O teorema seguinte nos diz que um A-médulo M ¢é Koszul se e somente se E(M) := P, Exty (M, A/r)

é gerado em grau 1 como um FE(A)-médulo graduado.

Teorema 3.5 Sejam A uma dlgebra graduada 0,1-split-bdsica e M um A-mddulo graduado gerado

em grau 0. Entdo as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

1. M € um mddulo de Koszul.
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2. Para todo j > 0, tem-se que Extgx(M, AJr)-Exti(A/r,AJr) = Extf;rl(M, AJr).

Prova.
A implicagdo “I. = 2.” segue da proposi¢ao anterior. Para a outra implicagdo, observemos

inicialmente que como A/r = @', S;, entao

@ Hom(M, A/r) - Ext'(A/r,Si) = Hom(M,A/r)-Ext'(A/r, 7 5;)
i=1
= Ext'(M,®1,S;)

= PeExt'(M,S).
=1

Por outro lado, como Hom(M, A/r) - Ext*(A/r,S;) C Ext}(M, S;), segue da igualdade acima que
Hom(M,A/r) - Ext'(A/r,S;) = Ext'(M, S;), para todo i. (3.1)

Considere agora o inicio de uma resolucao projetiva minimal graduada Py — M — 0 de M.
Como M é gerado em grau 0, entao Py é gerado em grau zero. A implicagdo seguird por indugao,
onde mostraremos que o ntucleo de Py — M é gerado em grau 1.

Considere a sequéncia exata 0 — Q' — Py — M — 0 em grA, onde Q! denota o ntcleo da
aplicacao Py — M. Nestas condigoes, temos o seguinte diagrama comutativo com linhas exatas em
grA:

0 Ol Py M 0
n: 0 —— Q! /rad(Q}) E M 0

onde a linha superior é a sequéncia dada e a linha inferior é obtida através do pushout? E. Assim
n € Extj (M, Q! /radQ!).
Por outro lado, dado que Q' /rad(Q2!) é um A-médulo semisimples, entao da igualdade 3.1 temos
que
Hom(M,A/r) - Ext'(A/r, Q' /radQ!) = Ext!(M, Q! /radQ!)

2Para a definicdo de pushout, veja [1] (pag. 432).
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e, com isso, n = . fi&; com cada f; € Hom(M, A/r) e cada & € Ext!(A/r, Q' /radQ'). Pela definicao

de produto, temos o seguinte diagrama comutativo em grA:

0 Ol Py M 0

n: 00— Q' /rad(Q}) E M 0
‘/ lfz

& : 00— Q! /rad(Q) X AJr 0

0—— (2Y); (Po)j M; 0
N
0 —=[Q'/radQ']; (X1); (A/r)j —=0
g Coni (hy)

para todo j > 0. Assim, se tomarmos j > 1 e lembrarmos que A/r nao tem nada em grau maior

ou igual a 1, teremos

0 (Qh); (Po); M; 0
T
0 — [ /rad']; (X1); (A/r)j —=0

| PN

0 —— Conuc (hj) ——0

onde a linha inferior é exata. De onde segue que h; ¢ um epimorfismo, para cada j > 1, e portanto
qualquer elemento em X; de grau j > 1 é proveniente de um elemento em Fy de grau j > 1. Neste
caso, cada X; sera gerado em grau 0, pois assim é F.

Por outro lado, como Q! C radP, e todos os elementos de radPy tém grau maior ou igual a 1,
entdo Nuc (t) = Q'/radQ! C @D,>1(X1); € Nuc (t), onde a dltima inclusédo é dada pelos fatos de
t preservar graus e A/r s6 ter elementos em grau 0. Logo 2!/radQ! = @D,>1(X1); e como X; é
gerado em grau 0, segue que Q!/radQ! é gerado em grau 1.

|

Com o resultado do teorema acima temos uma caracterizacao para algebras de Koszul.

Corolario 3.6 Sejam k um corpo, I' um carcds finito e A = kU'/I, onde I é um ideal graduado

contido em J?. Entdo A é uma dlgebra de Koszul se e s6 se sua dlgebra de extensoes, E(A), é
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gerada em graus 0 e 1.

|
Podemos agora enunciar um resultado importante que relaciona o carcéds de uma &algebra de

Koszul com o carcés de sua algebra de Yoneda e para isso precisamos dos dois lemas que seguem.

Lema 3.7 Sejam A uma k-dlgebra e M um A-mddulo. Entdo
Homy (M, A/r) = HomA/I(M/M[,A/[)

Prova.

Definamos ¢: Homy (M, A/r) — Homy , (M/Mr,A/r) por ¢(f) = f, onde f(m+Mr) := f(m).
Nao é dificil mostrar que ¢ é um isomorfismo de k-espacos vetoriais. Verificaremos apenas que ¢ é
uma fungao.

Se m —m' € Mr, entao existem n; € M e r; € r tais que m —m’ = ZZ n;r;. Logo
fm—m') = Zf(ni)ﬁ‘ = Z()\i +1r)ri =0= f(m)= f(m').
i i

Isto mostra que f é uma funcdo. Além disso, é facil verificar que f é um morfismo de A/r -médulos
e, portanto, ¢ é uma funcao.
|

Lema 3.8 Seja R = @izo R; uma k-dlgebra graduada tal que Ry = [R/[%%. Entao R € gerada em

graus 0 e 1.

Prova.
Comor =0@ R; ® Ry @ --- é um ideal bilateral (graduado) de R, entao

rPi=rr = 0BRGR&..) 00R &R ®...)
= 0808 R ® (R1Ro+ RoRy) & (RiRs + R5 + RsRy) & . ..

0 que implica que

L 0 R1 RQ R3 @ R4 ..
0 0 R% RiRy+ RoRq RiRs3 + R% + R3Rq

(3.2)

Por hipétese r / r? = R e entdo da igualdade acima conclufmos que Ry = R%, R3 = Ri1Ry +
RoR; = RlR% + R%Rl = R:f, Ry = RiRg + R% + R3R; = Rlel)) + R%R% + R“;’Rl = R4, .... Em
geral, R, = R}, para todo n > 1.

|

Proposicao 3.9 Seja A = kI'/I uma dlgebra graduada 0,1-split-bdsica. Entdo A é Koszul se, e

somente se, E(A) tem o mesmo carcds de A.
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Prova.

Suponhamos que A é uma algebra de Koszul. Dado que ExtQ (A/r,A/r) = Homp(A/r, A/r) =
(A/r)°P é um anel semisimples, entdo r i é o radical de Jacobson graduado de E(A). Além disso,
como A é Koszul, entdo F(A) é gerada em graus 0 e 1 e assim, da Proposicao 1.12, E(A) =
Dot B/r "+ como anéis graduados. Em particular, r p/r% = Ext} (A/r,A/r). Pela resolugio de
Butler?

0—I/1J— J/IJ— A5 AJr —0,

obtemos o isomorfismo Exth (A/r,A/r) = Homy(J/I,A/r), pois J/I = Nuc (). Por outro lado,
pelo Lema 3.7, temos que Homy (J/1,A/r) = Homy . (r /r?,A/r). Logo, se e; e e; sao idempotentes
em E(A)y, entao

ei([E/[%)ej ~ eiExt}\(A/[,A/[)ej = e;Homp (J/I,A/r)e; = e;Homy / ([/[Q,A/[)ej
2 Homy, (eir /eir, 5 (A/r)) 2= Homi(e;(A/r) @ar eir Jeir® k) = D(e;(r /r?)e;)

onde D := Homy(—, k) é funtor dual e o pentiltimo isomorfismo é dado pelo Teorema da Adjuncao?.
Reciprocamente, observemos que se A e E(A) tém o mesmo carcds entao para todos i e j,
ei(re/r ZE)ej = ei(r/r 2)ej. Usando uma sequéncia de isomorfismos andloga a acima, obtemos
ei(rp/ra)e; = e;Exth(A/r,A/r)e; e portanto r p/r% = Extj (A/r,A/r). Pelo Lema 3.8 segue que

E(A) é gerada em graus 0 e 1, e pelo Corolério 3.6 A é Koszul.
[

Proposicao 3.10 Seja A = kI'/I uma dlgebra graduada 0,1-split-bdsica. Se E(E(A)) e A sdao

isomorfas como dlgebras graduadas, entao A € uma dlgebra de Koszul.

Prova.

Como uma dlgebra graduada, F(A) = E(A)g® E(A)1®E(A)2®- - onde E(A), = Ext} (Ao, Ao),
para todo n > 0. O radical graduado, r g, de E(A) é E(A); & E(A)2 & ---. Pela prova do Lema
3.8, vimos que

rp/tp 2 EM1 6 X8 X336

Como k-espagos vetoriais vemos que E(A); C [E/ng e assim dimy(E(A)q) < dimy(rg/r %) Além
disso, temos também que dimy(E(A);1) = dimy(Aq).
Vamos mostrar que cada X; = 0. De fato, suponhamos que exista i > 2 tal que X; # 0, entéo

dimy(r g/r%) > dimy(A1). Por outro lado, temos a seguinte sequéncia de isomorfismos

E(E(A))1 = Extpa)(E(A)o, B(A)o) = Hompa)(r i, E(A)o) =
= Hompa) /e (T B/ 5, E(A)o) = D(rp/rg).

3Veja [9).
4Se necessario veja o Exemplo 1.4 e o Teorema 1.8, respectivamente.
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Logo dimyE(E(A)); = dimgr g/r% > dimg (A1), o que é um absurdo, uma vez que E(E(A)) e A
sao isomorfas como algebras graduadas.

Portanto, r g/r% = E(A); e o resultado segue do Lema 3.8 e do Corolario 3.6.

Mostra-se em [19] a reciproca desta proposicao, generalizando o item (c) do Teorema 2.3:

Teorema 3.11 Seja A uma dlgebra graduada 0,1-split-bdsica. Entdo A é Koszul se, e somente se,

E(E(A)) e A sao isomorfas como dlgebras graduadas. [

Segue desse resultado e do Corolario 3.6 que a algebra de Yoneda de uma algebra de Koszul é

também Koszul.
3.3 Algebras de Koszul e algebras quadraticas

Nesta secao iremos estudar uma relagao entre as algebras de Koszul e seu conjunto de relagoes.
Iniciamos relembrando o funtor Tor e com alguns lemas técnicos.
Sejam ¥ uma k-algebra , Ms; um Y-modulo a direita, /N um X-modulo & esquerda e

dn dn—l d1

d
P, o P 0

Py M, 0

uma resolugao projetiva de My. Aplicando o funtor — ®x N em (P), obtemos um complexo

dn®1 d1®1
"4>Pn®EN4®>Pn71®EN4>"'4>P1®2N14®>P0®2N4>0_

Entao

Tor (M, N) = Nuc (d, ® 1)
P Im (dppy ® 1)

Lema 3.12 Sejam A uma dlgebra graduada 0,1-split-bdsica e

d dn—l dl do

(7)) ...*>pn*">13n_1 P P, A/[ 0

uma resolucdo projetiva graduada minimal de A/r. Entio Tor®(A/r,A/r) = P,/radP,. |
Lema 3.13 Seja A = kU'/I, onde I C J?. Assim:

(a) Se A € quadrdtica entao J3 NI =1J+ JI.

(b) Se A é graduada e J3> NI =1J+ JI entio A é quadrdtica.
Prova.

(a) Como I C J2, temos que IJ + JI C J*> N I. Por outro lado, seja x € J>NI. Como A é

quadrétrica, temos que x = 1" ¢;pipivi, onde para cada i = 1,...,m, p; ¢ uma relacdo de A, p;

e v; sdo caminhos em I" e ¢; € k \ {0}.

Afirmacao: Nenhum dos p; e dos v, que aparecem na expressao acima, sao vértices.
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> De fato, se reescrevemos a expressao de x na forma

T = Z CilbipiVi + Z ij;'

i) >1 0U £(v)>1 J

teremos que cada termo c;u;p;v; do primeiro somatério estd em J 3 e, com isto,

T — Z cipipivi € J°.
L(pi)>1 ou L(v;)>1

Assim, como o comprimento de cada ,0;- é dois, segue que Y | ;G p;. = 0. N
Da afirmacao, temos que cada p; e cada v; ocorrendo na expressao x = » ., ¢ijL;p;V; tem com-
primento maior ou igual a um e, portanto, x € I.J + JI. Isto conclui a prova da primeira parte.
(b) Assumamos que A é graduada e seja p = Z§:1 cjv; € I\ (IJ+ JI) com todos os caminhos
7; de mesmo comprimento. Pela escolha de p e da igualdade I.J + JI = J 3N I segue que p ¢ J3.
Portanto o comprimento de cada «y; ¢ dois e assim I é quadrético.
|
Antes de mostrar dois resultados que relacionam algebras quadraticas e dlgebras de Koszul, é

importante lembrar ao leitor uma férmula de Butler®.

Teorema 3.14 ([9]) Sejam A = kI'/I, onde I C J?. Entdo

gt
Tord, (A/r,AJr) = Wa para todo n > 1 (3.3)
(&
JImnitJg
A (&)
TOrQn—‘rl(A/[aA/[) = m , para tOdO n Z 0 (34)
|

O proximo resultado mostra que toda algebra de Koszul é quadrarica.

Proposicao 3.15 Seja A = kI'/I, onde I C J? é um ideal graduado. Se A é uma dlgebra de

Koszul, entdo as relagoes de A sdo combinagdes lineares de caminhos de comprimento 2 em L.

Prova.
Seja
'_’Pn_>"'_>P1_>PO_>A/[_>0

uma resolucao linear de A/r sobre A. Como a resolugdo acima é minimal, podemos identificar

P, /radP, com Tor®(A/r,A/r), para todo n > 0. Dado que P, é gerado em grau 2 e que

I InJ?
JI+1J  JI+1J

P

_ A _
- T0r2,1(A/[,A/[) - rad})2 ’

*Veja [9].
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entdo I/(JI + 1.J) é gerado por uma combinagao linear de caminhos de comprimento 2. Como I é
um ideal de kI', temos que nenhum elemento p de um sistema minimal de geradores de I pertence
a lJ+ JI. Dado que

(JI+1J) Za@pl (JI4+1J)#0

onde cada p; tem grau 2, entdao p— >, a;p; € JI+1J CTep=>,0;p;i+ (p— > ;cp;). Pela
minimalidade do sistema de geradores, p = >, a;p;.

|

Nem toda algebra quadrética gerada em graus 0 e 1 é uma algebra de Koszul. (Veja o préximo

exemplo.) No entanto se a algebra for quadrética monomial, entéao ela serd Koszul, como mostrado

no Teorema 2.3. Outra condigdo suficiente seria adicionarmos a hipétese de que a dimensao global

de A é dois, como mostra a préxima proposicao.

Proposicao 3.16 Seja A uma dlgebra quadrdtica, gerada em graus 0 e 1, de dimensdo global igual

a dois. Entdo A € uma dlgebra de Koszul.

Prova.

Considere uma resolugao graduada minimal 0 — Py — P, — Py — A/r — 0 para o A-médulo
A/r. Como A/r é gerado em grau 0, entdo Py é gerado em grau zero. Por outro lado, pela férmula
de Butler, segue que P;/radP; = J/(I + J?) = J/J? e cada somando de P, é gerado em grau
1. Ainda pela férmula de Butler, P»/radP» = I/(IJ + JI). Mas como I é quadritico, entao
JI+1J = (J3NI)eassim Py/radPy = I/(J3N 1), de onde segue que cada somando de P» é gerado
em grau 2.

|

Exemplo 3.1 Sejam I' o carcds

2/3X4
N

e I o ideal de kI'dado por I = (ab,ef,bc —de). Entao A = kI'/I é uma dlgebra quadrdtica que ndo

€ Koszul. De fato, temos a sequinte resolugcao minimal para Si:

0— P5(—4) L py-2) L p-1) L P - 5 =0

que nao € linear, pois (cf)vs = cf ¢ vsA1 (veja Proposi¢iao 3.2 ). Observe que a dimensao global

dessa dlgebra € trés.
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3.4 Algebra de Koszul vista como A°~-médulo

Veremos agora uma outra caracterizagao para algebras de Koszul e para esta caracterizacao
precisamos de alguns resultados.

Sejam A = ®n20 A, eX = @nZO >, k-dlgebras graduadas. Entao, como ja observado antes,

A®kE=€B Z A @ X

n>0 \i+j=n

é um algebra graduda. Além disso, se A e X sdo 0,1-split-bésicas, entdo A ®y ¥ é também
0,1-split-basica.
Com a proposicao a seguir, temos uma forma de construir dlgebras de Koszul a partir do produto

tensorial entre dlgebras de Koszul.

Proposicao 3.17 ([19]) Sejam A e ¥ duas dlgebras de Koszul. Entao A @k ¥ € uma dlgebra de
Koszul. |

Exemplo 3.2 Sejam I' o carcds o 3 z e A =KkI. Entdo A é uma dlgebra de Koszul. Além disso,
A = Kk[z] e, pela proposicao acima, temos que k[z1,...,x,] = klx1] Q- - - @k k[zy] € uma dlgebra de

Koszul.

Para o que segue, precisaremos que a algebra envolvente de uma &dlgebra de Koszul também
seja uma algebra Koszul. Para tanto, vamos assumir mais um resultado, o qual também pode ser

encontrado em [19].

Proposicao 3.18 ([19]) Se A é uma dlgebra de Koszul entdo sua dlgebra oposta, AP, é uma

algebra de Koszul. |

Como consequéncia dessas duas proposicoes temos que A® = AP ®, A, a dlgebra envolvente de
A, é Koszul sempre que A for uma &lgebra de Koszul.

Antes de mostrar um resultado que nos fornece uma caracterizagao de algebras de Koszul,
primeiro mostraremos que se A é uma &lgebra de Koszul, entdo ela pode ser vista como um A®-
médulo graduado. No fundo, obteremos uma A°-apresentacio projetiva (minimal) para A.°

Seja A = kI'/I uma algebra graduada gerada em graus 0 e 1. Como sempre, I'g denotara os
vértices de I' e I'; o conjunto das flechas. Podemos ver A como um A®-médulo graduado da seguinte

forma:

e Para cada vértice v em I' sejam Av e vA os A-médulos graduados - & esquerda e & di-
reita, respectivamente - projetivos indecomponiveis, gerados em grau 0. Entao seja Py =
@veFO(AU ®k vA). Como Py é um somando direto de A® segue que Py é um A°-médulo
projetivo. Além disso, como cada Av ®y vA é um A°-moddulo graduado gerado em grau zero,

entdo Py é um maédulo projetivo graduado sobre A® gerado em grau 0.

SPara detalhes sobre essa construcio, o leitor pode consultar Bardzell, [3,4]
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e Para cada flecha a em I', denote por o(a) e t(a) a origem e o término de a, respectivamente.
Nesta notagao, considere Py = P ,cr, (Ao(a) ®k t(a)A). Olhando Ao(a) como um A-médulo
(projetivo) graduado gerado em grau 0 e t(a)A como um A-mdédulo (projetivo) gerado em
grau 1, vemos que P; é um A°-médulo graduado projetivo gerado em grau 1. Rigorosamente,
deverfamos ter escrito Py na forma P, (Ao(a)[—1] @ t(a)A).

e Agora definimos o morfismo ¢: P, — Py pela férmula
¢(o(a) @t(a)) :=a®t(a) —o(a) ® a = a(o(a) @t(a)) — (o(a) @ t(a))a .

Entao ¢ é um morfismo de A°-médulos que preserva graus. Além disso, A é o Conuc (9) e,

portanto, pode ser vista como A®-médulo graduado.

Einteressante chamar a atencao para o fato de que P, — Py — A — 0 é uma apresentacao
projetiva minimal graduada de A sobre A°.
Agora estamos aptos a apresentar uma caracterizacao para algebras de Koszul. Esta caracte-

rizacao é devida a E. Green e R. Martinez-Villa. Porém, a prova que apresentaremos foi dada por
E. N. Marcos.

Teorema 3.19 Seja A uma k-dlgebra graduada gerada em graus 0 e 1. Entdo A é uma dlgebra de

Koszul se, e somente se, quando vista como um A®-maodulo possui uma resolucao linear.

Prova.
Afirmacao 1: Se P = Av®,wA é um A®-médulo projetivo indecomponivel e M um A-médulo,
entdo M ®p P = (wA)dimMv),

> De fato, se V' é um k-espaco vetorial com k-base {v; }1er, entao

V @ wA = @ (kve @k wA) = @ vy (wA) = (wA)D).

teT teT

Logo,
M ®p P = (M @) Av) @ wA = Mo @, wA = (wA)dimMY),

<

Em particular, se S é um A-médulo simples, entao S ®p P =\ wA se S Z vA/vr ou S@)\ P =0
caso contrario. Portanto, podemos escrever ainda wA = A/r ®5 P. De onde segue que cada
A-médulo projetivo @ é isomorfo a A/r @ P, para algum A°-mddulo projetivo P.

Precisamos de mais um resultado para concluir nossa prova:
Afirmacgao 2: Seja f: P —  um morfismo entre A®~mddulos projetivos finitamente gerados.
Entao Im (f) C Qr pe se, e somente se, Im (1g @4 f) C (S ®p Q)r, para cada A-médulo simples S.
> Sem perda de generalidade, assumamos que @Q = Av ® wA é um A®-mddulo indecomponivel.

(<) Se f nao é sobrejetora, entao Im (f) é um A°-submdédulo préprio de @ e segue que Im (f) C

Qr pe, pois Qr pe é o tnico submédulo maximal de Q. Por outro lado, se f fosse sobrejetora, entao
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a aplicacao 1g ® f: S®p P — S ®5 Q também seria sobrejetora para todo A-médulo simples S.
Escolhendo S = vA/vr, teremos pela primeira afirmagao que S ®p Q = wA (como A-médulos) e,
portanto,

WAZ SN Q=Im(1® f) C(S®xQ)r = wr CwA

ou seja, wr = wA, que é uma contradicao.

(=) Primero observe que se S é um A-mdédulo simples nao isomorfo a vA/vr, temos pela
Afirmacao 1 que S®,Q =0eassim 0 =Im(1g® f) = (S @ Q)r ae. Agora seja S = vA/vr. Como
rae = (FAP) @k A+ AP @k r, temos que Qr ye = rv@gwA + Av @y wr. Por hipétese Im (f) C Qr pe,

com isso

Im(1g®@ f)=5S@Im(f) C S (rvegwA)+ S (Av @ wr)
= 0+ 5@ (Av@kwA)r
= (S®ArQ)r

<
Se(P): -++— P, — -+ — Py — A — 0 é uma resolugao linear para Ape, entdo cada P; é

gerado em grau i e assim cada A/r ®5 P; é gerado em grau ¢. Dai segue que
(PRAA/r): - = Ar@\P,— - —A/r @ Py — A/r -0

é uma resolugao linear para A/r.
Suponha agora que (Q): -+ — Q, — -+ — Qo — A/r — 0 é uma resolugao linear para A/r,

que é portanto minimal. Seja
(P): ---—>P,—--—P—>A—0
uma resolucao projetiva minimal para Aje. Pela segunda afirmacao,
(PoaAA/r): = Ar@paP,— - —ANroyPy—A/r -0

é uma resolugao projetiva minimal para A/r e, portanto, Q; = A/r @, P;, para todo i. Como cada
Q; ¢ gerado em grau i, entdao P; é gerado em grau i e, portanto, (P) é uma resolucao linear.
|



Capitulo 4

Resolucoes Projetivas

O objetivo principal deste capitulo é apresentar um procedimento para a construgao de res-
olugoes projetivas de moddulos sobre quocientes de dlgebras de caminhos, isto é, algebras da forma
A = kI'/I, para algum ideal I contido em J2?. Este procedimento é baseado em algumas pro-
priedades dos elementos da resolugao projetiva dada em [14] e, principalmente na teoria de Bases
de Grobner para algebras de caminhos. Veremos o que podemos exigir do médulo em questao e
do ideal I para que este procedimento produza uma resolucao projetiva onde cada termo é um
A-médulo finitamente gerado. No final do capitulo mostraremos como modificar tal procedimento
para a construgdo de uma resolugao linear (minimal) de médulos lineares sobre dlgebras de Koszul.

O desenvolvimento deste capitulo segue basicamente o que foi feito em [13,14]. Também, faremos
uso de [5,11,12].

4.1 Introducao

Na maior parte desta secao, I' serd um carcés finito, k um corpo, R uma k-algebra e B uma

k-base para R. Faz-se necessario as seguintes convengoes:

e se Z ¢ um conjunto de indices e r; € R para cada i € Z, entdo ) ;.7 r; denota uma soma onde
quase todos os r;’s s@o nulos, isto é, existe apenas um numero finito de indices ¢ para os
quais r; é nao nulo. Por outro lado, se escrevemos ZieI a;b; com «; € k e b; € B, entao quase
todos os escalares o;’s sao iguais a zero e, a menos de mensao em contrério, todos os b;’s sao

distintos.

e Sejar € Rtalquer =), 7 a;b; com a; € ke b; € B. Diremos que b; ocorre em r se a; # 0.

Alguns autores dizem, neste caso, que b; é um elemento do suporte de r.

Sejam B = {b; };c7 uma k-base para R, > uma boa ordem sobre B e x = ) ;7 a;b; um elemento
nao nulo de R, com cada «; € k e os b;’s em B. O termo lider de z, denotado por tip(x), é o
maior elemento b; (com respeito a ordem >) que ocorre na expressao de x acima, isto é, tip(z) = b;
se e s6 se b; ocorre em x e b; > b; para todo b; # b;, com b; ocorrendo em z. O escalar o; que
aparece na decomposicao z = > " ;| a;b; “acompanhando”o b; = tip(z) é chamado de coeficiente
lider de x e denotado por c/(xz) . Quando X é um subconjunto de R, definimos tip(X) como

sendo o subconjunto de B formado pelos termos lideres dos elementos nao nulos de X, ou seja,

47
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tip(X) := {b € B :existe x € X \ {0} de modo que b = tip(x)}. Note que tip(X) e tip(x) dependem

tanto da base B quanto da escolha da boa ordem > sobre B.
Bases de Grobner

No que segue, faremos uma pequena exposicao sobre a teoria de bases de Grobner para élgebras
associativas. Como referéncia indicamos [5,11,12]. Para tanto, precisamos definir os conceitos de

base multiplicativa e de ordem admissivel.

Definicao 4.1 Seja R uma k-dlgebra. Dizemos que B é uma base multiplicativa para R se B é
uma k-base de R e by - by € BU{0}, para todos by, by € B.

E interessante destacar que esta nogao de base multiplicativa foi definida em [6], porém a

definigao encontrada em [6] é mais restritiva que a que exigimos aqui.

Exemplo 4.1 Se R = kI' e B € a k-base usual de R, isto €, o conjunto de todos caminhos em T,

entdo B € uma base multiplicativa para R.

<

Agora seja R uma k-algebra com base multiplicativa B. Para o que queremos a seguir, apenas
uma boa ordem arbitraria sobre B nao é suficiente, precisamos de uma boa ordem que se comporte
bem com a estrutura multiplicativa da base . Para tanto, indroduziremos o conceito de ordem

admissivel.

Definigcao 4.2 Seja R uma k-dlgebra com uma base multiplicativa B. Dizemos que uma boa ordem

> (sobre B) é uma ordem admissivel para B se as sequintes propriedades sio verdadeiras:

o Para todos by,by,bs € B, se by > by entao bibg > bobs, sempre que bibs e bobsg forem nao

nulos.

o Para todos b1,bs,bs € B, se by > by entdo bsby > bsba, sempre que bsby e bsby forem ndo

nulos.
o Para todos b1,ba, b3, by € B, se by = babsby, entdo by > bs.

A titulo de ilustracao, faremos um exemplo que exibe uma ordem admissivel sobre a base usual
de kI'. Ha diversas outras ordens admissiveis sobre a dlgebra de caminhos, o leitor pode encontrar

uma boa variedade destas em, por exemplo, [5,11].

Exemplo 4.2 (Grau-Lexicografica) Seja R = kI' a dlgebra de caminhos do carcds I'. Ordene
totalmente e arbitrariamente os vértices e as flechas de I' de modo que cada vértice seja menor que
qualquer flecha. Se p e q sGo caminhos de comprimento maior ou igual a um, entdo p > q se o
comprimento de p € maior que o comprimento de q, ou se 0s comprimentos sGo guais ep = pi ... Py
eq=qi...qn, onde 0s p;’s e 0s q;’s sao flechas, entdao existe algum i tal que p; = q; se j < i e
pi > q;. Assim definida, > € uma ordem admissivel sobre o conjunto de todos os em I'. Essa ordem

€ chamada grau-lexicogréfica.
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Usaremos a terminologia “R possui uma base multiplicativa ordenada (B,>)” para indicar que
B é uma base multiplicativa para R e > é uma ordem admissivel sobre B.

E interessante mencionar que o uso de ordens admissiveis aparece frequentemente em pro-
blemas computacionais. Escolher uma ordem adequada é uma arte. Um problema pode nao ter
solucao algoritmica com uma determinada ordem e ter com outra.

Definiremos agora um conceito que serd util para o desenvolvimento do texto.

Definigao 4.3 Sejam R uma k-dlgebra com base multiplicativa ordenada (B,>) e I um ideal de R.

Dizemos que um subconjunto G de I é uma base de Grdébmer para I, com respeito a (B,>), se

(tip(9)) = (tip(1)),
isto €, o ideal gerado pelos termos lideres de G € igual ao gerado pelos termos lideres de 1.
Observe que esta definicao é equivalente a dizer o seguinte:
e dado x € I, entdo existem g € G e p,q € B tais que tip(z) = ptip(g) ¢, isto é, tip(g)|tip(x).

Sempre existe base de Grébner para um dado ideal I, uma vez que o préprio I é uma base de
Grobner. Em ([11], §2.4), por exemplo, encontramos um procedimento que constréi uma base de
Grobner para um ideal I = (f1, ..., fn) gerado por um conjunto finito de elementos uniformes em R.
O procedimento produz uma sequéncia (possivelmente infinita) de elementos uniformes ¢, g2, . . .,

onde g; = f; paral <i<ne,parat >n,g; €I étal que

tip(gi) ¢ (tip(g1), tip(g2), - - ., tip(gi—1)),

de forma que o conjunto G = {g1, 92, .., 9n, gn+1,- .-} € uma base de Grébner para I. Além disso,
quando o ideal gerado pelo tip(/) possui um conjunto finito de (monémios) geradores, entao este
procedimento é algoritmico, isto é, ele produz uma base de Grébner num nimero finito de passos.

Usamos tal procedimento para encontrar bases de Grébner no exemplo a seguir.

Exemplo 4.3 Sejam I' o carcds

N
A

e I o ideal de kT' gerado pelo conjunto {ab — cd,be}.

vy —% > 5

(a) Se Escolhemos >1 como a ordem grau-lezicogrdfica induzida por a >b>c >d > e > v >

vy > v3 > vy > vy, entdo o conjunto G = {ab — cd, be,cde} € uma base de Grébner para o
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ideal I. Além disso, qualquer subconjunto prdprio de G ndao € base Grébner (com respeito a

ordem >1). Em particular, o conjunto gerador {ab — cd,be} de I ndo é base de Grobner.

(b) Se escolhemos >9 como a ordem grau-lexicogrdfica induzida por e >d > ... > a > vy > vy >
... >vs, entio G = {ab — cd,be} € base de Grobner.

N
Existem alguns tipos de bases de Grébner que sao, em certo sentido, melhores que as demais.
Dentre estas, precisamos das bases de Grobner denominadas reduzida e tip-reduzida. Mas antes de

definir o que é uma base de Gréber reduzida, precisamos do seguinte resultado.

Lema 4.1 ([11]) Sejam R uma k-dlgebra com base multiplicativa ordenada (B,>). Se I € um
ideal monomial de R entdo I possui um unico conjunto gerador monomial minimal. Além disso,

todo conjunto gerador monomial o contém. |

Nestas condigoes, se G é uma base de Grébner de I, entdo tip(G) deve conter o conjunto minimal

que gera o ideal monomial (tip(I)).

Definicao 4.4 (Base de Grobner reduzida) Sejam R uma k-dlgebra com base multiplicativa

ordenada (B,>) e I um ideal de R. Uma base de Grébner G de I satisfazendo as trés condigoes
1. cl(g) =1, para todo g € G
2. o conjunto tip(G) € o conjunto gerador monomial minimal de (tip(I))

3. todo elemento g € G € reduzido, isto €, qualquer elemento do conjunto B\ {tip(g)} que ocorre

em g pertence a B\ tip(G)

é dita base de Grobner reduzida do ideal I.

O resultado seguinte, que serd utilizado livremente no texto, garante a existéncia de uma tnica

base de Grobner reduzida para um ideal I de uma k-algebra com base multiplicativa ordenada.

Teorema 4.2 ([11]) Sejam R uma k-dlgebra com base multiplicativa ordenada (B,>) e I um ideal

de R. Entao I possui uma tnica base de Grobner reduzida (com respeito a ordem > ). |

E interessante observar que a propriedade & da Definicao 4.4 é essencial para a unicidade da
base de Grébner reduzida do teorema acima. (Veja, por exemplo, [5].)
Uma outra classe de bases de Grobner, contendo as bases de Grobner reduzida, sao as tip-

reduzidas.

Definigao 4.5 Seja X um subconjunto de R. Dizemos que X € tip-reduzido se ndo existem ele-

mentos distintos © ey em X tais que tip(x)|tip(y).
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Assim, um conjunto G é dito uma base de Grobner tip-reduzida se G é uma base de Grobner
que é um conjunto tip-reduzido.
Lembremos a definicdo de uma classe de elementos da algebra de caminhos kI', a qual sera

bastante utilizada no desenrolar do texto.

Definicao 4.6 Dizemos que um elemento ndao nulo x na dlgebra de caminhos R = kI € uniforme
a direita (a esquerda) se existe um vértice v em I' tal que zv = x (v = x). Se existem vértices
v e w tais que vrw = x, entdo x € dito uniforme.!

De maneira andloga, se M é um kI'-médulo e m € M é tal que mv = m, para algum v € I'g,

entao m é dito uniforme & direita.
Bases de Grobner a direita

Existem também as nogoes de base de Grobner (a direita) e ordem admissivel para médulos
sobre k-algebras com uma base multiplicativa ordenada. E isto é o que passaremos a apresentar.
Todos os resultados expostos aqui podem ser encontrado em [11].

Até o final desta segdo, a menos de mengao em contrario, R denotard uma k-algebra com base
multiplicativa ordenada (B,>) e M um R-médulo & direita. Assim como em algebras, precisamos
de uma k-base para M e de uma ordem admissivel sobre ela.

Seja M uma k-base de M. Dizemos que M ¢é uma base coerente (com respeito a B) se para
todom € M e todo b € B, mb=0 oumbe M. (Observe que todo elemento de uma base coerente
é uniforme a direita.) Por outro lado, dizemos que uma boa ordem > sobre uma base coerente M

7

é uma ordem admissivel a direita sobre M se as seguintes condicoes sao satisfeitas:

e para todos mq,mg € M e todo b € B, se my = mg entdo m1b = mob, sempre que m1b e mob

forem nao nulos.

e para todo m € M e todos by,by € B, se by > by entao mby > mbo, sempre que mb; e mby

forem nao nulos.

Como anteriormente, a titulo de simplificagao, escrevemos “(M, =) € uma base ordenada de

M?” para dizer que M é uma k-base coerente e > é uma ordem admissivel a direita sobre M.

Exemplo 4.4 Sejam R a dlgebra de caminhos de um carcds I' e M o R-mddulo a direita vR,
com v € I'g. Entdo vB é uma k-base para M, onde B ¢ a base usual de kI'. Seja > uma ordem
admissivel sobre B. Definindo - como a ordem > restrita ao conjunto v3 temos que (vB,>) € uma
base ordenada de M.

<
Na préxima se¢ao mostraremos que somas (diretas) arbitrarias destes tipos de R-mdédulos “sem-

pre” admite bases ordenadas.

!Esta definicio pode ser estendida para uma k-dlgebra com base multiplicativa ordenada. Veja, por exemplo,
secao §3 de [12].
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Definicao 4.7 Seja (M = {m,}icz,>) uma base ordenada de M.

(a) Sem =3 ,.;raym; € um elemento nao nulo de M (com cada o; € k) entdo o termo lider
de m, denotado por tip(m), é o maior elemento m; (com respeito a ordem =) que ocorre na

decomposicao de m.

(b) Se X € um subconjunto de M entdio tip(X) := {m; € M : m; = tip(z) para algum z €

X\ A{0}}-

(¢) Sejam N um submddulo de M e G um subconjunto de N. Dizemos que G € uma base de
Grobner a direita de N se o submédulo de M gerado por tip(G) € igual ao submddulo de
M gerado por tip(N). Se além disso, para quaisquer g,qg € G, distintos, nao existir b € B tal
que tip(g’) = tip(g)b, dizemos que G € tip-reduzida.

Observagao 4.1 Se G ¢ uma base de Grobner a direita para um submddulo N de wm mddulo com

base ordenada, entdo G gera N como um submddulo.?

Assim como na ultima parte do item (c) da definigdo acima, se m e m' sdo elementos de M tais
que existe b € B de forma que m’ = mb, dizemos que m divide m’ 4 esquerda e denotamos por
m|e m'.

O préximo lema, que serd utilizado livremente no decorrer do texto, mostra que é sempre
possivel encontrar uma base de Grobner & direita tip-reduzida para um submdédulo de um médulo
com base de Grobner ordenada. A prova que exibimos usa argumentos similares aos que serao

utilizados na Proposicao 4.9.

Lema 4.3 Sejam R uma k-dlgebra com base multiplicativa ordenada (B, >) e M um R-mddulo com
base ordenada (M,>). Se N é um submddulo de M, entao existe uma base de Grobner a direita

tip-reduzida com respeito a .

Prova.
Sejam T :=tip(N) e T* = {t € T se existe t’ € T tal que t' |. t, entdo t' = t}.
Afirmacao: T* é diferente do conjunto vazio.
> De fato, se tg € T e existe t; € T'\ {to} tal que 1 | to, entdo to > ¢1. Continuando este processo,

produzimos uma cadeia da forma
to =ty = o =ty e

onde cada t;, para i > 0, pertence ao conjunto T\ {tg,...,t;—1}. Por outro lado, como > é uma
boa ordem, entao existe algum m tal que ¢, = t;41. <
Para cada t € T*, sejan; € N tal que tip(n;) = t e considere o conjunto N* = {n;: t € T*} C N.

Afirmamos que N* é uma base de Grobner a direita tip-reduzida para o submddulo N. De fato,

*Veja, por exemplo, [12] - Proposicio 4.2.
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basta verificar que é uma base de Grobner a direita, pois que N* é tip-reduzido segue da defini¢ao
de T*. Além disso, é claro que o R-submédulo de M gerado por tip(N*) = T* esta contido no
submaédulo gerado por tip(N). Por outro lado, se t € T'\ T* entao existe t' € T tal que t’ | ¢. Dado
que > é uma boa ordem e tb > t, para todo b € B tal que tb # 0, segue que existem t* € T* e b e BB
de modo que ¢t = t*b. Isto mostra que t pertence ao submédulo de M gerado por tip(N*).

|

Observacgao 4.2 No lema acima, se R = kI' e B € a base usual de R, entdao T* C B é um
conjunto enumerdvel. Isto mostra que base de Grébner a direita N* := {n;: t € T*}, obtida na

demonstracao, € enumerdvel.

Antes de prosseguir com outros resultados, faremos mais uma observagao sobre o 1ltimo acima.
Para tanto, recordamos que se I' é um carcas finito, entao a unidade de R = kI" é dada pela soma
Zvero v. Logo, se  é um elemento de R (de M) entao x = ZUGFO v, ou seja, qualquer elemento
nao nulo x em R (em M) pode ser escrito como uma soma de elementos uniformes a direita.
Portanto, com as hipéteses do Lema 4.3, se G’ é uma base de Grobner & direita tip-reduzida para
um submédulo N de um kI'-médulo M, entao o conjunto G = {gv: g € G',v € T'g e tip(gv) = tip(g)}
é uma base de Grobner a direita tip-reduzida uniforme para N. De fato, dado que tip(G) C M e M
é uma k-base coerente para M, entdo para cada g € G existe tnico v € T'y tal que tip(g)v = tip(g).

Antes de concluir este pequeno resumo sobre bases de Grobner a direita, mostraremos um

“exemplo”de uma base de Grobner a direita tip-reduzida.

Exemplo 4.5 (Teorema 7.1 de [12]) Sejam R = kI', B sua base usual com wma ordem ad-
missivel > e I um ideal de R com uma base de Grobner G tip-reduzida consistindo de elementos
uniformes. Entdao o conjunto
rtG = {pg: p ¢ tip(I), g € G, se existem r,s € B e g € G de modo que
rtip(g’)s = ptip(g) entdo s € Ty e g = ¢'}
¢ uma base de Grébner o direita para I.3. Além disso, 1tG € um conjunto tip-reduzido formado por
elementos uniformes. Dentre outras propriedades interessantes do conjunto rtG, destacaremos as

sequintes:
1. se a cardinalidade de rtG € finita, entdo o conjunto G também € finito.

2. se A = R/I € uma dlgebra de dimensdo finita, entdo a cardinalidade de rtG é finita, com
[rtG| < dimy(A) - |G|, onde |X| denota a cardinalidade do conjunto X .

Portanto, se I é um ideal de R = kI tal que R/I tem dimensdo finita, entdo o item 2. garante
que vI € um R-mddulo finitamente gerado, para todo v € I'g, uma vez que vrtG forma uma base

de Grébner a direita para vl. N

3Estamos olhando I como um R-submédulo de Rr = @ vR.

velg
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Finalizaremos esta introdugdao com dois resultados que serao tteis no decorrer do texto. O
primeiro deles usa o conceito de termo lider para mostrar que R é um R-médulo projetivo, no
caso em que x é uniforme a direita e (B,>) é uma base multiplicativa ordenada para R = kI'.
Observe que este é um caso particular do teorema que afirma que kI' é uma algebra hereditaria e
assim todo ideal a direita (& esquerda) em kI' é projetivo. Por outro lado, este teorema pode ser

obtido como consequéncia da Proposigao 4.12.

Lema 4.4 Seja x um elemento de R = kI' uniforme a direita, com xv = x para algum v € T'y.
Entado tip(zr) = tip(z)tip(r), para todo r € R\ {0} tal que xzr # 0. Além disso, zR = vR como

R-mddulos a direita.

Prova.
Se xr # 0 entdo vr = r. Assim, como zv = x, temos que tip(z) = tip(x)v e tip(r) = vtip(r). De

onde segue que tip(x)tip(r) € B. Logo, se

x = cytip(x —f—chpl e r = dtip(r —}—Zdjq] )

onde ¢;,d; € k e p;,q; € B, entao

xr = cypdytip(z)tip(r) + chd tip(z)q; + Zdlczpztlp + ZCZ iDidj -

Mas como > é uma ordem admissivel, temos as seguintes implicagoes:
o [tip(z) > p;, Vi] A[tip(r) > ¢;,Vj] = tip(2)tip(r) > pitip(r) > pig;, Vi, Vj.

e tip(r) > ¢;,Vj = tip(x)tip(r) > tip(x)g;, Vj.
Isto mostra que tip(zy) = tip(x)tip(r).

Para a segunda parte, definimos ¢:vR — xR por ¢(vr) = xr, para todo r € R. E claro
que ¢ é um morfismo de R-mddulos que é sobrejetor. Mostremos que ¢ é injetor: suponha que
0 = ¢(vr) := ar. Pela primeira parte, tip(z)v # 0, vtip(r) # 0 se vr # 0. Assim, tip(z)tip(r) # 0
e, portanto, tip(xr) # 0. Isto contradiz a igualdade xzr = 0 e, com isso, podemos concluir que ¢ é
injetor.

|

Como resultado do lema acima, temos o seguinte
Corolario 4.5 Para todo x € R = kI', 0 R-mddulo xR € projetivo.

Prova.
Como todo elemento de R é escrito, de forma tnica, como uma soma de elementos uniformes a
direita, entao o resultado segue.
|
E interessante para o que segue resumir estes dois resultados dizendo: se x é um elemento de
R entdo R é um R-médulo projetivo dado por 2R = @, cp, (2v) R = @ver’o vR, com T, C Ty.
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4.2 Exemplo de médulos com base ordenada

Ao longo desta secao R denota a dlgebra de caminhos kI' de um carcés finito, B a base usual
de R, Z um conjunto de indices e para cada ¢ € Z, v; é um vértice em I'.

Definiremos uma base C para o R-médulo (& direita) projetivo P = @,.7 v;R e, em seguida,
uma boa ordem sobre tal base, a qual dependera de uma ordem admissivel sobre a base B de R e

de uma boa ordem sobre o conjunto de indices Z.
Definigao 4.8 Seja P = @, ;viR e para cada j € T considere o conjunto

Cj = {z = (xi)iez € P: z; € um caminho em R com origem em v; e x; =0 se i # j}.
Definimos C como a unido dos Cj’s, com j percorrendo o conjunto de indices L.

Assim definido, o conjunto C forma uma k-base para o R-médulo P = @, .7 v;R. Além disso,
dados b € B ez € C, é claro que xb € C U {0}, ou seja, C é uma base coerente de P = P, .7 viRR.
Por outro lado, se >7 é uma boa ordem para Z e > é uma ordem admissivel para B3, entao podemos

definir uma ordem sobre C como segue:

Definigao 4.9 (Ordem tip-indice) Sejam x = (x;) e y = (y;) dois elementos de C. Diremos
que x >y se o caminho nao nulo que aparece em x € maior do que o caminho ndo nulo que aparece
y (com respeito a ordem admissivel > sobre B), ou, se estes caminhos forem iguais e a coordenada
do elemento ndao nulo que ocorre em x € maior que a coordenada do elemento nao nulo que ocorre

em y (usando >7).

E claro que > depende da escolha da boa ordem >7 para Z. Assim, sempre que usarmos
um conjunto de indices Z fixaremos alguma boa ordem >7. O préximo lema mostra que C é um

conjunto bem ordenado com respeito a ordem >.

Lema 4.6 Sejam (Z,>7) um conjunto bem ordenado, P = @,.zviR wm R-mddulo (com cada
v; € T'g), C = U;erCi e = como nas definicoes 4.8 e 4.9, respectivamente. Entao (C,>=) € um

conjunto bem ordenado.

Prova.
Mostraremos apenas que qualquer subconjunto finito, X = {z!,... 2"}, de C é totalmente
ordenado com respeito a >=. A prova é feita usando inducado sobre o nimero de elementos em X.

Para tanto, suponhamos que zJ é o caminho nao nulo que ocorre em z7.
? )
J

e O caso n =1 nao héa o que fazer!

1
i1

e n =2 sexlllsé:ri entao x L 22 ou 22 = 2!,

2
127

2 2 1 ol
> xj, ou x;, > x; o que implica que x

respectivamente. Se Izl1 = 2 , usamos a boa ordem >7 para decidir se ' = 22 ou se 22 > z!.
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e n = k+1, para k > 2: por hipétese de inducdo o conjunto {z',...,z*¥} é totalmente ordenado.
Agora, pelo caso n = 2, 2! é comparavel com cada =7, com j = 1,...,k e, portanto,
{z',..., 21} é um conjunto totalmente ordenado.

[

Para que (C, ) seja uma base ordenada de P = @,.; v; R, resta verificar que > é uma ordem

admissivel, e este é o resultado do préximo lema.
Lema 4.7 Nas mesmas hipoteses do Lema 4.6, temos que = € uma ordem admissivel sobre C.

Prova.

Consideremos z,y € C e p,q € B. Vamos mostrar que se x > y entdo xp > yp (sempre que
xp # 0 # yp) e que se p > ¢ entdo zp > xq (sempre que xp # 0 # xq). De fato, primeiramente
suponhamos que = > y e que xp # 0 # yp. Assim, por defini¢cdo, ou a coordenada (nao nula)
xj que ocorre em x ¢ maior que a coordenada y; que ocorre em y ou elas sao iguais e j >z 0.
Se ocorrer o primeiro caso, como xjp # 0 # y;p e > ¢é uma ordem admissivel sobre B, segue que
xjp > y;p e, portanto, zp = yp. Por outro lado, se ocorrer o segundo caso, teremos que z;p = y;p é
a coordenada que ocorre em xp e em yp. Como estas ocorrem nas posicoes j e i, respectivamente,
e j >7 i, novamente teremos zp > yp. Isto conclui a prova da primeira parte. A prova da segunda
parte é analoga.

|

Assim, concluimos que (C, >) é uma base ordenada para P = @, 7 v;R e, portanto, todos os
resultados obtidos em [12] para a teoria de R-médulos com base ordenada poderao ser utilizados
para a terna (P,C, ).

Encerraremos esta secao definindo novamente, para efeito de uso posterior, os conceito de termo
lider de um elemento de P e de conjunto tip-reduzido, de forma equivalente aquela feita na
Definicao 4.7. Restrigiremos nossa atencao aos elementos uniformes a direita, pois estes serao

suficientes para resultados posteriores.

Definigao 4.10 Seja w = (w;) um elemento uniforme d direita, nao nulo, de P = @, .7 viR.
Entao tip(w) € o elemento de C cuja k-ésima coordenada é o caminho tip(wy) € B que satisfaz as

sequintes condigoes:
T1. tip(wg) > tip(w;), para todo w; nao nulo;
T2. k >1 i para todo i tal que tip(wy) = tip(w;).

Em outras palavras, o tip(w) € o elemento com maior indice entre as entradas com termo lider
mazimal.

Nessas condigoes denotaremos o caminho tip(wy) por tippath(w) e o indice k por tipcoord(w).

Pela defini¢ao acima, obtemos propriedades semelhantes aquelas ja conhecidas.
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Lema 4.8 Sejam v,w € P = @,.7 viR uniformes a direita e p e q caminhos em B. Assim.:

(a) tippath(wp) = tippath(w)p, tipcoord(wp) = tipcoord(w) e tip(wp) = tip(w)p, sempre que
tip(w)p # 0.

(b) se tip(v) > tip(w) entao tip(vp) > tip(wp), sempre que tip(v)p # 0 e tip(w)p # 0.
Prova.

(a) Se tip(w)p # 0 entao tip(wg)p é a coordenada nao nula de tip(w)p, onde k = tipcoord(w).
Mas como sabemos do Lema 4.4 tip(wgp) = tip(wy)p, basta mostrarmos que tip(wyp) satisfaz
as condicoes T1 e T2 da Defini¢ao 4.10. Dado que tip(w;) < tip(wy), para todo i, a condigao
T'1 segue da desigualdade

tip(w;p) = tip(w;)p < tip(wg)p = tip(wgp), para todo w; # 0.

E Se tip(w;p) = tip(wgp), entdo tip(w;)p = tip(wg)p e, portanto, tip(w;) = tip(wy). De onde

segue que k >7 i, provando assim a condicao T2.

(b) Segue diretamente do item (a) e do fato de > ser uma ordem admissivel sobre C (Lema 4.7).

|
Antes de lembrarmos da nocao de conjunto tip-reduzido a direita, reescreveremos o conceito de

divisao a esquerda usando a notacao acima:

o se x e y sao elementos da base C, entao dizemos que x divide y a esquerda, e escrevemos
z |e y, quando existe um caminho p € B tal que y = xp. E este é o caso se, e somente se,

tippath(z) | tippath(y) e tipcoord(z) = tipcoord(y).

Definigao 4.11 Seja X um subconjunto de P = @,.7viR formado por elementos, ndo nulos,
uniformes a direita. Dizemos que X € tip-reduzido a direita se dados v,w € X tais que

tip(v) |e tip(w), entao v = w.

A préxima proposi¢ao mostra, de certa forma, que sempre podemos “tip-reduzir” um subcon-
junto de P formado por elementos uniformes a direita. E importante observar que a demonstragao,
que é bem parecida com aquela apresentada para o Lema 4.3, mostra efetivamente como “tip-

reduzir”um dado conjunto.

Proposigao 4.9 Seja X um subconjunto de P = @,.7viR formado por elementos, nao nulos,
uniformes a direita. Entdo existe um subconjunto, Y, de P composto por elementos uniformes a

direita tal que Y € tip-reduzido e o R-submodulo de P gerado por'Y € igual ao gerado por X.

Prova.
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Sejam M o R-submédulo de P gerado por X, T := {tip(m) : m € M \ {0} uniforme a direita}
eT*:={teT:seexistet' € Ttal quet’ |, tentdot =t}. B claro que tip(X) := {tip(z) : x € X} é
um subconjunto de T' e, portanto, T # (). Para cada t € T™*, escolhamos um elemento uniforme &
direita y; em M tal que tip(y;) =t e consideremos Y := {y; : t € T*}. Com isso, Y é um conjunto
tip-reduzido composto por elementos uniformes a direita e note que o R-submédulo N de P gerado
por Y esta contido em M.

Observemos que para mostrarmos que M C N, basta verificar que todos os elementos uniformes
a direita de M pertencem a N, uma vez todo elemento m € M pode ser escrito na forma m =
ZUEFO mv. De fato, suponhamos que existe um elemento uniforme a direita m € M tal que
m € M\ N. Podemos escolher m € M \ N com a propriedade que tip(m) seja minimal com

respeito a ordem . Logo m ¢ Y e, portanto, temos uma das seguintes condigoes:

e tip(m) # tip(y:), para todo t € T*, o que implica que existe ¢; € T tal que ¢ |, tip(m). Se
t1 ¢ T*, entao existe to € T tal que ta | t1. Se to ¢ T*, entao existe t3 € T tal que t3|c to.

Continuando este processo, construimos uma cadeia descendente da forma
by =ty > ot > e e

Como (C, >) é um conjunto bem ordenado, entao existe s tal que t; = ts45,Vj > 0. De onde

segue que existe s tal que ts € T™ e tg | tip(m).
e tip(m) = tip(y;) := t, para algum ¢ € T*. E assim ¢ | tip(m).

Em qualquer dos casos existe t € T* tal que t|. tip(m). Entao escrevendo m = X\omg + >, \im,

onde mg > m;, Vi # 0, cada \; € k\ {0} e cada m; € C, teremos que existe p € B de forma que

m = Aotip(y)p + Z Aim; , comy; € N etip(y) = t.
i
Logo tip(m) > tip(m — Aotip(y:)p) e pela minimalidade do tip(m) segue que m — Aotip(y:)p € N, e
portanto m € N, contradizendo nossa hipétese.
|
O préximo resultado garante, em particular, que existe um algoritmo finito no caso em que o

conjunto X, da proposicao anterior, ¢ um conjunto finito.

Corolario 4.10 Nas mesmas condi¢oes da Proposicao 4.9, o conjunto Y € finito sempre que X
for finito.

Prova.
Seja X := {z1,...,x2,}. Se X nao é tip-reduzido, entdao existemi e j tais que i # j e
tip(2;) |e tip(z;). Consideremos Xy = {x1,..., %1, %, Tj41,...,Tp}, onde xy = x; — cx;p para

algum ¢ € k e algum p € B. Note que o R-submédulo de P gerado por X; é igual ao gerado por

X. Além disso, x; é uniforme a direita e tip(z;) > tip(x;). Se X; nao é tip-reduzido, construimos
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Xy de forma andloga. Este processo para num nimero finito de passos, pois > é uma boa ordem
para C. E entao Y = X, é um conjunto finito tip-reduzido a direita e o R-submoddulo de P gerado
por Y é igual ao gerado por X.

|

Como ilustracao do processo acima faremos o seguinte

Exemplo 4.6 Seja I' o carcds

com ordem grau-lexicogrifica > sobre B definida a partir de vi < v9 < a < b < c < d. Sejam
P=vR®viR®vaR P voR

e a ordem > induzida por (v1,0,0,0) > (0,v1,0,0) > (0,0,v2,0) > (0,0,0,v2). Consideremos
X ={f1, f2, f3}, onde fi1 = (ac,becac + acac, 0, cac), fo = (vi,bc + ac,d,0) e f3 = (a,b,da + cb,da).
Observe que f1 = fiv1, fo = fov1 e fs = favg. Além disso, como

e ac < cac < acac < beac = tip(f1) = (0, beac, 0,0)
e v < d < ac< bc=tip(f2) = (0,bc,0,0)
e a<b<chb<dae(0,0,02,0)>(0,0,0,v2) = tip(f3) = (0,0, da,0)

temos que tip(f1) = tip(f2)ac, ou seja, tip(f2) |e tip(f1). Entdo trocamos f1 por g1 := f1 — faac =
(0,0, —dac, cac) e consideramos X1 = {g1, fo, f3}. Agora, dado que tip(g1) = (0,0, dac,0) temos
que tip(f3) |e tip(g1) e assim trocamos g1 por go = g1 — (—1) fsc = (ac, be, cbe, cac+ dac). Mas como
tip(g2) = (0,0,0,dac), seque que o conjunto Y = Xo = {ga, fo, f3} € tip-reduzido a direita. Além
disso, 0 R-submaodulo de P = viR ® v1 R ® voR P vo R gerado por X ou por X1 ou por Xo € igual
agR® f2R® f3R. <

Concluiremos esta se¢ao com os seguintes resultados importantes.

Lema 4.11 ([12]) Se G ¢ um subconjunto tip-reduzido de P = @,;.7viR formado por elementos

uniformes a direita, entdo o submddulo de P gerado por G € o R-mddulo projetivo @geg gkR. 1
Assim obtemos um resultado fundamental, que serd usado livremente no que segue.

Proposigao 4.12 Seja Q um submédulo de wm R-mddulo projetivo P = @,.7 viR, onde I é um
conjunto de indices e cada v; € um vértice do carcds I'. Entao existe uma base de Grébner o direita
{fj}jeq uniforme a direita tip-reduzida de Q. Além disso Q = @jej fiR, qualquer que seja essa

base.
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Prova.
Seja (C,>) uma base ordenada para P. Entao pelo Lema 4.3 todo submédulo de P possui uma

base de Grobner a direita uniforme tip-reduzida. A ltima parte segue do lema precedente.
|

Corolario 4.13 A dlgebra de caminhos de I' é uma dlgebra hereditdria. |

Para finalizar a secao, faremos uma observagao que serd de suma importancia no que segue.

Observagao 4.3 Da Observagio 4.2 seque que o conjunto {f;}jes da proposicio anterior pode

ser escolhido enumerdvel.

4.3 Construindo uma resolugao projetiva

O principal objetivo desta se¢ao é exibir um procedimento, apresentado em [13], que constréi
resolucoes projetivas de mdédulos sobre quocientes de dlgebras de caminhos. Para isto faremos uso
dos conceitos das segoes precedentes e da teoria para construcao de resolugoes projetivas apresentada
em [14].

Assumamos nesta secao que R = kI é a algebra de caminhos de um carcas finito sobre o corpo
k, I é um ideal de R tal que I C J2, onde J denota o ideal de R gerado pelas flechas de T, e que
My é um A-médulo a direita, onde A é dlgebra quociente R/I.

Iniciaremos com a construcao (feita em [14]) de uma resolugao projetiva para o A-médulo My .

Escolha uma familia {f?};cr, de elementos de R tal que existe um epimorfismo do A-médulo
@z‘eTo inR/ @ieTo fl-OI em My. Podemos supor sem perda de generalidade que cada fl-0 é vértice

em I' (com possiveis repeti¢oes). Assim, temos o seguinte diagrama de R-mddulos

por

0 K @Bicr, /'R M 0 (4.1)

.

@ieTo fz'OR/@ieTo inIL)M;)O

onde 7 é a projecao canénica e K = Nuc (p o 7). Logo, como K ¢ um submddulo de P, PR,
entdo pela Proposicao 4.12 existe um conjunto tip-reduzido, { fjl*}j, de elementos (uniformes a
direita) de P, fPR tal que K = @j fjl*R. Denotando aqueles fjl*’s que pertencem a e, I

/ —~ ’ .
por fj1 ’s e os outros por fjl’s, obtemos uma apresentacao para o R-médulo My da seguinte forma:

o

/ H1
00— (Dier, fiR) & (Djecr, fjl R) —— @icr, fPR— M —0,
onde
(i) H! é uma inclusdo,

(i) os f’s, fl’s e f}’s sdo uniformes a direita,
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(iii) fjll € Dicr, f2I, para cada j € Uy,
(iv) o conjunto {f}}ier, U {fjl/}jeUl é tip-reduzido.

Para a construcio dos f2’s consideremos a interseccao (Bier, fiR) N (Dicny f2I). Se ela for
igual a zero, paramos o processo. Caso contrario, existe um conjunto { f]2 }; de elementos uniformes
a direita (tip-reduzida) em @,cp, fi R tal que (@,cp, fiR)N (Dicn, 1) = @D, ij*R. Novamente,
descartamos aqueles elementos ij*’s que estdo em P;cq, fI e denotamos por {f?}ier, aqueles
fJZ*’S que nao estao em ®ieT1 fz-ll. Se ocorrer o caso de todos os sz*’s pertencerem a ®iET1 fl-ll,
o conjunto T = () e assim paramos a construcao. Logo, de forma indutiva constréi-se a familia de
elementos {f¥};er,, para qualquer k > 3, onde cada fF € (Dicr,_, IR\ (Dicr,_, ).

Como o leitor pode observar, no processo acima se utiliza apenas a existéncia de uma familia
{fj}jes de elementos uniformes a direita (ver Proposicao 4.12).

Da construcao obtemos a seguinte cadeia de inclusoes

cDfrRe P RS- cDARCD AR
1€T, €T 1 €Ty 1€Tp
Além disso, temos o seguinte resultado.
Teorema 4.14 ([14]) Para cada n > 0, sejam P, = @, [I'R) @jer, [{1 € 6" Py — Py 0

homomorfismo de A-mddulos induzido pela inclusao e, fI'R C Djer, . finflR. Entao,

(P.o): =B s g E

My 0

€ uma resolugcdo projetiva de My . |

Em [14] mostra-se também que esta resolugao (P, ) é finitamente gerada sempre que A for uma
algebra noetheriana, I um R-moédulo a direita finitamente gerado e My um A-médulo finitamente
gerado (Teorema 1.3 de [14]). Em particular, se I é um ideal de R tal que J" C I C J?, para algum
n>2,e M é um A-médulo de dimensao finita, entao a resolugao (P,d) é finitamente gerada.

Além disso, se A = kI'/I é uma algebra graduada, com I C J? sendo um ideal graduado, e M
é um A-médulo graduado, entao a resolugao (P, d) pode ser escolhida como sendo uma resolugao
graduada (Proposicao 1.5 de [14]).

Finalmente, visto que (P, §) nao é necessariamente minimal, uma questao natural seria descobrir
em que situagoes podemos “ajustar” tal resolugao de forma que ela torne-se minimal. Ainda em [14],
mostra-se que isso é possivel sempre que J" C I C J?, para algum n > 2, ou sempre que A é uma
algebra graduada e M um A-médulo graduado.

Baseado na construgao acima, queremos encontrar um procedimento que encontre uma resolugao
projetiva para um dado A-mdédulo e para isto, faz-se necessario iniciarmos com uma apresentacao
projetiva - sobre a dlgebra de caminhos R - para o dado A-médulo.

Sejam I C J? um ideal da &dlgebra de caminhos R = kI', A = R/I, M um A-médulo & direita

e G = {g;}iez uma base de Grobner tip-reduzida uniforme para o ideal I, com respeito a alguma
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ordem admissivel > sobre a base usual B de R. Como sabemos, existe uma apresentagao de M

sobre R da forma

pom

0— @icr, /1B) & (@jep, £} B) > Bier, JIR M —0, (4.2)
onde

(i) H! é uma inclusdo,
(ii) os fs, fl'se fill’s sdo uniformes & direita,
(iii) fjll € @icq, 11, para cada j € Uy,
(iv) o conjunto {fi}er U {fjll}jeyl é tip-reduzido,
(v) Ty é um conjunto enumeravel. (Veja Observagao 4.3)

Queremos construir conjuntos { f2};er, e {f?l}ieUz tais que {fl?}ieﬁu{fl?,}ieUQ seja um conjunto

. N . . . . / . . ,
uniforme & direita, tip-reduzido, cada f? pertence a Gaieﬂ fH, Ty seja um conjunto enumeravel e

00— (Bicr, ffR) @ (DBjecuv, ijIR) LY Dicr, [IR— (M) —0 (4.3)

seja uma sequéncia exata de R-médulos onde H? ¢ uma inclusdo e Q} (M) é o niicleo do epimorfismo

¢:Dier, fPR/ Dicr, BT — M.
Antes da construgao dos f?’s e dos ff/’s, precisamos de algumas defini¢es preliminares.

Definigao 4.12 Sejam G = {g; }icz uma base de Grébner tip-reduzida para I e p um caminho ndao

trivial em T'. Definimos X (p) como o conjunto dos caminhos q que possui as sequintes propriedades:

(1) ple a;
(2) Emziste gj € G tal que tip(g;) |a ¢, isto €, ¢ = ¢'tip(g;) para algum ¢’ € B;

(3) Se existem r,s € B e g; € G tais que q = rtip(g;) s, entdo s é um vértice.

Observe que a existéncia do g; e do g; nas propriedades (2) e (3) da defini¢do acima, implica
que i = j, pois o conjunto {g;}tcz é tip-reduzido. Se q € X(p) e ¢ = ¢'tip(g;), chamamos g; da
relacao final de q.

Podemos ilustrar as propriedades (1) e (2) da definicao de X (p) por meio de uma das formas

tip(g:) tip(gi) tip(g:)

onde o caminho ¢ é indicado pela linha tracejada.
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Como veremos mais adiante os ff’s estarao associados a um dos dois primeiros diagramas e os
/ . . . ;. e e 1 . . .
f?’s ao terceiro diagrama. Assim, é interessante dividir o conjunto X (p) nos dois subconjuntos

(disjuntos):
O(p) :={q € X(p) : p e o tip da relacao final de ¢ se sobrepoem} e N(p):= X(p)\ O(p).

Dessa forma, um elemento g € O(p) pode ser descrito pelo seguinte diagrama

P

tip(g:)

onde 1 < {(z) < £(p) e o caminho ¢ ¢ indicado pela linha tracejada. Por outro lado, um elemento

q € N(p) pode ser representado pelo diagrama

tip(g:)

onde z é um caminho de comprimento maior ou igual a zero.

O exemplo abaixo ilustra como encontrar os conjuntos X, N e O definidos acima.

Exemplo 4.7 Sejam I' o carcds

N
NA

e I o ideal de kT' gerado pelo conjunto {ab— cd,be}. Queremos encontrar os conjuntos X (a), X (b)

vy —% > 5

e X(c), com respeito as ordens >1 e >9 do Exemplo /.3.

(a) Seja >1 a ordem grau-lexicogrifica induzida por a > ... > e > vy > ... > vs, entdo G =
{g1 = ab — cd, g2 = be, g3 = cde} € uma base Grobner para o ideal I. Além disso, é facil ver

que esta base € tip-reduzida.

Por definicdo, os elementos de X (a) sao os caminhos de B tais que

(1) a ’6 q;

(2) Existe gj € G tal que tip(g;) |4 ¢, isto é, ¢ = ¢'tip(g;) para algum ¢’ € B;

(3) Se existem r,s € B e g; € G tais que q = rtip(g;) s, entdao s é um vértice.
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De (1) seque que q € {a,ab,abe}. Mas como tip(G) = {ab, be, cde}, da propriedade (2) temos
que q # a. Por outro lado, observe que abe = r(ab)s, onde s = e, r = v1 e ab = tip(g1), isto €,
abe ndo satisfaz a condi¢io (3). Portanto, X (a) = {ab}. Além disso, como p = a e o termo
lider da relagdo final de ¢ = ab, que é o prdprio ab, se sobrepoem, entdo O(a) = {ab} = X (a)
e N(a)=10.

De forma andloga conclui-se que X (c) = {ede} = O(c) e N(¢) = 0. Para encontrar X (b),
observe que o unico elemento de B que satisfaz (1) é o caminho q = be. Além disso, tomando
Jj = 2 na propriedade (2), teremos que be = (be)vs = tip(gs)vs, isto €, be satisfaz a condi¢ao
(2). Finalmente, a condigao (3) € satisfeita trivialmente e, portanto, X (b) = {be}

(b) Seja >o a ordem grau-lexicogrifica induzida por e > ... > a > vy > ... > vs. Entdo
G = {ab — cd,be} € base de Grébner tip-reduzida e tip(G) = {cd,be}. Se q € X(a), entdo
q € {a,ab,abe} e pela condigcio (2) seque que q = abe. Além disso, € claro que abe satisfaz
a condi¢io (3). Portanto, X (a) = {abe}. Por outro lado, € facil verificar que O(a) = 0 e
N(a) = X(a). Fica como exercicio para o leitor verificar que X (b) = {be} = O(b), X(c) =
{cd} = O(c) e N(b) =0 = N(c).

Definiremos agora T, o conjunto de indices para os f2’s:
o Tb:={(i,q) : i € Ty e q € O(tippath(f}))}

Como T7 e B sao conjuntos enumeraveis, segue que To também o é. Uma vez definido T,
podemos construir o elemento f2, para um dado s € Ty. Para tanto, suponha que s = (i,q) e que
tipcoord(fil) = i*. Dadas as defini¢ées de T e de O, vemos que existem p, ¢’ € B e g; € G tais que
q = tippath(f})p = ¢'tip(g;). Desta igualdade, ¢ claro que t(p) = t(q) = t(g;).

Considerando o elemento f!p—e;.cq'g;, onde ¢ = cl(f)/cl(g;), temos que (flp—eiwcq'g;)t(p) =
fip — eimcd g;, ou seja, flp — eiweq g; é uniforme A direita. Além disso, como cq'g; = for € I para
0

i*

algum r € Re for = fo(f2r), segue que ;.cq'g; € Dier, fPI e sua (nica) coordenada nao nula,

cq'gj, estéd na componente i* = tipcoord(f!). Logo, denotando por x o morfismo por: Dicr, PR —
M da apresentagao 4.2, teremos que u(flp — eixcq'gj) = pu(fip) — peied' g;) = 0, uma vez que
Dicr, S = Nucm C Nucp e que flp € Dicr, fIR C Nuc p. Isto mostra que fl'p — g;.cq'g;
pertence a (@,cp, fi R) & (Bjcy, fYR). Assim, existem tnicos r;’s e s;’s em R tais que

() flp— gixcq gj = Z fjlrj + Z f st

j€T1 lelUy



4.3. CONSTRUINDO UMA RESOLUCAO PROJETIVA 65

Finalmente, definimos o elemento f2 como sendo a diferenca filp — ZjeTl fjlrj. Observe que no
processo de obtengao da igualdade (x) é importante que o conjunto {f}}ier, U { fjl/}jeyl seja tip-
reduzido a direita.

Antes de definir o conjunto Us, apresentamos o lema seguinte que mostra algumas propriedades

bésicas do elemento f2.

Lema 4.15 Para cada s = (i,q) € T, o elemento f2 como construido acima possui as sequintes

propriedades:
1. ¢ uniforme a direita.
2. pertence ao conjunto (B, [ R) N (Djem, f]QI).
3. tip(f2) = tip(f])p.

Prova.
1. Pela unicidade da igualdade (x) e pelo fato (flp — eicd'g;j)t(p) = fip — €ixcq'gj, temos que
fjlrjt(p) = fjlrj e flll'rlt(p) = flllrl, para todo j € Ty e para todo [ € U;y. Logo,

f2tp) = (flp— Z f rj)t(p Z flra

J€T JjeTy

2. Por hipotese cada fil/ € GBZETO flol e, como observado anteriormente, e;.cq'g; € ®ZETO flOI

Desse modo, o resultado segue das seguintes igualdades:

=flp=>_ firj=cicdgi+ > f's1
JjeTy leU;

3. Como { f' }ier, U{f} }1et, é um base Grébner (& direita) tip-reduzida i direita para (Bier, [iR)®

(DBicr, fYR), e que tip(flp — eicd'g;) < tip(flp), entdo tip(fip) = tip(fjlrj)v para todo j € T7.

Além disso, da parte 1. sabemos que f2t(p) = f? (uniforme & direita) e, portanto, tip(f2) =
tip(f;'p) = tip(f)p.

[

Passamos a definir Us, o conjunto de indices para os ij/’s7 e em seguida construir o ffl, para

algum s € U, fixado.
o Uy:={(i,q) : i € Ty e g € N(tippath(f}))}

Assim como Ty, é claro que Uy é um conjunto enumeravel. Se s = (i,q) € Us, entdo pela

definigao de N existem um caminho 2 € B e um g; € G tais que ¢ = tippath(f}) z tip(g;)-

tippath(f})
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Definimos entdo f2 := flzg;. Dessa forma, temos que f2 € (Bicr, [iR) @ (Bicy, fYR) e que
tip(fZ) = tip(f}') z tip(g;). Além disso, nao é dificil ver que f2 € (@,cp, fiR) N (Djer, fJQI).
O préximo teorema mostra as principais propriedades dos ff ’s e dos ff/’s e estas propriedades

nos permitirdo construir uma A-resolugao projetiva para My .

Teorema 4.16

Prr|ON(Prr)=(Pre|P|Pp#r (4.4)

€Ty j€TH leTH leUs

{2 hier, UL hiews

€ um conjunto uniforme a direita e tip-reduzido e, portanto, uma base de Grobner a direita tip-

reduzida (formada por elementos uniformes a direita) para (;cr, fiR)N (Djer, f](-)I). Além disso,
cada f2 € D;en, fle.

Prova.
Observemos que ffl = fszlt(tip(gj)). Assim, pelo primeiro item do Lema 4.15, segue que
{f2hen, U { f12/}l€U2 é um conjunto uniforme & direita. Como g; € I, concluimos que cada
2 . _
I = (filz)gj € @jeTl fjll
Antes de verificar que o conjunto { ff}leTz U{ fl2 hiew, ¢ tip-reduzido a direita, faremos algumas

~ . /
observacoes sobre os tip’s dos flz’s e dos f12 ’s:

o sabemos que se s = (i,q) € Ty e g; é a relagdo final do caminho ¢, entao existem caminhos p
e ¢ tais que tippath(fi)p = ¢'tip(g;). Além disso vimos que tip(f2) = tip(f})p, de onde segue
que tippath(f?) = tippath(f!)p. Assim, se i* = tipcoord(f!), entao tippath(f})p aparece na

i*-ésima componente de f2, visto como elemento de Dicr, PR

o por outro lado, se s = (i,q) € Uz e gj é a relagdo final do caminho ¢, entao existe um cam-
inho 2 tal que g = tippath(f}) z tip(g;). Como f52/ := flzgj, entdo temos que tippath(fg) =
tippath(flzg;) = tippath(f}2) tip(g;) = tippath(f!) z tip(g;), onde a segunda e a terceira
igualdade sao obtidas do Lema 4.8, respectivamente. Logo, se i* = tipcoord( fl-l), entao

tippath(ff/) = tippath(fil) z tip(g;) ocorre na i*-ésima de f52/ como elemento de ®leTo flOR.

A partir destas observagoes, podemos provar que {fZ}ier, U { f12,}16U2 é um conjunto tip-
reduzido. Mostraremos inicialmente que cada um dos conjuntos { f2}er, e {fZ hiev, é tip-reduzido
a direita. De fato, se existirem s = (i,q), t = (j,¢') € Tp tais que s # t e tip(f?) | tip(f?), entdo
tipcoord(f2) = tipcoord(f?) e tippath(f2) | tippath(f?). Mas dado que tippath(f?) = tippath(f!)p;
e tippath(f2) = tippath(f})pj, teremos que tipcoord(f}) = tipcoord(fjl) e

tippath(f} )p; = tippath(f7) = tippath(fZ)p = tippath(f)pi p
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ou seja, tip(fjl) le tip(f1) ou tip(f1) |e tip(fjl). Neste caso, dado que o conjunto {f!}er é tip-

reduzido, concluimos que 7 = j. Assim, temos uma das seguinte situagoes:

tippath(f}) tip(g:)
f ] |
R (4.5)
tip(gx)
tippath(f}) tip(g)
f ] |
q/:qw; O (4-6)
e —|
tip(gx)

onde, no caso 4.5 temos uma contradi¢do com a condigio (3) da definigao de X (tippath(f!)), e no
caso 4.6 temos uma contradi¢do com o fato do conjunto {g;}; ser tip-reduzido. Tais contradigoes se
devem a suposigao de que o conjunto { flz}leT2 nao é tip-reduzido. De forma semelhante, verifica-se
que {flzl}leU2 é tip-reduzido.

Resta-nos verificar que ndo existem s € Ty e s € U tais que tip(f2) |e tip(ff,/) ou tip(ff,/) le tip(f2).
Suponhamos que existam s = (i,q) € Ty e algum s’ = (i',¢') € Uy, tipcoord(f2) = tipcoord(f2) e
tippath(f2) | tippath(fZ) ou tippath(fZ) | tippath(f?).

Se tippath(f2) |. tippath(f2) entdo

tippath(fil,) z tip(gj) = tippath(ff//) = tippath(ff)w = tippath(fil)p w

e, portanto, tippath( fil,) divide tippath( fil) a esquerda, ou vice-versa. Em qualquer dos casos, dado
que {f!}ier, é tip-reduzido, conclufmos que i = i’. Mas entdo, como tippath(f2) divide tippath( 82,/)
a esquerda, concluimos que a relacao final de g aparece antes da relacao final de ¢’, o que contradidiz
a condigdo (3) da defini¢do de X (tippath(f})):

tippath(f}) tip(g;)

De forma andloga, prova-se que tippath(fsz,,) ndo divide tippath(f2) & esquerda.

Mostramos assim que o conjunto {fZ}er, U {fZ }ier, ¢ tip-reduzido. Para concluir a prova do
teorema, vamos mostrar a igualdade 4.4.

Agora, dado que o conjunto {fZ}er, U {fl2/}l€U2 é tip-reduzido uniforme a direita, temos que
o submédulo gerado por este conjunto pode ser escrito como (D7, fiR) & (Dicr, fZR) (pelo
Lema 4.11). Sendo assim, mostraremos que o conjunto {f?}ier, U {f? hev, gera (Bier, fiR) N
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(Bjer, {1). Porém, a inclusio

(D7) D(Dr) < (DN (D7)

€Ty leUsy €Ty J€TH

ja foi observada anteriormente.

Suponhamos que {ff}leTzU{fﬁl}leU2 nao gera (P;cr, filR)ﬁ(@jeTo f]QI) esejar € (Dier, firR)N
(Djer, fj(-)I ) tal que tip(x) é minimal (com respeito a ordem >) com a propriedade

g (@fﬁfz) @(@fl'}%) . (4.7)

leT> leUs

Dado que = € @y, fiR e os fl’s sdo tip-reduzidos, entdo tip(z) = tip(fip) = tip(f!)p, para

algum ¢ € T1 e algum p € B. Por outro lado, como = também pertence a @j fJQI, temos que

€T,
existem ¢,z € B e j € Ty tais que tip(z) = €;+q tip(g;) z, pois {g;}; é base de Grél;]ner tip-reduzida
para I. Entdo, ou tip(g;) sobrepde tippath(f!) ou nio.

Se eles se sobrepoem, entdo existe | € Ty tal que tip(f#)z = tip(x), isto pela definigdo de T% e
pelo fato que podemos escolher j de forma que ¢ tenha comprimento minimo com a propriedade
tip(z) = eiq tip(g;) 2. Como tip(z — cf?z) < tip(z), onde ¢ = cl(x)/cl(f?), segue que a diferenga
@ — cffz é um elemento de (Pep, fER) B (Bey, 7 R); 0 que contradiz 4.7.

Se eles nao se soprepoem, entao existem w € B el € Us tais que tip(flzl)w = tip(x). No entanto,
dado que tip(z — cf? w) < tip(x), onde ¢ = cE(a:)/cE(fZQ/), segue que x — cfl2/w € (Bien, fER) &
(Dicr, f? R), contradizendo novamente 4.7.
|

Como ilustragao do procedimento acima, temos o seguinte exemplo:

Exemplo 4.8 Sejam I' o carcds
V2
7N
U1
v3

I o ideal de kI" gerado pelo conjunto {ab — cd,be} e M = v; (%), onde A =Kk['/I er € o radical

V4 4(3)’05 ,
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de Jacobson de A. Entao temos o seguinte diagrama

OHNUC(@OTF) n R ~ U1 (%)HO

§

A

oA ()
onde ¢ e T sGo projegoes canonicas e, denotando por J o ideal das flechas de T', Nuc (p om) =
viJ = aR @ cR. De modo que existe uma apresentacdo

0——=aR®cR ! n R 'U1<

il

) —=0

onde H'(a) = a e H'(c) = c.

Sejam fY = vi, fi = a e f§ = c. Neste caso, vemos que Ty = {1} e Ty = {1,2}. Queremos
encontrar os conjuntos Ty := {(i,q): i € Ty e q € O(tippath(f1)} e Us := {(i,q): i € Ty e q €
N(tippath(f1)}, e os elementos f2 e fZ.

(a) Do Exemplo 4.3, se escolhemos >1 como a ordem grau-lexicogrdfica induzida por a > ... >
e>wv >...>us, entao G = {g1 = ab — cd, g2 = be, g3 = cde} € uma base Grébner para o
ideal I e tip(G) = {ab, be, cde}.

Observemos que como tippath(f) = tip(fi) = a e tippath(f}) = tip(fi) = c entdo X (tippath(fi)) =
X (a) e X (tippath(f})) = X(c). Pela parte (a) do Exemplo 4.7 sabemos que X (a) = {ab} =
O(a), X(c) ={cde} =O(c) e N(a) =0 = N(c). Assim Ty = {(1,ab), (2,cde)} e Uy = 0.

Agora encontraremos os elementos f(21,ab) e f(227cde)' Primeiro note que para (1,ab) temos
fip —e1cd'gj = fib—vig1 = ab—vi(ab —cd) = cd = fid .
Logo f(21,ab) = fib— fid = ab — cd. Por outro lado, para (2,cde) temos
fap— e1rcq'g; = fade —v1g3 = cde — cde = 0 ,

de modo que fécde) = fip — 0 = flde = cde.

Podemos concluir que existe um morfismo de R-maodulos
2 2 H? 1 1
f(l,ab)R ® f(2,cde)R - fl R& fQR

definido por Hz(fa,ab)) = fib— fid e por Hz(fé’cde)) = fide.

(b) Se escolhemos >2, entio G = {ab — cd,be} € uma base Grobner e tip(G) = {cd,be}. Pela
parte (b) do exemplo anterior sabemos que X (a) = {abe} = N(a), X(c) = {cd} = O(c) e
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O(a) =0 = N(c). Assim, To = {(2,cd)} e Uz = {(1,abe)}. Além disso,
fad —v1g1 = cd — (ab — cd) = 2cd — ab

de modo que f(22 od) = f21d — (2¢d — ab) = ab — cd. Por outro lado, como q := abe =
tippath(f])vatip(g2), entdo

f(21,abe) = f111)292 = avabe = abe.

Finalmente, temos uma aplicacdo
2/ 2 H? .1 1
Ja,ae)B® foayR — [iR® foR
dada por HZ(f(Ql/,abe)) = flbe e H2(f(227cd)) = fib— fid.

<
Para concluir a parte principal da nossa construgao precisamos apenas mostrar a existéncia da

apresentacao 4.3. Para isto, necessitamos do lema abaixo:

Lema 4.17 Sejam L, M1, My e N mddulos sobre um anel A tais que existe uma sequéncia exata

da forma

0—=L—=M&M-">N—>0,
onde My C Nuc (g). Entao existe um diagrama comutativo

gouy

O>Lﬂrg\4'1 —————— >]\4f;1 ————— > N e ()
u
\ \ g
0 L My & My —N—>0

onde v1: My — My @ My € a inclusao na primeira coordenada e L N\ My = Nuc (g o 7). [ |
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~ . 4.4 /
Afirmagao: Do Lema 4.17, da igualdade (P;cr, filR)ﬂ(@jeTo f]oI) = (Dien ffR)EB(@leUz ff R)
(Teorema 4.16) e do diagrama comutativo

0 0
D, szI = D szI """""""""" L
0— (B, fIR) & (B, f}'R) @, f°R M 0

0 Q4 (M) (D JOR)/ (D, 1) 2= M —=0

(que pode ser obtido completando o diagrama 4.1) concluimos que existe a sequéncia

0— (Bicr, S2R) & (B, /2 R) —5> @jeqy FIR— QL (M) —0

onde H? é uma inclusao.

> De fato, considerando a sequéncia exata
0 —Bicn, [T — (Bjer, f1R) & (Bjery, [} R) —= QM) —0

(coluna do lado esquerdo no diagrama acima) e observando que @jeUl fjllR estd contido no ntcleo
do epimorfismo (@, fiR) & (Djer, fjl/R) — Q4 (M), do Lema 4.17 obtemos a sequéncia

00— (Dicr, 0N (Dier, fiR) — Dicr, iR — Qy (M) —0.

A afirmacao segue da igualdade (<, f]QI) N (Bier, fiR) u (Dier, fER) & (Dicu, fZQIR).
<
Agora estamos aptos a construir uma resolucao projetiva de um mdédulo sobre A = R/I. Para
tanto, suponhamos que M é um A-médulo a direita de modo que quando visto como um R-médulo

possui uma apresentacdo® projetiva da forma

0—= Dier, 1R) & (Djep, fI'R) — Bjeq, FOR—> M —0, (4.8)

4Como observado anteriormente, tal apresentacio sempre existe.
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s . ~ / ~ . N . . Iy,
onde H' é uma inclusdo, os fio ’s, fil’s e fi1 ’s sdo elementos uniformes a direita, cada fj1 é um ele-
. / oL . , . ,
mento de @z’eTo f21, o conjunto { f}}ier, U {fjl }ieu, € tip-reduzido e T7 é um conjunto enumeravel.
. . . . N . . /
Com isto, podemos construir um conjunto de elementos uniformes a direita, {f?}ier, U { fj2 Yiets,

tip-reduzido de modo que

(D (P iR = (P 7R & (P ZR)

j€To €Ty leT> leUs

0—> (Bier, [ER) & (Byer, IFR) REL @icr, [IR— Q) (M) —0 (4.9)

é uma sequéncia exata entre R-médulos (& direita), onde H? é uma inclusdo e

QM) =Nuc | o: P R/ P 1)1 — M

7€Ty 7€To

. . /
Substituindo M por Q} (M) e vendo os fil’s como 0s fiU’s, 0s ff’s como 0s fil’s e 0s fi2 ’s como
!’ . ~ N ~ .
0s fi1 ’s, podemos aplicar o Teorema 4.16 e nossa construcao a apresentacao 4.9 para construir

elementos f¥'s e f¥’s em Dicr, f?R tais que

P (P R =@ fre @ r

jeTy €T €Ty leUs

00— (Bier, [TR) © (PByep, f'R) REL @icr, [FR— QB (M) —=0

é uma sequéncia exata de R-médulos, onde (i) H? é uma inclusdo, (i) os elementos f¥’s e f3'’s
sao uniformes a direita, (iii) cada ff/ estd em @, f721, (iv) o conjunto {f}}ier, U {ff/}jeUg é
tip-reduzido, e (v) Q3 (M) é o nticleo da aplicagio Djer, fle/ Djer, fjll — Q4 (M) induzida do
epimorfismo @7, fle — Q} (M) obtido na sequéncia 4.9.

Observacgao 4.4 Talvez seja interessante verificar que a aplicagdo : ®jeT1 fle/ @jeTl ijI —
QL (M) acima, induzida pelo epimorfismo 1): @D . IR — QL(M), é uma funcdo. Para isto,
A JETL Jj A

consideremos x + (B e, fiI) e Djen, fiR/ Djer, [T e definamos (z + (Djer fiD) = 9(x).
Sejam x,y € Djer, fle tais que ¥ —y € Djep, fjll. Como cada fj1 € Dier, PR, seque que
fjla € Dicry f21, para todo a € I. Logo, ®ZGT1 fjlf C Dicny, f21 e, portanto, 1—y € (Djer, ijI)ﬁ
(Dier, fIR) = Nuc (¥). Isto mostra que 1 é uma fungio. Além disso, ndo é dificil mostrar que
W € um morfismo de A-mddulos. Finalmente, a sobrejetividade de 1) é uma consequéncia direta de
sua definicao e do fato de v ser um epimorfismo.

Segque do diagrama 4.8 que essas aplicagoes sao induzidas pela inclusio @, filR C P, fz»OR.
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De um modo geral, repetindo o procedimento acima obteremos, para n > 2, elementos f'’s e

n's :
fi’s tais que

@ || @ ) - (@n| B (D a'n

JETH_2 i€TH_1 leTy, leU,

f H"™ _ _
0 — Bier, fI'R) & (Byer, 'R — Bier, , [T R—= Qv (M) —=0  (4.10)
é uma sequéncia exata de R-mdédulos com QX_I(M ) sendo o nucleo da aplicagao

&P 1R P T — (M),

jeTn72 jETn72

(i) H™ é uma inclusdo.
. / ~ . N . .
(ii) Os elementos f'’s e f*’s s@o uniformes a direita.

(iti) Cada f pertence a @ f;‘_ll.

jeT’VLfZ

(iv) O conjunto {f}ier, U {f! Yicv, é tip-reduzido.

n—1,mn

n—1
j i

Além disso, para cada f' € P €T 1 fJ R, existem elementos em R, digamos h , tais que

—13n—1,
fit= Z i h?i "

leTn—l

Finalmente, seja
e @ @ g
JET, J€T,

Uy

e denotando por v' o vértice de I" tal que f* = f'v

Toft, vemos que P, é isomorfo a ;. vf A (veja

Lema 4.4), para todo n > 0, de modo que cada P™ é um A-mddulo projetivo. Por outro lado, se
it = >ler, fl"h?;.nH, defina "1 P+l — P" como 6" HI( I + Dicr, ., £ sendo igual a

f?h;f“ + @er, fI'1 na componente de P" correspondente a i+ Dicr, f]'I. Observemos que

definida assim, a aplicacdo 6" ! pode ser vista como a matriz ( {h?”inﬂ}i,j). Entao do Teorema 4.14

concluimos que

(’de): ...Hpnﬁpn—l_).ﬂﬁpl

é uma resolugao projetiva do A-médulo M. Chamamos a resolucao (P, d) da resolugao associada
a apresentacgao 4.8.

Finalizaremos a secao com um exemplo que ilustra a construcgao.
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Exemplo 4.9 Assim como nos Exemplos 4.3, 4.7 € 4.8 sejam I o carcds

N
NA

e I o ideal de k' gerado pelo conjunto {ab — cd,be}. Consideremos fio =, fl =a, fi =c¢,
2= fib—f}d, f2 = flde e >1 a ordem grau-lexicogrdfica induzida de vy < ... <vy <e<...<a.

V4 *6>'U5

Inicialmente, encontraremos os f3’s. Como sabemos do Exemplo 4.8, Ty = {(1,ab), (2, cde)}, mas
para “enzugar” a notagao escreveremos apenas To = {1,2}. Como b > d e f22 = f110 + f21de,
entdo tip(f?) = (b,0) e tip(f2) = (0,de) em fiR® f}R. Assim X (tippath(f2)) = X (b) = {be}® e
X (tippath(f2)) = X (de) = 0 (pois o tinico elemento de B que divide de & esquerda é o préprio de
e ninguém do conjunto tip(G) = {ac, be, cde} divide de & direita). Logo, T5 = {(1,be)} e Us = .

Agora vamos calcular fg’l’be). Para tanto, observemos que
fe = figa = fibe — fode — fibe = —fyde = —f3,

e seque que f7 = f(31,be) = fle+ f3. Portanto, temos uma aplicacdo H3: f} — fPR @ f3R dada
por H(f2) = (e, vs).

Afirmamos que Ty = ) = Uy. De fato, como e > vs, entdo tip(fi) = (e,0) em fPR® f2R.
Assim, X (tippath(f})) = X(e) =0 e com isso Ty = 0 = Uy.

Finalmente, para exibir a resolucao projetiva de My obtida a partir da nossa construcao, faremos

um resumo dos exemplos anteriores:

e O morfismo H: fIlR ® fIR — fYR ¢é dado por H'(a) = a e H'(c) = c. Além disso,
FIR/FII = vl e fiR/f31 = uzA.

e O morfismo H?: fAR® f2R — flR® fi R ¢ dado por H*(f}) = fib— fid e H*(f3) = fide.
Além disso, f2R/fE = vy e f3R/f3I = vsA.

Portanto, a resolugcao projetiva de M := vi(A/r) encontrada a partir da nossa constru¢ao

anterior € dada por

0— > vsA 2o 04 A B vsA —C = voA B vgh 2= A M 0, (4.11)

1 2 b 0 3 e
onde 6+ = (a c), 0 <_d de) ed <v5>.

Por outro lado, se considerarmos a ordem > induzida pore > ...>a > vy > ... > vs, entdo

SExemplo 4.7
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G = {ab — cd,be} € base de Gribner e tip(G) = {cd, be}. Além disso,
tip(fiy,cq) = tin(f1b — fad) = (0, d)

como elemento de flIR ® f3R. Logo X(tippath(f(22 cay) = X(d) = 0 e, portanto, Ts = ) = Us. De

onde seque que a resolucdo projetiva de M, sobre A, construida a partir do nosso procedimento €

0—— A i) vaA ’UgA o v1A M 0, (412)

ondeélz(ac)e(52:<bd>

<

Note que a resolucao 4.12 é minimal, enquanto a resolucao 4.11 nao o é. Em particular, podemos

concluir que a construcao da resolucao projetiva de M usando nosso método acima, depende da

escolha de uma ordem admissivel para B. Isso jé era esperado, uma vez que tanto a base de Grobner
do ideal I quanto os termos lideres dependem fundamentalmente da escolha da ordem sobre B.

Talvez seja interessante lembrar que em [14] encontramos um método que “ajusta”uma resolugao

nao-minimal a uma resolugao minimal. Faremos algo semelhante na secao 4.5.
4.4 Resolugoes finitamente geradas

Como na maior parte deste capitulo, I' denotarda um carcas finito, k um corpo, R a algebra de
caminhos de I' sobre k, A = R/I, onde I é um ideal de R, e B a base usual de R.

O objetivo dessa secao é encontrar condigoes suficientes sobre M e I de modo que a resolugao
(P, ) construida na segao precedente tenha a propriedade adicional que cada termo P™ é um A-
modulo finitamente gerado. Como veremos, isto dependera essencialmente da cardinalidade dos
conjuntos Ty e 11 e da escolha de uma ordem admissivel para B sobre a qual o ideal I possui uma
base de Grobner finita.

O proximo resultado mostra que se os conjuntos Tg e T3 sao finitos e existe uma ordem admissivel
sobre B de modo que I possui base de Grébner finita, entao a resolucao (P, 0) é finitamente gerada,
ou seja, cada termo dessa resolugdo é um A-médulo finitamente gerado. Vale salientar que tal

resultado nao depende do fato do conjunto U ser finito ou nao.

Proposicao 4.18 Seja A = R/I, onde R é dlgebra de caminhos do carcds I'. Suponha que existe
uma base multiplicativa ordenada (B,>) sobre a qual existe uma base de Grébner finita para I.

Seja M um A-mddulo que possui uma apresentagdao (visto como R-mddulo )

(6) 00— (Bicr, [1R) @ (@B, /I R) —> Bieqy FOR— M —0,

~ . . . ~ / ~ . .
onde Ty e Ty sdo conjuntos finitos, H' é uma inclusao, {f!}icr, e {f} }icu, sdo conjuntos tip-

é
é

. . \ . . / ~ . ~
reduzidos uniformes a direita e cada fil um elemento de EBZ-GTO fZ-OI. Entao existe uma resolucao
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projetiva (P,0) de My (visto como A-mddulo ) associada a (x) de modo que cada termo dessa

resolugao € finitamente gerado.

Prova.

Seja G uma base de Grobner finita para I formada por elementos uniformes. Dado que G é um
conjunto finito, entdao para cada f! existe apenas um nimero finito de elementos g; em G tal que
tippath(f}) e tip(g;) se sobrepdem. Por outro lado, como T} também é um conjunto finito, segue
que existe apenas um nimero finito de f}’s. Portanto, existe um nimero finito de O(tippath(f!))’s
e cada um destes conjuntos ¢ finito. Mas como Tb := {(i,q):4 € T} e ¢ € O(tippath(f})}, conclufmos
que 75 é finito. Por indugao, segue que cada T,, n > 0, é um conjunto finito.

Para concluir a prova, basta lembrar que P" := @1, fI'R/@,cr, fi'1, para todo n > 0.

|

Nas mesmas hipéteses da proposicao acima, note que se for assumido também que o conjunto
U, é finito, entao U, é finito, para todo n > 1.

Por [11], temos que se I é um ideal de R tal que A = R/I é uma algebra de dimensao finita, entao
I possui base de Grobner universal® finita. Tendo em méaos esta observacdo e a dltima proposicao,
seria interessante buscar condi¢oes sobre My de modo que os conjuntos Tp e T} em (%) possam ser
escolhidos finitos. E isto é que faremos até o final dessa secao.

A préxima proposicao mostra que Ty e T sdo conjuntos finitos sempre que M for um R-mddulo

finitamente apresentado.

Proposicao 4.19 Seja M um A-mddulo que visto como R-mddulo possui uma apresentacdo fini-
tamente gerada. Suponhamos que existe uma ordem admissivel sobre B tal que I possui uma base
de Grébner finita com respeito a esta ordem. Entdo existe uma apresentacdo da forma 4.8 tal que

sua resolugdo (P,0) associada € finitamente gerada.

Prova.
Sabemos que todo R-médulo projetivo é da forma €, 7 v; R, onde Z é um conjunto de indices e
cada v; é um vértice em I'. Como R é uma &lgebra hereditaria e que M é uma R-mddulo finitamente

apresentado, segue que existe uma apresentacao da forma

ni no
Oa@wiRL@viRHMHO

i=1 i=1

onde os v;’s e 0s w;’s sdo vértices em I'. Seja h' := p(w;) = o(w;)w; € P, viR, para cada
i =1,...,n1. Podemos tip-reduzir o conjunto {h!,...,h™}7 e dividir o conjunto resultante em
dois conjuntos {f},...,f.} e (. f&;} tal que cada fjll € @°, vil. Finalmente, denotando

5Uma base de Grobner é dita universal se ela é base de Grobner com respeito a qualquer ordem admissivel sobre
B.
"Veja Proposicio 4.9
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v; por fio , para cada ¢ = 1,...,ng, obtemos uma apresentacao para Mg da forma

’ H1
0 i (@iGTl filR) & (@jeUl fjl R) — @ieTo inRH M—0,

onde os fl-o’s, 0s fil’s e 0s fl-l/’s sao elementos uniformes a direita, os conjuntos Ty = {1,...,no} e
Ty = {1,...,t1} sdo finitos e o conjunto {f}}ic, U {fill}ieUl é tip-reduzido e a aplicacdo H' é a
inclusdo de Img = (h', ..., k") g = (Pjer, filR)GB(@jeUl fjl/R) em @, f{ R. Nestas condigoes,
podemos aplicar a proposicao anterior a apresentagao acima e, assim, obter nossa tese.
|
Com este resultado, podemos perguntar agora quais sao os A-mddulos que sdo finitamente
apresentados como R-médulos.
A préxima proposicao mostra que todos os A-médulos de dimensao finita sao finitamente apre-

sentados quando vistos como R-moédulos. Para demonstra-la, precisamos dos proximos trés lemas.

Lema 4.20 Seja A uma k-dlgebra, M um A-mddulo a direita de dimensdo finita e Ann(M) o
anulador a direita de M. Entao A/Ann(M) é uma k-dlgebra de dimensao finita.

Prova.

Como M é um k-espago vetorial de dimensao finita, entao dimgEndy (M) < oo. Com isso, basta
mostrar que existe uma injegao linear de A/Ann(M) em Endy(M). Para tanto, considere a aplicacao
f:A/Ann(M) — Endy (M) dada por f(7) = — -7, onde — - 7: M — M ¢é a multiplicagao por 7. Nao
é dificil verificar que f é uma funcao linear. Por outro lado, se f(7) =0, entdo m -r = m -7 =0,
para todo m € M, e assim r € Ann(M ). Portanto, 7 = 0 e f é injetora.

|

Lema 4.21 Sejam R um anele f: X - Y, Y — Z, h: X — Z morfismos de R-mddulos tais que

f € um epimorfismo e h = go f. Entao existe um epimorfismo do Nuc (h) no Nuc(g).
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Prova.

Do diagrama

0
0 0 — Nuc (g)
0—=Nuc(f) —=X —2 0
Lo
0 — Nuc (h) X" .z
|
SO Ap— -0
0

obtemos a sequéncia exata 0 — Nuc (f) — Nuc (h) — L = Nuc (g) — 0, e o resultado segue.
|

Lema 4.22 Sejam R um anel, X,Y e P trés R-mddulos tais que P € um mddulo projetivo e

existem epimorfismos p: P —Y e m: X — Y. Entao eziste um epimorfismo de P @ Nuc (7) em X.

Prova.

Dado que P é um médulo projetivo, entao existe um morfismo ¢: P — X tal que p = m o ¢.
Agora definamos 1: P@®Nuc (7)) — X como (a+1t) = p(a)+t, para todo a € P e todo t € Nuc ().
E claro que ¥ é um morfismo de R-médulos. Resta-nos verificar que ¥ é um epimorfismo. De fato,
observemos que para cada x € X, existe a € P tal que p(a) = w(x). Assim, como p = 7 o @, temos
que z — ¢(a) € Nuc (7). De onde segue que ¢ (a + (x — ¢(a)) = ¢(a) + (v — ¢(a)) = =.

|

Proposicao 4.23 Sejam A = R/I e M um A-mddulo de dimensdo finita. Entdao M, visto como
R-mddulo, € finitamente apresentado. Além disso, se I tem base de Grébner finita, entao existe

uma apresentacdo da forma 4.8 com resolugao associada (P,6) finitamente gerada.

Prova.

Sejam Ann(M) o R-anulador & direita de Mr e ¥ = R/Ann(M). Entao, pelo Lema 4.20, segue
que Y é uma k-algebra de dimensao finita e, portanto, M é um Y-mddulo finitamente gerado. Seja
{mz}foz1 um conjunto gerador de M como »-mdédulo. Dado que cada m; é uma soma de elementos

. N ~ . . t ,
uniformes a direita, entdo podemos supor, sem perda de generalidade, que o conjunto {m;},%; é
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uniforme a direita. Neste caso, denote por { flO 50:1 o conjunto de vértices em I' tal que m; flO =m,,
para todo i = 1,...,ty. Dado que M e X sdao de dimensao finita, entdo existe uma apresentacao

projetiva de ¥-moédulos da forma

d t
@wizﬁéfl@zLMﬁo

i=1 i=1

onde cada w; é um vértice em I'. Com isso, obtemos uma sequéncia exata de R-mddulos

to B
0—>K—>@fi0Ri>M—>0

=1

com § = gom - onde 7 é a projecao cancnica de @2, PR em @I, f'% - e K = Nuc(g). Aplicando
o Lema 4.21 aos morfismos g, 7 e g, concluimos que existe um epimorfimo de K em Nuc (g). Por

outro lado, do epimorfismo natural de @le w; R em Nuc (g), existe o seguinte diagrama:

@?:1 w;R

lp

K ——>Nuc(g) ——0

DN

0

Agora aplicando o Lema 4.22 ao diagrama acima e observando que Nuc (7|g) = Nuc (7) =
@', fPAnn(M), podemos concluir que existe um epimorfismo de (@?:1 wiR) @ (@, fOAnn(M))
sobre K. Sendo assim, para mostrar que K é um R-médulo finitamente gerado, basta verificar
que @12, fPAnn(M) é finitamente gerado. Para tanto, lembremos que o fato de R/Ann(M) ser
uma algebra de dimensao finita, entdao Ann(M) possui uma base de Grébner finita com respeito a
qualquer ordem admissivel. Do Exemplo 4.5 segue que @50:1 f2Ann(M) é finitamente gerado. Isto
conclui a prova de que M é um R-mddulo finitamente apresentado.
A segunda parte segue da proposigao 4.19.
|
Da proposicao acima, segue que qualquer médulo finitamente gerado M sobre uma algebra A =
R/I de dimensao finita possui uma resolucao projetiva finitamente gerada que pode ser construida a
partir do procedimento mostrado na secao anterior. De fato, dado que A é de dimensao finita, entao

M é de dimensao finita e I possui uma base de Grébner finita sobre qualquer ordem admissivel.

4.5 Resolugoes de moédulos lineares sobre algebras de Koszul

8

Nesta se¢do modificaremos® a construcao da segao 4.3 para produzir resolugoes lineares (e

portanto, projetivas minimais) de médulos lineares sobre dlgebras de Koszul.

8Como feito em [13)].
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A menos de mengao em contrario, R = kI é a dlgebra de caminhos de um carcés finito I sobre
um corpo k com a graduacao usual, I C J? um ideal de R graduado, A = R/I com a graduacio

induzida de R e M é um A-mdédulo graduado.

Proposigdo 4.24 Sejam A = R/I uma dlgebra graduada com I C J* ¢ M um A-mddulo linear.

Suponhamos que
Puwir — Puir 5 M -0 (4.13)

seja um inicio de uma resolucao linear de M, onde os v;’s e os w;’s sao vértices em I'. Entdo

existe uma apresentacdo projetiva de Mg da forma
’ H? M
0—(BiLy 1 R) & (Djep, [ B) —> DL, fOR—> M —>0, (4.14)

onde os elementos do conjunto { f? fozl sdo vértices, os conjuntos { f} }51:1 e {fill}ieUl sdo uniformes
a direita, tip-reduzidos e f!, fjll € @fozl PR, para todoi=1,...,t1 e para todo j € Uy. Além disso,
cada fi1 pode ser escolhido de modo que como elemento de @20:1 fZ-OR € uma soma de elementos de

comprimento 1 em R e cada fjll pode ser escolhido como um elemento de @;ﬁo:l foI.

Prova.

Da apresentacao 4.13, temos o seguinte diagrama

@flzl w; R KC—L> @50:1 v R A M—0
Tl'/i 7r|K Wi
DL, wih 0 A~ M ——>0 (4.13)

: S¥
o4 ()

onde o epimorfismo do R-médulo projetivo K := Nuc (u) em Nuc (¢) := Q} (M) é dado pelo
Lema 4.21 aplicado aos morfismos ¢, u e w. Além disso, como a proje¢ao canonica 7' @51:1 w; R —

@21:1 w;A é uma cobertura projetiva na categoria grR de R-médulos graduados (& direita) e mor-

t1

fismos de grau zero, segue que o epimorfismo de €L, w; R em Q4 (M)? também é uma cobertura

projetiva em grR. Assim, existe uma sequéncia em grRR da forma
P
0 — Nuc (ﬁ) 4>K<T®i1:1wiR4>0

onde fa = idgy ,z- Em particular, K é isomorfo a ( " wiR) @ Nuc ().

9obtido do diagrama acima
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Do diagrama comutativo

2 |

DL, w;R— Q) (M) —=0

e da igualdade Nuc (1) = @2, v;I, temos que Nuc (8) € @2, v;I. Como Nuc (8) é um R-médulo
» em I'g tal que Nuc (8) = D, w; R.
1

projetivo, entdo existem vértices {w;}. iy
Agora sejam

f@O = v;, para todo 7 = 17- .. 7t07

h} = a(w;), paratodoi=1,...,1

hY' = u(w;), para todo i € U;.

’ - L. / ~ .
Dado que os w;’s e w,;’s sao vértices em I'gp, segue que os hil’s e hl 's sao elementos uniformes

+ e denotamos o resultado por
10

a direita. Agora, tip-reduzimos os conjuntos {h}}!L, e {h} }zeU

{t }?:1 e fill}ieUl, respectivamente. Lembremos que no processo de tip-reducao " a uniformidade
(a direita) dos elementos é mantida.

Finalmente, dado que « é uma aplicacao de grau zero, ¢ é uma inclusao e M é um médulo linear
segue que as coordenadas de cada f}, como elemento de @;to:l fPR, sdo uma soma de elementos de
comprimento 1 em R. Além disso, como h} := t(w;) € Nuc (8) C @2, f°T e f' = h} — chjl-'p,
para algum c € k e algum p € B, temos que cada flll pertence a @2021 fl-OI e que cada uma de suas
coordenadas é uma soma de elementos em R de comprimento maior ou igual a 2.

Corolario 4.25 Com a mesma notacdo da proposicdo anterior, temos que

t1 t1
@filR/@fill — Q}(M) =0
i=1 i=1

é uma cobertura projetiva graduada de QX (M), onde Q} (M) ¢é o miicleo de p: @, v;A — M.

Prova.
Basta observar que tal aplicacao é induzida da inclusao @21:1 fiRrRC @2021 PR, como ja visto
na Observacao 4.4. Pela proposicao anterior, cada fi1 quando visto como um elemento de @20:1 inR

é soma de elementos de comprimento 1 em R, ou seja,

= fIh
j

10Se necessario, veja a Definicdo 4.11 e a Proposicio 4.9.
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com cada hj; em (kI'); e o resultado segue da Proposicao 3.2.
|
E importante observar que na prova da Proposicao 4.24 nao garantimos que a uniao { fil}ieTl U
{ fl-ll}z-eU1 seja um conjunto tip-reduzido pois mostramos apenas que cada um dos conjuntos { fil}ieT1
e fil/}ieUl é tip-reduzido. Mas lembremos que para a construcao dos ff’s a partir da apresentacao
4.14 construida na proposigao anterior, precisamos que o conjunto {f}}ier, U { fill}ieU1 seja tip-
reduzido''. Veremos na prova do préximo teorema como contornar essa situacio.
O conjunto de indices Ty para os f2’s é definido da mesma forma, ou seja, Th := {(i,q): i €
Ty e q € O(tippath( le)}) Além disso, suponhamos que estejam construidos os ff’s como na segao
4.3 e que a apresentacao resultante seja linear. Neste caso, cada coordenada de fiz, como elemento
de @fozl fPR, é uma soma de caminhos de comprimento 2. Se A for uma élgebra de Koszul, entdo
I é um ideal quadratico e, portanto, existe uma base de Grobner G para I tip-reduzida uniforme
consistindo de elementos homogéneos de grau maior ou igual a 2. Se na construgao do f? ocorrer
um g; € G de grau d entao o elemento fi2 também possui grau d. Entao se queremos construir
uma resolugao linear, basta considerar os elementos de grau 2 em G, uma vez que o0 processo de
tip-reducdo de {f!}ier, U { fill}ieUl nao altera grau. Observe ainda que hd somente um nimero
finito desses elementos, pois G é um conjunto tip-reduzido e em I' existe apenas um numero finito

de caminhos de comprimento 2.

Teorema 4.26 Sejam A = R/I uma dlgebra de Koszul com I C J? e M um A-médulo linear que
tem uma resolucdo projetiva linear da forma 4.13. Entao existe um procedimento para construir
um conjunto finito {ff}T2 de elementos em EBflzl fz-lR com fi2 = flzl fllrl, para alguns elementos

homogéneos r; em R, tal que

t1 t
D 2R/ P 1S PR/ FH — Q4 (M) =0
=1 =1

1€Tn 1€Tn

s

é o inicio de uma resolugdo projetiva linear de Q4 (M), onde QX (M) € igual ao Nuc (p) e 6% € a
aplicacao induzida pela inclusao EBZ-GTQ PR C ED';I:I fiR.

Prova.

Seja s = (i,q) € T». Entao existe g; € G tal que

q = tippath(f!)p = ¢'tip(g;)

para alguns caminhos p e ¢’ em I". Como observado no pardgrafo anterior, precisamos somente
daqueles elementos de G com grau 2. Assim, tip(g;) é um caminho de comprimento 2 que sobrepoe
tippath( fz-l) e como a proposicao anterior garante que as coordenadas de fi1 sao uma soma de
caminhos de comprimento 1, segue que p é necessariamente uma flecha e ¢’ um vértice. Sabemos

de nossa construgao que o elemento f} — g;+cq’g; pertence a (@21:1 fiR) @ (Djecr, fjllR), onde

1Ver secio 4.3
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¢ = cl(fl)/cl(g;) € k. Mas como o conjunto {f}Vier, U {f} }icy, ndo é necessariamente tip-
reduzido, entao aparentemente nao existe um algoritmo que expresse fi1 —ei+cq'g; como um elemento
da soma (direta) acima.
Afirmacgao: Quando escrevemos fil —¢gj=cq'g; como uma soma da forma ZieTl fi1 rit> jeu, f].l'sj,
com 74, 5; € R, nenhum dos fjll’s ocorrendo nessa soma tem grau maior ou igual a trés'2.
> De fato, se a afirmacao fosse falsa, entao para cada flll com grau maior ou igual a 3 existiria um
subconjunto Tll de 77 de modo que Ziele firi = —flllsj, pois o grau de fi1 —ei=cq'g; éigual a 2. E
isto seria uma contradigio, uma vez que (@'L, fIR) N (P ety fjl/R) = {0} q

Por outro lado, como existe apenas um ntmero finito de elementos de comprimento 2 em I’
e o subconjunto de { fil'}ieU1 formado por elementos homogéneos de grau 2 é ainda um conjunto
tip-reduzido, entao existe somente um numero finito de tais elementos. Denotamos tal subconjunto
por {fill}ieUl(z), para um conjunto finito Uy (g).

Lembremos que na construgao'® dos elementos f2’s, assumimos que o conjunto {f!}ier, U
{ fil/}i€U1 ¢é tip-reduzido. Porém, como ja chamamos a atencao, a proposicao anterior assegura
apenas que cada um dos conjuntos {f }ier, e { fill}ieUl (2 € tip-reduzido, mas nao necessariamente
a uniao, ou seja, pode ocorrer o caso em que o termo lider de algum fi1 divida (a esquerda) o termo
lider de algum fjll, ou vice-versa. Neste caso, precisamos refinar os conjuntos { f!}ier, e { fil/}ieUl @
de modo que a unido deste refinamento seja um conjunto tip-reduzido e que, obviamente, suas
propriedades principais permanecam. Para tanto, é interessante fazer a seguinte observacao:
Observagao: Para o processo de tip-reducio de {f!}ier U { fill}l-eUl(z) podemos nos preocupar
somente em “melhorar”os elementos do conjunto { fill}ieUl @) isto é, no resultado da tip-reducao o
conjunto {f}}ic, ndo serd alterado.
> De fato, basta verificar que o termo lider de um elemento de { fi1/}¢6U1(2> nao divide o termo
lider de um elemento de { fil}ieTl. Mas isto ocorre porque as coordenadas de cada fi1 tém grau 1
e as coordenadas de cada fjll tém grau 2 e, portanto, nao é possivel que tippath(fjll) |e tippath(f}),
quaisquer que sejam i € T1 e j € Uy(y). De onde segue que nao existem i € T e j € Uy(y) tais que
tip(f}') e tip(f}). <

Neste caso, haverd mudancas somente em { fill}ieUm). Denotaremos os novos elementos por
{le/}z‘eUl(Q),- E importante lembrar que cada flll é expresso em termos de fjl’s e f]-l/’s. Além disso, a
tip-reducao de algum fz-ll é obtida por subtracao de elementos da forma df}a, ondea €Iy edek,
e elementos da forma dfjll, onde j € Uy(g) e d € k. Portanto, cada f}/ é um elemento homogéneo de
grau 2.

Para construir fsz, com s = (i,q) € Ty, primeiro achamos uma expressao

(*)  fl—ercdgi=)Y fin+ DY f's

= 1€V, 3y

para alguns elementos r; e s; em R. Como ja observado antes, as coordenadas do elemento do

12 quando visto como um elemento de @20:1 f°R
13Secio 4.3
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lado esquerdo da igualdade acima sao uma soma de caminhos de comprimento 2. Se algum
caminho de comprimento maior ou igual a 2 ocorre em algum 7y, entdo tippath(}_;cp, fir) =
. 1/ . . 1 1/ . .
tlppath(zleUlml f/ s1), o que contradiz o fato do conjunto {f; }iery U{f; }icu, , ser tip-reduzido.
Além disso, por argumentos de comprimento, conclui-se que nao ha vértices ocorrendo em nenhum
. 7 7 7’ . . . ! ~
r;. Assim cada r; é uma soma de flechas e cada s; é um vértice. Substituindo cada fll por expressoes

! .
da forma fll —c filp, reescrevemos a igualdade (x) na forma

fl—ciredgi =) flrn+ Y. f's

e ZEU1(2>

N / / .
para alguns elementos homogéneos r; e s; de graus 1 e 0, respectivamente. De modo que

f2=flp- Z firy = emcd gj + Z fs

leTh ZGUI(Q)

é um elemento homogéneo de grau 2, isto é, quando visto como um elemento de EBZ-eTO inR cada
uma de suas coordenadas é uma soma de caminhos de comprimento 2.

E importante lembrar que na Se¢ao 4.3 quando mostramos que o conjunto { ff}ieTQ é tip-
reduzido usamos apenas o fato de { fil}ieTl ser tip-reduzido. Portanto, segue da Proposicao 4.24
que { ff}ieTQ é tip-reduzido. Além disso, é claro que f2 é uniforme & direita.

Pela definigao de f7 acima, j& sabemos que @,cp, [FR € (Biep, fiR) N (Djer, [11). Agora
mostraremos que os elementos homogéneos de grau 2 em (P,c7, filR) N (D, f21) pertecencem a
@Picr, /2 R. Suponha que existe um elemento homogéneo de grau 2 em (B;cp, fiR) N (Bjcq, F11)\
Dicr, f2R e denote por x um elemento homogéneo de grau 2 em (Dicr, [iR) N (Dier, f2I), onde
tip(2) é o menor possivel tal que = ¢ @, fPR. Assim z = S e =300 f0g,,, onde b; € R
e gj, € G sao elementos homogéneos de graus 1 e 2, respectivamente. Entao existem i € T e
| € Tp tais que tip(z) = tip(f!b;) = fPtip(g;,). Neste caso, temos que tippath(f!)b; = fltip(g;,) e
tomando s = (i, tippath(f!)b;) € Ty segue que tip(z) = tip(f?). Pela minimalidade de x segue que
x—cf? € @jep, [ZR, onde ¢ = cl(x)/cl(f2) € k, 0 que é um absurdo.

Entdo construfmos um conjunto {f?};cr,, tip-reduzido uniforme a direita com todos os elemen-
tos homogéneos de grau 2, tal que (P, cq, fiR) N (Byeq, [L1) N (kD)2 = (Bjer, [TR) N (KT)2.

Finalmente, podemos demonstrar que

t1 t1
P PR/ P 1 P AR/ @ FH — QL (M) — 0
=1 =1

€T €T

¢é linear. Pelo corolario acima, restéd-nos provar que @ieTQ 2R/ ®i€T2 f2I é gerado em grau
2 - o que segue do fato de cada fi2 ser homogéneo de grau 2 - e que existe uma aplicacao
DBicn, [FR/ Biep, [FT — Q3 (M) — 0 de grau 0. Do diagrama comutativo com linhas e col-
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unas exatas

0 0
@i filj = @Z fill """""""""""" >0
0 — (B; i R) N (D, ;1) — @ fiRr QN (M) —=0
0 Q% (M) (D, fiR)/(D; fiT) — Qi (M) —=0
\

obtemos um epimorfismo (€D, f R)N(P ; fJOI ) — Q3% (M), que é arestrigao do epimorfismo canénico
7. Como Q3 (M) é um médulo de Koszul gerado em grau 2, entdo existe X contido em (€, f1R)N
(D, fJQI ) gerado em grau 2 tal que 7| ¢ uma cobertura projetiva minimal graduada de Q3 (M ). Por
outro lado como (B,cp, fiR)N(Djer, [LT)N(KD)2 = (Bjeq, [FR)N(KD)2, entdao X C @, fPR e,
portanto, 7 restrita a @Z—eTQ fl-QR ¢ ainda um epimorfismo. Mas tal aplicacao é igual a moz, onde 1 é
a restricio de v a P, f2R, ou seja, é uma aplicagio induzida pela inclusao Dicr, fARC @, fIR.
Além disso, como fj2 = >, f}ri com r; € (kI'); tal aplicagdo preserva graus.
[
Como ja observado anteriormente, a construcao apresentada na Secao 4.3 nao produz neces-
sariamente uma resolucao projetiva minimal para um dado médulo (linear). O procedimento apre-
sentado na presente se¢ao difere daquele no sentido que aqui ao construirmos um f? consideramos

somente os elementos da base de Grobner de grau dois.'* ITlustraremos isto com o exemplo seguinte.

Exemplo 4.10 Assim como no Exemplo 4.9 sejam T o carcds

N
NA

e I o ideal de k" gerado pelo conjunto {ab — cd,be}. Note que A = kI'/I € uma dlgebra de Koszul

V4 *e>1)5

e, portanto, que M = vi(A/r) é um mddulo linear. Como jd observado antes, a resolu¢do projetiva

1De certa forma, néo precisamos de todos os indices do conjunto T%, mas somente daqueles que dependem dos
elementos de grau 2 da base de Grébner.
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(obtida no Exemplo 4.9 usando-se a ordem >1)

0 ——=v5A ——= A ® v5A —— v A D v3A m A M 0,

de M ndo é minimal. Para esta ordem, G = {ab — cd,be,cde} é uma base de Grober para I.
Assim, para a construcio de um f2, usando o procedimento acima, precisamos somente considerar

os elementos em Ty que dependam do subconjunto {ab — cd,be}, jd que “cde” tem grau 3. Desta

forma, produzimos somente f(21 ab) = ab — cd. Portanto, assim como no Exemplo 4.9, obtemos a

resolucao

iR IR 'R R
17 J1°" 27 nilr
0 7 7 YT ol M 0

projetiva (minimal) linear de M.



Consideracoes Finais

A resolucdo projetiva apresentada no ultimo capitulo pode ser usada para se obter resultados
tedricos e computacionais. No trabalho [16], Green e Marcos usaram essa resolugdo para obter
resultados sobre uma nova generalizagao de algebras de Koszul, que sdo as chamadas Algebras 2-d
deteminadas e as dlgebras 2-d koszul, eles provam que as algebras 2-d determinadas monomiais tém
sua algebra de extensoes finitamente geradas. Eles conjecturam que esse resultado vale em geral.
Nés pretendemos em nosso doutorado, estudar essa e outras conjecturas usando a resolucao aqui
descrita. Pretendemos aprender a utilizar as implementacoes existentes da resolucao aqui descrita.

Outro objeto para estudo futuro é a pergunta deixada no final do Capitulo 2 sobre a existéncia
de algebras homologicamente auto-duais ndo monomiais. Achamos que serd possivel resolver o

problema fazendo uso da teoria de bases de Grébner.
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