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RESUMO

Neste trabalho desenvolvemos um estudo sobre a solucdo de
Schwarzschild, apresentada em 1916, quase imediatamente apds a publicacao
dos trabalhos que fundamentaram a Teoria da Relatividade Geral.
Consideramos inicialmente uma contextualizagdo que justifica o
desenvolvimento do estudo deste tema no ensino de Fisica, e a seguir,
abordamos o tema numa perspectiva historica ndo rigorosa. Discutimos as
principais ideias das Teorias da Relatividade Restrita e Geral, a fim de subsidiar
o desenvolvimento da obtencao da solucéo de Schwarzschild e suas implicagdes
fisicas, como a previsdo da existéncia de Buracos negros. Finalmente,
discutimos dois testes classicos que utilizaram a solucéo de Schwarzschild para
fundamentar previsbes da Teoria da Relatividade Geral, e mencionamos
algumas informacdes recentes sobre a deteccdo dos Buracos Negros. A
metodologia utilizada para elaboracdo deste trabalho foi uma pesquisa
bibliografica de carater pura e exploratéria. Neste contexto, concluimos que este
trabalho pode desempenhar um papel importante no panorama do Ensino de
Fisica Moderna se utilizado como um material didatico norteador para
apropriacao do referido tema.

Palavras-chave: Ensino de Fisica Moderna; Teorias da Relatividade;

Schwarzschild; Buracos Negros.



ABSTRACT

In this work we develop a study on the Schwarzschild solution, presented
in 1916, almost immediately after the publication of the works that founded the
Theory of General Relativity. Initially, we consider a contextualization that justifies
the development of the study of this theme in Physics teaching, and then, we
approach the theme from a non-rigorous historical perspective. We discuss the
main ideas of the Theories of Special and General Relativity, in order to subsidize
the development of obtaining the Schwarzschild solution and its physical meals,
such as the prediction of the existence of black holes. Finally, we discuss two
classic tests that used the Schwarzschild solution to support the prediction of the
General Theory of Relativity, and we mention some recent information about the
detection of Black Holes. The methodology used for the elaboration of this work
was a pure and exploratory bibliographical research. In this context, we conclude
that this work can play an important role in the panorama of Modern Physics
Teaching if used as a guiding didactic material for the appropriation of the referred

theme.

Keywords: Modern Physics Teaching; Theories of Relativity;
Schwarzschild; Black Holes.
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INTRODUCAO

Dentro do contexto social em que nos encontramos, temos de lidar
frequentemente com inimeras situa¢ées nas quais estdo envolvidos produtos e/ou
conceitos que estdo diretamente correlacionados a ciéncia. A efetiva insercao desta
em nosso cotidiano se justifica de forma muito clara pelas enormes vantagens e
comodidades que tém sido permitidas gragas a sua consolidagdo enquanto corpo
de conhecimento proficuo.

Neste sentido, o papel da alfabetizacdo cientifica das pessoas como
condicao essencial para um pleno exercicio da cidadania se constitui em um tema
de fundamental importancia (CARVALHO e SASSERON, 2011; GIL-PEREZ e
VILCHES-PENA, 2001). E neste contexto, dentre as varias ciéncias com suas
respectivas relevancias, destacamos a importancia da Fisica, por ser uma ciéncia
utilizada para fundamentar varias outras.

Estudos tem mostrado que apesar de esforgos relevantes da comunidade
académica, muitos problemas ainda persistem no que diz respeito a sua
apropriacdo por parte da maioria das pessoas nos ambientes educacionais
(MARTINS, 2012, NARDI, 2015). E dentre estes varios problemas ainda
persistentes, gostariamos de destacar o da insercdo da Fisica Moderna e
Contemporanea (FMC) em tais ambientes de formacdo. E notdrio na literatura
académica sobre ensino de Fisica, que este consiste em um dos temas com
menores éxitos No que concerne a possiveis solucdes para sua adequada insercao
no processo de alfabetizacdo cientifica das pessoas. (MONTEIRO, NARDI e
BASTOS FILHO, 2012; OLIVEIRA, VIANNA e GERBASSI, 2007).

A relevancia de se abordar a referida tematica se justifica tanto pelo fato de
diversas aplicacdes oriundas da FMC estarem presentes no cotidiano das pessoas,
como também de varios de seus conceitos caracteristicos. Isto, gracas a uma
proficua divulgacéo cientifica aliada a um mecanismo de comunicacdo difundida
principalmente a partir de conteudos veiculados pela internet.

De um ponto de vista formal, entidades responsaveis pela curricularizagédo
dos temas a serem abordados na formacao geral da populacdo, tem manifestado
preocupacao desde longa data, como pode ser constatado atraves dos Parametros
Curriculares Nacionais (PCNs), desde ha 20 anos:
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A fisica deve apresentar-se, portanto, como um conjunto de
competéncias especificas que permitam perceber e lidar com os
fendmenos naturais e tecnolégicos presentes tanto no cotidiano mais
imediato quanto na compreensdo do universo distante, a partir de
principios, leis e modelos por ela construidos. (BRASIL, 2002, p.2)

Particularmente, no que diz respeito a Fisica Moderna, o documento afirma:

Alguns aspectos da chamada Fisica Moderna serdo indispensaveis
para permitir aos jovens adquirir uma compreensado mais abrangente sobre
como se constitui a matéria, de forma a que tenham contato com diferentes
e novos materiais, cristais liquidos e lasers presentes nos utensilios
tecnoldgicos, ou com o desenvolvimento da eletrbnica, dos circuitos

integrados e dos microprocessadores. (BRASIL, 2002, p.19)

O documento norteador dos parametros curriculares mais recente, a Base
Nacional Comum Curricular (BNCC), também aponta a importancia de se inserir
temas que fazem parte do cotidiano das pessoas de forma consistente em sua

formacao:

Por fim, cabe aos sistemas e redes de ensino, assim como as
escolas, em suas respectivas esferas de autonomia e competéncia,
incorporar aos curriculos e as propostas pedagogicas a abordagem de
temas contemporéneos que afetam a vida humana em escala local,
regional e global, preferencialmente de forma transversal e integradora.
Entre esses temas, destacam-se: [...], ciéncia e tecnologia, [...]. (BRASIL,
2017, p. 19-20).

Neste contexto, cabe destacarmos a relevancia do papel desempenhado
pelo professor enquanto mediador do processo de ensino-aprendizagem. E
essencial que, para que esta mediacdo seja bem-sucedida, todo um conjunto de
circunstancias estejam asseguradas para possibilitar a realizacdo desta tarefa. E,
dentre as varias destas circunstancias, uma que tem comprometido bons resultados
se trata justamente de problemas de formacéo destes profissionais associados a
apropriacédo de temas da FMC.

Na literatura académica encontramos relatos de professores que tem

afirmado que temas de FMC néo tém sido discutidos de forma satisfatoria em seus
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cursos de formacdo (SANTOS, NASCIMENTO e SOUZA, 2016; MONTEIRO,
NARDI e BASTOS FILHO, 2012; OLIVEIRA, VIANNA e GERBASSI, 2007). Alguns
destacam o pouco tempo destinado a apropriacdo destes temas, mencionam a
complexidade dos conceitos, entre outros motivos.

Diante destas circunstancias, e levando em conta o importante papel
desempenhado pela FMC em nosso cotidiano, julgamos relevante considerar uma
forma de contribuir para melhoria deste quadro através da elaboracdo do presente
trabalho, na perspectiva de apresentarmos o desenvolvimento de um tema que
esteja inserido no contexto da FMC e que possa vir a esclarecer possiveis leitores
pertencentes a um publico de professores em formacgéo de Fisica. Alia-se, ainda, a
tal justificativa, o ensejo de também se inteirar de um tema interessante ao qual ndo
teriamos acesso dentro do panorama formativo tradicional.

Deste modo, escolhemos como tema a ser abordado neste trabalho o
desenvolvimento da solugcdo de Schwarzschild para as equagbes de Einstein, a
qual possibilitou a interpretacdo da existéncia de um objeto astrondomico que hoje
denominamos de buraco negro (D’INVERNO, 1992; CARROLL, 2003). Nosso
objetivo se constitui em estabelecer uma pesquisa bibliografica correlacionada a
este tema, e com isto, compilar um conjunto de ideias de maneira a facilitar futuras
transposicdes didaticas a serem realizadas por professores de Fisica.

Para alcancarmos tal objetivo, desenvolveremos este trabalho com a
seguinte estrutura: O primeiro capitulo abordara uma breve contextualizacao sobre
buracos negros; no segundo capitulo serdo abordados conceitos relacionados as
teorias da relatividade especial e geral, a partir das quais foi possivel a obtencéo
da solucdo de Schwarzschild. No terceiro capitulo trataremos da deducdo desta
solucédo e de interpretacdes que estejam a ela correlacionadas. Finalmente, no
quarto capitulo, discutiremos sobre consequéncias observacionais associadas a tal
solucéo, assim como sobre fatos recentes que corroboram a existéncia de buracos
negros. Com o fim de proporcionar um melhor subsidio para compreensdo das
ideias desenvolvidas neste trabalho, também disponibilizaremos trés breves
apéndices sobre o formalismo tensorial, que se trata do formalismo matemaético
utiizado para descrever os fendmenos fisicos no contexto da Teoria da

Relatividade Geral e suas aplicacoes.
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1. UMA BREVE CONTEXTUALIZACAO SOBRE BURACOS NEGROS

Nos anos iniciais do século XX, o fisico alemé&o Albert Einstein desenvolveu
as duas Teorias da Relatividade, a restrita no ano de 1905 e a Geral no ano de
1916. Em seu artigo denominado a eletrodinamica dos corpos em movimento
(PIATTELLA, Apud EINSTEIN, 2020), que ficou mais conhecido por Teoria da
Relatividade Restrita (TRR), Einstein postulou que a velocidade da luz é constante
para todo referencial inercial e que as leis fisicas devem ser as mesmas em
quaisquer referenciais inerciais. Com esses dois postulados, sua Teoria da
Relatividade Restrita possibilitou que alguns problemas enfrentados por fisicos do
século XIX fossem explicados, e ainda possibilitou o desenvolvimento de um novo
paradigma na Fisica: o de se descrever fendmenos fisicos dentro da estrutura de
um espaco-tempo, um espaco quadridimensional em que uma de suas dimensdes
esta correlacionada ao tempo (SCHUTZ, 2009).

Aproximadamente dez anos depois, Albert Einstein publicou uma extensao
de sua Teoria da Relatividade Restrita, a Teoria da Relatividade Geral (TRG), que
apresenta a possibilidade de existir uma deformac&o do espaco-tempo devido a
presenca de uma distribuicdo de matéria e/ou energia (SCHUTZ, 2009). Tal teoria
implica que objetos que se desloquem livres de influéncias que ndo sejam a
gravitacional, devem percorrer uma trajetéria curvilinea, parametrizada pela
curvatura do espaco-tempo, inclusive a propria luz. As relacdes que descrevem a
curvatura do espaco-tempo com respeito a distribuicdo de matéria/energia que a
causa sao as equacodes de campo de Einstein.

Quase imediatamente apés a referida publicacdo das ideias da TRG, Karl
Schwarzschild, um fisico e astrbnomo alemao, desenvolveu uma solucao
interessante para as equacfes de campo de Einstein, nas quais um corpo
extremamente denso seria capaz de criar uma regido no espaco-tempo detentora
de um campo gravitacional tdo intenso, que nada, nem mesmo a luz, poderia
escapar.

Schwarzschild se voluntariou para lutar junto ao exército aleméo na frente
de batalha Russa durante a primeira guerra mundial, nesse momento se dedicou
também aos trabalhos voltados para as armas bélicas, mas, ele detinha um grande
conhecimento matematico que nas trincheiras da guerra, ele desenvolveu tal

solugéo (SAA, 2016). Nem mesmo as condi¢cdes adversas o impediram de concluir
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esse que seria um dos seus mais brilhantes trabalhos, e que surpreenderam até
mesmo Einstein, sendo citado em sua concluséo da Teoria da Relatividade Geral.
Lamentavelmente, em maio de 1916, Schwarzschild morreu em decorréncia de
uma doenca autoimune. Sua solucdo é tida como a primeira e mais importante
solucéo nao trivial das equacdes de campo de Einstein (LAMBOURNE, 2010).

No ano de 1939, Einstein inferiu que esse ente fisico previsto por sua teoria
jamais existiria no universo, por ser tdo monstruoso e extravagante para 0s
conceitos da época (MATSUURA, 2020), e, portanto, foi reconhecido apenas como
uma solucdo matematica.

Arthur Eddington, um astronomo britanico que orientava Chandra, um
brilhante matematico indiano que interpretou a solucdo desprezada por
Schwarzschild, Einstein e pelo préprio Eddington acerca da singularidade formada
pela grande quantidade de matéria presente em um Unico ponto, essa interpretacao
foi de grande valia. Vale ressaltar que no ano de 1919, Arthur Eddington foi
responsavel por uma das mais importantes expedicbes experimentais da
relatividade geral, nesta oportunidade ele conseguiu descrever o angulo de desvio
de um raio de luz que passa proximo ao sol durante um eclipse solar.

Depois desse embate por parte dos primeiros responsaveis pelos estudos
acerca da singularidade! em r =0, o fisico Openheimer pdde descrever pela
primeira vez, o que ele chamou de estrelas frias, ou seja, quando r = R, (r =
Coordenada Radial e R = Raio de Schwarzschild) ndo seria possivel a emissao de
nenhuma radiacdo eletromagnética. Durante o século XX, Wheeler, um fisico
tedrico estadunidense se apropriou de uma frase: ‘buracos negros no espaco’, dita
no ano de 1964, pela jornalista Ann E. Ewing em um evento cientifico no qual o
fisico supracitado participara. Os estudos de Wheeler e seus alunos tiveram grande
impacto na descri¢cdo fisica dos buracos negros, mas para que fosse possivel sua
deteccdo, os cientistas propuseram inumeras formas de alcancar tal feito. Uma
delas proposta pelo proprio Einstein por meio das ondas gravitacionais, em seu
trabalho publicado em 1918, trabalho este que muitos interessados utilizaram para
estudar a presenca desses objetos gigantescos.

Cem anos depois, no ano de 2015, por meio de um violento encontro de dois

buracos negros, pudemos detectar a presenca das ondas gravitacionais que se

1 Regido na qual uma massa e energia se concentra tornando a gravidade e o encurvamento do espaco-
tempo infinitos.
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propagam com a velocidade da luz, sendo a primeira distin¢cdo direta dos buracos
negros, além das possiveis observacdes de estrelas binarias, que é entendido
como duas estrelas que se orbitam entre si, no qual uma delas ficaria visivel e a
outra ndo poderia ser observada.

Dada esta contextualizacéo, para apreciarmos melhor o desenvolvimento da
solucdo de Schwarzschild, teremos que nos apropriar do formalismo matematico

necessario, além de conhecermos as teorias da relatividade de Albert Einstein.
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2. ALGUNS FUNDAMENTOS DAS TEORIAS DA RELATIVIDADE RESTRITA E
GERAL

Como ja mencionado no capitulo anterior, tendo sido a solucdo de
Schwarzschild desenvolvida no contexto da TRG, vamos neste capitulo apresentar
as principais ideias desta teoria, com o intuito de proporcionar uma compreensao
mais significativa acerca do tema principal deste trabalho. No entanto, como a
implicagdo mais contundente da TRG é a possibilidade de uma distribuicdo de
matéria/energia induzir uma curvatura na estrutura do espaco-tempo no qual ela se
encontra, e essa estrutura do espaco-tempo foi derivada do contexto da TRR,
entendemos que € também importante desenvolvermos inicialmente alguns
aspectos desta ultima teoria, a fim de fundamentar melhor a prépria ideia de

espaco-tempo.

2.1. ALGUNS ASPECTOS DA TEORIA DA RELATIVIDADE RESTRITA

A Teoria da Relatividade Restrita (TRR) surgiu de um contexto em que
existia um conflito entre a teoria eletromagnética e a mecanica Newtoniana, acerca
da descricdo de fenbmenos quando avaliados a partir de diferentes referenciais
inerciais com movimento relativo entre si. No ano de 1905, Einstein prop0s a teoria
da relatividade restrita, baseada em dois postulados fundamentais
(HALLIDAY,2016):

1° Postulado da Relatividade — As leis da fisica sdo as mesmas em quaisquer
referenciais inerciais.

2° Postulado da Relatividade — A velocidade da Luz é invariante em todos 0s
referenciais inerciais.

Dentre as consequéncias derivadas destes postulados, destaca-se a de que
varias grandezas fisicas, quando avaliadas a partir de referenciais inerciais
distintos, ndo mais apresentam as mesmas medidas. Isto é, as grandezas fisicas
passaram a ser consideradas relativas.

Para evidenciarmos isto, consideremos a seguinte situacdo: a analise da
duracéo temporal em que um feixe de luz é disparado até o teto de um vagao

fechado (evento A), e é refletido por um espelho (evento B) para atingir novamente
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a sua fonte (evento C), quando avaliada por observadores em referenciais inerciais

distintos (ver figura 2.1).

Figura 2.1: Vagéo com observador dentro vendo os eventos A, B e C.

Evento B

v=0
A’O
v =

u
cte
LA

Evento A Evento (

Fonte: Medeiros (2022)

Para um observador acoplado ao referencial vinculado as paredes do vagao
(Referencial S), temos que o referido intervalo de tempo é dado por:

d 21
At =— > At = —, (21)
c c

em que c é a velocidade da luz e [ é a distancia da fonte até o topo do vagao.
Jé para um observador em um referencial acoplado ao solo (Referencial S’)
e que vé o vagao se deslocar com velocidade constante v, na figura 2.2 o intervalo

de tempo é dado por:

2

1 N
a4 ZJ (gvar) +1 (22)
c c ’

em que d’' = distancia percorrida pelo feixe de luz segundo o observadorem S’, v =

velocidade com que o vagao se desloca em relacdo a S'.

Figura 2.2: Observador acoplado ao referencial S’, fora do vagao

> Evento B

Evento A UAt, Evento C

Fonte: Medeiros (2022)
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Resolvendo a eq. (2.2) para At’, obtemos:

2L
r__ C
At' = —vz (2.3)
-z
E com a eq. (2.1), podemos escrever:
At
At = =)
v
1- P (2.4)
ou
At' = yAt, (2.5)

em que y = 1/\/72/(:2 € conhecido como fator de Lorentz e aparece
frequentemente nas equacfes que relacionam grandezas fisicas avaliadas em
referenciais inerciais distintos. Outro exemplo bem conhecido, se trata da contracéo
de Lorentz, em que a relacdo entre comprimentos medidos na direcdo do
movimento é dada por Al' = Al/y.

A equacéo (2.5) nos mostra que para uma velocidade v < ¢, o intervalo de
tempo medido pelo observador fora do vagdo € maior do que o intervalo de tempo
medido pelo observador dentro do vagao. Assim, vemos que medidas de intervalos
de tempos se mostram dependentes dos referenciais nos quais sdo avaliadas. A
exemplo desta, inUmeras outras grandezas fisicas assumem tal caracteristica
(SCHUTZ, 2009).

Apesar disto, pode-se mostrar que € possivel construir grandezas fisicas que
preservam seus valores em quaisquer referenciais inerciais. Para aproveitarmos o
exemplo mencionado acima, podemos evidenciar que a altura [ do vagao pode ser
considerada a mesma quando avaliada por ambos os observadores em S e S’. Da
eg. (2.1), podemos escrever:

—(cAt")? + (vAt)? = —412. (2.6)

Considerando que Ax’ = vAt' é o deslocamento da fonte de luz ao longo do

eixo x', podemos reescrever a eq. (2.6) como:

—(cAt’)? + (Ax")? = —412. (2.7)
Por outro lado, da eq. (2.1), podemos afirmar que:
—(cAt)? = —41?, (2.8)

e com isto:
—(cAt)? + (Ax")? = —(cAt)?. (2.9)
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Perceba que esta equacgao denota a soma de quadrados de diferencas das
coordenadas espaciais e temporais medidas a partir de referenciais distintos em
diferentes membros da equacéao.

Considerando ainda que para a dada sequéncia dos eventos, as diferencas

das coordenadas em ambos os referenciais sao:

X'a#xc - vAt' =Ax Xg=%xc - Ax=0
Ya=ye = Ay'=0 Ya=yc = Ay=0 (2.10)
Zy=2¢ - Az =0. Zy =2z — Az=0,

podemos reescrever a eq. (2.9) de uma forma mais generalizada:

—(cAt)? + (Ax)? + (Ay)? + (Az")? = —(cAt)? + (Ax)? + (Ay)? + (Az)?. (2.11)

Se definirmos —(cAt)? + (Ax)? + (Ay)? + (Az)? = (AS)?, chamado quadrado
do intervalo espacotemporal, podemos afirmar que tal grandeza € um invariante
relativistico, uma vez que possui 0 mesmo valor quando avaliada em ambos o0s
sistemas de referéncia: (AS")? = (AS)?, como é visto na eq. (2.11).

Segundo Martins (2015), quem introduziu este e outros invariantes
relativisticos foi o fisico Henri Poincaré, que por sua vez, interpretou que o tempo
poderia ser manipulado como uma quarta dimensdo, possibilitando assim o
surgimento da ideia de um espaco quadri-dimensional no qual os fendmenos fisicos
poderiam ser descritos. Este espaco € chamado de espaco-tempo, que apesar de
ter sido sugerido por Poincaré, ficou conhecido como espaco-tempo de Minkowski.
E nesta perspectiva, AS? pode ser entendido como o quadrado de um vetor que
denota as coordenadas de dois eventos definidos no referido espago-tempo.

De forma diferencial, pode-se reescrever o quadrado do intervalo de espaco-
tempo como:

ds? = —(c dt)? + dx? + dy? + dz>. (2.12)

Com uma leve mudanca de notacgao:
3

dx? +dy? +dz? = ) (dx')’, (2.13)

=1
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em que: dx; = dx,dx, = dy e dx; = dz, podemos reescrevé-lo como:

3
ds? = —(c dt)? + Z(dxi)z, (2.14)
i=1
ou ainda, desenvolvendo o termo da somatoria com o delta de Kronecker? 8ij
temos:
3 3
ds? = —(cd)* + ) Y (dxidx)) sy, (2.15)
i=1 j=1

Desta Ultima expressdo, podemos ainda denotar (¢ dt) = dx°, e com isto,

escrevemos:

3 3
ds? = —(dx") + ) ) (dxidx)) 8y (2.16)

i=1 j=1

Condensamos ainda a eqg. (2.16) por meio de somatoria®:

3 3
ds? = Z Z(dx“dx") D, 2.17)
u=0v=0
em que o termo:
0,seu+v
Nw=3—Lseu=v=0 (2.18)

+1L,seu=v #0.
Este termo acima explicitado € denominado métrica* do espaco-tempo de

Minkowski, e pode ser representada da seguinte forma matricial:

-1 0 0 O
=9 5 9 o (2.19)
0 0 0 1
Por meio da notac&o® de Einstein, podemos rescrever a eq. (2.17), como
ds* = n,,dx*dx". (2.20)

Essa expressdo que denota o quadrado do intervalo de espago-tempo €, as
vezes, referida como elemento de linha e escrevé-lo nesta notacao pode facilitar a

manipulagéo algébrica da descricdo de diversos fen6menos fisicos neste contexto.

lsei=j

Osei+j

3 0s indices apresentados a partir dessa equacdo estdo previstos na convenc¢io cuja orientacdo é de que
indices de 1 a 3, usamos letras romanas e de 0 a 3 usamos letras gregas.

4 A métrica é uma func¢do que define a distancia entre dois pontos em um determinado espaco. (COLLIER,
2017)

5 Uma notagdo muito utilizada por diversos autores, a convencio de soma de Einstein, ou notac3o indicial,
é utilizada apenas na presenca de indices repetidos simbolizando uma soma.

2 por definic3o o Delta de Kronecker é dado por 6 = {
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Outro artificio util para a descricdo de fenbmenos no espaco-tempo consiste
em um esboco de descricdo geométrica através do chamado diagrama de
Minkowski, que se trata de uma representacdo do sistema de coordenadas
tomando-se um dos eixos para denotar valores da coordenada x° =ct em
detrimento de outros que denotam valores de coordenadas espaciais. Para
exemplificarmos, consideremos tal diagrama com apenas um eixo espacial (figura
2.3).

De acordo com a eq. (2.14), o dS? pode assumir trés valores:

ds?>0 se Y,dx?> (cdt)? (2.21a)
ds?=0 se Y,dx?=(cdt)? (2.21b)
ds?<0 se Y;dx? < (cdt)>. (2.21c)

Segundo a TRR, a situacdo descrita por (2.21a) é tida como fisicamente
impossivel, pois violaria o principio da causalidade, uma vez que permitiria a
propagacdo de informacdo no espaco com uma velocidade maior do que a
velocidade da luz, o que ndo é permitido na natureza segundo os principios da

referida teoria.

Figura 2.3: Diagrama do espaco tempo de Minkowski

ct

CONE DE LUZDO
FUTURO

45°

CONE DE LUZ DO
PASSADO

(a) (b)
Fonte: Medeiros (2022)

Para a situacdo descrita por (2.21b) a velocidade de propagacao de
informacg&o no espaco ocorre com a propria velocidade da luz, e por isto, ocorreria
apenas para corpos sem massa.

Na situagao descrita por (2.21c), temos 0 caso em que podemos afirmar que
o intervalo de tempo necessario para percorrer a distancia espacial entre dois

pontos, é sempre maior do que o intervalo de tempo necessario para luz realizar o
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Mesmo percurso; iSso ocorre para corpos massivos, e nao viola os principios da
TRR.

Na eq. (2.21b), podemos verificar que o coeficiente angular tanf =
dx/dx° = dx/cdt = v/c = 1 implica que o angulo da linha de mundo, representada
no diagrama de Minkowski, de uma particula que se move no espago-tempo com a
velocidade da luz € de 45° com relagéo ao eixo ct (figura 2.3a). Por outro lado, para
uma particula que se move com v < ¢, deve-seter 0 < 6 < 45°, enquanto trajetérias
em que 6 > 45° ndo sdo permitidas por serem inconsistentes com a TRR (caso em
que v seria maior do que c). Para valores de dx no semieixo negativo de x, temos
conclusdes semelhantes em que 8 agora possui valor limite de —45° com relacéo
ao semieixo ct, como pode ser visto na figura 2.3a. Vale ressaltar ainda, que o
angulo a que denota a abertura entre o eixo de referéncia x (eixo horizontal) e a
linha de mundo descrita pela particula, também sera levado em consideracéo e
sera de extrema importancia para as discussdes no capitulo 3.

Se tal situacgédo for representada em um diagrama com dois eixos espaciais,
conforme figura 2.3b, podemos vislumbrar que os eventos com conexdes causais
estdo delimitados pela superficie de um cone, que denominamos cone de luz. Os
eventos que ocorrem no cone superior, ou seja, acima do plano que representa o
hiperespaco presente (ct = 0 m), sdo denominados eventos futuros. J& 0s eventos
gue estdo no cone abaixo do plano citado, sdo chamados de eventos passados.
Para o espaco-tempo de Minkowski, os cones de luz podem ser definidos em
quaisquer pontos de seu respectivo diagrama e sao iguais.

Ainda neste novo paradigma de descricdo de fenbmenos no espaco-tempo
de Minkowski, torna-se necessario que haja toda uma redefinicdo de grandezas
fisicas adaptadas a descricdo das propriedades dos sistemas fisicos neste
contexto. Inspirados na definicdo de AS?, podemos inferir um novo ente matematico
gue esta atrelado ndo apenas as coordenadas espaciais, mas também ao tempo,
denominado quadrivetor posicdo, cujas coordenadas podem ser descritas da
seguinte forma:

xt = (x° x1, x?, x3). (2.22)

De forma analoga ao desenvolvimento de descri¢des fisicas em um espaco

tridimensional, podemos definir a chamada quadrivelocidade:

B dx#

UH = - (2.23)
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dx® dx' dx? dx3
Uk = , (2.24)

dt ' dr ' dr’ dr
em que T = tempo proprio.
Por meio da regra da cadeia e lembrando que dt = ydt,° podemos

reescrever:

Uk = <dx° ’ dx! ’ dx? ' dx3>, (2.25)
dt ' dt ' dt’ dt
e considerando que x° = ct, temos:
U* = y(c, v, v?,v3). (2.26)
A seguir, usando uma linha de raciocinio semelhante, e nos apoiando na

invariancia do intervalo de espago-tempo, podemos definir o quadrimomento:

p#* = mU* (2.27)
dx#

t— _ 2.28

prt=m—0 (2.28)

Na TRR, é possivel mostrar que a relacdo entre energia e momento linear
se da pela equacédo (COLLIER, 2017):
E? = (pc)? + (mc?)?, (2.29)
em que m = massa de repouso, isto €, a massa medida no referencial em que o
COrpo se encontra em repouso, e E = energia.
Perceba que, sendo ¢ constante, o ultimo termo da eq. (2.29) também o é.
Deste modo, dividindo ambos os membros por c2?, ficamos com a seguinte

expressao:

(§)2 = (p)? + m2c™. (2.30)

Desta, podemos entdo determinar um novo invariante, reorganizando 0s

termos na seguinte forma:

—m?c? = — (g)z + (p)*. (2.31)

Seja qual for o sistema de referéncia adotado, devemos obter o mesmo valor

para essa grandeza. Reescrevendo-a em termos de suas componentes:

E 2
Cm2c? = — (?) +p2+p2 +p2 (2.32)

6 Afim de facilitar a descri¢do das equacdes, vamos utilizar uma mudanca de notac3o, o tempo préprio
descrito no referencial s, serd denotado por 7, e o tempo apresentado no referencial s’ serd descrito por
dt.
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podemos notar, por analogia com a equacao (2.12), que o primeiro membro da
soma pode ser interpretado como diretamente ligado a componente temporal de
um quadrivetor, e dessa forma, reconhecemos a componente temporal do
guadrimomento:

p" = @°p".p"p%), (2.33a)

p* = (g,pl,pzﬁ). (2.33b)

E possivel notar que o processo de definicdo de quadrivetores consiste em

aglutinar grandezas fisicas ja conhecidas do contexto de descricdo de fenémenos
fisicos em trés dimensbes, que aparentemente ndo possuiam relacdes entre si, e
toma-los como parte de uma grandeza mais fundamental. Diversos outros
guadrivetores definidos neste contexto, incorporam essa caracteristica.

No entanto, certas grandezas fisicas demandam a utilizacdo de entes

matematicos mais sofisticados do que guadrivetores para serem coerentemente

representadas no contexto da TRR. Para ilustrar tal situagdo, consideremos a
descricdo do comportamento de um sistema fisico mais complexo quando imerso
no espago-tempo.

Consideremos entdo, em particular, um fluido ideal, que pode ser definido no
contexto quadridimensional como uma cole¢édo de particulas tdo numerosas que
sua dindmica s6 pode ser descrita com base em valores médios especificados por
grandezas como densidade, presséao, entre outros. Para as analises no ambito da
TRR, denominaremos este como um fluido relativistico.

Em esséncia, na TRR, geralmente se analisa o comportamento de sistemas
fisicos avaliando-os em referenciais inerciais distintos e comparando as grandezas
fisicas que os descrevem. Por uma questdo de simplicidade, consideremos entéo
que o fluido a ser analisado se encontra parado no referencial S. E importante notar
gue, mesmo que suas coordenadas espaciais ndo sofram mudancas, em relacdo a
coordenada ct, o fluido ndo estara em repouso, diz-se que ele estd em movimento

com relacdo ao tempo.

Para tal descricdo, faz-se necessario introduzir a definicdo de densidade de

namero de particulas:

(2.34a)

S
i
<=
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N
AxAyAz”

(2.34b)

em que N = nuamero de particulas e V = AxAyAz = volume.

Imaginemos agora que esse fluido esta sendo observado em outro
referencial inercial S’ que esta com velocidade constante em relacao a S. Neste
referencial, o observador vé o fluido em movimento, que devido a contracao de
Lorentz, tera seu aspecto deformado horizontalmente, de modo que podemos

descrever a densidade de nimero como:
N _ N
Ax'Ay'Az' (g) (2.35)
Y

!

n

AyAz

Por se tratar de um referencial em movimento, a densidade de numero sera
corrigida pelo fator de Lorentz:
n' = yn, (2.36)

ou ainda:
n

=G (2.37)

Outra grandeza importante para a descricdo do comportamento do fluido

4

n

relativistico, € o fluxo de particulas (¢):

N
= —— 2.38
= (2.38)

em que AA = é a area atraveés da qual o fluido deve escoar.

No referencial S, em que o fluido esta em repouso, podemos inferir que nao
teremos um fluxo, pois as particulas estardo em repouso. Por este motivo, na eq.
(2.38), o fluxo é definido em termos de coordenadas de S'.

Pelas equacfes (2.36) e (2.37), 0 numero de particulas escrito em termos
de coordenadas de S’ é dado por:

N =n/(Ax'Ay'AZ") (2.39a)

n
J1—(v/c)?

N UAt(Ay’AZ,), (239b)

sendo v a velocidade entre S e S’. E deste modo, podemos denotar o fluxo do fluido
como:

vAt(Ay'Az") (2.40)

n
1= (v/c)?

(¢)xr = AtAA
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em gue o subscrito x’ indica que o fluxo se da na direcdo x', que por sua vez, indica
que AA = Ay’'AZz'. Com isto, podemos escrever:

nv*’

V1= (v/c)z'

o qual denotamos v = v*' para explicitar a direcdo em que as particulas se movem.

(P)x = (2.41)

De forma analoga, podemos definir o fluxo (¢) em eventuais outras dire¢cdes, como:

!

nvY
= _—
¢ J1—(v/c)? (2.42a)
¢Z’ _ nvzl (242b)

—I
Vv1-—(/c)?

Deste modo, para uma situacdo em que exista fluxo ndo nulo no referencial
S, podemos escrever:

i
nv*

J1-— (v/c)zl

Assim, definimos duas das grandezas importantes para descrever o

(@), = (2.43)

comportamento de um fluido relativistico: a densidade de niumero de particulas e o
fluxo! Analisando a eq. (2.26) que define a quadrivelocidade e comparando-a com
a eg. (2.40), percebemos que as componentes do fluxo sdo dadas pelo produto da
densidade de numero de particulas pelas componentes espaciais da
quadrivelocidade. Podemos entéo utilizar esta percepcao para generalizar e definir
o quadrifluxo: N#* = nU*.
De maneira explicita, temos:
NH = < nc ’ nv* ’ nvY ' nv? )
V1= (/)2 1= (/c)? 1= (v/c)? {1~ (v/c)?

Notemos que a primeira componente nos da informacéo sobre um fluxo que

(2.44)

€ medido através de uma hipersuperficie espacial definida para um determinado
instante.

Lembremos ainda que, apesar do quadrifluxo desempenhar um papel
importante na descrigdo do comportamento de um fluido ideal, o propdsito de
abordarmos a descricdo deste sistema fisico imerso no espaco-tempo, era
evidenciar a necessidade de definir grandezas fisicas pertinentes a sua descri¢cao

a partir de entes matematicos mais complexos do que os quadrivetores! Estes
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referidos entes sdo chamados de Tensores’. Para retomar este propdésito,
consideremos a seguinte situacdo: a descricdo da propriedade densidade de
energia do fluido relativistico.

Consideremos que o fluido relativistico € determinado a partir de uma grande
quantidade de particulas de mesma massa de repouso m. Lembrando que no
contexto da TRR, a energia é dada por E = mc? em um referencial S (e em um

referencial S’ é corrigida para E' = m/c? = ymc?), podemos definir a densidade de

energia (p) como:

= 5 (2.45)
Em termos do numero de particulas, temos:
p= N’;CZ , (2.46)
ou, em termos da densidade de namero n:
p =nmc?, (2.47)
gue por sua vez, pode ser rearranjada na forma:
p = (nc)(mc) . (2.48)

Aqui temos um aspecto relevante a destacar! Consideremos a densidade de
energia definida em um referencial S’
p' = n'c)(m'c). (2.49)

Reescrevendo esta expressdo em termos das grandezas definidas em S,

obtemos:
, n m
P =\/1_(v/6)2\/1_(v/6)2' (2.50a)
L 1 1
T = wor i (2.500)

Verificamos, deste modo, que a lei de transformacé&o da grandeza densidade
de energia de um sistema de coordenadas S para outro sistema de coordenadas S’
codifica dois fatores de transformacéao. E isto é uma caracteristica de componentes
de tensores de segunda ordem.

Por outro lado, da eq. (2.44) podemos ainda notar que a densidade de
energia é dada pelo produto da componente zero do quadrifluxo pela componente

zero do quadrimomento. Deste modo, € possivel assumirmos que o tensor T cuja

7 Ao leitor n3o familiarizado com a ideia de tensores, recomendamos a leitura do apéndice A, o qual trata
acerca deste ente matematico.
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componente T° se apresenta como a densidade de energia é dado pelo produto

tensorial entre essas duas grandezas (quadrimomento e quadrifluxo), logo:
T = J®N, (2.51a)
T =nmUQU. (2.51b)
emque g =mU e N = nU, ambos quadrivetores. E com isto, temos o chamado de
tensor Energia-momento-tensdo. Em notacdo matricial podemos expressa-lo como:
TOO T01 TOZ T03
(T T T2 1) 252
T30 T31 T32 T33

O nome deste tensor se deve a interpretacao fisica de suas componentes.

Diz-se que T*f equivale ao fluxo da componente @ do quadrimomento
através da hipersuperficie de constante x. Deste modo, as componentes dadas
pelo produto entre p° e N?, representam o fluxo de energia total através de uma
superficie x# constante, (com excecdo T°° = p°N° que representa a densidade de
energia).

Note ainda que para as componentes® T nds temos representado a
densidade de momento, ou seja, temos um fluxo de momento em uma direcéo cuja
componente temporal € perpendicular a ele, isto é, o fluxo através de uma
hipersuperficie na qual o tempo é constante.

Para as componentes T do tensor, que se ddo pelo produto entre o
quadrimomento e o quadrifluxo (p'N’/ = p'nU’), estes, por sua vez, representam o
fluxo de momento através de uma superficie x/ constante. Para uma melhor
assimilacao, tomemos dois elementos desse fluido, sendo um adjacente ao outro,

como pode ser visto na figura 2.4 (na proxima pagina).

Note que na figura 2.4, temos a presenca de uma forca F sobre B, através
da superficie de area S, a qual, podemos decompor em duas componentes: uma
paralela e outra perpendicular a superficie S (figura 2.5). Podemos escrever tais

componentes perpendiculares e paralelas dessa forca, como:

F,, = %, (2.53a)
dp
Far=—", (2.53b)

8 Lembrando que se tratando de letras gregas (a, 8,y ...) estamos lidando com um espago quadrimensional,
ja se tratando do alfabeto romano (i, j, k ...) estamos no espaco Euclidiano tridimensional.
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em que p, = componente perpendicular do momento e p;, = componente paralela

do momento.
Figura 2.4: Representacéo da forca F, Figura 2.5: Represeﬁnta(;éo das componentes
atuando em B daforca F, em Fy, e Fy.
A ,/s/ B A S B

"
~7 |7

Fonte: Medeiros (2022)
Destas equacdes, podemos escrever:
dp, = F,, dt, (2.54a)
dpy = Fyydt. (2.54b)
De acordo com a defini¢cao de fluxo de alguma grandeza fisica, sabemos que
se trata da analise desta grandeza quando perpassa uma determinada area por

unidade de tempo, e com isto, podemos dizer que o fluxo de momento pode ser
representado por:

dp, dp
— e —. 2.55
Ade © Adt (2:59)
Utilizando as eq. 2.54a e 2.55, temos:
dﬂ:FAldt %_FA”dt (2 56&)
Adt ~ Adt Adt ~ Adt '
dp, _ Fay apy _ Fay (2.56b)
Adt ~ A Adt~ A '
dp, dp|
== — = 2.56¢
Adt P Adt (2.56¢)

em que p = presséo; T = tenséo de cisalhamento. Na segunda linha utilizamos o
fato de que, por se tratar de um fluido ideal e, portanto, ndo-viscoso, a componente
Fa=ON.

Agora, podemos interpretar a pressdao como sendo um fluxo de momento
linear através de uma superficie, isto, quando a forca em questao € perpendicular
a superficie analisada. Deste modo, na eq. (2.52), todas as componentes do tensor
TU, com i = j, representam a presséo. Nos casos em que i # j, temos: T = 0.

Em se tratando do fluido ideal relativistico, e levando em consideracéo que

todas as suas particulas estdo em repouso no referencial S, podemos reescrever a
eq. (2.52), como:
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T =

o O O

(2.57)

OO OD
oSO T O
oOT O O

p
Podemos ainda reescrever o tensor Energia-Momentum-Tensao de uma

forma mais compacta:
_.|_
Tab — (pc—zp) UeyF + pnab. (2.58)

em que n“f se refere a métrica do espaco tempo de Minkowski. Essa expressao so
€ valida para um fluido ideal em repouso.

Vemos assim, que no contexto de descricdo de propriedades de sistemas
fisicos complexos na TRR, de fato, necessita-se de um formalismo matematico que
forneca entes mais sofisticados, e para sua devida manipulagdo, uma estrutura
algébrica que a torne coerente; tal estrutura € chamada de &lgebra tensorial.

O tensor Energia-momento-tensdo desempenha um papel fundamental na
descricdo de fendmenos envolvendo a dindmica de meios continuos no espaco-
tempo. Além dele aglutinar em si, através de suas componentes, varias grandezas
fisicas importantes, ainda é possivel mostrar que ele satisfaz a uma lei de
conservacao (COLLIER, 2017):

a(aav;ﬁ) T (2.59)

o que faz dele uma grandeza fisica muito importante.

2.2. SOBRE A GENERALIZACAO DA TEORIA DA RELATIVIDADE
RESTRITA

Segundo Crawford (2005), por bastante tempo Einstein ficou insatisfeito com
a TRR, e manifestava a necessidade de generaliza-la de modo a incluir a descricédo
de movimentos arbitrarios, isto €, que envolvessem referenciais ndo-inerciais. Uma
das ideias chaves que possibilitaram este desenvolvimento, levando ao que
chamamos de TRG, foi o chamado principio da equivaléncia (PE).

Antes de aborda-lo, vamos relembrar o que sdo referenciais inerciais e nao-
inerciais. Dizemos que um referencial é inercial, quando temos nele uma particula
livre, e que ela se encontra em Movimento Retilineo Uniforme (MRU) ou em
repouso. Se em um referencial, a particula livre possuir uma aceleracao, dizemos

gue se trata de um referencial ndo-inercial.
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Dado este esclarecimento, consideremos uma situacdo em que um elevador
fechado se encontra abandonado no espacgo, de modo que ele n&o se encontra
perto de alguma estrela ou planeta que possa lhe imprimir a acdo de algum campo
gravitacional g. Imagine que nesse momento, foram ligados propulsores no
elevador (digamos ser possivel isso no espaco) e que ela adquira uma aceleracéo,
como mostrado na figura 2.6, ou seja, este se torna um referencial ndo-inercial. O
observador dentro da cabine terd a sensacdo de que o piso esta a Ihe empurrar
para cima. Porém, este efeito é analogo a presenca de um campo gravitacional g
que lhe puxa para baixo, caso este estivesse nas proximidades da Terra, como é

visto na figura 2.7.

Figura 2.6: Cabine acelerada para cima Figura 2.7: Cabine na presenca de um campo
gravitacional g.

Id lg

v
@ ?

Fonte: Medeiros (2022)

De acordo com o principio da equivaléncia de Einstein, se a cabine for
suficientemente pequena (principio da localidade), é impossivel que o passageiro
da cabine consiga fazer a distingédo entre as duas possibilidades sem que existam
informacgdes de fora. Deste modo, podemos dizer que existe uma equivaléncia entre
um referencial ndo-inercial nas condicdes mencionadas e um referencial inercial na
presenca de um campo gravitacional, conforme é visto nas figuras 2.6 e 2.7.

Consideremos agora a andlise de uma situacdo semelhante, porém, agora
com o disparo de um raio de luz dentro da cabine acelerada. Nesta situacéo, para
um observador que se encontra flutuando no espaco, a luz ira descrever a situagao

vista na figura 2.8a, em que a luz percorre uma trajetoria reta.
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Figura 2.8: (a) Observador flutuando no espaco; (b) Observador dentro do elevador
acelerado
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t
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Fonte: Medeiros (2022)

No entanto, para um observador dentro da cabine, a trajetéria executada
pela luz parecera curva (ver figura 2.8b).

Uma vez que este referencial ndo-inercial € equivalente a um referencial
inercial na presenca de um campo gravitacional, e que a luz ndo possui massa para
justificar algum tipo de interacdo gravitacional como na perspectiva newtoniana,
presumiu-se que a trajetéria curva da luz se devia a uma curvatura intrinseca do
préprio espaco-tempo. E como a fonte do campo gravitacional seria a propria Terra,
inferiu-se que essa distribuicdo de matéria (que no contexto relativistico também
engloba energia) é a responsavel por induzir tal curvatura.

Desta forma, a partir destes (mas também outros) argumentos, foi possivel
se elaborar ndo apenas uma teoria que generalizasse a TRR para referenciais nao-

inerciais, mas também uma nova teoria da gravitacgao.
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2.3. SOBRE A DESCRICAO DE ESPACOS COM CURVATURA

Para se descrever a relacdo de como uma distribuicdo de matéria/energia
pode induzir uma curvatura no espaco, torna-se necessario compreendermos quais
0S aspectos mais importantes a respeito da descricdo de um espaco dotado de
curvatura, que muitas vezes é chamado de Variedade.

Para identificarmos se uma variedade possui curvatura, podemos utilizar a
analise do transporte paralelo de um vetor em uma trajetoria fechada. Considere a
situacdo representada pela figura 2.10, em que um vetor parte do ponto A e é
deslocado em loop de maneira sempre localmente perpendicular® até o ponto do

qual partiu.

Figura 2.9: Transporte paralelo em um plano.

B

Fonte: Medeiros (2022)
Note que o vetor permaneceu 0 mesmo durante todo o trajeto, ou seja, nao

mudou seu mddulo, direcdo e sentido. Isto indica que o espaco no qual o vetor foi
deslocado é plano. Por outro lado, se analisarmos um vetor que se desloca por
meio de um transporte paralelo em loop em um espago com curvatura nao-nula,
notamos um resultado diferente (Ver figura 2.10 na proxima pagina).

Veja que na figura 2.10a, apds o deslocamento mantendo o vetor sempre
localmente perpendicular as curvas sobre as quais é transportado para formar o
loop, o vetor na chegada nao coincide com o da saida. Esta diferenca evidencia o
fato de o vetor estar em um espaco curvo e, portanto, podemos toma-la como um
lastro para se descrever a curvatura do espaco. Vamos entdo determinar essa

diferenca nos vetores.

% A escolha da perpendicularidade se deve a um efeito de visualizacdo, mas que na verdade esse vetor tem
de ser paralelo e pertencente ao espago tangente ao ponto em que é definido.
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Figura 2.10: (a) Andlise do transporte paralelo em loop do vetor V; (b)Transporte paralelo
em loop.

Ve(B)

(@) (b)
Fonte: Medeiros (2022)

Para isto, consideremos a figura 2.10b em que os pontos A, B, C e D
demarcam as intersecgfes entre as curvas x! e x? através das quais o vetor V
sofrera o transporte paralelo. Consideremos também que por se tratar de um
espaco curvo, os vetores de base em termos dos quais se representa o vetor V néo
sdo constantes, e por isso, ndo se pode tomar a diferenca entre os vetores
diretamente. Deste modo, para avaliarmos a situacdo de interesse de forma
coerente, vamos nos utilizar da condicdo de que a derivada covariante do vetor V
deve ser localmente nula, de forma a garantir o transporte paralelo, e a partir disto,
vamos calcular o vetor V apds completar o loop.

Da definicdo de derivadas covariante e tomando a regra da cadeia para que

seja avaliada ao longo de uma curva genericamente parametrizada por A, temos:

dx’/ (V¥ K

T\ 57 +VTE) =0, (2.60a)
dvk dx’ .
7 + dﬁ V‘F}} =0. (2.60b)

Em que Fi’j = Simbolos de Christoffel'®, e tomando a eq. (2.60a), vamos analisar o

transporte paralelo de V na trajetéria de A para B, através da curva 1 = x!.

Readequando os indices para este caso, temos:

a

" +VHLE =0, (2.61)
ou ainda:
ove
o = _|H ;1_ (2.62)

10 Nomeadas assim por Elwin Bruno Christoffel, trata-se de um ente matematico que representa expressdes
em coordenadas espaciais para a conexdo de Levi-Civita derivada do tensor métrico, para mais detalhes,
consultar o apéndice.
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Por sua vez, integrando a eq. (2.62), no trecho de A —» B, teremos:
B aVa
4 Ox?

Resolvendo o primeiro membro da igualdade e tomando o teorema

B
dx! = —f VALY dxt. (2.63)
A

fundamental do calculo, temos:
B

V(B) = V(A) = — f VTS, dct, (2.64)
A

ou ainda:
B

V(B) = V*(4;) — f VETS dx* . (2.65)
A

Agora, tomando o mesmo procedimento para os transportes paralelos de

B—->C,C>DeD — A, teremos:

D
V() =V*(B) —f VTS dx? (2.66)
C
A
V(D) =V*(C) - f VALY dxt . (2.67)
(o
vV(4;) =v¥(D) - j VETS dx? . (2.68)
B

Uma vez que obtivemos o vetor em sua posicao final V“(Af), precisamos
tomar a diferenca: V“(Af) —V%(4;). Tomando as expressfes anteriores e
reorganizando os termos, podemos ter o seguinte resultado:
Ve(Ar) - V(A =
B Cc D
=—| VH “1dx1—f VH °‘2dx2—f VHTY dx?
fA # B c " (2.69)
A
—f VEDE dx?.
D
Para determinar essa diferenga, precisamos resolver essas integrais para
todos os percursos com o0s seus simbolos de Christoffel. Antes, vamos fazer um

ajuste nos limites de integracdo, de modo que tenhamos um deslocamento

infinitesimal entre os pontos.
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Figura 2.11: Deslocamento infinitesimal entre os pontos para mudarmos os limites de
integracao

x*(B)=a+ da

p— T
- N

B x1(A 'ff x2(B) = b
A o X(0) =b+3b
X 1 ///’ \
< v

Fonte: Medeiros (2022)

Na figura 2.11, definimos que o vetor transportado na curva x! saindo de 4
até B, terd um deslocamento &a, saindo de a para a + §a. E na curva x?, saindo de
B até C, tera um deslocamento de éb, saindo de b até b + 6b. Com isto, podemos

reescrever os limites de integragdo na eq. (2.69), como:

a

a+éa b+6b
6‘V0.’ = _f Vﬂ ,lixl dxl _-]- V” [?2 dxz _f V# ,L(Lxl dxl
a b

. atéa (2.70)
- f V“Fﬁz dxz .
b+6b
Pela propriedade de integrais: f:f(x) dx = — fbaf(x) dx, temos:
a+éa b+6b a+éa
¢ b ¢ 2.71)

b+8b
+f VEDE dx?.
b

Veja que se estivéssemos realizando uma integral simples, 6V* seria nulo,
mas para este caso, os integrandos séo diferentes, uma vez que sao avaliados em
curvas distintas. A partir disso, vamos dizer, respectivamente, que: VKI;; €
avaliado em b; VI, € avaliado em a + 8a; VI € avaliado em b + 8b; e VT, €
avaliado em a.

Com isso, iremos escrever de forma explicita na eq. (2.71):

atéa b+6b
6Va::__1~ V“(b)ﬂﬁ(b)dxl——j‘ VH(a+ sa)T(a + Sa) dx®
a b

a+déa
+ J VE(b + 8b)TS (b + 6b) dx* 2.72)
a

b+6b
+—Jq VE(@)Th(a) dx? .
b
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Né6s podemos reescrever essa integral levando em consideracdo as

variaveis de integracédo, de modo que:
a+da
SV* = f [-V# (BT (b) + V(b + 8D)T (b + 6b)] dx?
a

b+6b 2 3
" fb VA (@IS (@) (2.73)

— Vi(a + 6a)T%(a + 6a)] dx?.
Vamos agora tomar a expansdo em série de Taylor para os termos que

apresentam o acréscimo de deslocamento e desprezando as expansfes de ordem
superior, temos:

aVH
VE(b + 8b) ~ VA(b) + WSb , (2.743)

(2.74b)

GV“ 2.74
VH(a + 8a) = V#(a) +$6a, ( )

arg 2.74d
[iz(a+6a) = [5(a) + WHIZSa. ( )

Substituindo as eq. (2.74b) e (2.74d) na eq. (2.73), temos, apos algumas
manipulacdes algébricas:

a+da O« or«
SV = f {IV“(b) a;'; (b)l b +a—za—”216b2}dx1
a
b+8b l-'a oVH
—f {lV“( ety 2(a)l (2.75)
b
oVH AT
+ Wﬁ6a2 dx?.

Note que temos dois termos quadraticos em nossa expressao, e lembrando
gue cada um desses termos representam uma distancia infinitesimal que podemos
desprezar, pelo mesmo argumento de quando tomamos os termos de ordens

superiores a unidade como sendo despreziveis na série de Taylor. Logo:

a+éa a
SV ~ fa {l a tos (b)l 6b}dx

b+5b FaZ AVH
{[V”(a) + Fre r% (a)l 6a} dx? .

(2.76)
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A partir da eg. (2.76), podemos ver os termos do integrando como a regra
do produto da derivada e retirando as letras que indicam as curvas onde estavam

0S vetores, vamos reescrevé-lo como:

a+da Kl b+48b 0
SV® ~ f [ 3Z (T 11/#)519] dx! — f [ﬁ (r,f‘zw)aa] dx?. (2.77)
a b

Note que na eq. (2.77), o integrando das duas integrais, sdo constantes em

relagdo a variavel de integracdo, assim:

a+da b+é‘b
sve [a = (I 1V“)6b] f dx' — |5 1(r,f‘2w)6a] f : (2.78)
Resolvendo as integrais e colocando os termos iguais em evidéncia:
9] 9]
SV ~ [W (LK) — ey (F;ZVH)] asb, (2.79a)
sva ~ |2ty g pa OV OLi % — VN sash 2.79b
~ | 9x2 K1 9x2 Oxl H2 Gyt [ 0407 (2.79b)

Da eq. (2.62), que descreve o transporte paralelo, podemos reescrever a
eguagao acima como:

ara a
SV ~ [6;21 VK — ,fll“szV — 69512 VH 4+ ﬁzrv“lel Sabb . (2.80)

Note que os indices dos vetores que acompanham os simbolos de Christoffel
sao indices mudos, ou seja, denotam uma soma, de modo que podemos realizar
uma permuta de indices (trocaremos v por u) em seguida, reorganizando 0s

termos:

V% ~

d0x2 ~ oxt vituz

arg TS,
VE — TETY,VH + TSTYVE| 8adh . (2.81)

Com essa mudanca, podemos colocar o termo V* em evidéncia, e

reescrever as variacbes em a e b como funcéo de da = §x! e §b = §x?, logo:

O a“Z—F“FV+F“FV

oVe = -
axz dx1 vituz v2tul

VHSx16x2 . (2.82)

Todo esse termo dentro dos colchetes, na eq. (2.82) deve ser interpretado
como um tensor de ordem 4, para que seja satisfeita a igualdade acima. Com isto,
esCcrevemos:

8V =[R2, |VF6x16x2, (2.83)

em que:

2
%1 =ty — =B~ TATY +TATY. (2.84)
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Na eq. (2.84) faremos uma substituicdo dos indices livres para que

possamos reescrever o tensor em notacéo indicial. Deste modo:
a [24
a =y ar—f" — T4 T8, +TATE, . (2.85)

Com isso temos exposto o tensor de Riemann, que serd de extrema
importancia para estudarmos a relatividade geral. Vamos rescrever a eq. (2.85) com
as alteracoes:

8V* = R%,,, VF6xt8x". (2.86)

Se estivermos analisando uma variedade cujo resultado avaliado a partir do
tensor de Riemann for nulo, isto €, em todas as suas componentes, teremos um
espaco plano. Assim sua importancia se torna explicita, pois este seré responsavel
por codificar as informacdes acerca da curvatura do espago. Vamos ressaltar
algumas propriedades que serdo Uteis quando estivermos analisando esse tensor

em sistemas de coordenadas de N-dimensodes.

v = —R%uu (2.87a)

R%,., = 9 Ry, (2.87Db)

Rygvy = —Rgavu (2.87¢)

Rigvu = Ryuap (2.87d)

Ropuv + Ravpu + Rapvp = 0 (2.87€)
Ropuva + Rapapy + Rapvau =0 (2.87f)

A eg. (2.87e) se da quando multiplicamos cada uma das componentes do
tensor de Riemann da soma pela métrica covariante (g,,), baixando o indice alfa.
Ja a eq. (2.87f), é denominada Identidade de Bianchi, para tal devemos considerar
gue o tensor de Riemann se encontra em um espaco localmente inercial de modo

que os simbolos da conex&o de Christoffel séo nulos (I)#;, = 0) (SCHUTZ, 2009).

2.4. A RELACAO DA CURVATURA DO ESPACO COM A DISTRIBUICAO
DE MATERIA/ENERGIA.

Conforme ja mencionado, a ideia fundamental da TRG se trata de que uma
distribuicdo de matéria/energia pode imprimir uma curvatura ao espaco no qual ela
esta situada. Como quem descreve a curvatura do espaco € o tensor de Riemann,

e quem descreve o conteudo da distribuicdo de matéria/energia € o tensor energia-
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momentum-tensao, torna-se necessario que se estabeleca uma conexao entre tais
grandezas, a fim de se descrever a referida relacao.

Para isto, temos de considerar a diferenca da natureza de ambas as
grandezas. O tensor de Riemann se trata de um tensor de ordem 4, enquanto o
tensor energia-momentum-tenséo se trata de um tensor de ordem 2. Neste caso,
para estabelecermos a relacdo desejada, vamos manipular o tensor de Riemann
de modo a correlaciona-lo a algum tensor de ordem 2, e que de alguma forma
possua alguma propriedade que possa vincula-lo ao tensor Energia-momentum.

A propriedade deste uUltimo que pode servir de lastro para designacéo do
primeiro, pode ser estimada a partir da generalizacéo da eq. (2.86), que descreve
a conservacao do tensor energia-momentum em um espago plano, para que tal
propriedade seja também valida em um espaco com curvatura, e com isto,
possamos escrever:

T, =0. (2.88)

Deste modo, o tensor correlacionado ao tensor de Riemann, que contém
informacdes sobre a geometria do espaco, deve ser um tensor de ordem 2 e cuja
derivada covariante deva ser nula. Para determina-lo, é Gtil definirmos previamente
dois outros tensores: o tensor de Ricci e 0 escalar de Ricci.

O tensor de Ricci € obtido a partir da contracdo do tensor de Riemann, obtido

quando multiplicamos sua forma covariante pela métrica contravariante: g**Ryg,,,

de modo que obtemos:

u
R Buv

= Rgy . (2.89a)
Esta operacao é capaz de diminuir em dois a ordem do tensor. Lembrando

que essa contracdo s6 pode ser feita entre o primeiro e o terceiro indice, outras

contragbes acabam reduzindo a zero ou a *Rg,, pois existe uma relagéo

antissimétrica de R Se considerarmos a contracdo do tensor de Ricci, teremos

afuv:

o chamado de escalar de Ricci:
9P Rg, =RF; =R. (2.89h)

Definidos estes dois tensores, retomemos nosso propodsito inicial, para isso,

vamos realizar duas operacdes de contracdo na eq. (2.87f), a identidade de Bianchi:
gau (Raﬁuv;/l + Raﬁlu;v + Raﬁvl;ﬂ) =0, (2.90&)

n u _
R.BV.'/1 +R BAu;v +R Bviu — 0. (2.90Db)
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Com isto, usando a propriedade antissimétrica dos ultimos indices no tensor
de Riemann na eq. (2.89a), podemos garantir outra contracdo, uma vez que
ajustamos a igualdade entre o primeiro e o terceiro indices:

R s = Rgua T R0, =0, (2.91a)
Rpvia = Rgay + Rigy, = 0. (2.91b)

Agora, vamos realizar a segunda operacédo de contragdo com o resultado
apresentado na eq. (2.93b), lembrando que essas opera¢des de contracdo s sao
permitidas uma vez que o tensor métrico entra da derivada covariante presente na

identidade de Bianchi:

g (Rﬂv:l — Rpaw + R”;m;u) =0, (2.92a)
R:A - Rv)L;v + levl;u =0. (2.92b)

Na eq. (2.94b), podemos usar mais uma vez a propriedade antissimétrica no

terceiro termo da soma, logo:
v _
Ry —R%y =R, =0, (2.93a)
Rj— Ry —R%y = 0. (2.93b)
Note que na equacao 2.95b temos o v como indice mudo, logo, iremos troca-
lo por u:
1 T
Ry—RGu— R, =0 (2.94a)
uwo_
Ra—2R%, =0 (2.94b)
Na expressado acima, iremos agora dividir todos os membros da equacgéao por
(—2), logo:

u 1
R —3Ra=0. (2.95)
Com a eq. (2.95), iremos realizar algumas manipulacbes algébricas.
Relembrando a definicdo do delta de Kronecker a partir da métrica apresentado no

apéndice A, podemos reescrever o termo negativo da expressao como:
R" L “R,=0

w292 =1 (2.96)

Para que seja possivel trabalharmos com uma métrica com indices

superiores, vamos levantar esse indice A multiplicando tudo pela métrica g**:
1
g (R“M - Eg”AR;H) =0, (2.97a)

wv 1 uv —
Ry —59"Ru=0. (2.97b)
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Colocando a derivada covariante em evidéncia, podemos reescrever a

expressao acima como:
re — L) =0
29 : (2.98)
HY:

Note que encontramos uma correlagéo entre os dois tensores, uma vez que
a derivada covariante do tensor de Energia-Momentum-Tensao também é nula, de
acordo com a propriedade explorada anteriormente. Mas antes, vamos reescrever

o termo derivado como:
1
GH = RM — = gl"R. (2.99)

Essa expressédo € conhecida por tensor de Einstein. Este tensor de segunda
ordem carrega em si informac¢bes acerca da curvatura do espaco, pois, sua
composicdo parte do tensor de Ricci e de seu escalar, além de depender da
métrica. Retornando ao nosso ponto acerca da derivada covariante ser nula:

G*, =0. (2.100)
Entdo, € razoavel postular que existe uma proporcao entre ambos, ou seja,

da eq. (2.59), temos:

GHY o THY . (2.101a)
GHY = kTH. (2.101b)
Em que k = constante de proporcionalidade. Deste modo, podemos reescrever de

maneira explicita:
1
R == g""R = kTH, (2.102a)

gue é conhecida como a equacédo de Einstein, e por sua vez, € a equacao que
designa a relacdo entre a curvatura do espaco e a distribuicdo de matéria/energia,
mencionada desde o inicio deste capitulo. Ela também pode ser vista com suas

componentes covariantes:

1
Ruv =5 guwR = kT - (2.102b)

2.5.  UMA VERIFICACAO DA VALIDADE DA EQUACAO DE EINSTEIN.

Para que uma determinada nova Lei, ou Teoria fisica, seja aceita pela
comunidade cientifica, ela deve no minimo atender a dois requisitos: ser compativel

com resultados ja verificados e explicados por outras teorias, e deve ser capaz de
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descrever fendbmenos inéditos ainda ndo explicados ou previstos, também por
outras teorias.

Deste modo, a TRG, enquanto uma nova teoria da gravitacdo, deve ser
compativel com resultados fornecidos pela teoria newtoniana para determinados
casos. Para verificarmos isto, consideremos a analise do movimento de um corpo
que esta imerso em um campo gravitacional, na perspectiva newtoniana. De acordo
com esta teoria, a for¢ca que governa a dinamica do referido corpo, neste contexto,

€ dada por:
, R . M
F=mada=mg= —Gmr—f. (2.103)

em que m = massa do corpo; M = massa do outro corpo; r = distancia que separa
0s corpos; G = Constante da gravitacdo universal e da = g = vetor campo
gravitacional = —GM#/(r?).
Sendo g um campo conservativo, podemos reescrevé-lo como o gradiente
de uma funcao escalar:
g=-vo, (2.104)
uma vez que o rotacional desse campo é nulo. & é chamado de potencial
gravitacional. Devido a igualdade: a = g, podemos escrever:
d*7
dt?
Esta equacdo nos diz que uma vez conhecido o potencial gravitacional,

= _Vbd. (2.105)

podemos resolver tal equacdo diferencial de modo a determinar funcbes que
descrevam a trajetéria do movimento do corpo quando imerso no campo
gravitacional.

Por outro lado, numa perspectiva da TRG, a equacédo que possibilita a
descricdo da trajetdria de um corpo livre de influéncias no espaco-tempo é
conhecida por equacio da geodésicall:

d’xP _, dx*dx’
ae g =0

Uma geodésica, no contexto de espacgos curvos, pode ser entendida como

(2.106)

a curva de menor distancia entre dois pontos, ou seja, a curva mais reta possivel.
Deste modo, temos que A = parametro afim da curva.
Intuitivamente, devemos esperar que o resultado da equagao acima, com

algumas consideracdes, deve ser compativel com a eq. (2.105). Consideremos

11 Caso seja necessario, ver deducdo no apéndice C.
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entdo uma situacdo em que as particulas se movem lentamente, ou seja, estdo com
velocidade muito abaixo da velocidade da luz:
dx!

- «<c. (2.107)
Por meio da regra da cadeia, podemos reescrever a expressao acima como:
dx’ ar Lc
dt dt ’ (2.108a)
dxt dt (2.108b)
it K ¢

Note que na expressao acima, podemos incorporar a constante na derivada

para termos a coordenada x°, de modo que

dxt  d(ct)

2.109a
dt « dt '’ ( )
dxt  dx°

2.109b
K= ( )

Consideremos também que o campo gravitacional ao redor dessa particula
é fraco e estético, que no contexto da TRG, significa que a curvatura do espaco é
pequena e pode ser descrita como uma aproximacao da métrica de Minkowski:
Guv = Ny + hyy - (2.110)
A express&o acima é conhecida como o limite de Newton, onde |h,,| < 1. A
condicdo de campo estacionario nos permite dizer que:

dguv
dx©

Dizemos que sao nestas condicdes que a gravitagdo Newtoniana consegue

~0. (2.111)

descrever satisfatoriamente os fenbmenos. Vamos entéo, considerar a equacéao da
geodésica (tomando como parametro afim o tempo préprio), explicitando a soma
condensada na notacdo de Einstein, entretanto, separando inicialmente as
componentes temporais das espaciais, estas Ultimas, denotadas com letras do
nosso alfabeto:

d?xt  dx®dxF dx'dxP B

772 +Top e + Fiﬁ?? = (2.112)
Abrindo a expressao acima em £, seguindo a mesma ideia, temos:
d’x#  dx%dx®  dx®dx'  dx'dx®
dr? * Too dr dr * Lo dr dr * Lo dc dr T
deidxj ) (2.113)

Vdr dr
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Levando em consideracédo a eq. (2.111b), podemos inferir que os termos que
se encontram a partir da segunda soma séo despreziveis. Logo:
d’xt , dx®dx®
-t 00 1. 1. — 0 ,
dt? dt dt

d?xt , (dx° 2
gz TTo\ 77 ) =0 (2.114b)

Agora precisamos determinar o coeficiente de Christoffel. Para isso,

(2.114a)

devemos utilizar a expressao que determina os coeficientes a partir da métrica:

1 09ap , 0Gva  09pv
B _ = au va
g =29 [ axv | axF  ox® (2.1139)
Para determinarmos I}, escrevemos:
1 dg ag 09001
n — Z qau a0 (V1e'4 _ 00 2116
oo 29 [9x0 T ox0 " axe | ( )
Lembrando da condicéo (2.113), podemos afirmar que:
1 0900]
R
Moo =59 |~ 5ra |- (2.117)

Explicitando a soma condensada na notacdo de Einstein entre componente

temporal e espaciais, temos:

(2.118)

9900 1 . 9900
o
Too = E‘gou [_ 6x0] +§gm  9xi ]

na qual o primeiro termo da soma também serd nulo, devido a condicdo

supracitada. Com isto:

1 . 19900
1_‘(;10 = —Egl“ W] . (2119)

E possivel mostrar com um pouco de algebra [SCHUTZ, 2009], que a eq.
(2.112), quando escrita na forma contravariante, passa a ser dada por:
gt =n* — v, (2.120)
Substituindo entéo a eq. (2.120) em (2.119), juntamente com a eq. (2.110),

temos:
9 (Moo + hoo)
= _—_(pi* — pin ) 2.121
e o[22 o0 @.121)
e uma vez que o termo Moo é constante, pOdemOS escrever:.
dh
no_ 00
oo = __(nm —h*) [ oxt ] . (2.122)

Lembrando que o termo h*V « 1, podemos toma-lo como sendo desprezivel

em relacdo a n*¥, e com isto, reescrevemos:
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1, .  [0hgo
= =5 () [5=2] (2.123)
Substituindo na eq. (2.114b), temos:
d?x# oh
i ——(77 )[ 00]( ) =0. (2.124)

Reorganizando a expressao, vamos ter:

d?x*

= =—( )[ah°°]< )2- (2.125)

Para o caso em que u = 0, escrevemos:

d?x° oh
7 =_( 0)[a;lo]< ) (2.126)

Entretanto, para todos os valores de i em n*® (lembrando que i varia de 1 a

3), teremos um valor nulo, de acordo com a métrica na eq. (2.19). Logo:

d?x° dx®
dr? =0- e = cte. (2.127)
Por outro lado, considerando u = j, que variade 1 a 3:
d?x’ 0hgo
o —( 7) [ ]( ) : (2.128)

temos que, sempre que i # j, n¥ = 0; sei = j, n¥ = 1. Podemos entdo denotar n%
como o delta de Kronecker §¥. Logo:

d?x’

T =—( ”)[ahOOK ) (2.129)

e com isto, podemos escrever:

) 1[0y
dcz [axf ] ' (2.130)

Utilizando a regra da cadeia para reescrevermos o0 termo do primeiro

membro da equagéo, temos:
dx/  dx/dt
dr  dt dtr’
Agora, multiplicando no lado direito por c/c:
dx) dx/cdt
dr  dt cdrt’
dx) dx! 1d(ct)
dt  dt ¢ dr '

(2.131)
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dx’ B dx? 1dx°

dt — dt c dt
Para a derivada segunda:

d?x)  d dx’
dt?  dt dt '
Como ja temos o resultado da primeira derivada, vamos reescrever este e a

derivada segunda em termos da regra da cadeia:
d’x) _dtd <dxj 1dx°>

dt?  dtdt

— 2.132
dt c dt (2.132)

Usando a mesmo artificio de antes, vamos inserir dois termos c/c:
d?x)  1dx° d (dx/ 1dx°
dt2  cdrdt\dt cdrt )’

(2.133)

Reorganizando os termos e derivando pela regra do produto:
d?x/ 1 dx° (dx°d*x) N dx’ d dx°
dt?2 ¢ dr \dr dt2 = dt dt dr )’

(2.134)

Abrindo o segundo termo entre os parénteses como a regra da cadeia,

temos:

dt?2  c? dt

d?x) 1 .dx° (dx® d*x/ N dx’/ dt d dx° (2.135)
dr dt? dt dtdr dt |’ '

Com isso, de acordo com a eq. (2.132), esse termo expandido na regra da

L, . d dx°
cadeia é nulo, pois Ea_xt = 0. Deste modo, temos:

(2.136)

A’ 1 (dx®\* d?x
dt?2  c¢2\dr ) dt?’

Comparando as eq. (2.130) e (2.136), podemos escrever:

1 (dx®\*d?x 1 ahoo] dx®\’
c2\dr ) dtz  2loxil\dt ]’ (2.137)

de modo que é valido afirmar:

1d*% 1 ahoo]
2 dez 2lox | (2.138)
Reorganizando os termos, temos:
d’x)  c? [ahoo]
dcz ~ 2 oo | (2.139)

Note, na expressao acima, que temos a derivada segunda da posicdo em
relacdo ao tempo, ou seja, a aceleragao. Explicitando-a em termos de suas

componentes e vetores de base:
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dhyo 6h00> (ahoo) -
= j : 2.140
dt2 [( ) (ay I+ %2 k] (2.140)
Podemos ainda reescrever esta Ultima equacédo de forma mais compacta:
d*7  c?
Tz = 7Vhoo (2.141)

Essa expressdo nos remete a equacdo de movimento Newtoniana: d =
—V®. Isto nos permite concluir que em condicbes especiais, a equacao da

geodésica recai na equacao de movimento newtoniana se:
2

Este fato nos mostra que existe uma compatibilidade entre a TRG e a
gravitacdo newtoniana em determinado regime! O que, por sua vez, nos permite
constatar que pelo menos em parte, a TRG conduz a resultados coerentes com o
gue verificamos na natureza.

Lembrando que:

9oo =Moo + hoo (2.143)
podemos escrever:
20
Joo = — (1 + ?) : (2.141)

Ou seja, o potencial gravitacional pode ser interpretado como uma

perturbacdo em uma das componentes da métrica de Minkowski.
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3. A SOLUCAO DE SCHWARZSCHILD E OS BURACOS NEGROS

Conforme discutido no capitulo anterior, toda nova Teoria fisica que se
proponha a descrever determinados fendbmenos deve fornecer resultados
compativeis com outras teorias ja bem-sucedidas no mesmo aspecto, e ainda deve
ser capaz de descrever fendbmenos inéditos para os quais ndo existem explicacdes
e/ou prever a existéncia de fenomenos ainda n&do observados, que por sua vez,
possam ser utilizados para corroborar ou refutar a nova teoria em questao.

Foi neste Ultimo quesito que o astrofisico alemé&o Karl Schwarzschild deu
uma contribuicdo que culminou em uma das mais incriveis consequéncias da TRG:
a predicao da existéncia de um objeto astronémico cuja gravidade em seu entorno
seria tdo grande que nada conseguiria escapar desta regido, nem mesmo a luz. Tal
conclusao se deu a partir da analise de uma solucéo obtida por Schwarzschild para
a equacao de Einstein.

Vamos neste capitulo expor uma deducdo desta solugdo, e a partir disto,
estabelecer uma analise que nos possibilite compreender de que maneira esta

solucéo possibilitou tal interpretacao.

3.1. A SOLUCAO DE SCHWARZSCHILD

Para que Schwarzschild chegasse a sua solucéo, ele teve que tomar alguns
métodos de aproximacgdo. Isto ndo interfere em sua validade, e é plenamente
justificavel, uma vez que as equacfes de campo de Einstein sdo um conjunto de
equacdes diferenciais parciais com alto grau de dificuldade de resolucéo.

Quando nos referimos a uma solugcdo da equacao de Einstein, estamos
tratando da determinacdo da métrica do espaco-tempo deformado por alguma
distribuicdo de matéria/energia que nele se encontra. Neste contexto,
Schwarzschild se propds a determinar uma métrica que descrevesse a geometria
de um espaco-tempo vazio em torno de um corpo esfericamente simétrico.
Segundo o teorema de Birkhoff, qualquer solucdo esfericamente simétrica
produzida por um objeto massivo, gera um campo gravitacional de mesma natureza
(LAMBOURNE, 2010).

Além disto, ele considerou ainda que o campo gravitacional era estatico, de

modo que tal métrica ndo dependesse do tempo; tembém, considerou que a métrica



50

fosse assintoticamente plana, o que implica que para lugares distantes da
distribuicdo de massa, a solucéo deve recair na métrica de Minkowski.
A fim de subsidiar o leitor para uma melhor compreenséo, antecipamos que

a referida solucéo de Schwarzschild pode ser expressa por:

2GM dr?
d52 = —(1— CZ )Czdtz +m+r2d92+r2 sin29dq,’>2. (31)
T c?r

Nesta expressdo, temos M como a massa do corpo esférico causador da
deformagdo do espaco-tempo, G € a constante gravitacional, jA t, r, 6 e ¢
representam as coordenadas que codificam a simetria esférica.

Denominamos 2GM/c? = 2m = R, como raio de Schwarzschild. Este é
conhecido por determinar o raio de uma superficie de néo retorno, chamada de

horizonte de eventos. Com essa informacéo, podemos reescrever a eqg. (3.1) como:
2

Podemos ainda representar a métrica de Schwarzschild na forma matricial:

(%) o oo

R
ds? = — (1 - —S) c?dt? +

2402 4 42 cin2 2
" +7r°dfB° +r°sin“ 6 do“. (3.2)

26M\ 1
Guv = | 0 (1 - = ) 0 0 I (3.3)
c°r
0 0 r? 0 /
0 0 0 r2sin? 6

Percebamos que tal solugéo satisfaz os trés pressupostos mencionados: 1)
podemos notar que se considerarmos r e t constantes, recairemos em um elemento
de linha esfericamente simétrico:

ds? = r%2(d6? + sin? 8 d¢?), (3.4)
2) Verificamos também que nenhum dos elementos € dependente do tempo. 3) E
por ultimo, quando Ry < r, obtemos a métrica de Minkowski.

Consideremos agora a deducéo desta solucao.

3.2. DEDUCAO DA METRICA DE SCHWARZSCHILD

Para que os pressupostos mencionados na sec¢ao anterior sejam satisfeitos,

podemos supor uma solucdo geral da métrica da seguinte forma:

ds? = —Uc?dt? + Vdr'2 + Wr'2(d6? + sin? 6 d¢?), (3.5)
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em que as funcbes U, V e W devem depender unicamente de r'. A fim de facilitar a
determinacao destes coeficientes, podemos propor uma mudanca na coordenada
r'" de modo que Wr'? = r?; isto implica que dr'? = dr?/W. Com isto, podemos
reescrever a metrica como:
ds? = —Ac?dt? + Bdr? + r2(d6? + sin®> 6 d¢?) , (3.6)

isto €, com apenas dois coeficientes a determinar: A(r) e B(r). Como efeito
colateral, ndo se pode mais interpretar » como se fosse a distancia radial de forma
direta.

Para satisfazer a condicdo da obtencdo da métrica de Minkowski quando r
for muito grande, vamos reescrever A e B como func¢des exponenciais: e?'(™) e
e?*(") |sto nos garante que tais valores serdo sempre positivos, e com isto,
garantimos que a assinatura do elemento de linha sera sempre: — + + +. Na forma

matricial, temos entao:

—e2v 0 0 0
21 0 0
Gap = 8 60 r2 0 . (37)
0 0 0 7r?%sin?0

Dada a forma dessa matriz diagonal, podemos inferir também as
componentes contravariantes da métrica inversa g®f: g% = —1/e?v, gt = 1/e?%,
g** =1/r*e g3 =1/(r?sin?0).

Com a prévia desta métrica, resta-nos agora determinar explicitamente eV
e e?*(") Para isto, vamos nos utilizar do aparato desenvolvido no Capitulo 2, no
qual obtivemos uma solucédo valida para o chamado limite de campo fraco, e utiliza-
la como lastro para confrontar a métrica proposta, e assim, determinar 0s

coeficientes desconhecidos.

3.2.1. ENCONTRANDO OS COEFICIENTES DE CHRISTOFFEL
A partir da expressao B.10, podemos determinar os simbolos de Christoffel
a partir da métrica'?, conforme a expressao:

1 op agpv agup_agvu
2 dx*  9xv  0xP |’

re, = (3.8)

12 Ver 0 anexo B, em que temos a deducdo dessa expressdo para determinar os Simbolos de Christoffel a
partir da Métrica.
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Como exemplo, vejamos a componente I'Z a partir da eq. (3.8). Neste caso,

temos que considerar p = 2, pois caso contrario, teremos o coeficiente nulo. Com
isto, escrevemos:

FZ =l 2p agpz +ag1p _ag21

1272 oxt = 0x?2 oxr|’ (3.9a)
rz — l 22 [0922 | 0912 _ 0g21]

12729 |55t T axz T axz (3.9b)

Tendo em mente as métricas, covariante e contravariante apresentadas no
apéndice B e lembrando das coordenadas dos sistemas: x° =ct, x! =r,x2 =0 e
x3 = ¢, temos:

2 :1(1)[00 ), 20) _2(0)

2\r2)|7or " 90 90 | (3.10)
Realizando as operacdes necessarias, obtemos:
, 1
Mz = (3.11)

Existem varios desses coeficientes, precisamente quarenta. No entanto,

apenas nove deles ndo apresentam valores nulos, que sdo 0s seguintes:
0 _ — 10
Tor =v' =Tqo
Tdy = v'e?0v-4
rfy =4
-22

[ = —e ?*rsin? 6 (3.12)

F233 = COtH = F??Z

I'%Z = —sinf cos @

F3 P — 1"3
13 r 31
3.2.2. As componentes do Tensor de Ricci e a determinacao de A e B.

Se contrairmos o Tensor de Curvatura de Riemann:

a [24
EaF#V_aHB_ @O 4 rare (3.13)
HBY = axB  dxV ovoup aB uv
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podemos obter o tensor de Ricci:

ar%,  org
Ry, ==t — L2 1817 + T3, (3.14)

Utilizando os valores dados por 3.12, obtemos apenas quatro componentes

nao nulas:
Roo = =20V [y + (v)2 —v'A + 71/’ ) (3.15a)
Ryy=v'+@)2—v21- 27/1’, (3.15b)
Ry, =e M14+r(v' =2)] -1, (3.15¢)
Rss =sin?0{e*[1+r(v' —1)] -1}, (3.15d)
em que: A’ =g—3r’, V' =g—:ev” =Z%.

Por outro lado, para uma regiao vazia, podemos tomar T,,,, = 0, de modo que

na equacao de campo de Einstein, temos:

1
Ruv - EguvR =0. (3.16)
Tomando o produto em ambos os membros por g*:
1
gt (R/w - ERng> =0, (3.17)
obtemos:
1
RY, — E6VVR =0. (3.18)
E, somando todos os valores de v em RY,, escrevemos:
1
R—Z4R=0. (3.19)

Logo, podemos afirmar que R = 0. Deste resultado e da eq. (3.12), obtemos
também que as componentes do tensor de Ricci devem ser nulas: R,,, = 0. Com

isto, da eq. (3.15b) podemos escrever:
21
V” + (vr)z _ vl/’{l — T ] (320)
Agora, substituindo esse valor em R,:
21 ZV’l
+ —_—

_eZ(V—A) [_
r r

=0. (3.22)

Sabemos que a funcao exponencial ndo pode assumir valores nulos, entao,

para que essa igualdade seja satisfeita, temos de ter:
21" 2v'
—_— + R

—+=—|=0, (3.22)
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gue nos conduz a:
A+v' =0, (3.23a)
e com isto:
A+ v = Constante . (3.23b)
Ao propor a métrica vista na eq. (3.6), tomamos a condicdo em que ela
deveria recair na da métrica de Minkowski quando r — c. Nesta circunstancia,
temos que: e?” - 1, e?* - 1. Para que isso seja possivel, 2v e 24 devem ser nulos,
jA que e° = 1. Enfatizamos que v =0 e 2 = 0 somente quando r — o, podendo,
estes, assumir outros valores em regimes diferentes. No entanto, da eq. (3.23b) , o
resultado: 1 + v = cte, deve ser valido sempre! E com isto, podemos afirmar que:
A+v=0. (3.24)

Utilizando a expressdo de R,, juntamente com a eq. (3.22), podemos

escrever:
e A [1+rv' -A)]-1=0, (3.25a)
e 14+r(-2 -1)]=1. (3.25h)
Ap0s organizarmos, temos:
e 2 —e 22r) =1. (3.26)

Com um olhar mais atento, é possivel ver que temos uma regra do produto®?

na eg. (3.26), de modo que podemos reescrevé-la como:

—22
d(re™) _ | (3.27)
dr
Tomando a integral em dr em ambos os lados, temos como resultado:
re?*=r+b, (3.28)

em que b € uma constante de integracdo. A seguir, temos a expressao acima

apresentada de forma diferente:

e-2i—142 (3.29)
T
ou ainda:
b -1
o2t = (1 + —) . (3.30)
T

B vale ressaltar que como consequéncia da regra do produto, temos no segundo termo da soma, uma regra

da cadeia.
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Lembrando da eq. (3.24), podemos ainda escrever:
-1

e % = (1 + é) : (3.31)
r
De modo que esta pode ser escrita como:
b
_e? = (1 + —) . (3.32)
r

Precisamos agora determinar a expressao b/r. Para tal, vamos considerar
gue o caso especial do limite de campo fraco, no qual a equacao de Einstein recai
nas leis da gravitacdo de Newton. De acordo com a eq. (2.110) no Capitulo 2,
tomamos g,, =1, +h,, em que h,, K1 que representa uma pequena

perturbacdo no espaco tempo, dada por:

20
hoo = - (3.33)
sendo ainda:
20
Yoo = — (1 + c_z) : (3.34)

em que ® € o potencial gravitacional de Newton numa regido na qual o campo
gravitacional é dado por ® = — g Deste modo, comparando a eq. (3.27) com a eq.

(3.29), podemos afirmar que:

b 2
—=—. (3.35)
r c
Substituindo o valor de @, temos que:
b__,M (3.36)
r c?r

Tomando as fungdes exponenciais apresentadas nas eq. (3.29) e (3.30),

temos:
-1
e2h — (1 _ 2%) , (3.37a)
GM
02 = (1 - 2@) . (3.37b)

Da eq. (3.6), podemos substituir os valores encontrados:

-1

GM GM
ds? = — (1 - ZT> c?dt? + (1 - 27> dr? + r2d6? + r?sin? 0 d¢p?. (3.38)
c2r c2r
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Reorganizando, temos:
r2

(1-2c)

GM ,
ds? = — (1 - Zﬁ) c?dt? + +7r2d0?% + r?sin? 0 d¢?. (3.39)

E com isso chegamos a solucao de Schwarzschild. Apos a publicacao desta
métrica, muito se discutiu sobre sua importancia e consequéncias fisicas. Alguns
dos resultados mais importantes acerca destas analises serdo abordados na

préxima secao e no préximo capitulo.

3.2.3. Consideracdes acerca do raio de Schwarzschild

-1
Escondido na eq. (3.39), nos termos (1—2%) e (1—2%) , temos a

presenca do raio de Schwarzschild R, dado por:

_ 2GM (3.40)
S C2 .
ou ainda:
2GM
s=—5 = 2m. (3.41)
C

Com este termo, escrevemos a métrica de Schwarzschild como:
2

R dr
ds? = —(1 —75) 2de? + —2

ok

+1r2d6? + r?sin? 0 d¢? . (3.42)

Uma situacdo interessante se da quando avaliamos estes coeficientes da
métrica. Percebemos que quando temos r = R, ficamos diante do que é conhecido
como a singularidade da métrica de Schwarzschild, que de acordo com Collier
(2017), € “[...] € um ponto em que um objeto matematico é indefinido.” A
consequéncia da existéncia de uma singularidade em uma regido do espago-tempo
€ que: pelo fato de nesta regido a métrica nao ser bem definida, ndo se pode realizar
a descricéo fisica de fenébmeno algum em tal regido. Por outro lado, sabe-se
também que muitas vezes tais singularidades sdo apenas um problema matemaético
da escolha de um sistema de coordenadas inadequado.

Neste contexto, uma das formas de se avaliar a geometria de um espaco-
tempo consiste em explorar sua estrutura causal através de cones de luz. Vamos
entdo utilizar tal artificio para investigar o problema associado a superficie definida

pelo raio de Schwarzschild. Assim, consideremos o comportamento de uma
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particula de luz ao longo de uma curva radial. Neste caso, temos: ds? =0, d§ =0
ed¢p =0.
De acordo com a eq. (3.42), temos:

0= (1 RS) 2qp2 4 97
ST TR)e +@' (3.43)
r
e com isto:
dr R, (3.44)
— =+4(1-=
dx% — ( T )

Conforme ja mencionado no capitulo anterior, o termo dr/dx° mede a
inclinacdo dos cones de luz no diagrama de espaco-tempo (com relacdo ao eixo
ct). Neste caso, vemos que quando r > R, tais cones de luz se assemelham aos
cones do espaco-tempo de Minkowski; no entanto, a medida que r - R, conforme

afigura 3.1, dr/dx° - 0, o que implica em um estreitamento do cone de luz:

Figura 3.1: Aproximagéo do cone de luz do raio de Schwarzschild

xo M

Fonte: Medeiros (2022)

Como os eventos futuros da particula estdo delimitados pela parte superior
do cone, percebe-se que ela se aproxima da superficie definida pelo raio de
Schwarzschild, mas n&o adentra esta regido.

Ainda no contexto desta analise, considere que um observador distante de
qualquer fonte gravitacional se encontra localizado em um ponto r, emitindo um
raio de luz que se propaga em direcdo a esta regidao de superficie delimitada pelo
raio de Schwarzschild, e que este raio esteja em sua dire¢céo radial, conforme a
figura 3.2 (Na préxima pagina).

Adotando o sinal negativo na eq. (3.44), pelo fato de a particula estar se

aproximando da superficie delimitada por Rq:
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dr R,
— —_(1_-= 3.45
dx© (1 r ) ’ ( )

e resolvendo essa equacao diferencial pelo método de integragéo, temos:

0 _ rO_RS
Ax° =1y —1r+2mln R ) (3.46)
S

Figura 3.2: Observador com lanterna apontada para a regido de interesse

Fonte: Medeiros (2022)
Para essa solucao, estamos tomando o intervalo em que R, < r < ry. Caso

tenhamos r — R,, notamos que At — o. Esse resultado nos diz que seria impossivel
um observador ver esse feixe de luz atingindo o raio de Schwarzschild (Rg). Em
outras palavras, levaria um tempo infinito para que o observador conseguisse ver
esse fendbmeno.

Destas analises, concluimos que “coisas estranhas” acontecem perto dessa
regido. Neste contexto, seria interessante que houvesse algum critério que nos
permitisse saber se tal singularidade € legitima, ou se se trata de uma pseudo-
singularidade, isto €, uma singularidade que pode ser resolvida a partir de uma
mudanca de sistemas de coordenadas. Segundo Carroll (2003), um critério simples
gue pode desempenhar essa funcdo se trata de verificar valores de grandezas
diretamente vinculadas a curvatura da variedade, e que sejam invariantes. E o caso
do escalar de Ricci, por exemplo. Ainda segundo Carroll, para métrica de

Schwarzschild, & possivel mostrar que:

= (3.47)

que por sua vez, indica que o espacgo-tempo de Schwarzschild possui uma
singularidade legitima apenas em r = 0.
Neste caso, podemos buscar uma mudanca de coordenadas que permita

avaliar melhor a estrutura causal do espaco-tempo de Schwarzschild na regido em



59

torno de R,. O problema no atual sistema de coordenadas se deu devido ao fato do
cone de luz se estreitar a medida que se aproximava de R;. Podemos entéo tentar
resolver este problema propondo uma mudanca para um sistema de coordenadas
gue preserve a estrutura do cone de luz ao longo de todo percurso radial.

Para isto, inspirados na eq. (3.44):

dr Ry (3.48)
— =+ _
dx® — (1 r ) '
consideremos um sistema de coordenadas em que:
dr* (3.49)
=+41.
dx® —
Deste modo, temos que ter:
R _1
dr* = (1 - TS) dr . (3.50)
Integrando esta relacédo, obtemos:
r
r"=r+Rsn (— - 1) . (3.51)
R

Com isto, a métrica de Schwarzschild passa a ser escrita como:
R R
2 _ _ _ s 2 2 __s %2 2 2
ds® = (1 r)c dt +(1 r)dr +r<dQ-, (3.52)

em que dQ? = dé? + sin” 0 d¢>.

Neste sistema de coordenadas, conhecido como coordenadas de Tortoise,
temos a vantagem de resolver o problema do estreitamento do cone de luz, como
podemos ver na figura 3.3, no entanto, pela eg. (3.51) verificamos que quando r =
R, temos que r* = —oco0. Ou seja, a superficie de interesse é deslocada para o
infinito, de modo que a particula ndo a alcanca. Assim, resolve-se um problema,
mas se cria outro.

Figura 3.3: Deslocamento da superficie de interesse para o infinito

F 3 Xo

X X

= W

Fonte: Medeiros (2022)
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Uma vez que fixar a forma do cone de luz néo foi suficiente para resolver o
problema (figura 3.3), vamos tentar outra abordagem. J& que o problema estava
associado ao fato de a particula ndo atravessar a regiao delimitada pelo raio de
Schwarzschild, vamos escolher um sistema de coordenadas em que

obrigatoriamente ela o faca. Para isto, teremos de escolher uma nova coordenada

temporal x°*, de modo que a inclinacdo do cone de luz para o caso em que a
particula se aproxima da superficie de interesse, seja nula.
Assim, temos:
dx®

dr
Por outro lado, da relacdo entre x° e r, para a particula se aproximando da

~0 (3.53)

regiao de interesse, podemos escrever:

dx° R\t (3.54)
-5
dr T
e deste modo:
dx® RAL 3.55
i+(1——5) —0. (3:59)
dr r

Comparando tais equacdes, podemos utilizar tais condigcdes para

encontrarmos uma correspondéncia entre x° e x°, dizendo que:

dx®  dx° R\! (3.56)

== (1-2)

dr dr r
A partir disto, temos:
, R\t 3.57
dx® =dx°+(1—75> dr, ( )
lembrando da eq. (3.50), escrevemos:

dx® = dx° + dr*. (3.58)

Integrando esta equacao, obtemos:
* r
x =x°+ r+R, ln(R——l), (3.59)

N

Reescrevendo a métrica de Schwarzschild através desta nova coordenada

temporal:

R d
ds? = — (1 - —S) c?dt? + _ar +r2dQZ?.
- (1-E (3.60)
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R dr? 5.61
ds? = — (1 — Ts) (dx®)? + ———+r2dQ?. (5.61)

(1-%)

RAN% | .2
R . 1—-=2) dr*
e arrary D

+r2dQ?. (3.62)
r 65

R ) ) R
ds? = — (1 — TS) ((dxo )2 —2dx% dr* + (dr*)z) + (1 — 75) dr*? + r2dQ?.  (3.63)
RS %3 2 * RS
ds? = — (1 - 7) (dx®")’ + 2dx° [(1 - 7) dr*] +r2d02. (3.64)
R * *
ds? = — (1 — TS) (dx° )2 + 2dx° [dr] + r2dQ? . (3.65)

Percebe-se que neste sistema de coordenadas, a Unica singularidade que
persiste ocorre quando r = 0. Deste modo, resolvido este problema, voltemos
agora a analise da estrutura causal do espaco-tempo de Schwarzschild, mas desta
vez com uma nova coordenada temporal. Tais coordenadas sdo conhecidas como
coordenadas de Eddington-Finkelstein.

Da eq. (3.56), vimos que a relagdo entre as inclinagdes dos cones de luz
expressos em ambos os sistemas de coordenadas, é dada por:

dx®  dx° R\! (3.66)
== (1-2)

dr  dr r

Note que chegamos nesta relacédo a partir de um caso especial no qual a
inclinacdo dx° /dr =0 e a particula se aproximava da regido de interesse
delimitada por R;. No entanto, uma vez que esta relacdo tenha conduzido a uma
métrica coerente, vamos utilizad-la para avaliar o comportamento tanto se

aproximando, como se afastando da regido de interesse, descritas pela equacéao:

0 -1
dx” =+ (1 — &) _ (3.67)
dr r
Ambas as situacbes podem ser resumidas por:
A0 0, para particula se aproximando.
= R\ ! ] (3.68)
dr 2 (1 — 7) , paraa particula se afastando.

A primeira situacao ja € conhecida, mas esta segunda, vejamos: sabendo
que a inclinacéo desta reta é dada por tan a, como é possivel analisar na Figura

3.4, (em que a € o0 angulo da reta de inclinacédo em relacéo ao eixo r), temos que:
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e Parar > R,, devemos ter a < /2 rad,
e Para r = Ry, tana = oo, que por sua vez, indica que a = /2 rad,;

e Parar <R, devemoster a > m/2rad.

Representando graficamente esta situacéo, temos:

Figura 3.4: Andlise da estrutura causal do espaco-tempo de Schwarzschild nas
coordenadas de Eddington-Finkelstein

rﬁ% A %"}“ x%* = constante

Fonte: Medeiros (2022)

Com isto, podemos perceber que neste sistema de coordenadas, a particula
atravessa a regiao de interesse sem problemas, no entanto, a partir de r = R, a
abertura do cone de luz que denota eventos futuros, estd completamente voltada
para o interior da superficie de interesse (ver figura 3.4). Isto, por sua vez, indica
gue qualquer particula, seja ela massiva ou ndo, uma vez que adentre essa regiao,
nao mais podera sair.

Devido a esta caracteristica, a superficie delimitada pelo raio de
Schwarzschild é chamada de horizonte de eventos, e a regido delimitada por este
horizonte de eventos, é chamada de buraco negro, pelo fato de nédo poder ser vista,
uma vez que a luz ndo escapa desta regiao.

Vale a pena revisitar a situacéo do problema associado ao tempo infinito que
seria necessario para um observador distante do buraco negro receber um sinal de
algo adentrando o horizonte de eventos. No sistema de coordenadas de Eddington-
Finkelstein, vimos que:

x" =x%+ r+ R, ln(RL—l). (3.69)

S
Neste caso, quando r — Ry, temos que x° — —co. Ou seja, mesmo neste
sistema de coordenadas, concluimos que o observador ndo consegue ver um

objeto quando este ultrapassa o horizonte de eventos.
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Ainda sobre as limitagdes da solucdo de Schwarzschild, cabe destacar que
tal solucao se aplica para regifes exteriores a distribuicdo de massa que causa a
curvatura do espaco-tempo. Neste caso, devemos verificar o raio da distribuicdo
em relacdo ao raio de Schwarzschild. Nosso Sol, por exemplo, possui um raio de
aproximadamente 700.000 km. Por outro lado, dada sua massa de 2 - 103° kg, pela

definicdo de R, temos que:

2GM
Rs = Z ~ 3 Km.

Deste modo, ndo faz sentido utilizar a métrica de Schwarzschild para a

(3.70)

regido em que: 3 Km < r < 700.000 Km, uma vez que sera uma regidao ocupada
pela estrela, e ndo vazia! Observamos que apesar da solucédo de Schwarzschild ser
derivada a partir de uma distribuicdo de massa estatica, pelo fato de a rotacdo do
Sol ser pequena, ainda assim a solugéo pode ser tida como uma boa aproximacéao,
como sera verificado a posteriori a partir dos testes classicos da TRG.
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4. CONSEQUENCIAS OBSERVACIONAIS ASSOCIADAS A
SOLUCAO DE SCHWARZSCHILD

Conforme j& mencionado nos capitulos anteriores, toda nova teoria fisica
deve ser capaz de fornecer explicacfes condizentes com a de outras teorias fisicas
ja consolidadas pela comunidade cientifica e, se possivel, fornecer explicactes de
fendmenos ainda ndo devidamente descritos por outras teorias. Nesta perspectiva,
uma vez deduzida a métrica de Schwarzschild, deve-se questionar se esta solucao
atende aos requisitos mencionados. A seguir, trataremos de aplicacdes da solucéo
de Schwarzschild que desempenharam um papel muito relevante no sentido de
validar a TRG. Além disto, no que diz respeito a previsdes inéditas fornecidas pelas
novas teorias, como vimos no capitulo anterior, a solucdo de Schwarzschild prevé
a existéncia de um objeto astronémico que ficou conhecido como Buraco Negro.
Também neste capitulo trataremos brevemente de descobertas recentes acerca da

existéncia deste ente.

4.1. OS TESTES CLASSICOS DA RELATIVIDADE GERAL

Desde sua formulagéo, no ano de 1915, a teoria da relatividade geral (TRG)
vem passando por diversos testes, e deste modo, tem proporcionado ainda mais
resultados significativos para a ciéncia. Em seus primordios, trés testes ganharam
notoriedade, e destes, dois estdo correlacionados a métrica de Schwarzschild.
Vamos aqui fazer uma breve exposicao de cada um deles, a fim de realcar a

aplicabilidade da solucédo de Schwarzschild.

4.1.1. O avanco do Periélio de Mercdario

Esse teste classico da relatividade tem uma grande importancia historica,
uma vez que foi a partir dele que a relatividade geral teve o olhar cientifico merecido
na época. Como sabemos das leis de Kepler, os planetas giram em torno do Sol
numa trajetéria eliptica, com o Sol estando em um de seus focos. Porém, apés

algumas observacdes, notou-se que a trajetéria de Mercario tinha uma
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peculiaridade: o seu periélio* avanca em dire¢cdo ao Sol com o passar do tempo.

Este fato ficou conhecido como o avanco do periélio de Mercurio. (LENZI, 2020)

Figura 4.1: Precesséao do periélio de Mercurio

Mercurio /

Fonte: Medeiros (2022)

Desde a Grécia antiga, esse movimento peculiar apresentado pelo planeta
Mercurio estava sob os olhares dos filésofos naturais da época, até que apoés
exaustivas observacdes, Hiparco (190 a.C. — 120 d.C.) determinou que a precessao
do periélio de mercurio seria de 0,0127 graus por ano, aproximadamente. Um dado
interessante, pois atualmente, o valor apresentado com relagdo aos equinécios €
de 0,0136 graus por ano (TORT, 2010), resultado muito préximo do apresentado
por Hiparco. Ainda de acordo com Tort, 2010, “Em relagdo a nossa linha do
equindcio, a previsdo é de que a precessao aparente fosse aproximadamente 5025
segundos de arco por século, assumindo que o eixo de Orbita é estacionario”.
Entretanto, essa previsdo nao condizia com os dados observacionais, que
apresentavam um valor de 5600 segundos de arco por século. Parte dessa
diferenca € explicada pela interacao gravitacional dos outros planetas, cerca de 532
segundos de arco por século, porém, ainda resta uma diferenca de
aproximadamente 43 segundos de arco por século que ndo pode ser explicadas
pela teoria Newtoniana (TORT, 2010). A partir dessa problematica, iremos
apresentar a solucdo a luz da relatividade de Einstein, por meio da métrica de
Schwarzschild.

Para que possamos analisar esse movimento, € necessario que lembremos
a equacao presente no apéndice C, que nos da a geodésica do espacgo-tempo:

d*u® dutdu’

ez T ar T (4.1)

14 Periélio, em astronomia, é quando um corpo celeste se encontra mais préximo do sol, na qual
este corpo percorre uma Orbita eliptica. E também quando este corpo atinge a velocidade maxima
de sua trajetéria.
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Vamos utilizar o modelo em que o planeta Mercurio pode ser considerado
uma particula livre no espago-tempo curvado por um corpo de simetria esférica,
como descrevemos para a métrica de Schwarzschild. Tomaremos a aproximacao
de que a rotacdo do Sol ndo causa efeitos apreciaveis na curvatura do espaco-
tempo em seu entorno. Vamos calcular a geodésica para as coordenadas x° = ct,
x! =r,x? =0ex3=¢.Paraisso, é necessario encontrar todos os coeficientes da
conexao de Christoffel. Tomando, por exemplo, para a coordenada 6, ou seja, a =
2, e considerando a soma em u e v, pela notacdo de Einstein, teremos 20 simbolos

de Christoffel. Entretanto, destes, apenas dois ndo sdo nulos:

1
T4 = Egzzazg33 = —sinfcosH, (4.2a)

g = %92201922 = % =T, (4.2b)
Logo, apds explicitarmos toda a soma, notamos que restam apenas 0S
termos:
d’x* _ dx®dx® , dx'dx?
dt? 15 drt drt + Zrlzgﬁ =0
Note que temos o terceiro membro da soma multiplicado por 2, decorrente

(4.3)

da simetria dos simbolos de Christoffel em seus indices inferiores. Agora,

substituindo os valores da eq. (4.2a) e eq. (4.2b), temos:

d29+2drd9 . H(dcp)z_o
dt?  rdrtdr S G cos dt) (4.4)
A partir dessa afirmagéo, vamos considerar, de forma estritamente arbitraria,
as condicdes em que 6;,_, = /2 e (ﬁ) = 0, teremos entao:
dt/t=0
d*6 0
d’l'z - . (4.5)

Neste caso, teriamos esse movimento confinado no plano 8 = /2 e que nos
apresenta a conservagao de momento angular. Vamos agora tomar a equacgéo da
geodésica com outros coeficientes da conexdo de Christoffel, levando em
consideracdo as mesmas regras tomadas para 4.2a e 4.2b. Para a coordenada r,
ou sejaa = 1:

e A oy (E)Z N v_’(ﬂ)z ey (d_¢>
ds? 2 ds 2 \ds ds

Tomemos agora a coordenada t, para a = 0:

2

=0. (4.6)
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dt .
s = ke 4.7)
em que k = constante. Agora, para a coordenada ¢, com a = 3:
d
2=, (4.8)
ds

No qual h = constante, esta expressao explicita o fato de estarmos lidando
com um problema de for¢ca central, logo, estd diretamente ligada com a
conservacao do momento angular. Como 0 nosso interesse € determinar a equacao
gue descreve a trajetéria de uma particula sob a acdo de uma fonte gravitacional
que curva o espaco-tempo de acordo com a métrica de Schwarzschild, vamos

determinar o elemento de linha visto na eq. (3.38), onde R, = 2m:
2 2my
ds? = — (1 - Tm) de? + (1 - Tm) dr? +r2(d6? + sin? 0 d¢p?) (4.9)
Note que o movimento esta confinado em um plano, logo 6 = n/2 e vamos
multiplicar ambos os lados da equacéo por 1/ds?, assim:

B (-2 @ @) e

Substituindo os valores das coordenadas descritas acima, e usando a regra

da cadeia, temos:

2m h? 2m\"t sdr\*  (h\?
— g2 28 pm2v B (22 sl - 4.11
1 k (1 r)e +r4<1 r) (d(l)) +(r)' ( )
2
emquee 2 =1/ (1 - sz) . Assim, reorganizando os termos, teremos:
1 dr\* [h? 2m
2 _p2( ) (2 7). 4,12
ke —h (rqub) <r2+1>(1 r ) ( )
Substituindo o termo izﬂ =-2Z (3) podemos entéo reescrever como:
r2deo d¢ \r
k2 — h2 d (1)]2 = h2+ 1 (1 Zm) (4.13)
do \r/l —\r2 r/)’ '

A partir daqui, vamos utilizar a seguinte substituicdo de variavel: 1/r = u, em

seguida, reorganizando os termos, podemos reescrever a eq. (4.13) como:

du\? 1 k?
(@> = (w2 + ) @mu—1) + 5. (4.14)
Tomando agora a diferenciacdo em ¢, e reorganizando, temos:
dZ
#+u=3mu2+%. (4.15)

Essa equacdo € extremamente semelhante a equacdo da gravitacdo

Newtoniana, exceto pelo termo 3mu?. Porém, esse se trata de um termo corretivo
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da relatividade geral, pois este se torna insignificante com relacéo ao termo m/h?
por se tratar de um termo que sé se apresenta a altas velocidades:

d’u m
W+u = ﬁ (416)

Agora vamos resolver a equacao de trajetoria 4.15, utilizando o método de
aproximacodes sucessivas, que consiste em tomar uma solucao geral como séries
de poténcias. Para a solucdo de u™ utiliza-se a de u® e de u® usa-se a de u™
e assim sucessivamente.

Para o periélio de mercdrio, utilizaremos apenas as solugdes em primeira

ordem:

d2u(©® m
U@ = (4.17)

Logo, para a solugéo de ordem 0, temos:

u©® = % [1+ ecos(p — ¢y)]. (4.18)

em que € € a excentricidade da trajetoria. E ela que nos permite visualizar que

estamos diante de um percurso seja eliptico, seja parabdlica, hiperbdlica, entre
h? p . - .

outras; no qual € = (m - 1) e ¢, € a posicao do periélio, que normalmente é igual
0

a 0, e h? provém da conservagdo do momento angular, visto na eq. (4.8).

Agora partindo para a solu¢do de ordem 1 utilizando a solug¢do anterior,

teremos:
d?u®
M = 3mu©2 4.19
a2 +u 3mu ( )
Substituindo os valores de u(®, temos:

d?u® 3m3
W="""1 2 4.20
02 +u PO (1+ €ecoso) ( )

Desconsiderando nesta equacdo os termos de segunda ordem para e,

podemos escrever:

d?u® 6m3 3m3
52 +u® = Fecos(qb) s (4.21)

O segundo termo da soma na eq. (4.21), é constante e que por estarmos

analisando movimentos em trajetérias curvadas no espaco-tempo, ou seja,
trajetérias dindamicas, néao faz sentido termos constantes na expressao, de modo

que:
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d2y® 6m>
dgz +u® = h—niecos(d)), (4.22)

cuja solugcdo de ordem 1 é dada por:

3 3
u® = h—"id)e sing . (4.23)

Para que tenhamos a solucédo total para o caso do periélio de mercurio,
devemos tomar a soma das solu¢des encontradas, assim:
u=u® 4y® 4. (4.24)
Que para expressdo temos, lembrando que retiramos a constante por

motivos citados anteriormente:

3 2
u=%(h—12q§esinq§+1+ecos¢>. (4.25)

3m?
h2

Para resolvermos a expressao acima, vamos dizer que ¢ = A¢p. Nessa

expressado podemos afirmar que A¢ < 1, pois m é muito grande, uma vez que m =
GM/c? e ainda esta elevado ao quadrado e que h depende de r que também é
muito grande, logo:

3m? A¢ sin¢ =~ sinA¢ sin ¢.
h? ¢ <1 _){ cos ¢ =~ cosA¢ cos ¢ .

Com os dados acima em mente e utilizando as propriedades das funcdes

(4.26)

Ap =

senoidais, lembrando que a excentricidade dos planetas € muito pequena,

podemos desconsidera-lo, assim iremos reescrever a eq. (4.25) como:
3

u= % [cos(d — Ad) + 1] . (4.27)

A variacdo A¢ representa o avanco no periélio de mercuario, e podemos

determina-la por meio de:
3m?
Ap = 2 ¢ . (4.28)

Como vimos nas secdes anteriores, todos esses valores sdo conhecidos,

assim podemos dizer que o valor do avanco do periélio de mercurio pode ser

corrigido pela relatividade geral de modo a ser compativel com os dados
observacionais, fornecendo um valor dado por:
Agp = 43".

Sendo este o valor explicitado no inicio dessa secao, note que esse avango

€ extremamente pequeno. Deste modo, percebemos que partindo do modelo em

gue o planeta Mercurio é considerado uma particula que percorre uma geodésica
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no espaco-tempo de Schwarzschild, chega-se a uma solucao que justifica o avanco
de seu periélio. (TORT, 2010; LENZI, 2020)

4.1.2. Deflexdo gravitacional da Luz

Quando recorremos a esse tema, estamos falando do teste que alcou a
teoria da Relatividade Geral ao status de teoria de corpo cientifico. Previsto por
Einstein em 1915, e observado pela primeira vez por Arthur Stanley Eddington®®
(1882-1944) e sua equipe em 8 de marco de 1919, em meio a conflitos da grande
guerra mundial (COLES, 2001). Parte da equipe veio a Sobral — CE e outra parte
da equipe, junto com Eddington foram para Porto do Principe na costa da Guiné
Equatorial, ambas as equipes foram observar um eclipse solar que ocorrera
naquele dia (LENZI, 2020). Estas equipes foram para as expedi¢cdes com 0 intuito
de observar o desvio do raio de luz de uma estrela, este desvio se daria pela
curvatura no espaco-tempo causada pelo Sol, como podemos ver na figura 4.2,

teriamos a posicao real da estrela e a posicdo aparente.

Figura 4.2: Posicédo real e posi¢éo aparente da estrela devido desvio gravitacional da luz

Posigdo aparente

da estrela
ﬁ ~—n Direcao aparente
Teeel do raio de Luz
S e
A )
¥ Ralo de Luz
P @bﬁﬁ' o
=N
Estrela Sol Observador

Fonte: Medeiros (2022)
Tomando o elemento de linha de Schwarzschild, que como estamos nos

referindo a luz, podemos determina-lo como:
2m 2my\ !
(1—T)dt2—(1—7> dT'Z—TZ(d62+Sil’129d¢2):O.
Além do mais, vamos considerar novamente, que a luz se propaga no plano
6 = m/2. Vamos considerar todos 0s passos descritos anteriormente para o periélio
de mercurio. Logo, teremos a seguinte equacéo que descreve a trajetoria da luz:

d?u

52 +u = 3mu?. (4.29)

15 Arthur Stanley Eddington (1882-1944) foi um astrofisico britanico do inicio do século XX.
Eddington é famoso pelo seu trabalho sobre a Teoria da Relatividade acerca da deflexdo da luz.
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Para resolver essa equacao, usaremos novamente o método das sucessivas
aproximacoes, considerando apenas as solucdes de ordens 0 e 1. Primeiro:
d?u©®
d¢?
Vamos assumir um sistema de coordenadas em que:

+u® =9, (4.30)

¢rmin =0-"in =R,
em que ¢, = 0 é a menor distancia angular entre o raio de luz e a fonte gravitacional
como sendo nulo e r,,,;;, = R indica o raio sendo igual ao raio da fonte. Com essas

consideracdes, podemos dizer que:
1
u® = 700 ) (4.31)

Essa expressao representa uma condicdo, na qual o feixe de luz passaria
tangente a fonte em uma trajetdria retilinea desconsiderando a presenca da fonte.
Determinado a solugéo de ordem 1:

d2u@®
197 +u® = 3mu©®2, (4.32)
Substituindo a expressdo de ordem 0, temos como resultado essa
expressao:
u® = % [cos?(¢p) + 2sin?(¢)]. (4.33)
Agora, vamos tomar a soma de u® e u™ para determinarmos a solucéo
total. Logo:
1 m
u= Ecosqﬁ + 22 [cos?(¢) + 2 sin?(¢)] . (4.34)

Lembrando que u = 1/r podemos entédo substituir em 4.34:
R=rcos¢ + % [rcos?(¢) + 2rsin?(¢)]. (4.35)

Note que o sistema de coordenadas utilizado até o momento ndo é muito
favoravel para nossa visualizacdo. Vamos entdo substituir pelo sistema de
coordenadas cartesianas para facilitar a visualizag&o da curvatura espacial do feixe
de luz (LENZI, 2020). Devemos nos lembrar dos valores de x, y em coordenadas
esféricas assim como de r em coordenadas cartesianas.

x% +2y?

R=x+2
= x4 , (4.36)

ou:
x? + 2y?

x=R—%[ (4.37)
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Vamos considerar que y > x, ou seja, a fonte de luz esta muito distante da
fonte gravitacional, de modo que iremos assumir uma solucdo assintdtica e

poderemos dizer que:
m
sziEZy, (4.38)

em que, da eq. (3.41), podemos dizer que m = GM/c?, e com isto, temos:
2GM

~ 2R

Repare que o termo que multiplica y representa o coeficiente angular da reta

y (4.39)

descrita pela expressao em questdo, e que o sinal de + representa a conjuncao
dentro dessa aproximacdao assintética que estamos considerando. Assim, teremos
duas equacdes que descrevem retas distintas que nos auxiliam a determinar o
termo &, veja na figura 4.3 (Na proxima pagina).

Note que o cruzamento dessas solugdes nos permite analisar o desvio da
luz, e que para podermos analisar o desvio total necessitamos tomar a soma das
duas inclinacdes, onde o desvio total da luz € descrito pelo angulo § = 2w. Repare
gue esse desvio € muito pequeno, de modo que podemos dizer que w = tan w, que

representa o coeficiente linear da reta. Logo, podemos dizer que:

4GM

~ 4.40
R (4.40)

Figura 4.3: Cruzamento das aproximacgdes assintiticas

X

GM GM |
2y X=R+m3y

Fonte: Medeiros (2022)
A expressao acima (eq. 4.40), nos apresenta o desvio da luz quando passa

proximo a uma fonte gravitacional, na qual apos as substitui¢cdes, teremos § = 1,75"



73

sendo muito préximo dos valores observados por Eddington e sua equipe, que em
Sobral tiveram § = 1,6" e em Porto do Principe de § = 1,9". Estes resultados foram
divulgados na época, porém, mesmo aceitos, seus dados foram inconclusivos
devido a problemas geograficos e técnicos nos locais de expedi¢cdo, tanto em
Sobral por causa dos efeitos climaticos, quanto a problemas vinculados as imagens
fornecidas na cidade de Porto de Principe. Mesmo com as falhas supracitadas, a
expedicdo liderada por Eddington teve extrema importancia na época (COLES,
2001; SOARES, 2005). Depois de alguns anos, esse teste foi refeito com melhores
aparelhos e aceito de forma satisfatoria.

Como os resultados acerca destes dois testes da TRG, a precessdo do
periélio de Mercurio e a deflexdo dos raios luminosos, foram corroborados pelas
observacoes, e os dois se utilizaram da solugdo de Schwarzschild, podemos dizer
que tal solucdo pode ser considerada valida para se descrever fenbmenos na

natureza em seu dominio de aplicagao.

4.2. AS EVIDENCIAS RECENTES DA EXISTENCIA DE BURACOS
NEGROS

No ano de 2019, mais precisamente no dia 19 de abril, foi divulgada a
primeira imagem de um buraco negro, que se deu por meio de uma colaboracéo
cientifica internacional com o (Event Horizon Telescope — EHT) ou Telescépio
Horizonte de Eventos que teve suas primeiras analises no ano de 2009. 20 paises,
60 instituicbes, mobilizaram 347 profissionais, desde fisicos a engenheiros. Para
realizar esse feito, foi necessario um telescépio do tamanho da terra constituido por
8 radio telescopios capazes de agrupar informacdes da imagem do Messier 87, um
buraco negro supermassivo que se encontra no centro da galaxia M87, sua massa
€ de aproximadamente 6,5 bilhdes de massas solares (NASA, 2019; NASA, 2022).
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Figura 4.4: Imagem do Sagitario A*, Buraco Negro do centro Via Lactea

Fonte: Site da NASA (2022)

No centro de nossa galaxia temos um buraco negro supermassivo, a
exemplo da galdxia M87, com massa de aproximadamente 4 milhdes de massas
solares. Este foi detectado pelo EHT no ano de 2022 e € denominado Sagitario A*
(figura 4.4). Vale ressaltar, que como descrito acima, 0os buracos negros nao
permitem que nada que esteja em seu interior consiga sair, as imagens acima
citadas s&o apenas do disco de acrecao que envolvem os buracos negros, sendo
possivel a observacdo pois uma intensa emissdo de raios X dada por matéria
extremamente quente orbitando-os. (NASA, 2019)

A teoria de Einstein previa ainda, que com a perturbacéo no espago-tempo
surgiriam as ondas gravitacionais que se propagariam na velocidade da luz em
todas as direcGes. Cerca de 100 anos depois de sua predicdo por Einstein, as
ondas gravitacionais puderam ser detectadas em fevereiro de 2015, pelo LIGO
(Laser Interferometer for Gravitational waves Observatory) publicada na revista
cientifica Physical Review Letters. De acordo com o site do LIGO, os pesquisadores
detectaram um sinal do que pode ser a fusdo de buracos negros supermassivos ja
observada em ondas gravitacionais. O produto desta fuséo foi tida como primeira
deteccdo clara de um buraco negro de “massa intermediaria”, com uma massa

entre 100 e 1.000 vezes a do sol.
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5. CONSIDERACOES FINAIS

Fazendo uma alusdo ao objetivo deste trabalho, que se tratava de
estabelecer uma pesquisa bibliografica com o intuito de compilar um conjunto de
ideais que pudessem vir a favorecer a compreensao de um tema da Fisica Moderna
e Contemporanea a fim possibilitar uma melhoria de seu ensino, julgamos que este
trabalho de concluséo de curso foi satisfatério.

Dada a complexidade do tema abordado, que consistiu no desenvolvimento
da solucdo de Schwarzschild, podemos afirmar que alguns aspectos ficaram a
desejar devido a grande quantidade de recursos que Sao necessarios para sua
compreensao, em contraponto as limitacdes caracteristicas da estrutura deste tipo
de trabalho. Ainda assim, acreditamos que para uma iniciacdo ao tema, este
trabalho pode ser de alguma valia, uma vez que se destina a um publico-alvo de
professores em formacéo que possivelmente possuem varios dos pré-requisitos
necessarios para acompanhar as ideias aqui expostas.

E evidente que para uma compreensdo mais efetiva do tema, é desejavel
que os leitores deste trabalho tenham a oportunidade de complementar as
discussdes aqui realizadas a partir de uma diversificacdo de fontes, e/ou através
de um acompanhamento de profissionais que possam esclarecer eventuais
obscuridades que tenham permanecido no texto. Neste sentido, podemos
estabelecer como uma perspectiva futura deste trabalho, a implementacdo de um
minicurso acerca do referido tema.

Outra perspectiva interessante que pode ser desenvolvida a partir deste
trabalho € a elaboracdo de uma sequéncia didatica para uma compreensao
introdutéria de buracos negros voltadas para um publico-alvo de alunos
pertencentes ao ensino médio. Neste contexto, acreditamos que a apropriacdo do
tema a partir deste trabalho, pode facilitar a devida transposicdo didatica na
elaboracao do referido material.

Por ultimo, mas ndo menos importante, podemos realcar que a jornada
necessaria para elaboracéo deste trabalho proporcionou muito aprendizado, e pelo
menos para este que vos escreve, permitiu de maneira exitosa a compreensao de
um tema atualmente relevante no contexto da Fisica, e que ndo esta devidamente

inserido na formacdao tradicional de professores desta ciéncia.
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APENDICE A — O formalismo tensorial

Desde o0 século XVII que a matemética tem se consolidado como a
linguagem estruturante das ideias da ciéncia Fisica, e com isto, tem contribuido
para o sucesso desta no que diz respeito a descricdo e previsibilidade dos
fenbmenos da natureza. No entanto, do ponto de visto do ensino de Fisica, ainda
existem muitos problemas associados a apropriacdo dos diversos formalismos
matematicos utilizados nesta ciéncia. Neste contexto, devido a pouca familiaridade
sobre de estudantes de fisica acerca da algebra tensorial, vamos expor algumas
das ideias basicas necesséarias para se compreender os conteudos abordados

neste trabalho.
SOBRE VETORES E VETORES DUAIS

Antes de abordarmos o conceito de tensores, devemos enfatizar que para
compreendé-lo, faz-se necessario assegurar a compreensao de outros entes
matematicos conhecidos como vetores.

Quando falamos em vetores estamos lidando com entes que séo elementos
de um conjunto denominado espaco vetorial V, que munidos de duas operacgdes:
soma e produto por escalar, respeitam um determinado conjunto de propriedades
(LIMA, 2009).

> 5 o

Para todos os elementos A4, B, C € V, a adicao satisfaz:

(al) Comutatividade: A+B=B+A4,vABevV.

(a2) Associatividade: (A +B)+C =4+ (B+C),V4B,CeV.

(a3) Elemento neutro: existe o vetor 0Oev que satisfaz B+0=0+E =5,
vO0,BEeV.

(a4) Inverso aditivo: V B €V, existe um vetor inverso B = —B € V, denominado
elemento oposto de B, tal que B + (=B) = 0.

Para os elementos 4,BeVeab €R,0 produto por escalar satisfaz:

(m1) Associatividade da multiplicagdo por escalar: a(bB) = (ab)B, VB €V e
a,b € R.

(m2) Distributividade da soma de escalares em relagdo a um vetor: (a + b)§ =

aB+bB,YBEVeabeR.
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(m3) Distributiva de um escalar em relagéo a soma de vetores: a(/f + E) = a4 +
aE,V/T,EEVeaE]R.

(m4) Vale que 1B = B, ou seja, a unidade dos escalares nao altera os vetores
deV.

Qualquer ente matematico que sob estas aplicagBes, satisfacam essas
propriedades, pode ser considerado um vetor. De um ponto de vista geométrico,
um vetor possui uma representacao que permite uma aplicabilidade muito intuitiva,
na qual ele é representado por um segmento de reta orientado, atribuindo-se a este,

as caracteristicas: Modulo, direcéo e sentido.

Figura A.1l: Representacdo Geométrica de um vetor

oy
By

Fonte: Medeiros (2022)
Frequentemente, a fim de facilitar a manipulacdo algébrica de vetores,

costuma-se representa-lo associado a um sistema de coordenadas; e ainda,
descrevé-lo como uma combinagéo linear de vetores de base: é;, ¢, e é;. Uma base
de um Espaco Vetorial consiste em um conjunto de vetores em termos dos quais
se pode descrever qualquer outro vetor pertencente a este conjunto, e geralmente
sdo definidos de maneira a informar o sentido de crescimento de valores

associados aos eixos do sistema de coordenadas.
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Figura A.2: Vetores unitarios
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Fonte: Medeiros (2022)

Neste contexto, expressamos um vetor /T, como:
A= A8+ A8 + A%8;, (A.1)

em que A* AY e A* sdo ditas componentes deste vetor ao longo dos eixos

ordenados. Geometricamente, representamos este vetor conforme a figura A.2.

Apesar de termos definido o vetor A vinculado ao sistema de coordenadas
cartesiano ortogonal, podemos descrevé-lo em termos de qualquer sistema de
coordenadas desejado. Por isso 0 generalizaremos para a forma:

A= A8, + A%8, + 438, . (A.2)
em gue é,, é, e é;, Sdo 0s vetores de base associados ao sistema de coordenadas.

No contexto da Fisica, a algebra vetorial desempenha um papel muito
importante pelo fato de varias grandezas fisicas possuirem caracteristicas que
podem ser devidamente descritas com as propriedades dos vetores. InUmeros sao
os exemplos destas grandezas: for¢a, deslocamento, velocidade, entre outras.

No entanto, é preciso ressaltar que ha casos de grandezas fisicas que
exibem um comportamento inverso aos dos vetores que definimos aqui. Por tal
motivo, € preciso também utilizarmos entes matematicos que tenham um
comportamento condizente com esta caracteristica. Dentre os entes que podem
desempenhar esta funcéo, estdo os chamados Vetores Duais. Estes vetores
formam um outro Espaco Vetorial chamado de Espaco Vetorial Dual V*.

E possivel estabelecer uma relagéo entre os vetores e os chamados vetores
duais através das bases dos respectivos espacos vetoriais. Isto porque os vetores

de bases duais sdo definidos de modo a satisfazerem duas caracteristicas: a
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primeira diz que cada vetor de base dual deve ser perpendicular a quaisquer
vetores da base original que possuam indices diferentes, ou seja, é' é
perpendicular ao &, e é;, é2 é perpendicular ao é,; e é;, e assim por diante. Perceba
gue a notacdo utilizada para denotar o vetor de base do espaco dual € um vetor
com indice sobrescrito, enquanto os vetores da base do espacgo vetorial ‘original’
sdo denotados com indices subscritos. A segunda caracteristica, esta afirma que o
produto escalar entre cada vetor de base dual e o vetor da base original com mesmo
indice, deve ser igual a um.

Deste modo, podemos dizer que:

=y Wi} *3
em que i e j denotam o numero de coordenadas do sistema de referéncia.
Com isto, podemos expressar o vetor 4 como:
A=A,8"+ A,8% + A;83. (A.4)

Note que as componentes do vetor quando escritos como uma combinagéo
linear de vetores da base dual, sédo denotados com indices subscritos. Esta notacéo
desempenha um papel importante neste contexto. As componentes de vetores
denotadas com indices sobrescritos A!, sdo chamadas de componentes
contravariantes. Ja componentes de vetores denotadas com indices subscritos A4;,
sdo chamadas de componentes covariantes.

O contexto do qual deriva esta nomenclatura esta associado ao estudo de
mudanca de sistemas de coordenadas. E muitas vezes preciso, no ambito do
estudo de fendmenos fisicos, realizar operacdes que expressem as grandezas
fisicas em outro sistema de coordenadas, e consequentemente, utilizar leis de
transformacdes tanto das componentes de vetores, como das bases do espaco
vetorial utilizados para expressa-los. Neste sentido, dada uma certa lei de
transformacao dos vetores da base, quando as componentes dos vetores possuem
uma lei de transformacao inversa a esta primeira, diz-se que tais componentes sao
contravariantes. Para o contexto em que as componentes possuem uma lei de
transformacado igual a dos vetores de base, diz-se que tais componentes sao
covariantes.

Dados dois sistemas de coordenadas: S e S’, temos:

2 = axliAj — Z A (A5.2)
=2 a0 = jal] ) 5.
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) ox/ N (A.5.b)
Ai = _’LA] = Z Cll]Aj
jox j

em que x e x' sao as coordenadas dos sistemas de referéncia.

Aproveitamos a oportunidade para inserir neste contexto uma nova notagao:
sempre que em uma somatoria encontramos indices repetidos de modo que um
deles esteja subscrito, e o outro, sobrescrito, passaremos a utilizar esta
caracteristica para denotar a soma sem explicitar o simbolo dado pela letra sigma.
Nesta notagcao, escrevemos as equacdes anteriores na seguinte forma:

At =a A, (A.6.a)
Ay =aY4;. (A.6.b)

Esta notacdo € conhecida como notacédo de Einstein.
TENSORES

Agora sim, indo direto ao ponto, o que é um tensor?

Existem véarias formas de se definir um tensor na literatura académica. No
entanto, a fim de promover uma apropriacdo mais rapida, recorremos a uma
definicdo pouco rigorosa, porém, valida.

Podemos afirmar que um tensor € um ente mateméatico que combina vetores
e vetores duais através de um produto tensorial (LIMA, 2009). Neste caso,
precisamos delimitar as caracteristicas de um produto tensorial.

Consideremos entdo um produto tensorial entre dois vetores: A= Até, +
A?8, e B = B8, + B?8,, representado por A®E. Temos entio:

A®B = (A8, + A%8,)® (B8, + B28,) . (A7)

Aplicando a distributividade, temos:

AQFB = A'B18,®8, + A'B?8,@8, + A*B8,88, + A>B?8,®8,, (A.8)
e usando a notacao de Einstein, reescrevemos:

A®B = A'B/¢,®8; . (A.9)

Vamos denotar uma nova notacdo para estes termos. Utilizaremos letras

maiusculas em italico para representar o resultado deste produto tensorial, ou seja,

o Tensor: A®B = C. O produto das componentes representaremos por A:BJ = CU,
de modo que os indices associas a C evidenciem o numero de vetores (ou vetores

duais) e o tipo de componentes (contravariantes ou covariantes) envolvidos no
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produto tensorial. Ja o produto dos vetores de base ¢€;®é; denotaremos apenas de
maneira justaposta: é;é;. Deste modo, reescrevemos a expresséo anterior como:
C=CYéé. (A.10)

Apesar de condensada, é preciso realcar que tal expressdo possui varias
componentes, cujo numero é dado por M™, em que M = numero de dimensdes no
qual o vetor esta definido e n = nimero de indices denotado na componente do
tensor, utilizado também para classificar o tensor em termos ordem, neste exemplo,
CY denota um tensor de ordem 2. Muito frequentemente, na algebra tensorial,
descrevem-se as operacfes entre tensores sem que se explicite o tensor de base:
é;¢;. Neste caso, por exemplo, o tensor F = Fiﬁl‘l é'é;é,6,6™, de quinta ordem, sera
referido apenas a partir de seus componentes: Fl.{,'q‘l.

Deste modo, nos referimos a soma de tensores simplesmente verificando se

as componentes sdo do mesmo tipo:

Cij = AU + Bij'
CY = AY + BY, (A.11)
le = A]‘- + Bj‘.

Quanto a lei de transformacédo das componentes de um tensor para outro

sistema de coordenadas, de modo geral, tem-se:

ax't  ox"” 9xP  09x9 (A.12)

dx™ odx™ox'k o9x't P

Outra operacao relevante no contexto da algebra tensorial € a contracao.

i
C k.l —

Considere a transformacéao:
. dx' dx'® axP ox" 9x°
Tik = : Tors. (A.13)
J 0x° 0x9 dx'J dx' dx'™

Agora, tomando i =1 podemos reescrever a expressao reorganizando as

derivadas:

i r 'k 14 S
ik _ 0x'* 0x | 0x'™* 0x | 0x 704 (A.14)
Jim 9x0 9x't 9x4 dx'J 9x'™m PTS

De modo que as duas primeiras derivadas, de acordo com a regra da cadeia,

podem ser escritas como:

dx't dx" B ox’ _ &7 (A.15)
dx° dx't  axe % '

Ou seja, reescrevendo a expressao A.14, tomando a definicdo do delta de

Kronecker, temos:
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1k P s
K :6x ax. ox* . . (A.16)
Jm 9x4 0x'J gx'™ PS
Com isto vemos que se um indice de cima é igualado a um indice de baixo,

reduz-se a ordem do tensor em 2 unidades.
O TENSOR MAIS IMPORTANTE

A fim de exemplificar um tensor em seu contexto de aplicacdo, vamos utilizar
como exemplo um tensor que é extremamente (til, pois com ele podemos
determinar varias quantidades fundamentais como comprimentos e angulos. Seja
qual for o sistema de coordenadas, ele fornece uma métrica para tal, este é
conhecido como tensor fundamental ou tensor métrico. (FLEISCH, 2012).

Vamos definir o tensor métrico ou a métrica do espaco, que pode ser visto com
notacdes como g ou g, vamos considerar dois pontos em um espago que estao
separados por uma distancia infinitesimal ds, vamos chamar de dr o vetor que liga
os dois pontos, precisamos tomar o quadrado dessa distancia, ou seja, ds? logo,
podemos afirmar que:

ds? = d7 - d7. (A.17)

Relembrando o que vimos anteriormente, podemos rescrever o vetor dr como

sendo uma combinacdao linear de componentes contravariantes e vetores de base
dr = é;dx". (A.18)

Ou ainda podemos escrevé-los em termos de vetores de base duais com as

componentes covariantes
dr = é'dx;. (A.19)
Dessa forma imaginando uma semelhanca para o segundo dr, vamos

reescrever a equacdo 3.51 como:

ds? = (é'dx;) - (é/dx;), (A.20.a)

ds? = (&' é/)dx;dx;. (A.20.b)
O termo (‘- é’), representado acima, é chamado de componente do tensor
métrico, ou seja g = (é'-é/), que no caso em questdo é a componente
contravariante do tensor métrico. O tensor métrico € um tensor de ordem dois ou

de segunda ordem, logo podemos reescrever a expressao 3.52b como
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s i
ds* = gYdx;dx;. (A.21)
De maneira bem similar podemos realizar as mesmas etapas com as

componentes contravariantes e encontramos a componente covariante do tensor

métrico
ds? = (&idx" ) - (gadx)), (A.22a)
ds? = (&;- & )dx‘dx/, (A.23b)
ds? = g;;dxtdx/. (A.24c)

onde g;; representa essa componente covariante do tensor.
A partir de entdo, podemos afirmar que os elementos g;; expdem as relaces

entre os eixos do sistema de coordenadas, pois este tensor € definido através de
produtos escalares entre os vetores de base tangentes a esses eixos em questao.
De acordo com Silva (2018) “Estas relacdes sdo determinadas pela forma do
sistema de coordenadas, que por sua vez, € geralmente escolhido de modo a
codificar a simetria do espaco de interesse.”

De modo que seja como for para ser representada seja com componentes
covariantes ou componentes contravariantes, a distancia entre dois pontos deve
ser a mesma, independente do sistema de coordenadas adotado, ou seja, € fungéo

do tensor métrico g e de suas componentes gV e g;; transformar o produto das
derivadas infinitesimais expressas nas componentes contravariantes e covariantes
na distancia que liga os dois pontos, sendo esta invariante. (FLEISCH, 2012). Por
iSso 0 tensor métrico é responsavel por definir a geometria do espaco.
De forma direta, vamos expor a forma que mais é encontrada de se determinar
as componentes do tensor métrico, na forma matricial:
911 Y1z Y13
gij = (921 922 923>. (A.25)
931 Y32 Y33
De acordo com o que ja foi estudado, podemos agora ter uma melhor ideia do

gue seja a métrica do espaco. Vamos exemplificar, sabemos que a distancia liga
dois pontos no sistema de coordenadas cartesiano € dado por
ds? = dx? + dy? + dz? (A.26)
Logo, para um espaco plano tridimensional, temos a métrica dada a partir de

uma notagao matricial, onde

100
g;=(0 1 0) (A.27)

0 0 1
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De forma similar, podemos chegar na expressédo matricial que nos apresenta a

métrica de um espaco tridimensional coordenatizado com coordenadas esféricas
1 0 0
gij = 0 r? 0 (A.28)
0 0 r%sin?@
Ja que o elemento infinitesimal de distancia é dado por
ds? =dr? + r?d6? + r?sin? 0 d¢?, (A.29)
gue de acordo com Silva (2018)

A partir destes exemplos, torna-se evidente que as componentes do
tensor métrico correspondem a elementos que podem ser utilizados para
compor entes geométricos, neste caso distancias, a partir de mudancas

incrementais das coordenadas do sistema em questéo.

Uma outra funcado que esté ligada a métrica de um sistema, é quando podemos
transformar as componentes covariantes em contravariantes (vice-versa)
lembrando que é; - é; = g;;, tomemos a expresséo abaixo

gijA" = 4; . (A.30)

Desde tensores com ordens menores a tensores com ordens superiores essa

expressao e valida, podemos dizer que ela é responsavel por baixar ou levantar os

indices das componentes de um tensor.
A DERIVADA COVARIANTE

Vamos agora partir para a derivada de tensores e o simbolo de Christoffel.
Sabemos que um vetor pode ser escrito a partir da combinacdo linear das
componentes contravariantes com vetores de base covariante, de modo que se
tomarmos sua derivada com relagcdo a primeira coordenada do sistema, por

exemplo, temos:

0A Al L
oxl  axt’ ox1’

E nitido que teremos problemas na derivada se estivermos levando em

(A.31)

consideracdo um sistema de coordenadas cujos vetores de base variam de acordo
com o tempo. Mas, vamos agora conhecer os simbolos de Christoffel (T'), que de
acordo com Fleisch (2012) “ [...] representa simplesmente o coeficiente de
ponderagao para um dos vetores de base.” Essa relagao se da por:

0€;
oxJ’

ks _
Fijek =

(A.32)
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em que o indice i representa o vetor de base para qual a derivada esta sendo
tomada, indice j denota a coordenada sendo variada para induzir esta mudanca no
vetor de base i e o indice k identifica a direcdo em que este componente da
derivada aponta.

Um ponto importantissimo é que, mesmo com os indices, ndo estamos lidando
com um tensor, outro ponto é que os indices i e j sdo simétricos, ou seja I‘k = I‘}f,
de modo a néo alterar o valor desejado.

Uma vez com os conhecimentos acerca do simbolo de Christoffel, podemos
adentrar em um conteudo que nos permite “diferenciar um vetor ou tensor de ordem
superior que inclui o efeito das mudancas (se houver) na magnitude e direcdo dos
vetores de base usados para expandir esse vetor ou tensor” (FLEISCH, 2012). Essa
ferramenta é conhecida por derivada covariante, que pode ser utilizada desde o

espaco Euclidiano até em um espaco com vetores de bases que variam.
Consideremos o vetor A = A'é; e tomemos sua derivada:

9A
oxJ axf (Ale )

Tomando a regra do produto na derivada, e lembrando que os vetores de

(A.33)

base ndo séo constantes, podemos ver que:

0A oAl , 9§

ax]  oxd T g
No segundo membro da igualdade, o termo que representa a derivada do

(A.34)

vetor de base:
0€;
ox/
Dessa forma podemos reescrever a expressao 4.73 como funcéo do simbolo
de Christoffel:

= 1%, (A35)

0A  0A! .
_ - k>
507~ a0 G H AT ek (A.36)

Como o indice i representa uma soma, vamos substitui-lo por k. Logo:
0A 94"
ax]  oxJ

k
a—A. = <a + Al rk> . (A.37b)

ek + A F 'ék . (A37a)

oxJ dxJ
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Podemos reescrever a expressao 4.76b com uma nova notacao:
Vid = A% 8, (A.38)
E importante ressaltar que os simbolos de Christoffel podem ser descritos a
partir da métrica do problema:
=50t [+ 3 -3
Para uma deducédo desta ultima equacéao, verifique o apéndice B.

(A.39)
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APENDICE B - Deduc&o dos simbolos de christoffel a partir dos elementos da

métrica.

Nomeado pelo fisico e mateméatico aleméao Elwin Bruno Christoffel (1829 —
1900), os simbolos de Christoffel sdo expressdes em coordenadas espaciais para
a conexao de Levi-Civita. Vamos entdo apresentar a deducdo dos elementos da

métrica por meio desses simbolos.

0€;
k= . =1 L . =
[jje-e = Ei e . (B.1)
Devemos nos lembrar que o termo &, - ' = 6}, logo:
0€;
kel _ 950 4
[0k = FRCE (B.2)
Lembrando da definicdo do delta de Kronecker, podemos reescrever como
0¢;
l'lj = _l ) el. (BS)
dx’
: o . 9s;  08;
Como estamos lidando com indices livres, podemos reescrever Ee; = 6_x]i' e

vamos também dividir esse valor em duas metades, logo:
Tl = 1 aei, . gl 1 ae}

Yoo 20x) 2 9xt

Por meio da adicdo de termos que ndo irdo ter influéncia no resultado da

-et. (B.4)

equacao, vamos desenvolver um raciocinio acerca da métrica:

;10§ sy 1 (')ek 3 1 ae] . 10¢;
M =500 € (39" 9% 629" 505 &) T390 ¢

1 65k 1 ae
- kl . _). l _).
+ (2 9 oxi 4772 29" axk el) '

Vamos agora lembrar da definicdo da métrica, onde &' = gkté,, substituindo na

(B.5)

relacdo anterior:

1 d¢; 1 dée 1 de; 16e
1 _ ~ 7" klz N B T S ' s
r‘ij_Zaxf 9 ek+<2g ax) G129 ik e)

1 aek P 1 ael R
Zg axt 97 Zg axk %)

Reorganizando os termos, e colocando em evidéncia, temos:

| 1 ae] 5 65k 5 631 N 65k 5 051 5 6§l N
Fl]_zg ax 7 " ek +W-ej+ﬁ-ek+ﬁ-ei—ﬁ-ei—ﬁ-ej . (B?)

Podemos ainda simplificar o resultado anterior e reescrevé-lo como:

26 1 gklé’k

(B.6)
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1 0¢€; de d¢€; aé
l —_— ] k - l - k -
Fij_igkl Kaxi ek+6 i€ j)+<0xf.ek+ '.ei>

dxJ
(')ej 3 ael R
Ox ket dxk UL
E possivel perceber que o que temos entre parénteses € o resultado da derivada

de um produto entre os termos (€ - €;), (€, - €;) e (é; - €;), respectivamente, dessa
forma:

(B.8)

1

a(ek e])_l_a(ek 6) a(é)lé;) (B 9)
dxt oxJ oxk | '
Lembrando da definicdo vista na secdo 3.5.2, onde todos os termos citados
anteriormente (& - €), (é - €;) e (é; - ;) representam a métrica de um determinado

sistema, como visto anteriormente, de modo que podemos reescrever a equacao
acima em termos da métrica, como:

1 9k | 0gik  09ij
rl = 2 gkt [29ik | 09k _ f]_ B.10
UT29 [oxt T o axk ( )
Desde que conhecamos a métrica que descreva o sistema de coordenadas
essa expressao nos permite determinar os simbolos de Christoffel para qualquer

um destes, portanto, podemos denotar a derivada do vetor de forma geral. Assim

04 Al , 98

. : B.11a
a0 o i T g A (B.112)

0A _9A! .

%7 = 9% —&; + (I} ek)Al. (B.11b)

Por se tratar de indices mudos, podemos trocar i e k, em seguida, colocando
0s termos em comum em evidéncia, temos:

04 04l R

axJ axJ é; + (T é)A". (B.129)
A [0A .

o (axf + Ak%‘) é. (B.12b)

Assim, chegamos na expressdo da diferenciacdo covariante, podemos
reescrever ela na seguinte notacao para os termos em parénteses
. 0A
1 = B.13
A= (B.13)
Através de uma analise semelhante a feita acima, podemos mostrar que a

derivada covariante de um vetor expandido em termos de componentes se pela
seguinte relagéo:

+ AFTY;.
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A ZA] — Akl“kj (B.14)
A titulo de exemplos, vamos deixar aqui alguns tensores de ordem superior,
onde também € possivel aplicar a diferenciacédo covariante, onde podemos ver que
cada indice contravariante ou covariante adiciona ou subtrai um termo com o

simbolo de Christoffel, veja:

o 0AY . .
Al = i AYTE, + A¥T), (B.15a)
0B;;
ik = 5x —— — Byl + BT (B.15b)
i
Cl, =5k >+ CIT} + CIT; (B.15¢)
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APENDICE C - A equacio da geodésica

Para representarmos a distancia mais curta entre dois pontos num espago
plano, precisamos apenas determinar um vetor que interligue esses dois pontos no
espaco. No entanto, quando estamos falando em espacos com curvaturas, 0
processo para obter essas distancias é diferente, pois precisamos recorrer a
geodésica, que é basicamente o caminho mais reto possivel entre dois pontos em
um espaco curvo, e que por tal caracteristica, minimiza a distancia entre eles.

Em um espaco plano, uma forma de dizermos se um caminho € curvo ou
ndo, é tomarmos conhecimento da aceleragdo de um corpo que percorre tal
caminho. Se sua velocidade for constante, sua aceleracdo serd nula, caso
contrario, se a aceleracdo nao nula, entdo teremos um percurso curvo.

Por outro lado, em um espaco curvo, podemos afirmar que a referida curva
sera a mais reta possivel se um corpo que se desloca ao longo desta possuir uma
aceleracdo com componente tangencial nula. Deste modo, para uma equagao da

aceleracédo do corpo dada por:

d’R _ (d’R d?R
a2~ \ax e o (C1)
Normal Tangencial

em que A parametriza a curva da superficie analisada; o segundo termo do segundo
membro da igualdade deve ser nulo, pois representa a aceleragao tangente a curva
A. Podemos utilizar esta condicdo como lastro para determinarmos equacfes que
descrevam curvas com essa caracteristica, ou seja, para determinarmos equacgodes
de geodésicas.

A expressdo acima, pode ser expandida em termos das variaveis u e v por

meio da regra da cadeia:

dR _ dua§+ dv OR
dA  dlou  dAodv’
Dessa expressao, temos a derivada segunda com relacdo a A para denotar

d (dR\ d dua§+dva§
di\dr) " ax\driou " drov ) (C.3)

Apos a regra do produto:
d?R  d?udR du < d aﬁ) \ d?v oR dv( d aﬁ)

a2 ara Ta\ae) Tazaw Tal\aaw

(C.2)

a aceleracéo:

(C.4)
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Na expressao acima temos alguns termos que sao de dificil resolucéo, pois
sao derivadas de u e dos vetores de base com relacdo a 1. De modo que vamos
imaginar o operador derivado do lambda como uma combinacdo linear dos
operadores u e v:

d dud dvo
A2 diou digv’ (C.5)
Substituindo na eq. (C.4) e resolvendo as derivadas, temos:
d?R  d?udR du(dud?R dv 0*°R\ d*voR
ar " Wa+a(muz +aavau) T
. @(d_u 0°R s @621?)
dA\dAoudv = diA v?

Agora temos duas expressdes que envolvem as derivadas de primeira e
segunda ordem de R, das quais podemos afirmar que o termo de derivada de
primeira ordem é tangente a curva, enquanto os termos com derivadas de segunda

ordem podem tanto possuir componentes tangentes, como normais a superficie

que contém a curva.

Reorganizando os termos, temos:

d*R _ d*udR L4 R \ (du)z 9%R | dudv %R
dA?  dA29u  dA?2dv  \dA) ou?  dAdAdviu
dvdu 02R  (dv\? 0°R
e ()
dA dAoudv  \dA
Vamos mudar a notacdo, chamando u=u! e v=u? e apds usar a

(C.7)

vZ

convencdao de soma de Einstein:
d’R _ d*u' R | duldw %R
dA2 ~ dAz oul  dA dA duiouS’
Nessa expresséo, podemos ver duas situacdes, a primeira parte da soma,

(C.8)

representa a o vetor tangente a superficie, jA o segundo termo da soma pode néo
ser tangente a superficie, portanto, vamos analisar essa parte para identificar se
ele é normal, tangente ou uma mistura de bases. Mais especificamente o termo da
derivada segunda com relacg&o as bases u' e u/, como sendo as bases de um plano

tangente e um vetor de normal a superficie, ver imagem abaixo.
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Figura C.1: Plano tangente formado pelas derivadas com vetor normal 7

-
n

Fonte: Medeiros (2022)

J4& que ndo conhecemos as componentes, vamos criar novas variaveis para
descrever esse vetor de segunda ordem, como uma combinacdo linear das
componentes dos vetores:

Lﬁ=F-1-a—1r€+1“-2-ﬁ+L--ﬁ (C.9)

outou/  Youl Youz Y '
em que o termo L;; refere-se a chamada segunda forma Fundamental, além de nos
dizer as componentes normais dessa derivada de segunda ordem em relacéo a u'
e u/. J& os simbolos Gama mailsculo representam os simbolos de Christoffel e nos
dao as componentes tangenciais do vetor de segunda ordem. Entdo o primeiro
Simbolo nos diz quanto do vetor de base ao longo de u! e o segundo termo da
soma, nos diz a informacé&o acerca de quanto é necessario deste vetor de base ao
longo de u?.

Figura C.2: Combinacéo Linear de vetores de base para compor o vetor de Segunda derivada.

- ey
g n
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Fonte: Medeiros (2022)
Vamos reescrever a eq. (C.9) a partir da convencédo de soma de Einstein por

um indice k
2—> -
0°R . OR

ow ijm-l_l‘ijﬁ' (C.10)
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E possivel observar na figura 4.22 que o vetor A sera sempre normal a
superficie tangente a curva, o que significa que podemos afirmar que o produto
escalar entre ele e qualquer um dos vetores tangentes, sera nulo uma vez que o
vetor normal e os vetores tangentes sao perpendiculares entre si.

Portanto, para conseguimos definir os simbolos de Christoffel, vamos tomar

o produto escalar da eq. (C.10) por um vetor tangente u', logo:

0’R \ oR [, OR R

duiow ) aut = \Woggr T Lt ) Fur (C.11a)
0°R \ 0R _, dR OR
duiow ) au - U guk gl (C.11b)

Entretanto, o produto de dois vetores de base, como estudamos
anteriormente, representa o tensor métrico. Deste modo, temos:

d°R  0OR

outoul oul

Agora é de nosso interesse, que o simbolo de Christoffel seja isolado, logo,

vamos usar a definicdo do delta de Kronecker, tomando o produto entre o tensor

métrico covariante pelo contravariante, logo

9’k OR k. im
wiow oul — g = ijgkig " - (C.13a)
0’ 9R x
9’k 9R m
EEN, aul -9 =1 (C.13c)

De maneira semelhante, podemos definir a componente da segunda forma
fundamental aplicando o produto escalar em ambos os lados para que tenhamos
agora a derivada dos simbolos de Christoffel nula, uma vez que sao

perpendiculares entre si, e encontremos 0 seguinte resultado

9’k
02}_?) éi X é} _
EMENA = Lij. (C.14b)

A eg. (C.14b) & uma forma mais concreta de se conseguir determinar o vetor

-

~ > R R . .
normal A, uma vez que ¢; = — € € = ——. Note ainda que, como os dois vetores

]
oul
sempre estdo no plano tangente, quanto tomamos o produto vetorial entre eles
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sempre teremos como resultado um vetor perpendicular ao plano tangente que,
para garantirmos que sua magnitude sera um, dividimos esse produto por seu
maodulo.

Agora, voltando para eq. (C.8) substituido o resultado para a segunda
derivada eq. (C.10), aplicando a propriedade distributiva e reagrupando os termos,

temos a seguinte expressao:

d’R _ (dzu"  dud duf> R duldu/ _

a2z \ae Vg a)awr v ara ™ (C.15)
O que queremos com todo esse aparato matematico, € definir uma curva
geodésica onde o vetor de aceleracdo é sempre normal a superficie, de modo que
a parte tangencial sera sempre nula, a qual ja vimos que é possivel apresenta-la
como uma parte tangente e uma parte normal eq. (C.1). Isto € exatamente o0 que
temos apresentado acima, uma vez que tomando a primeira parte da soma ou a
parte tangencial de aceleragdo como nula, teremos uma forma eficaz de saber se
uma curva € ou néo geodésica. Deste modo, qualquer curva u* parametrizada por
A que satisfaca a equacéo:
d*uk _ du'duw
az g =Y
sera considerada uma geodésica, portanto, a expressdo acima é conhecida como

(C.16)

a equacao da geodésica.

Uma informacdo importante acerca da utilizacdo desta equacdo em
aplicacdes da TRG reside no fato de que muitas vezes, o parametro dA pode as
vezes ser tomado com o proprio ds = cdr. E isto é frequente em situacdes em que
corpos massivos se deslocam através da geodésica. No entanto, quando se trata
da luz, é importante lembrar o par@metro dt se torna impréprio para se descrever

tal situacéo, e que neste caso, devemos utilizar a parametrizagao dada por A.
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