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RESUMO

Esse estudo objetiva trabalhar os numeros primos ressaltando sua importancia historica, bem
como apresentar a Conjectura de Goldbach sob uma perspectiva histdrica e teorica, expondo-a
como uma forma de ensino para os nimeros primos. Com isso, foi realizada uma pesquisa
bibliografica desenvolvida com base na analise de contetido, que buscou observar a influéncia
do tema para o ensino basico e apresentar propostas de ensino para abordagem desse tema.

Palavras-chave: Numeros primos. Conjectura de Goldbach. Historia da matematica.



ABSTRACT

This study aims to work on the prime numbers emphasizing their historical importance, as well
as presenting the Goldbach Conjecture from a historical and theoretical perspective, exposing
it as a form of teaching for prime numbers. With this, a bibliographic research was developed
based on the content analysis, which sought to observe the influence of the theme for the basic
education and to present teaching proposals to approach this theme.

Keywords: Prime numbers. Goldbach conjecture. History of mathematics.
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1 INTRODUCAO

Uma visao muito frequente que alguns estudantes tém acerca da matematica € que esta
¢ uma disciplina pronta, acabada, ndo havendo mais nada de novo a ser descoberto. Uma das
possiveis causas para que esses alunos sejam levados a pensar dessa maneira ¢ a forma com que
os conteudos dessa disciplina sdo ensinados. Como Stewart (2014) afirma, geralmente, nas
escolas, a matematica ¢ apresentada num livro fechado, no qual para cada pergunta ha uma
resposta. Com esse tipo de abordagem, os estudantes sdo facilmente atraidos a pensar que a
matematica nova ¢ muito rara e muitas vezes inacessivel. Todavia, entendemos que esta ¢ uma
visdo equivocada, dado o fato de que a matematica possui inumeros campos onde se encontram
problemas sem solugdes, os chamados problemas em aberto. Além disso, novos problemas
podem surgir a partir das descobertas alcangadas. Isso leva varios matematicos a se empenhar
em construir € demonstrar novos teoremas, como também se debrucar em estudos para provar
antigas proposi¢des que ainda ndo foram demonstradas. Pode-se constatar, entdo, que a
matematica ¢ uma ciéncia viva, dinamica e que continua sendo construida em nosso cotidiano.

A vista disso, apresentamos em nosso trabalho um problema antigo na matematica, a
Conjectura de Goldbach. Esta conjectura foi formulada no século XVIII na area de Teoria dos
Numeros pelo matematico Christian Goldbach, porém nado foi demonstrada até os dias atuais.
Nosso objeto de estudo ¢ o conjunto dos nimeros primos, onde trabalhamos sua defini¢do e
propriedades, evidenciando sua importdncia ao longo da histéria. Tendo em vista essas
questodes, a saber, a visao equivocada de alguns estudantes em relacdo a matemadtica e a
necessidade de se fazer matematica nova, consideramos importante despertar a atengcdo dos
professores, de forma que os levem a buscar novas estratégias de ensino que sirvam de auxilio
na elaboragao das suas aulas.

Sendo assim, o objetivo central deste trabalho ¢ apresentar uma abordagem para o ensino
dos niimeros primos por meio da Conjectura de Goldbach, de forma a evidenciar sua parte
historica, bem como a importancia da matematica ndo resolvida. Essa abordagem pretende
auxiliar o professor nas dificuldades habituais dos estudantes, de uma maneira mais agradavel
e eficaz. A Conjectura de Goldbach aborda varios assuntos relacionados ao ensino fundamental,
expondo-se como um refor¢o ao professor dessa modalidade de ensino. Assim, pode-se levar
em consideragdo tanto o fato de estimular o aluno através da curiosidade, que ¢ intrinseca ao
tema, como a necessidade curricular do aluno, que também ¢ trabalhada ao se apresentar o

problema de Goldbach.
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Diante do que foi dito, nosso intuito ¢ que este trabalho atinja tanto professores como
alunos. Estimulando o docente na pratica da inovacao, na busca por novas maneiras de expor
os conteudos de forma significativa. E, consequentemente, despertando nos alunos o interesse
pela matematica ainda nao descoberta, pelo novo, tendo em vista a tamanha importancia da
matematica, especificamente dos niumeros primos, para a atualidade. Com relagao aos alunos,
¢ esperado que estes tenham uma visdo mais aprofundada sobre os nimeros primos,
compreendendo sua real importancia ao longo da historia e conhecendo algumas curiosidades
sobre esses numeros tdo peculiares que poderdao motivar o estudo da disciplina e, por
conseguinte, melhorar seu desempenho escolar.

Durante a escolha do tema, foi percebido que ndo existem muitos materiais didaticos no
Brasil sobre a Conjectura de Goldbach, o que dificultou inicialmente a pesquisa. No entanto,
isso se revelou como um desafio positivo, desencadeando, assim, um certo estimulo na
elaboracdo do mesmo. Em decorréncia disto, pudemos notar o carecer de trabalhar com este
tema.

Referente a natureza das fontes utilizadas para a abordagem tedrica, foi realizado um
levantamento bibliografico que se deu através da consulta de materiais da area de Ciéncias
Exatas, em especifico na area de Teoria dos Numeros. Com isso, buscamos compreender
criticamente e analisar a influéncia do conteudo pesquisado para a educagdo basica. Logo,
foram apresentadas e discutidas algumas formas de como o professor dessa modalidade de
ensino pode expor o conteudo pesquisado para os seus alunos, de maneira que os envolva € os
levem a ter prazer na aprendizagem.

O trabalho estd dividido em duas partes. Na primeira, ¢ trabalhada a defini¢do de
nimeros primos e sua importancia ao longo da histéria, bem como alguns resultados
importantes para o desenvolvimento desse conteido. A segunda parte vem trazer uma
abordagem para o ensino dos numeros primos no 6° ano do ensino fundamental a partir da
Conjectura de Goldbach, na qual visamos explicitar a importancia da matematica nao resolvida.
Ainda nessa parte, apontamos a satisfagdo do aluno como um importante fator contribuinte para
a sua aprendizagem.

Portanto, entendemos ser importante apresentar um tema pouco conhecido e
aparentemente pouco utilizado no ensino da matematica, pelo menos no Brasil, apresentando
uma abordagem que possa despertar o interesse dos estudantes, em especial os de ensino

fundamental, em relacao ao aprendizado dos nimeros primos.
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2 OS NUMEROS PRIMOS E SUA IMPORTANCIA

A trajetéria de um matematico € repleta de problemas, sdo eles que impulsionam o
desenvolvimento dessa area e de muitas outras, na busca por ferramentas que possam soluciona-
los. Essa busca, algumas vezes, nos leva a caminhos bem distintos do que desejdvamos
percorrer. E bem verdade que, ao procurar a resposta para determinado questionamento
matematico, podemos nos deparar com muitas outras perguntas no meio do caminho. Esse
percalco acaba resultando em vantagem pois, ao invés de resolver apenas a pergunta inicial,
iremos solucionar alguns outros questionamentos que precisam de resposta.

Para que essas solugdes sejam utilizadas, € preciso que sua verificagdo seja realizada
através de demonstragoes matematicas. Filho (2016, p. 117) define uma demonstragdo como
sendo um processo logico deduzido a partir de algumas proposi¢des chamadas axiomas, que
sao hipoteses iniciais tidas como verdadeiras, isto ¢, os axiomas sao sentengas matematicas que
nao precisam ser provadas. Em outras palavras, elas sdo o alicerce das demonstragdes. Quando
utilizamos os axiomas para realizar alguma demonstracdo matematica, estamos construindo
teoremas, que sao sentencas cuja validade ¢ assegurada por uma demonstragao.

A demonstrac¢do ¢ uma ferramenta imprescindivel pois fundamenta toda a matematica,
onde ¢ exigida uma profunda rigorosidade. Os matemadticos costumam utilizar os teoremas
como degraus para chegar em outros teoremas. E a vantagem da qual falamos antes, que um
problema pode trazer outros, assim como varias possiveis solugdes. Em suma, a matematica
que conhecemos hoje ¢ construida a partir de teoremas que sdo demonstrados com base nos
axiomas.

Além disso, existem ainda as conjecturas. De acordo com Filho (2016, p. 138), “uma
conjectura matematica ¢ uma afirmagao para a qual ainda ndo se dispde de uma demonstragao
que comprove a sua validade, ou de um contraexemplo para garantir que ela ndo ¢ valida”.
Sendo assim, uma conjectura pode ser criada a partir de hipoteses com fundamentagao incerta,
opinides ou, até mesmo, intuigdes sobre algo.

Ja que estamos falando sobre teoremas, conjecturas, demonstracdes, cabe falarmos aqui
um pouco sobre uma ferramenta que nos auxiliard a demonstrar. H4 muitas formas de se
demonstrar teoremas e uma delas ¢ através do Principio de Indugdo, que ¢ um dos axiomas que
caracterizam o conjunto dos nimeros naturais.

Consideraremos o conjunto dos naturais como N = {0,1,2,3, ... }.
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O principio de Inducdo ¢ um método utilizado para provar se uma propriedade P(n) do
numero natural n ¢ verdadeira para todo n = n,. Ele consiste em verificar duas coisas:
i. (Base da Inducdo) P(n,) ¢é verdadeira e
ii. (Passo Indutivo) Se P(n) é verdadeira para algum numero natural n = n,, entdo

P(n + 1) também ¢ verdadeira.

No primeiro passo, a base da indugao, verificamos se a propriedade ¢ valida para algum
valor inicial ny. Em seguida, utilizaremos a validade da propriedade para um dado n (hipotese)
com intuito de provar a validade da propriedade para o inteiro seguinte n + 1. Se a validade de
n implicar a validade de n + 1, teremos implica¢des sucessivas pois a validade de n + 1
implicaré validade para n + 2 e adiante. Logo, P(n) serd verdadeira para todo natural n > n,.

Utilizaremos, também, no decorrer do trabalho, a segunda forma do Principio de
Inducido, que visa assegurar que a proposicdo valha ndo apenas para n e sim para todos os
nimeros naturais menores do que ou iguais a n.

O Principio de Indugdo ¢ um método muito utilizado na realiza¢do de demonstracdes e
¢ ideal para provar que certos resultados podem ser generalizados a partir da validacao de um

caso particular.

2.1 SOBRE OS NUMEROS PRIMOS

Os niimeros primos ostentam um papel muito importante na matematica. A partir deles
podemos formar todos os niimeros inteiros. Apesar desses interessantes numeros serem muito
estudados desde a antiguidade, os mistérios que os rodeiam podem levar os estudiosos, ainda
hoje, a lugares um tanto espinhosos, ou intrigantes.

Por definicao, numero primo ¢ um nimero natural maior que 1, que tem como divisores
apenas o numero 1 e ele mesmo, ou seja, possui exatamente dois divisores positivos. H4 quem
estenda sua definicdo aos nimeros inteiros, porém, nao iremos nos ater a essas questdes pois 0s
naturais sdo suficientes para o nosso objeto de estudo. Um niimero maior do 1 e que ndo € primo
serd chamado composto. Em particular, um numero composto possui divisores positivos
diferentes de 1 e de si proprio. Isto quer dizer que existirdo dois nimeros naturais, diferentes de
1 e do proprio numero que, multiplicados, formarao esse nimero composto. Na antiguidade, o
nimero 1 também era considerado primo, no entanto, perceberam que, se o considerassem

assim, ndo poderiam escrever todos os nimeros naturais de forma tnica na sua decomposigao
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em fatores primos, o que veremos mais adiante. Portanto, a defini¢do foi reestruturada de forma
ando encaixar o nimero 1, isto €, os primos devem possuir exatamente dois divisores positivos,
como definido.

Quadro 1 - Lista dos primeiros nimeros primos de 2 a 17

2 3 5 7 11 13 17
Fonte: Autoria propria (2017).

Nos deparamos com o conceito de nimero primo nos anos iniciais de nossos estudos e,
mesmo possuindo uma definig¢do tdo simples de ser entendida, esses nimeros podem nos levar
a caminhos altamente complexos, até mesmo para matematicos com grande experiéncia na area.
Diante disso, muitos problemas famosos tém persistido sem solucdo, dada tamanha
complexidade e obscuridade que permeiam tais nlimeros.

O interesse dos matematicos pelos nimeros primos se nota desde muito tempo.
Aproximadamente nos anos de 500 a 300 a.C. os pitagdricos ja se relacionavam com esses
nimeros, que eram reconhecidos muitas vezes por suas peculiaridades ditas como “misticas”.
Eves (2004) relata que os primeiros passos no sentido do desenvolvimento da teoria dos
numeros foram dados por Pitagoras e seus seguidores. J4 nesse periodo foram apresentados
avangos significativos para a sociedade matematica da época. Cerca de 300 anos a.C., uma
demonstragdo do matematico grego Euclides provou a existéncia infinitos nimeros primos,
trazendo expressivas contribui¢des para o seu estudo.

Euclides ¢ um dos matematicos mais conhecidos e prestigiados desde sua época até os
dias atuais, mesmo por ndo matematicos. Apesar do reconhecimento mundial, pouco se sabe
sobre sua vida e, de acordo com Eves (2004), sua data e local de nascimento sao desconhecidos
pelos historiadores. O autor também relata que Euclides realizou pelo menos dez trabalhos,
porém foi seus Elementos que alavancaram sua reputacdo. Os Elementos de Euclides ¢ um
trabalho composto por treze livros, conhecido por seu grande contetido de Geometria, Algebra
Elementar e Teoria dos Numeros (area geral de estudo dos niumeros).

Dentre os treze livros, os que se dedicam ao estudo da Teoria dos Numeros sdo os livros
VII, VIII e IX, sendo encontrados neste Gltimo, entre outros importantes resultados nessa area,
uma demonstragdo para a infinitude de primos. Euclides também demonstrou duas proposi¢des
que quase culminaram na prova de um dos teoremas mais importantes para a Aritmética. Sao

as proposi¢oes 31 do livro VII e 14* do livro IX. Elas afirmam, respectivamente, que
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Any composite number is measured by some prime number.

If a number is the least that is measured by prime numbers, then it is not measured by any
other prime number except those originally measuring it.

Trazendo para a linguagem matematica moderna, na primeira proposi¢dao, Euclides
estava afirmando que todo nimero composto possui pelo menos um fator primo. A segunda
garante que, quando um numero pode ser decomposto em fatores primos de ordem 1, essa
composicao € unica (JOYCE, 2018).

Veremos a seguir que, se juntarmos essas duas propriedades, teremos um resultado
aproximado a um teorema primordial na Matematica: o Teorema Fundamental da Aritmética
(TFA). Esse afirma que todo nimero natural maior que 1 ou € um niimero primo ou pode ser
escrito como produto de ntimeros primos. E o que o torna ainda mais interessante ¢ a garantia
da representagdo unica de seus fatores. Como afirma Stewart (2014, p. 31), “os primos sdo os
blocos construtivos basicos dos nimeros inteiros, € estao presentes em toda a matematica”. Isto
¢, todo nimero inteiro ¢ feito de nimeros primos.

Como podemos ver, a semelhanga entre as proposicdes de Euclides e o TFA é muito
notavel, diferindo apenas disto: a primeira proposi¢ao afirma que, dado um nimero composto,
teremos pelo menos um niimero primo na sua composicao. Ja o TFA garante que os fatores de
um namero composto serdao todos primos. Euclides também deixa claro que a unicidade ¢ valida
apenas quando os fatores sdo de ordem 1, ao passo que o TFA garante que todo inteiro positivo
pode ser fatorado como produto de poténcias de primo, de forma tnica.

E facil verificar a validagdo desse teorema com os primeiros nimeros naturais:

Quadro 2 - Decomposi¢ao de alguns inteiros positivos em fatores primos

4 2X?2
6 2 X3
8 2 X2 X2
9 3 x3
10 2 X5
12 2 X2 X3
55 5 x11

Fonte: Autoria préopria (2017).
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Note que a decomposicdo dos primeiros nimeros naturais em fatores primos nao foi
uma atividade complexa. Com pouco esforco pudemos enxergar sua veracidade para esses
poucos numeros mostrados. No entanto, precisamos averiguar para todos os outros infinitos
numeros naturais. Sendo assim, a seguir demonstraremos esse teorema. Antes disso, vale
ressaltar que a autoria dele foi realizada muito tempo depois das proposi¢des de Euclides, por
um matematico alemao chamado Carl Friedrich Gauss (1777-1855), no final do século XVIII.

Gauss, que foi um importante icone para a matematica, trouxe muitas contribuigdes para
os nuameros primos. Eves (2004, p. 519) vem apresenta-lo como o maior matematico do século
XIX, adjetivando-o muitas vezes como uma “crian¢a prodigio”, pelo fato de seu desempenho
escolar ter sido extraordinario desde sua infancia. Mesmo tendo nascido em um lar nao culto,
demonstrou uma desenvoltura notdvel na matematica e em algumas outras areas como
astronomia e eletricidade.

Voltando ao Teorema Fundamental da Aritmética, assim como o nome ja afirma, possui
um carater fundamental para a Aritmética, pois vem comprovar que todos os inteiros sao
“criados” a partir dos primos. E como se os primos ja estivessem 14, esperando para serem
descobertos e nao inventados, espalhados dentro dos niimeros naturais.

Antes de demonstrarmos esse fato, iremos enunciar algumas proposi¢des que
utilizaremos na prova do teorema. Nao iremos demonstra-las aqui, no entanto, sua prova pode
ser encontrada em no APENDICE B.

As duas proposigoes seguintes tratam sobre divisibilidade com divisores primos.

Proposicao 2.1.1. Sejam a,b,p € N*, com p primo. Se p|ab, entdo p|a ou p|b.

Corolario 2.1.2. Se p,p4, ..., Pn S0 numeros primos e se p|p; ... P, entdo p = p; para algum

i=1,..,n

A primeira proposicao afirma que se um primo p nao ¢ fator de a nem de b, entdo ele
também nao ¢ fator de ab. Note que essa ¢ uma propriedade exclusiva dos primos, pois 4 nao
¢ fator de 2 nem de 6, mas ¢ fator de 2 X 6. A segunda proposic¢ao ¢ uma consequéncia imediata
da primeira, usando o principio de indu¢do matematica. Agora demonstraremos o Teorema

Fundamental da Aritmética.
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Teorema 2.1.3 (Teorema Fundamental da Aritmética). Todo numero natural maior do que
1 ou é primo ou se escreve de modo unico (a menos da ordem dos fatores) como um produto

de numeros primos.

Demonstragdo: Usaremos a segunda forma do Principio de Inducao.

Se n = 2, o resultado ¢ obviamente verificado. Suponhamos que o resultado vale para
todo numero natural maior do que 2 e menor que n e vamos provar que vale para n. Se n for
primo, nada teremos a demonstrar. Suponhamos entdo que n seja composto. Sendo assim,
existem niimeros naturais n, e n, tais que

n=nn,coml< n,n,<n
Pela hipotese de indugdo, temos que existem nimeros primos py, ..., Pr € g4, ---, s tais que
Ny =P1-- Pr€N2 =(qq.-Gs
Portanto,
n= Ppp..Prs1 --Gs.
Isso demonstra que todo inteiro positivo pode ser decomposto como produto de primos.

Agora, vamos provar a unicidade da escrita. Suponha que n = a, ...a; = by ... by, onde
0s a; € 0s b; sdo niimeros primos. Como a, | by ... by, entdo pelo corolario 2.1.2, a; divide algum
b;. Por serem primos ¢ seus divisores serem apenas 1 ¢ ele proprio, temos que a; = b; para
algum j que, ap6s reordenamento de by, ..., by, podemos supor que seja b, . Portanto,

a,..a; = b, ...by.
Como a; ...a; < n, a hipotese de indugdo acarreta que t = k € 0s a; € b; sdo iguais aos pares.
Ouseja, a; = bj,paratodoi = 2,...,kej=2,..,k.
[

Esse resultado pode ter feito com que os matematicos se encantassem ainda mais por
esses belos nimeros. Realmente, a beleza encontrada nesses nimeros que possuem a virtude de
produzir todos os outros, e de maneira unica, ¢ de um requinte superior.

Havia, ainda, algumas indagacdes que permeavam a cabega dos matematicos da época.
Como bem sabemos, a busca por padroes ¢ uma caracteristica muito forte encontrada no mundo
matematico. Uma vez que, dada uma lista de nimeros a um matematico ou pessoas com alguma
inclina¢do para a matematica, ¢ presumivel que os mesmos tendam a buscar algum padrdo
estabelecido por tras de algum raciocinio 1l6gico envolvido na sequéncia dos niumeros. E isso ¢
tdo provavel que chega a se tornar um atributo bem particular da matematica. Na verdade,

podemos até dizer que tal coisa seja necessaria, isto porque a busca por padrdoes na matematica
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nada mais ¢ do que a rigorosa percepcao logica de determinada sequéncia de numeros ou de
acontecimentos, que busca uniformiza-los, separando-os de acordo com suas caracteristicas em
comum. E ¢ a partir disso que surgem as tdo importantes formulas e expressoes matematicas,
que auxiliam nos calculos de numeros grandes. Almejando mais clareza, podemos exemplificar
com um caso simples: 1, 3, 6, 10, 15, ... . Essa sequéncia diz respeito aos nimeros chamados
triangulares, nomenclatura justificada devido a sequéncia de triangulos que podem ser

representados a partir desses nimeros.

Figura 1 - Numeros triangulares

@
® (A
@ (A 000
@ (A 000 0000
@ (A 000 0000 00000
® 00 000 0000 00000 000000
1 3 6 10 15 21

Fonte: Autoria propria (2017).

A partir dessa primeira intui¢do ja pudemos descobrir uma regra, um padrdo que ocorre
desde o primeiro termo até os demais observados. Isto nos possibilita encontrar o termo
seguinte, a partir de um resultado ja obtido. Mas seria possivel encontrar algum T,, sem precisar
do T,,_1? Sim, e esse € um ponto que nos tira da matematica intuitiva levando-nos a matematica
abstrata. Realmente, a busca por padrdes nos leva a criagdo de formulas que possibilitarao
averiguar solugdes para todos os numeros possiveis. Formulas, estas, que sdo resultados de
provas matematicas rigorosas. Sendo assim, se analisarmos a padroniza¢dao dessa sequéncia,

sera facil ver que o numero seguinte ¢ exatamente a soma do anterior mais o indice

correspondente a0 nimero:

T, =1;
T,=T,+2=3;
T; = T, + 3 = 6;
T,=T;+4=10..

Note que Ts serd a soma dos indices j de Tj com j = 1,2,...,5, ouseja, Ts =1+ 2 +
3 4+ 4 + 5. De maneira geral, T, serd a soma dos n primeiros naturais. Logo, T, = T,,_; + n =

1+ 2+ .-+ n. Sendo S, o somatdrio dos n primeiros naturais, temos que T,, = S,,. Vamos
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entdo determinar uma férmula para a soma dos primeiros numeros naturais, que também pode

ser encontrada em [Hefez, 2011, p.11]. Seja
Sh=14+2+3+-+n.

Somando a igualdade acima, membro a membro, com ela mesma, porém com as

parcelas do segundo membro em ordem invertida, temos que

S, = 1 + 2 +-++ n
S = n + m-1) +--+ 1
25, =(n+1+ (n+1) +-+(n+1)

Dai, segue-se que 2S,, = n(n + 1), e portanto,

n(n+1)
n=T o

Provaremos esse fato utilizando o primeiro principio de inducdo. Note que

1(1+41)
1= = > .

Suponhamos agora que seja valido paran = k, com k € N. Logo,
k(k+1)
Sk=1+2+---+k=T.

Se somarmos k + 1 a ambos os membros desta igualdade, obteremos:

k(k+1) (k+1)(k+2)
Ser =142+ +k+k+l=—"—+k+1= >

portanto, ¢ valido para k + 1. Com isso, provamos por indug@o sobre n que nossa proposi¢ao ¢
valida para todo n € N. Isso nos permite verificar o resultado de qualquer termo que desejemos
obter. Repare que, com um simples exemplo, pudemos perceber um pouco da importancia de
se encontrar algum padrdo na matematica, visto que muitas vezes ele nos traz a intui¢do do
caminho no qual deveremos seguir para encontrar determinadas respostas. Por isso que os
matematicos, desde a antiguidade, se preocupam e sao induzidos naturalmente a buscar essas

regras.
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Consequentemente, uma pergunta que logo surgiria era quanto a ordem dos nimeros
primos. Temos visto a relevancia dessa busca e os estudiosos sabiam disso. Um primeiro passo
seria descobrir alguma regra que os induzisse a encontrar o préximo primo, em seguida, a partir
dessa regra, poderiam chegar a alguma férmula que possibilitasse achar os demais primos sem
que fosse necessario obter um anterior. No entanto, a realidade foi bem diferente do que se
esperava encontrar. Ao analisar a distribuicao desses nimeros, observaram, mesmo sem possuir
toda a tecnologia que dispomos atualmente, que estariam espalhados dentro dos naturais sem
nenhuma regra. Com efeito, essa indagagao teria atormentado muitos matematicos € os vem
atormentando ainda hoje, pois ndo foi encontrada qualquer relagdo que pudesse padronizar
esses numeros. Muitos ja se empenharam e ainda se empenham na busca de qualquer tipo de
regra ou orientacdo que possa padronizar esses numeros, o que ¢ tdo comum de se fazer na
matematica. Porém, a conclusdo mais proxima a se chegar foi de que nao ha regra, que eles
realmente estariam “jogados” de forma aleatoria.

Podemos observar um pouco disso analisando uma os primeiros nlimeros primos, que

estdo destacados.

Figura 2 - Distribui¢do dos Primos no intervalo de 1 a 100

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
71 72 73 74 75 76 77 78 79 80
81 82 83 84 85 86 87 88 89 90

91 92 93 94 95 96 97 98 99 100

Fonte: Autoria propria (2017).
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Verificando o pequeno intervalo acima, percebemos que ndo ha nenhuma relagdo que
nos possa fornecer algum tipo de padrao. Ja foram realizados estudos para intervalos bem
maiores. Em 1959 um matematico americano chamado Derrick Lehmer calculou a quantidade
de primos abaixo de 10°, que ¢ 455 052 511, mas nenhuma ligacdo foi encontrada (EVES,
2004, p. 623). E a medida que os nimeros aumentam, se torna bem mais dificil reconhecer os
primos ou até encontra-los. Apesar disso, os matematicos antigos foram muito longe,
trabalhando arduamente na descoberta dos nimeros primos.

Noutro tempo, quando ainda ndo havia a ajuda dos computadores, os matematicos
formavam tabelas de primos que atingiam niimeros extremamente grandes. Com muito esforgo,
verificavam numeros primos enormes pois nao existia nenhum procedimento pratico para testar
se um numero grande era, de fato, um nimero primo. A dificuldade em se testar primos era
tamanha que, segundo Eves (2004, p. 623), por mais de setenta e cinco anos 0 maior nimero

primo efetivamente testado foi

2127 — 1 =170 141 183 460 469 231 731 687 303 715 884 105 727,

pelo matematico francés Anatole Lucas em 1876 com 39 algarismos. Felizmente, nos dias
atuais, dispomos de varios recursos tecnologicos como supercomputadores e softwares que nos
auxiliam nessa busca. Consequentemente, a tecnologia nos permite alavancar o ritmo das
descobertas, na medida em que os computadores fazem grande parte do antigo trabalho manual.

O maior primo encontrado atualmente tem mais de 23 milhdes de digitos e foi
descoberto pelo engenheiro elétrico Jonathan Pace, apds 14 anos de trabalho, em dezembro de
2017. O nimero comega com “4673331833” e termina em “9762179071”. E para se ter uma
nocao da dificuldade de encontrar esse niumero, o antecessor foi descoberto em janeiro de 2016
e possuia 910 mil digitos a menos que o atual, de acordo com o jornal Nexo. Isso mostra que,
mesmo com todo recurso disposto atualmente, passaram-se quase dois anos para que um primo
maior fosse encontrado.

O quadro 3 mostra um pouco da distribui¢ao dos primos num intervalo de mil numeros

consecutivos.
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Quadro 3 - A quantidade de primos em intervalos sucessivos de mil nimeros

FAIXA QUANTIDADE DE PRIMOS

1- 1.000 168
1.001 - 2.000 135
2.001 - 3.000 127
3.001 - 4.000 119
4,001 - 5.000 118
5.001 - 6.000 114
6.001 - 7.000 117
7.001 - 8.000 106
8.001 - 9.000 110
9.001 - 10.000 111

Fonte: STEWART (2014).

Como podemos ver, no intervalo de 1 até 1.000 existem 168 nimeros primos, posto que
no intervalo de 9.001 até¢ 10.000 existem apenas 111. Stewart (2014, p. 43) observa que essas
“tabelas de primos sugerem com veemeéncia que eles tendem a escassear a medida que vao
aumentando”. Percebemos também que entre esses dois intervalos a quantidade de primos ¢
irregular, e essa ¢ justamente uma das caracteristicas dos primos. Realmente, quanto maiores
0s numeros se tornam, ha uma tendéncia geral de que os primos se tornem mais raros, 0 que
dificulta ainda mais a procura deles. Mas esse fato ndo desmotivou os pesquisadores.

Retomando o que falamos hé pouco, os matematicos de épocas passadas se empenharam
muito nessa busca. Havia um matematico na Grécia antiga, por volta de 276 a.C., chamado
Eratostenes que desenvolveu um algoritmo para encontrar nimeros primos a partir dos ja
conhecidos. Segundo Eves (2004, p. 197) “Eratostenes foi singularmente talentoso em todos
ramos do conhecimento de seu tempo. Distinguiu-se como matematico, astronomo, gedgrafo,
historiador, filoésofo, poeta e atleta”.

O reconhecimento de Eratdstenes na Aritmética se deu justamente pelo seu dispositivo
de encontrar primos, mais conhecido como Crivo de Eratostenes ou Peneira de Eratostenes.

Tal ferramenta permite achar todos os nimeros primos menores que um numero n dado. O
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crivo consiste em organizar os numeros de 1 até n em ordem crescente numa tabela, removendo
os multiplos de cada primo que for encontrado.

Escolhendo n = 84, vamos encontrar todos os primos menores que esse numero
utilizando o Crivo de Eratéstenes. O niimero 1 ¢ omitido pois ¢ a unidade. Comecemos pelo
nimero 2, que ¢ o primeiro primo, assim riscaremos todos os seus multiplos, que sdo

exatamente 0s numeros pares:

Quadro 4 - Construcao do crivo sem os multiplos de 2
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Fonte: Autoria prépria (2017).

Passando ao préximo namero, que € 3 e € primo, vamos eliminar todos os seus multiplos.

Quadro 5 - Construcao do crivo sem os multiplos de 3
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Fonte: Autoria prépria (2017).

Perceba que o nimero 4 ja foi riscado e o numero primo seguinte ¢ 5. Logo:
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Quadro 6 - Construcao do crivo sem os multiplos de 5

1 FAT SR 25 ESRS N E SRIS 55 NG NG 7 T S T
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Fonte: Autoria propria (2017).

Temos agora o nimero 7. Como ele € primo, tiremos os seus multiplos 49 e 77 que

restam:

Quadro 7 - Crivo de Eratoéstenes no intervalo de 1 a 84
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Fonte: Autoria propria (2017).

A partir deste momento nés paramos. Nao precisaremos continuar verificando todos os
primos até 84. O proximo numero primo seria o numero 11, mas todos os multiplos desse
numero ja foram eliminados e, se verificarmos, todos os numeros compostos também ja foram.
Esse fato se baseia em um resultado que nos assegura que precisamos encontrar apenas oS
multiplos dos primos tais que seus quadrados sejam menores que nosso n escolhido.

A prova que mostraremos a seguir pode ser encontrada em [Hefez, 2011, p. 89]:

Proposicao 2.1.4. Se um numero natural n > 1 ndo é divisivel por nenhum primo p tal que

p? < n, entdo ele é primo.
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Demonstragdo: Suponhamos, por absurdo, que n ndo seja divisivel por nenhum namero primo
p tal que p? < n e que ndo seja primo. Seja g 0 menor numero primo que divide n; entdo, n =
qn,, com q < n,. Segue dai que q? < qn,; = n. Logo, n ¢ divisivel por um nimero primo q
tal que g% < n, absurdo.

]

Esse resultado nos mostra que, para o nosso n = 84, precisamos achar os multiplos dos
primos abaixo de 11. Isto porque a raiz de 84 ¢ aproximadamente igual a 9,16, entdo o nimero
112 = 121 ultrapassaria nosso n = 84. Sendo assim, s6 precisamos aplicar o processo nos
primos abaixo de 9, isto é: 2, 3, 5 e 7, onde 72 = 49 < 84. Os nimeros que restardo serdo todos
primos.

Apesar do tempo em que foi criada, essa ferramenta ¢ ainda hoje muito utilizada para
listar primos. Stewart (2014, p. 45) afirma que “a Peneira de Eratostenes nao ¢ somente uma
curiosidade histérica; ainda é um dos métodos conhecidos mais eficientes de se fazer listas
extensas de primos”. Como vimos, ndo foi muito dificil separar todos os primos dos numeros
inteiros, dentro de um intervalo estabelecido. Ao nos depararmos com a dificuldade de
identificar primos, a medida que vao crescendo, percebemos a praticidade desse dispositivo.

Agora, uma questdo a se pensar seria na quantidade de nimeros primos. Temos visto
que eles estdo presentes dentro dos inteiros de forma aleatéria e que tendem a diminuir. Isso se
deve ao fato de que quanto maior for o nimero, maior serd a quantidade de possiveis divisores.
Realmente, isso pode ser visto no teste da raiz que citamos acima. Logo, uma primeira questao
que surge em nossa mente € se existe um nimero limitado ou ilimitado de primos. Como esses
numeros tendem a escassez, talvez nos inclinemos a pensar que eles acabem em algum
momento, mas isso ndo ¢ verdade. Consoante ao que foi falado anteriormente, ha muito tempo
Euclides realizou a prova da existéncia de infinitos numeros primos. Essa demonstragao ¢
considerada uma das pérolas da matematica e, de acordo com Eves (2004), ¢ tida como o
modelo mais elegante de argumentacdo matemadtica ainda hoje. Ela emprega o método de
redug¢do ao absurdo, sendo classificada como pioneira nesse recurso. Assim, provaremos a
seguir seu resultado feito através desse argumento.

A prova desse resultado podera ser encontrada em (MORALIS FILHO, 2014, p. 23).
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Teorema 2.1.5. Existem infinitos numeros primos.

Demonstra¢do: Suponha que exista apenas uma quantidade finita de primos. Logo, sera
possivel enumerarmos todos eles como py, Py, ..., Pn- A seguir, construamos o nimero inteiro
tal que seja o produto de todos os primos somados com o niimero 1, isto é, N = p;p, ...p, + 1.
Ora, ja que N > pj para j = 1,2,...,n, entdo N ndo € primo, pois supomos inicialmente que
todos os primos ja estdo na lista. Logo, pelo Teorema Fundamental da Aritmética, o nimero N
possui algum fator primo pj,, que € um dos nimeros primos anteriormente enumerados. Dessa
maneira, observemos que, como pj, divide N e divide o produto p;p; ... p, entdo pj, divide
N — pip; ...pn = 1. Ou seja, p;, divide 1, o que nos leva a um absurdo pois p;, € um niimero
primo e ¢ maior do que 1. Portanto, nossa hipodtese inicial de que existia apenas uma quantia

finita de primos ¢ falsa e, assim, concluimos que o conjunto dos nimeros primos ¢ infinito.

Com isso provamos que dada qualquer quantidade de nimeros primos, podemos obter
uma quantidade ainda maior de nlimeros primos.

A prova desse teorema foi mais um degrau alcangado por Euclides. A partir dela, muitas
outras conjecturas puderam ser formuladas. Sabemos agora que existem infinitos nimeros
primos e tinhamos visto que eles sdo o alicerce para a construcao de todos os numeros inteiros.
Também vimos um dos métodos mais antigos para encontrar uma lista de primos em um
intervalo dado, o Crivo de Eratéstenes. Mas a distribuicdo dos primos ¢ algo ainda muito
misterioso e comporta muitos problemas em aberto. E bem verdade que muitos matematicos
trabalharam incessantemente na busca por uma férmula que nos permitisse encontrar qualquer
nimero primo, apesar disso, ndo obtiveram sucesso. Eves (2004, p. 392) expde que o
matematico francés Pierre de Fermat (1607-1665) conjecturou que os nimeros da forma 2" +
1 sdo primos para todos os inteiros n ndo-negativos, porém um outro matematico suigo
chamado Leonhard Euler (1707-1783) provou que o resultado disso ndo ¢ verdadeiro. Euler

percebeu que alguns nimeros dessa forma sao compostos, por exemplo, paran = 5.
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2.1.1 Conjectura dos primos Gémeos

H4, ainda hoje, varias conjecturas em aberto relacionadas aos nimeros primos. Um
exemplo ¢ a Conjectura dos Primos Gémeos. Chamamos de primos gémeos dois niumeros
primos cuja diferenca entre eles ¢ igual a 2. Os primeiros pares de primos gémeos sdo
(3,5),(5,7),(11,13),(17,19). Conjectura-se que existem infinitos pares de primos gémeos,
mas nao se sabe demonstrar. O maior par de primos gémeos conhecido em margo de 2018,
encontrado em setembro de 2016, tem 388 342 digitos e corresponde a 2 996 863 034 895 -
21290000 + 1 [ver Twin Primes, 2018]. O par de primos gémeos anterior a ele foi encontrado
em dezembro de 2011, praticamente 5 anos de trabalho para encontrar um novo par. Realmente,
como foi notado que os nimeros primos vao ficando mais escassos a medida em que aumentam,
¢ bem intuitivo pensar que serd mais dificil encontrar pares de nimeros primos extremamente
grandes que diferem apenas de duas unidades.

A Conjectura dos Primos Gé€meos ¢ também um problema com enunciado simples de
se entender, mesmo assim, ainda ndo foi provada nem refutada. Isso s6 nos leva a ter uma
pequena nogdo do quio enigmatica foi e continua sendo a historia desses numeros, que sao no

minimo interessantes.

2.2 UMA IMPORTANTE APLICACAO DOS NUMEROS PRIMOS

Até agora temos explicitado a importancia dos nimeros primos para a matematica,
vendo que eles possuem carater essencial na constru¢do de todos os outros nimeros.
Mostramos, também, a motivacao dos matematicos em estudar esses niimeros justamente por
estarem cercados de mistérios e envoltos de desafios. Todavia, os nimeros primos tém sido
altamente procurados nas tltimas décadas ndo apenas pelos matematicos. Uma aplicacdo direta
desses nimeros ¢ encontrada na seguranca das informagdes, que ¢ um campo da criptografia.

A Criptografia RSA ¢ uma ferramenta essencial para o envio e recebimento de
informacdes sigilosas, proporcionando o acesso da mensagem do emissor exclusivamente para
o receptor. O seu uso se tornou necessario desde épocas remotas, quando, em guerras, era
indispensavel a utilizacdo de codigos para a comunicacdo entre aliados, sem que houvesse
interceptacao do inimigo. Assim, a criptografia se utiliza de um conjunto de regras que buscam

gerar um cddigo para codificar uma informacgao onde sé o receptor podera decifra-lo.
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Castro (2014) vem explicar que a criptografia ¢ criada a partir de dois nimeros primos
que geram uma chave publica. Essa chave contém o resultado do produto desses primos. Sendo
assim, basta que determinemos esses primos para decifra-la. O procedimento utilizado para tal
coisa ¢ a fatoracao.

Nos dias de hoje, o desenvolvimento de pesquisas nessa area tem sido muito visado, isto
porque a seguranga de dados se tornou imprescindivel tendo em conta a tecnologia que
dispomos. Um simples e consideravel exemplo disso sao os nossos dados bancarios. Para que
a nossa seguranga seja garantida, sdo usadas chaves criptograficas formadas por numeros
primos, explica Castro (2014). Essas chaves sdo publicas, mas quase impossiveis de serem
descodificadas, pois envolvem a descoberta dos primos que fatoram o nimero em questao.

De fato, como ja vimos anteriormente, todos os nimeros podem ser decompostos em
fatores primos e de maneira unica. Mas encontrar fatores primos de um numero muito grande
resulta em uma tarefa extremamente dificil. Um fato muito importante que o mesmo autor ainda
ressalta ¢ que ndo se conhecem métodos eficientes que auxiliem na fatoragdo dos numeros
muito grandes, mesmo com computadores muito poderosos, o que salienta os mistérios ja
explicitados desses nimeros. Por exemplo, dado o nimero 1 273, talvez ndo demordssemos
muito para encontrar os seus fatores primos. Mas a criptografia se utiliza de nimeros
exacerbadamente grandes, o que complica bem mais sua fatoragdo, dificultando, com isso, o
acesso ao codigo. Ela utiliza um conjunto de niimeros primos, gerando um novo numero muito
grande, assim, mesmo tendo acesso a esse numero, fica muito dificil achar os seus fatores
primos.

Por isso, atualmente existem muitos pesquisadores tentando encontrar nimeros primos
cada vez maiores para que se dificulte ainda mais o acesso a descodificacdo dessa ferramenta

poderosa chamada criptografia.
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3 O ENSINO DOS NUMEROS PRIMOS

E bastante comum ouvirmos que a matematica ¢ uma disciplina muito dificil, enfadonha
ou, nos casos mais extremos, desnecessaria. As pessoas corriqueiramente demonstram nao
gostar dessa disciplina e costumam argumentar o que citamos acima. Geralmente, quando
dizemos que gostamos de estudar matematica, vemos uma reacao um pouco surpresa de quem
escuta. E esse desprazer pela matematica acaba influenciando negativamente na aprendizagem
dessas pessoas. De acordo com o jornal O Estado de Sao Paulo, a partir de uma pesquisa
realizada pelo Instituto Circulo da Matematica do Brasil no ano de 2015, onde foram ouvidas
2.632 pessoas em 25 cidades brasileiras, foi constatado que a maioria das pessoas ndo sabe fazer
operagdes matematicas simples, como regra de trés, médias ou fragdes. Essa pesquisa também
abordou a rejei¢do que o tema provoca. De fato, foi verificado que 60% das pessoas tinham a
matematica entre as disciplinas que ndo gostavam na escola, sendo ainda considerada por eles
como a mais detestada.

Tal pesquisa nos diz muito sobre a educagao matematica no Brasil. Seus dados apontam
algumas falhas que o ensino dessa matéria possui. Ao ter conhecimento dessas falhas,
compreendemos que se faz necessaria a busca de novas estratégias, por parte dos professores,
que visem melhorar de alguma forma o ensino dessa disciplina.

Trazendo esse problema ao nosso objeto de estudo, os nimeros primos, pensamos que
abordar esse assunto de maneira pratica pode ndo parecer facil inicialmente, visto a dificuldade
de se estabelecer uma relagdo entre os nimeros primos e suas aplicagdes no cotidiano. Por
exemplo, um assunto basico de geometria ¢ naturalmente empregado em situacdes mais
“concretas”, problemas que podem ser enxergados com maior facilidade pelos alunos. Ja os
nimeros primos carregam problemas abstratos e extremamente dificeis, enquanto possuem a
caracteristica de ser facilmente entendidos. Mas como utilizar o ensino de nimeros primos de
uma maneira envolvente de modo a proporcionar no aluno uma sensagdo de prazer ¢ nao de
obrigacao? Como aponta Guizelini (2005), o aluno que gosta e se compromete pessoalmente
com o aprendizado, torna o conhecer mais do que uma atividade obrigatoria, obtendo prazer, o
que gera uma busca constante pelo saber.

Bem, a Teoria dos Numeros ¢ um campo fértil para a abordagem histérica, o que torna
a aprendizagem bem mais interessante, pois o conhecimento historico possibilita ao aluno
compreender a origem das ideias que deram forma aos conceitos atuais. No entanto, devemos

ter cuidado ao expor a historia desses nimeros como uma historia terminada. Chegamos aqui a
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um ponto de importancia fundamental, posto que a matematica ¢ tida muitas vezes como uma
disciplina pronta, acabada. Na verdade, ela vem sendo “criada” ou “descoberta” todos os dias.

De fato, ao falarmos sobre os nimeros primos nos capitulos anteriores, enfatizamos
sobre existéncia de muitos problemas em aberto relacionados a esses nimeros. Nao s6 na Teoria
dos Numeros, mas em todas as areas da matematica existem muitos estudos em andamento,
pesquisas que muitas vezes levam anos e anos para serem finalizadas, e muitas outras que nunca
obtiveram uma resposta definitiva. Sim, a matematica esta em um processo em que, a cada nova
pergunta, surgem varias outras a serem respondidas. E esse encadeamento de perguntas,
respostas e mais perguntas ¢ o que da desenvolvimento & matematica.

Fiorentini afirma que

A Matematica, sob uma visdo historico-critica, ndo pode ser concebida como
um saber pronto ¢ acabado mas, ao contrario, como um ser vivo, dindmico e
que historicamente vem sendo construido atendendo a estimulos externos
(necessidades sociais) e internos (necessidades teodricas de amplia¢do dos
conceitos). Esse processo de construgo foi longo e tortuoso. E obra de varias
culturas e de milhares de homens, que movidos pelas necessidades concretas,
construiram a Matematica que conhecemos hoje. (FIORENTINI, 1995, p. 31)

No caso, devemos possibilitar ao aluno uma visdo de que a matematica ¢ uma disciplina
em desenvolvimento. Ter essa ideia de continuidade, além disso, ter a compreensdo do que
gerou essa continuidade, isto €, conhecer historicamente o conteido que se esta estudando,
oferece ao aluno uma visao mais ampla do saber a ser aprendido. O aluno deve perceber que a
matematica nao foi criada do dia para a noite, mas que existiram longos processos de evolugao,
que continuam ocasionando melhorias para essa disciplina.

Baseado nisso, nossa ideia ¢ usar essa matematica de fronteira, a que ainda ndo foi
descoberta, para despertar o interesse dos alunos tanto no estudo desse como de outros temas
da matematica. Assim, mostraremos ao estudante que essa matéria tem muito a ser descoberto
e que ele pode ser um propiciador de novas descobertas na area. A Base Nacional Comum
Curricular (BNCC) ressalta a importancia do estimulo de criagdo no aluno:

Na Matematica escolar, o processo de aprender uma no¢do em um contexto,
abstrair e depois aplica-la em outro contexto envolve capacidades essenciais,
como formular, empregar, interpretar ¢ avaliar — criar, enfim —, ¢ ndo somente
a resolucdo de enunciados tipicos que sdo, muitas vezes, meros exercicios e
apenas simulam alguma aprendizagem. (BRASIL, 2017, p. 275)

Especialmente falando dos nimeros primos, temos visto que os problemas relacionados
a eles possuem enunciados de compreensao acessivel. Isso possibilita ao aluno, ainda no Ensino
Fundamental, assimilar os conteudos estudados com esses problemas. Ainda mais, permite ao

professor se apropriar desses problemas para introduzir os conteidos que precisam ser
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trabalhados. Tal ideia pode estimular a curiosidade do aluno, abrindo espago para o “gostar”
sobre o qual falamos anteriormente, o que proporcionara o prazer na atividade do conhecer.

O Ultimo Teorema de Fermat pode ser citado como exemplo disso. Esse foi um
problema que fascinou grandes matematicos durante muito tempo. Com mais precisao, foi
conjecturado em 1637 pelo matematico francés Pierre de Fermat, sendo demonstrado apenas
em 1995 pelo matematico britdnico Andrew Wiles, isto €, 358 anos apds sua formulagdo. O
enunciado do problema ¢ de simples compreensao. Conforme Stewart (2014, p. 14), Wiles, com
apenas 10 anos de idade, pdde entendé-lo facilmente ao se deparar com o problema durante
uma visita a biblioteca. Desde entdo ficou tdo intrigado pelo enigma que desejou se tornar
matematico para soluciona-lo. Trinta anos depois, seu sonho se tornou realidade quando
apresentou a demonstragao do teorema. Wiles comprovou o que a equagdo x™ + y™ = z™ ndo
possui solugdo quando o inteiro n for maior que 2 e os inteiros x, y, z maiores que zero.

A narrativa sobre a busca pela resolugao desse teorema pode ser encontrada no livro O
Ultimo Teorema de Fermat, que relata o fascinante percurso trilhado por Andrew Wiles a
efetiva demonstrag¢ao do teorema.

Através desse exemplo, salientamos a importancia de apresentar problemas em aberto
para os estudantes, mesmo que tenham ainda pouca idade. Como vimos, um menino de apenas
10 anos teve sua curiosidade despertada a partir de um problema que possuia um enunciado
simples. Esse acesso pode ser promovido pelos professores e ¢ interessante que seja. Assim, ¢
importante que o professor tenha a sensibilidade de conhecer seus alunos, trazendo
questionamentos, problemas que os provoquem, que despertem sua curiosidade para a
matematica. Ao conhecer sua turma, o professor terd mais facilidade em apresentar o assunto
de forma que a cative. E bem verdade que o professor encontrard uma turma cujos alunos sdo
diferentes, cada um teréd seus proprios gostos, suas aptiddes e interesses. Nao podemos esperar
que todos eles gostem de matematica, mas podemos introduzir os assuntos de maneira a atrai-
los, provocando sua curiosidade a partir de aspectos que os interesse.

Nessa perspectiva, os nimeros primos nos oferecem uma gama de possibilidades. Eles
estdo bem colocados nessa situagdo pois guardam grandes segredos, enigmas que, como foi
dito, varios matematicos tentam solucionar até hoje. Levar esse assunto nessa perspectiva, a da
curiosidade, pode estimular o aluno a querer, por si proprio, compreender e buscar respostas. E
o comprometimento pessoal sobre o qual Guizelini (2005) expos, que ira gerar o prazer.

Portanto, visando a importancia de se expor uma matemadtica ainda ndo acabada e

pretendendo melhorar de alguma forma o ensino dessa matéria no Brasil, devemos nos ater aos
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aspectos que se revelaram de certa forma influentes em rela¢do a qualidade do ensino, sejam

eles a curiosidade, a motivacdo, a busca pelo novo e por novas estratégias de ensino.

3.1 A CONJECTURA DE GOLDBACH: UMA MATEMATICA DE FRONTEIRA

Falamos anteriormente sobre o Ultimo Teorema de Fermat e como ele se revelou
influente na vida de Andrew Wiles, o autor da sua demonstragdao. Nao obstante, apresentaremos
agora um outro problema que envolve numeros, a Conjectura de Goldbach, que ¢ um dos
problemas mais antigos nao resolvidos da matematica. Como o outro, a compreensdo de seu
enunciado ¢ acessivel, mesmo assim, sua demonstracdo nunca foi realizada, tendo provocado
renomados matematicos a tentar provar seu enigma ao longo do tempo.

Tal conjectura foi proposta em 1742 por um matematico amador alemao chamado
Christian Goldbach (1690-1764). Na verdade, O'Connor ¢ Robertson (2006) destacam que
Goldbach cursou Direito e Medicina, tendo se aprofundado na matematica um pouco depois,
durante uma viagem a Europa. Apos essa viagem, ele conheceu alguns cientistas muito
conceituados da época como Leibniz, Bernoulli e Jacob, que acabaram influenciando muito no
seu gosto pela matematica. Assim, Goldbach foi se tornando cada vez mais fascinado por essa
disciplina, chegando a se tornar professor de matematica e tendo também publicado alguns
trabalhos nessa érea.

Naquela época, era muito comum a correspondéncia por meio de cartas entre os
cientistas. Essas correspondéncias possuiam um valor muito significativo para o trabalho do
cientista na sua fase corrente, pois muitas informagdes contidas nessas cartas poderiam alcangar
niveis mais altos quando compartilhadas com cientistas de mesma area e, além disso, poderiam
servir de fonte para pesquisadores de outras areas. Goldbach se correspondia com um
importante matematico da sua época, o suico Leonhard Euler (1707-1783). Em uma de suas
cartas para Euler [ver figura 3], Goldbach conjectura o problema que vai colocar seu nome em

destaque no meio matematico até os nossos dias.
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Figura 3 - Carta de Goldbach

ﬁ‘:ﬂv %x/%’;*{wm d-dfwv/‘é’n _uaj/’fn-ﬁu-&'f./’

a Ay f levics A-w‘:ﬁ- Tragrn et Griisd M’ﬁv o alva omp;az,._

%d’mx}ﬁ‘é{ 47 /4-‘(?/ mq/..‘a! /.mfm -r-’-w;.'.r-fﬁfrc_;

i,
S P

Lo | T ftplinens oA/ o ol melfctid Jrupem mn s i
L'“‘ s 7“/“"‘““?"/“?“‘7’ i/ apgresatom /méwmm
7&«44”-&—--&//-&» wa*am...x 7.,,,:,,5, ?

1%!.3- LEn G Lo drvriciom nnra:za;q,

LB R +3 34.;'
4-{.'-”49 fre4 3 f, TeE 43
()] IERETEE IPYE e

»

.mr'

RarIEaRy] t4 e 4l -
Jrit bl &4

-f ) .nfﬁm Gutss X Eicd rrods -rl»f..m# &. Mamibrs oy’

ﬁ,n\b; d’c&vmmle%)'.x/mc #Mww M
onc aapresfes . i it “""""""?“"‘ -m«fﬁ:i. a,;c. v

;&za-m: (nv+)@rﬂ) f —-.-.,,_(f_-'""- ‘.‘::_' e S
Jw/n&o- TR ch Lx '7,:!
.r-m.t./&m. Mh;rfwmfﬂlmﬁwmm .-‘f.r,ﬁ
er_‘.:?f'a‘_#-r +f¢‘-’u éaﬂfﬂml*
| o N

- OB m e Es e w

B
s w%

e T
-'{l- ramirid phiusr
1904 Jomy '-7%

e o oy
Mrrg ms) osiszy
-+ N %‘HJ J?’_ .
B 5

4

% v%é-/ﬂ

Z:é’/

e
et A g e

l-&

e A

d‘?“f"?*"‘* e ’-“”W
M &#n@zgw @9

Fonte: Conjectura
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Na carta, Goldbach propunha a seguinte conjectura:

Todo inteiro par é a soma de dois primos e todo numero inteiro maior que 2

pode ser escrito como a soma de trés primos.

Visto que nessa época o numero 1 era considerado primo, foram realizadas algumas
alteragcdes para a convencao moderna, na qual os nimeros primos comegam a partir do 2, nao
comprometendo sua formulagdo inicial. Logo, a conjectura par afirma que todo inteiro par
maior que 2 ¢ a soma de dois primos. E a conjectura impar afirma que todo inteiro impar maior
que 5 é a soma de trés primos. E interessante notar aqui que o Teorema Fundamental da
Aritmética trata da decomposi¢do de numero como produto de primos, ja a conjectura trata da

decomposi¢do em soma de primos.
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Por ser um problema de facil compreensdo, porém de resolucdo extremamente dificil,
tornou-se muito intrigante desde que foi formulado. O préprio Euler pronunciou que estava
muito certo sobre a sua veracidade, porém nao era capaz de prova-la (O'CONNOR E
ROBERTSON, 2006).

Consideremos, entdo, os primeiros numeros inteiros:

Quadro 8 - Os primeiros pares como soma de dois primos

PARES SOMA
4 2+2
6 3+3
8 3+5
10 5+5
12 5+7
14 7+7
16 5+11
18 7+11
20 7+13

Fonte: Autoria propria, 2017.

Quadro 9 - Os primeiros impares como soma de trés primos

IMPARES SOMA
7 2+2+3
9 24245
11 2+2+7
13 34+43+7
15 3+5+7
17 3+7+7
19 5+7+7
21 3+7+11
23 5+5+13

Fonte: Autoria propria, 2017.
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Note que, para cada par ou impar que pegarmos, sempre havera dois ou trés primos,
respectivamente, onde sua soma resultard no nimero que pegamos inicialmente. Vale ressaltar
também que essa soma ndo € unica, pois, por exemplo, o nimero 10 foi escrito da forma 5 + 5,
mas também pode ser escrito como 3 + 7. Escrevemos o nimero 15 da forma 3 + 5 + 7, uma
outra maneira seria 5+ 5+ 5 ou ainda 2+ 2+ 11. A figura abaixo nos mostra mais

claramente as diferentes somas para os inteiros pares.

Figura 4 - Inteiros pares de 4 a 50 como somas de dois primos
2
340
5 60
7, 8 WO
100 ©
11 12 10
13 140 o
16 O O
17 18 Lo I o)
19 20 o o
220 o ©
23 24 'O o0
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31 32 o o
340 o 00
36 110 o 00
37 380 O
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41 42 o] O O o
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47 48 o O o] o O
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Fonte: Conjecture

Os inteiros pares correspondem as linhas horizontais. Para cada primo, ha duas linhas
obliquas, em sentidos opostos. A soma de dois primos ¢ a interse¢cdo das linhas obliquas e esta
marcada por um circulo. Assim, os circulos em uma dada linha horizontal dao todas as parti¢cdes
do niimero inteiro par correspondente na soma de dois primos.

Dessa forma, ¢ facil perceber a validacdo da conjectura de Goldbach para numeros
pequenos através de calculos rapidos e faceis. E, observando a Figura 4, a cada novo nimero

primo, sera mais facil realizar a soma entre eles gerando um par. Além do mais, as chances de
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existirem somas diferentes serdo maiores, pois teremos mais numeros primos a nossa
disposicao. No entanto, como ja observamos, a medida que os nimeros aumentam, 0s primos
se tornam cada vez mais dificeis de ser encontrados, tornando um pouco mais dificil essa
verificacdo. Mesmo assim, através de supercomputadores, muitas verificagdes ja confirmaram
a conjectura para nimeros extremamente grandes. Eves (2004, p. 625) aponta que ja se
comprovou a conjectura para os niumeros até¢ 100 milhdes. Apesar disso, a efetiva demonstragao
matematica ainda ndo ocorreu.

No ano 2000, uma editora britanica ofereceu um prémio de 1 milhdo de dolares para a
pessoa que provasse a conjectura de Goldbach. A solugdo deveria ser apresentada até abril de
2002, mas ninguém conseguiu demonstrar até essa data. No entanto, alguns avangos recentes
trouxeram resultados bastante significativos. Em 2013, a conjectura impar, também conhecida
como “Conjectura fraca de Goldbach”, foi demonstrada pelo matematico peruano Harald
Helfgott. Ela ¢ assim chamada pelo fato de estar contida na outra conjectura, ou seja, se a
conjectura par fosse demonstrada primeiro, a impar seria resolvida automaticamente. De fato,
se fosse provado que conseguimos escrever todos os nimeros pares maiores do que 2 como a
soma de dois nimeros primos, bastaria somar o nimero 3 a um niimero par para obtermos um
nimero impar escrito como a soma de trés primos. No entanto, apesar de Helfgott ter provado
a parte fraca da conjectura, a reciproca nao ¢ verdadeira, isto ¢, ndo se pode concluir, a partir
da conjectura impar, a validacdo da outra. Em decorréncia disso, para que se torne um teorema,
¢ necessario assegurar que todos os infinitos nimeros pares maiores que 2 possam ser escritos

como a soma de dois nimeros primos.

3.2. UMA PROPOSTA

Como o contetido principal do tema sdo os niumeros primos, a ideia seria brincar de
encontrar esses numeros. Em vez de apresentar os nimeros primos apenas por sua definicao, o
professor poderia usar a conjectura de Goldbach para dar continuidade ao assunto. Uma maneira
de interagir com os alunos, visando uma aproximagao, seria comecar a aula expondo alguns
numeros e suas caracteristicas que os diferem. A partir disso, o professor poderia apresentar
algumas curiosidades desses niimeros, ou mesmo questionar aos alunos quais os aspectos
conhecidos por eles que esses nimeros possuem. Essa aproximacdo permitird ao professor
conhecer um pouco mais a sua turma, a partir das respostas dadas pelos estudantes. Em seguida,

poderiam surgir perguntas do tipo “se for escolhido um outro nimero qualquer, eles possuirao
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as mesmas caracteristicas? 7, “quais sdo as caracteristicas que os diferem? Tais
questionamentos surgirdo como incitadores de curiosidade no aluno. De fato, Guizelini (2005)
vem destacar “a curiosidade como uma marca pessoal que impulsiona o sujeito a sempre querer
saber mais e mais sobre as coisas”. Uma vez que essa fase seja alcangada, ¢ importante permitir
ao aluno usufruir da propria autonomia, ou melhor, estimular o aluno a analisar sua propria
forma de aprender.

Passado esse momento, os alunos estardo mais preparados e motivados para receber o
assunto. Assim, o professor podera apresentar a defini¢do de nimero primo e logo expor alguns
exemplos junto com suas caracteristicas. A mesma autora concluiu, através de pesquisas
realizadas entre estudantes, que o desafio servia muitas vezes como estimulo. Tendo isso em
vista, nossa proposta ¢ desafiar o aluno com perguntas que os conduzam a pensar: “serd que os
numeros pares maiores que 4 sdo formados pela soma de niameros primos? 7, “e os numeros
impares? . Diante dessas perguntas, os alunos tentardo verificar se isso realmente acontece.
Esse momento ¢ extremamente importante, dado o fato de que eles proprios poderdo verificar
empiricamente se determinadas afirmativas acontecem de fato. Realmente, os Parametros

Curriculares Nacionais (PCNs) de Matematica vém discorrer sobre isso.

Embora no quarto ciclo se inicie um trabalho com algumas demonstragoes,
com o objetivo de mostrar sua for¢a e significado, é desejavel que ndo se
abandonem as verificagdes empiricas, pois estas permitem produzir
conjecturas e ampliar o grau de compreensdo dos conceitos envolvidos.
(BRASIL, 1998, p. 87)

Dai o professor pode fundamentar com uma breve historia sobre a Conjectura de
Goldbach e como ela foi exposta, j& que, como concluimos anteriormente, a visao historica do
assunto possui um valor real para a aprendizagem. E também primordial que o professor mostre
a importancia do contetido e como ele ¢ utilizado no nosso dia a dia. Nesse caso, podera ser
falado um pouco sobre a seguranca das informagdes, explicitando sua magnitude no mundo
atual. Para isso, o professor deve apresentar a historia do determinado assunto de maneira
envolvente, ndo podemos ver a matematica como uma disciplina chata nem muito menos passar
isso para os nossos alunos. Para os grandes matematicos, estudar os niimeros era como brincar
com os desafios e desvendar mistérios que surgiam. Em seguida, os alunos poderiam verificar
a conjectura para alguns nimeros pequenos, possibilitando-os ver que ela realmente funciona
para os niumeros escolhidos.

Para essa parte, sugerimos a utilizagdo do Crivo de Eratostenes. Os estudantes poderao,
a partir das instrugdes necessarias oferecidas pelo professor, construir o crivo e, assim,

encontrar os primos com mais facilidade, além de estarem praticando os assuntos anteriormente
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estudados. Seria interessante que o professor os conduzisse a enxergar a aleatoriedade dos
primos sem passar essa informagdo pronta, isto ¢, perguntas do tipo “serd que existe alguma
féormula para encontrar primos? 7, “como eles estdo distribuidos no conjunto dos naturais? ”,
seriam muito pertinentes. A partir dai pode ser comentada a importancia da busca por padrdes
na matematica. Como explicitado nos PCNs de Matematica:

No decorrer do trabalho com os nimeros, ¢ fundamental estudar algumas
relagdes funcionais pela exploracdo de padrdes em seqiiéncias numéricas que
levem os alunos a fazer algumas generalizagcdes ¢ compreender, por um
processo de aproximacdes sucessivas, a natureza das representacdes
algébricas. A construgdo dessas generalizagdes e de suas respectivas
representacdes permite a exploracdo das primeiras nocgdes de algebra.
(BRASIL, 1998, p. 68)

Diante do exposto, podemos concluir que a utilizagdo do crivo se revelaria como um
recurso eficaz para a visualizacao da distribui¢do dos primos entre os naturais, ja que possibilita
ao aluno enxergar e, ndo apenas isso, mas ainda encontrar esses nimeros tao misteriosos.

Apo6s a exposicao do problema e dos métodos e férmulas que auxiliem o aluno a resolvé-
lo ou a pensar em uma possivel resolugao, achamos nado s6 interessante mas imprescindivel que
o professor leve os alunos a questionar e formular novos problemas a partir do que foi exposto.
Realmente, a BNCC ressalta a importancia dessa atividade:

Se pretende ndo apenas a resolugdo do problema, mas também que os alunos
reflitam e questionem o que ocorreria se algum dado do problema fosse
alterado ou se alguma condigao fosse acrescida ou retirada. Nessa perspectiva,
pretende-se que os alunos também formulem problemas em outros contextos.
(BRASIL, 2017, p. 275)

Ao final, quando ja apresentados a Conjectura de Goldbach e o Crivo de Eratostenes, o
professor podera apontar o fato de existirem varios outros problemas que ainda ndo foram
resolvidos, apesar de se ter a suspeita da sua veracidade. Com isso, estaria mostrando que a
matematica ¢ uma ciéncia dindmica e que estd em constante evolugdo, o que excluiria a ideia
da matematica pronta, acabada que muitos ainda supdem. Também seria proveitoso falar sobre
a rigorosidade da matematica em suas demonstracdes, uma vez que, mesmo sendo verificada
uma proposicao para muitos casos, se ela ndo for provada para todos, ndo sera aceita como

verdadeira. Como € o caso da formula encontrada por Fermat que geraria primos.
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4 CONSIDERACOES FINAIS

O proposito principal deste trabalho foi expor os niimeros primos evidenciando sua
importancia histérica e seus mistérios que culminam na matematica nova. Também objetivamos
analisar teoricamente a Conjectura de Goldbach, buscando uma proposta de abordagem desse
tema para o ensino dos numeros primos no 6° ano do ensino fundamental. No decorrer do
levantamento bibliografico pdde-se perceber a relevancia do tema para essa modalidade de
ensino, dada pelo fato de se conseguir apresentar, através da conjectura, parte dos assuntos
propostos na grade curricular.

A nossa proposta surgiu como um auxilio para o professor, direcionando-o a questdes
importantes como o gostar de aprender na qualidade de aspecto relevante para o aprendizado
significativo. Por esta razao, consideramos importante estimular o professor para que ele possa
estimular o aluno na busca pelo saber, ndo como uma obriga¢do, mas olhando a matematica
como fonte de conhecimento que gera prazer.

Como foi exposto, existem outros problemas em aberto, ndo apenas na area da Teoria
dos Numeros, mas em varios outros campos de pesquisa da matematica. Assim, enfatizamos
que nossa proposta de abordagem dos problemas ainda ndo resolvidos se estende para esses
outros campos de pesquisa da matematica. Considerando a importancia do assunto, ¢ proveitoso
falar sobre a Conjetura abrindo espacos para que, de alguma forma, os professores de ensino
basico possam criar maneiras de inovar o ensino, mostrando a real importancia dessa area de
conhecimento no nosso cotidiano, e, assim, tornem-se mais preparados para lidar com as
dificuldades apresentadas pelos estudantes.

Assim, esperamos que estes tenham uma visdo mais aprofundada sobre os numeros
primos, compreendendo sua real importancia na histéria e conhecendo algumas curiosidades
sobre esses numeros tdo peculiares que poderdo motivar o estudo da disciplina e, por

conseguinte, melhorar o desempenho escolar.
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APENDICE A - UMA PROPOSTA DE ATIVIDADE PARA O ENSINO DE
NUMEROS PRIMOS POR MEIO DA CONJECTURA DE GOLDBACH

Passo 1: Iniciar a aula expondo caracteristicas que diferem os nimeros inteiros.

Sugerimos que se apresentem dois nimeros, por exemplo o nimero 4 e o nimero 5. O professor
podera perguntar o que seus alunos conhecem sobre esses nimeros. A partir dai, poderdao ser
expostos alguns fatos sobre eles, como a caracteristica do nimero 4 possuir trés divisores (1, 2
e 4) e o numero 5 ter apenas dois divisores (1 € 5). Ainda nessa parte, ¢ interessante formular
perguntas desafiadoras, incitadoras de curiosidade.

Sugestdes de perguntas:

* se forem escolhidos outros numeros inteiros quaisquer, eles possuirdo as mesmas
caracteristicas quanto ao numero de divisores? Por exemplo, escreva os numeros de 2
a 20 e analise o numero de divisores de cada um deles.

* quais sdo as caracteristicas quanto ao numero de divisores que diferem os numeros

apresentados?

Passo 2: Apresentar a defini¢do de Numero Primo e Numero Composto.

Para essa parte, propomos que o professor mostre, a partir das perguntas anteriores, que 0s
nimeros inteiros estdo situados em duas categorias: 0s numeros primos € 0s compostos. Isso
pode ser feito comentando os exemplos dos nimeros que foram dados anteriormente. Assim, o
professor pode falar que, como ja foi analisado pela turma, o niimero 4 possui mais de dois
divisores e os numeros desse tipo se chamam ‘“numeros compostos”. Os outros nimeros,
aqueles que, como o numero 5, ndo conseguem ser divididos por nenhum outro nimero a nao
ser o 1 e ele proprio, sdo chamados “numeros primos”. Um outro palpite seria apresentar esses
numeros como “lineares” e “retangulares”, isto ¢, mostrar que os nimeros primos s6 podem ser
representados em linha e os numeros compostos s6 conseguem ser representados em retangulos.

Por exemplo, abaixo os nimeros de 2 a 14

O )
LX)
LC N )

LG B
eocoe P eeocccee
00000 00000000000 0000 0000000000000 0000000
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Passo 3: Apresentar a Conjectura de Goldbach introduzindo o tema historicamente.

Nesse momento, ¢ esperado que os alunos estejam mais motivados e preparados para receber o
assunto, fazendo-se oportuno contar um pouco da histéria dos niameros primos e das pessoas
que contribuiram para o seu estudo. Nessa hora, a Conjectura de Goldbach pode ser exposta,
enfatizando sua visdo historica, como foi proposta e seu periodo (ver exemplo). E interessante
que os alunos verifiquem a validade dela para alguns nimeros iniciais. Sendo assim, pode-se
abrir esse espaco para essa tarefa (ver tabelas). Apds perceberem que a conjectura esta
funcionando, o professor devera falar que ela ainda ndo foi demonstrada, entdo ndo podemos

assumi-la como verdadeira.

A Conjectura de Goldbach:

A Conjectura de Goldbach foi proposta em 1742 por um matematico amador alemao chamado
Christian Goldbach (1690-1764). Goldbach cursou Direito € Medicina, tendo se aprofundado
na matematica um pouco depois, durante uma viagem a Europa. Apds essa viagem, ele
conheceu alguns cientistas muito conceituados da época como Leibniz, Bernoulli e Jacob, que
acabaram influenciando muito no seu gosto pela matematica. Assim, Goldbach foi se tornando
cada vez mais fascinado por essa disciplina, chegando a se tornar professor de matematica e
tendo também publicado alguns trabalhos nessa area. Goldbach, em uma carta para o

matematico suico Leonhard Euler (1707-1783) conjecturou a seguinte afirmacao:

Todo inteiro par maior que 2 é a soma de dois primos e todo numero inteiro impar

maior que 5 pode ser escrito como a soma de trés primos

Sugestao de atividade: preencher as tabelas com as somas equivalentes aos niimeros.
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PARES SOMA IMPARES SOMA
4 2 A X 7 2+2+3
6 9
8 11
10 13
12 15
14 17
16 19
18 21
20 23

O professor observara que grupos diferentes de estudantes obterdo respostas diferentes para a
decomposic¢do de alguns numeros como, por exemplo, o nimero 10 que pode ser escrito como
asoma5 + 5ou3 + 7. Entdo ele podera explicar que a Conjectura de Goldbach permite
escrever os numeros em decomposicdes diferentes, diferentemente do Teorema Fundamental
da Aritmética. E importante observar nesse momento que a resolugio da conjectura estaria

ligada a descoberta de nimeros primos, o que culmina no Passo 4 abaixo.

Passo 4: Utilizacao do Crivo de Eratdstenes para achar primos.

Agora que os estudantes ja estdo mais familiarizados com o conceito de niimero primo,
sugerimos apresenta-los o Crivo de Eratdstenes que ¢ uma ferramenta muito eficaz para
encontrar nimeros primos em um intervalo de nimeros estipulado. O crivo consiste em
organizar os numeros de 1 até n em ordem crescente numa tabela, removendo os multiplos de
cada primo que for encontrado. Os estudantes poderdo construir o crivo a partir de informagdes
oferecidas pelo professor (ver tabelas). Ao encontrar os primos, o professor pode conduzir os

alunos a enxergar sua aleatoriedade sem passar a informacao pronta.

Sugestdo de atividade: Construir o crivo com os numeros de 1 a 84.
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Inicialmente, sera construida uma tabela com os numeros de 1 a 84. Em seguida, o professor
deverd instruir os alunos a remover os multiplos dos primos encontrados. Ao final, sobrardo

apenas 0s numeros primos.

Na primeira tabela, estao eliminados os multiplos de 2.
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Sugestdes de perguntas:

*  Como os primos estao distribuidos no conjunto dos naturais?

» Sera que existe alguma formula para encontrar primos?

Para a primeira pergunta, analisar a tabela abaixo onde estdo destacados todos os numeros

primos dentro dos naturais no intervalo de 1 a 100.
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Os estudantes irdo perceber que ndo ha existéncia de padrdes ou férmulas que nos permitam

encontrar nimeros primos de maneira rapida. Assim, verdo que ha muito a se descobrir ainda

na matematica.
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APENDICE B — PROPOSICOES SOBRE DIVISIBILIDADE COM DIVISORES
PRIMOS

Para a demonstragdo das proposi¢des serao necessarios alguns resultados que demonstraremos

previamente.

Lemal. Dois numeros naturais a e b sdao primos entre si se, e somente se, existem numeros

naturais n e m tais que na — mb = 1.

DEMONSTRACAO: Suponha que a e b sdo primos entre si. Logo (a, b) = 1. Como existem
nameros naturais men tais que na —mb = (a,b) (= 1), segue-se a primeira parte da
proposi¢ao. Reciprocamente, suponha que existam nimeros naturais m e n tais que na —
nb =1.Sed = (a,b),temos que d|(na — mb), o que mostra que d|1 e, portanto, d = 1.

[ ]

Lema 2. Sejam a, b e ¢ niumeros naturais. Se a|bc e (a,b) = 1, entdo a|c.

DEMONSTRACAO: Se a|bc, entdo existee € Ntalque bc = ae.Se (a,b) = 1, entdo pelo
lema anterior, temos que existem m,n € N tais que na — mb = 1. Multiplicando por ¢
ambos os lados da igualdade, temos que ¢ = nac — mbc. Substituindo bc por ae nesta tltima

igualdade, temos que ¢ = nac — mae = a(nc — me) e, portanto, a|c.

Tendo demonstrado os resultados anteriores, segue a demonstragdo das proposigoes:

Proposicao 2.1.1. Sejam a,b,p € N*, com p primo. Se p|ab, entdo p|a ou p|b.

DEMONSTRACAO: Basta provar que, se p|ab e p  a entdo p|b. Mas, se p { a, temos que
(p,a) = 1, e o resultado segue-se do Lema 2.

[ ]
Corolario 2.1.2. Se p,p4, ..., Pn SA0 numeros primos e se p|py ... by, entdo p = p; para algum

i=1,..,n

DEMONSTRACAO: Use a proposi¢io anterior, indugo sobre n, e o fato de que, se p|p;, entdo
b =D



